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1. Planteamiento general de la Tesis

El objetivo fundamental de esta Tesis es mejorar la interpretabilidad de los
modelos adaptativos borrosos, de forma que sin perder mucha precision en la
estimacion del modelo podamos mejorar la interpretabilidad del mismo. Se propone, por
tanto, una nueva metodologia que permita ajustar las funciones de pertenencia del
modelo borroso, de forma tal que éstas puedan ser evaluadas por un experto, y sus

reglas sean mads interpretables y dotadas de semantica.

Este trabajo se ha desarrollado dentro del Grupo de Investigacion de Control y
Robética (TEP192) y del Grupo de Investigacion Sistemas Inteligentes y Mineria de
Datos (TIC198). Estos dos grupos, bajo la direccién del Dr. José Manuel Anddjar
Mirquez el primero y del Dr. Antonio Peregrin Rubio el segundo, estan realizando
numerosos trabajos en los campos de la ldgica borrosa, el control no lineal, Soft

Computing y Mineria de datos, tecnologias de la Web y recuperacion de informacion.

En esta Tesis se trabaja principalmente con sistemas borrosos de tipo Takagi-
Sugeno-Kang (TSK), ya que éstos permiten la representacion de cualquier sistema no
lineal mediante un ndmero reducido de reglas. Aunque se estudian otros sistemas
borrosos, tan sélo se hace con caricter introductorio, ya que el trabajo estd basado
fundamentalmente en sistemas borrosos de tipo TSK. La Tesis se centra en el uso de
funciones de pertenencia gaussianas, las cuales poseen la ventaja de poseer un soporte
no finito, lo que garantiza que siempre exista un grado de pertenencia definido en el
universo de discurso. Esta ventaja plantea a su vez un inconveniente adicional que se
ha solventado de forma novedosa en este trabajo, ya que al no tener un soporte finito, se

extienden en el universo de discurso tedricamente hasta el infinito.

Este primer capitulo se estructura en tres secciones. La primera presenta un
resumen de la Tesis, donde se describen cada uno de los capitulos que la conforman
para dar una idea general de su contenido. En la segunda se describen las aportaciones
novedosas que este trabajo aporta al estado del arte. En la tercera y dltima seccion se
muestra el rendimiento cientifico de la Tesis, el cual supone una validacion del trabajo
realizado por parte de la comunidad cientifica tanto nacional como internacional, asi

como una muestra clara del grado de innovacion de la misma.

11
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1.1. Resumen de Ila Tesis

La memoria estd organizada en ocho capitulos y tres apéndices, cuyo contenido se

describe brevemente a continuacidn:

En el Capitulo 1, Planteamiento general de la Tesis, como su propio nombre
indica, se realiza una descripcion de la estructura de la Tesis y se comentan brevemente
cada uno de los capitulos que la componen. Ademads, se recogen las innovaciones
principales de la Tesis y se efectiia un andlisis del rendimiento cientifico que este

trabajo ha producido hasta la fecha.

El Capitulo 2, Introduccion a la logica borrosa, realiza un pequefio recorrido en la
evolucion de la l6gica borrosa y en sus principales aplicaciones. Se mencionan los
principales avances en la aplicacion de las técnicas basadas en sistemas borrosos y se
recopilan algunos de los grupos de investigacion y entidades mds representativos que
trabajan dentro del campo de la l6gica borrosa a nivel nacional y andaluz. Por dltimo, se
resumen las principales técnicas de Soft Computing (las redes neuronales, la
computacién evolutiva y la l6gica borrosa) y se justifica el uso de la 16gica borrosa

como la técnica adecuada para utilizar la metodologia aplicada en este trabajo.

El Capitulo 3, Conceptos bdsicos de sistemas borrosos, estudia los fundamentos
de los sistemas borrosos. Este estudio se realiza con la intenciéon de que el texto sea
autocontenido y no se requiera acudir a otros textos para comprender los mecanismos
que se utilizardn en los capitulos siguientes, sin embargo, abundan las referencias que
permiten ampliar dichos contenidos. Se comienza con la definicién de conjunto borroso,
su representacion y propiedades, pasando posteriormente a explicar las funciones de
pertenencia como mecanismo de definicién de los mismos. Se detallan las principales

operaciones sobre conjuntos borrosos y se define el concepto de variable lingiiistica.

Se explica posteriormente el proceso en el disefio de un modelo borroso, el
razonamiento borroso y el sistema de inferencia borroso. Se detallan los principales
tipos de sistemas borrosos (Mamdani, SAM, TSK, Tsukamoto,....) y se resume la

metodologia para el disefio de sistemas borrosos.

El Capitulo 4, Adaptacion paramétrica en sistemas borrosos, trata sobre los

mecanismos de adaptacion de pardmetros en los sistemas adaptativos borrosos. Estos
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mecanismos de adaptacion buscan preferentemente la precision en la buisqueda del
modelo, sin incorporar métodos en el ajuste de los pardmetros, lo cual reduce su
interpretabilidad. Se estudia uno de los métodos mds populares de adaptacion
paramétrica, el método presentado por Wang [202], utilizando un desborrosificador
centro promedio, con método de inferencia producto. Se presenta la adaptacion de los
parametros del antecedente de las reglas, centrandonos en funciones de pertenencia de
Gauss y funciones de pertenencia triangulares. Posteriormente, la adaptacién de los
parametros para el consecuente de las reglas es analizada, tanto si el consecuente es

Singleton, TSK o un consecuente no lineal.

En el Capitulo 5, La Razon de Solape, se propone el primer indice para medir el
grado de solape que se produce entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Esta
medida nos permitird realizar el ajuste correspondiente en los pardmetros implicados en
la estimacion del modelo. En un principio se detallan las 4 reglas establecidas por
Marsh [129] para considerar que las funciones de pertenencia estdn correctamente
distribuidas en el universo de discurso. Se definen los conceptos de Razon de Solape,

Factor de Ancho y Razon de Solape Deseada.

La eleccion del Factor de ancho y de la Razén de Solape Deseada depende del
criterio del disefiador y tiene una gran importancia en la correcta estimacién del modelo,
por lo que se aportan las consideraciones que pueden facilitar en gran medida la

eleccion de los valores adecuados para estos parametros.

Se incorpora la Razén de Solape en el procedimiento de adaptacion de los
parametros, ajustando los mismos para que el solape entre las funciones de pertenencia
sea el adecuado. Este procedimiento de ajuste se realiza tanto en la parte precedente de
las reglas para los centros y anchos de las funciones de pertenencia, como en los

consecuentes.

En el caso de los consecuentes, si éstos son escalares o de tipo TSK, la aplicaciéon
de la Razén de Solape se sustituye por un método acorde a su representacion. Aparecen
asi dos nuevos conceptos, Razon de Solape de los Consecuentes y Razon de Solape de

los Consecuentes Deseada, los cuales son explicados en profundidad.
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Por dltimo, se describe detalladamente el algoritmo empleado para realizar la
estimacién de un modelo aplicando la Razén de Solape como indice en el ajuste de los

parametros.

El Capitulo 6, El Area de Solape, propone un nuevo indice para medir el
verdadero solape existente entre dos funciones de pertenencia adyacentes. En este caso
se mide el drea de solape real entre dos funciones de pertenencia. El nuevo indice
depende de dos factores, de la funciéon con un drea menor y de la posicion que ésta
ocupe con respecto a la otra. En funcién de estos dos factores nos surgen 4 posibles

casos por lo que se describe la expresién del Area de Solape para cada uno de ellos.

Se detalla el procedimiento de ajuste de los pardmetros utilizando el Area de
Solape, centrdndonos en funciones gaussianas, y se define un nuevo concepto, el de
Area de Solape Deseada. Este nuevo pardmetro es critico en el adecuado ajuste de las
funciones por lo que se proponen los valores mas optimos para que el disenador pueda

aplicarlo correctamente.

El capitulo termina con la descripcién del nuevo algoritmo en el que se aplica

como indice de ajuste de los pardmetros el Area de Solape.

El Capitulo 7, Aplicaciones, aborda la estimacién de diferentes modelos a partir de
las técnicas presentadas en los capitulos anteriores con el objetivo de mostrar la mejora
de la interpretabilidad en los resultados finales. En primer lugar se trabaja con una
planta descrita por una ecuacién diferencial de segundo orden. Se presentan los
resultados obtenidos tanto aplicando la Razén de Solape como el Area de Solape y se
comparan los resultados con el modelo obtenido sin utilizar ningun tipo de ajuste a los
parametros. Se pasa a continuacion a estudiar el modelo serie-temporal de Box y
Jenkins [28] que se obtiene a partir de un horno de gas. La mejora en la interpretabilidad
de los resultados puede observarse con claridad en este ejemplo, tanto aplicando la
Razén como el Area de Solape. Por ultimo, se ha elegido el modelo matematico de un
helicoptero de aeromodelismo presentado por Kim-Tilbury [98]. Se ha optado por
mostrar s6lo algunos de los resultados obtenidos debido a la complejidad del modelo, el

cudl presenta cuatro variables de entrada y doce variables de salida.

Por dltimo, el Capitulo 8, Conclusiones y desarrollos futuros, incide en las

conclusiones que se derivan de la Tesis. A continuacion, se esbozan los temas que,
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sustentados en desarrollos y propuestas de la Tesis, dejan el camino abierto para ser

resueltos en trabajos futuros.

El Apéndice I, Definicion del Area de Solape, se describen las cuatro expresiones

del Area de Solape para cada uno de los casos.

En el Apéndice II, Definicion del Area de Solape para funciones de pertenencia
gaussianas, se detallan las expresiones del Area de Solape cuando las funciones de

pertenencia son gaussianas para cada uno de los cuatro casos.

El Apéndice III, Adaptacion de cada pardmetro implicado en el ajuste para
funciones de pertenencia gaussianas, describe para cada uno de los cuatro casos las
expresiones para el ajuste de los centros y anchos en el caso de que las funciones de

pertenencia sean gaussianas.

1.2. Innovaciones que aporta la Tesis

Los aspectos innovadores que pretende incorporar este trabajo en el campo del
modelado de sistemas borrosos se encuentran en los capitulos 5, 6 y 7. En esta seccion
se pretende resumir cudles son cada una de estas innovaciones en cada uno de los

capitulos.

El Capitulo 5, La Razon de Solape, comienza con la definicién de este concepto
como medida del grado de solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes. La
definicién inicial dada por Marsh [129] es ampliada en este trabajo para funciones
gaussianas. El principal problema que se planteaba era calcular el soporte de una
funcién gaussiana cuando el grado de pertenencia de éstas se hace cero teéricamente en
el infinito. Se propone asi el pardmetro Factor de Ancho como medida que el disefiador
puede utilizar para determinar cuando una funcién de pertenencia alcanza ese grado de
pertenencia cero. El valor del Factor de Ancho es claramente 0.5 para funciones de
pertenencia triangulares, pero el valor mas adecuado para las funciones gaussianas debe
ser analizado. Tras estudiar los valores que hacen que una funcién de pertenencia
gaussiana alcance grados de pertenencia suficientemente cercanos a cero, se propone

que este Factor de Ancho se encuentre en el intervalo [2, 2.5].

Se propone a continuacién, como método de ajuste de los pardmetros en el método

de adaptacion, el uso de la Razén de Solape, de forma que en cada época del
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mecanismo de adaptacion se ajusten los centros y anchos de las funciones de
pertenencia teniendo en cuenta el solape que se produce entre cada dos funciones de

pertenencia adyacentes.

Para aplicar correctamente el ajuste es necesario definir un nuevo concepto, la
Razon de Solape Deseada. Este pardmetro se refiere al valor de Razén de Solape que el
disefiador considera adecuado entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Para
ayudar en la eleccion de este pardmetro se presenta una grafica que permite determinar
el valor de la Raz6n de Solape Deseada una vez fijados los grados de pertenencia que el
disefiador considera oportunos en la interseccién de las dos funciones adyacentes y en el

que la funcién se hace practicamente cero.

El ajuste paramétrico no sélo debe ser aplicado a la parte precedente, sino que los
consecuentes pueden ser distribuidos también adecuadamente en el universo de discurso
utilizando la Razén de Solape como mecanismo de adaptacién. Se propone una
metodologia totalmente novedosa para el caso de que los consecuentes sean un escalar
(singleton) o de tipo TSK, ya que en ambos casos, el cédlculo de la Razén de Solape

entre dos consecuentes adyacentes no es posible, pues no se produce solape entre ellos.

Por ultimo, se propone el algoritmo que permite la obtencién de un modelo borroso
a partir de datos de entrada-salida, adaptando los pardmetros de las funciones de
pertenencia y ajustdndolos para que mantengan un adecuado solape en el universo de

discurso.

El Capitulo 6, El Area de Solape, aporta un nuevo indice para medir el solape
entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Con el propdsito de buscar una medida
que se ajustara mds al verdadero solape existente entre dos funciones se propone
calcular el verdadero area de solape entre ambas para convertirlo en un nuevo parametro
que nos permita medir con mayor exactitud el solape. El nuevo indice depende del drea
de la menor de las funciones involucradas y de la posicién que ésta ocupe en el universo
de discurso. Esto nos genera 4 posibles casos. El trabajo se centra en estudiar la
aplicacion de este indice en funciones de pertenencia gaussianas, proponiendo el ajuste

de los centros y anchos de las funciones en cada época del mecanismo de adaptacion.

Para un correcto uso del ajuste mediante Area de Solape se requiere la introduccién

de un nuevo pardmetro, el Area de Solape Deseada. Para ayudar al disefiador en la
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eleccion del valor mds adecuado para este pardmetro se ha realizado un estudio que
permite averiguar que si el Area de Solape Deseada se encuentra en el intervalo [0.2,

0.3], se obtienen los mejores resultados.

Se propone, ademds, un nuevo algoritmo que incorpora el ajuste de los pardmetros
involucrados en la adaptacién utilizando el Area de Solape, para obtener un modelo

borroso partiendo de datos de entrada-salida.

El Capitulo 7, Aplicaciones, aborda la estimaciéon de modelos mediante sistemas
borrosos en base a las técnicas presentadas en los capitulos anteriores. Se presentan tres
ejemplos de aplicacion, los dos primeros son modelos sencillos de dos entradas y una
salida (MISO) y el ultimo es un modelo mucho mds complejo con 4 entradas y 12

salidas (MIMO).

En todos los casos, una vez realizada la estimacion de la funcién, se comprueba
mediante una comparativa, como la distribucion de las funciones de pertenencia en el
universo de discurso mejora considerablemente al aplicar las técnicas de ajuste
propuestas en este trabajo, lo que conlleva a una mayor interpretabilidad del modelo. Se
visualiza la distribucion de las funciones para las distintas variables de entrada y para
los consecuentes, comprobdndose como la pérdida de precisién es asumible para poder

ganar en interpretabilidad del modelo.

En conclusidn, esta Tesis aporta una metodologia completa de modelado, novedosa
en muchos aspectos, que aporta interpretabilidad al mismo aunque sea perdiendo cierta
precision, y cuyo desarrollo se estudia paso a paso a lo largo de toda la memoria.
Ademads, se aportan los algoritmos necesarios para su implementacion practica. Un
aspecto importante de la metodologia desarrollada es que permite su ampliacién
mediante la elaboracién de nuevas técnicas que mejoren el ajuste de los pardmetros y la
visualizacién de los resultados obtenidos. Por ejemplo, cabria la posibilidad de permitir
solapes maximos y minimos para impedir excesivo solapamiento o solapamiento nulo,

asi como un etiquetado automatico de la salida para una mayor interpretabilidad.

1.3. Rendimiento cientifico de la Tesis

Esta seccion estd dedicada a enmarcar el entorno cientifico en el que se ha

desarrollado la Tesis y destacar los resultados de la investigacion realizada; para ello se
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detallardn las principales publicaciones realizadas. También, por supuesto, dentro del
entorno cientifico de la Tesis, se hard hincapié en los hitos relevantes de su andadura.
En definitiva, el objetivo principal de esta seccién es mostrar que la memoria que se
presenta constituye la recopilacion ordenada de una produccién cientifica realizada

durante 10 afos.
Produccion cientifica por capitulos

La Tesis comenzé su andadura propiamente dicha, con el estudio del modelado
mediante sistemas borrosos. El primer paso fue conseguir el algoritmo que permitia la
estimacién de una funcién sin aplicar ningun tipo de ajuste a los pardmetros utilizando
la metodologia descrita por Wang [202]. Era importante la visualizaciéon normalizada de
los resultados, permitiendo que se mostraran como quedaba la distribucién de las

variables de entrada y del consecuente tras la estimacion.

El siguiente paso fue incorporar al algoritmo el ajuste de los pardmetros utilizando
la Razén de Solape, permitiendo que el disefiador pudiera ajustar el grado de solape con
los pardmetros Factor de Ancho y Razén de Solape Deseada. El estudio se centrd en
funciones de pertenencia gaussianas, por su probada capacidad para representar
modelos mas precisos. La comparativa entre los resultados obtenidos con este nuevo
algoritmo y el primero desarrollado nos permiti6 comprobar como mejoraba
considerablemente la interpretabilidad del modelo sin una perdida significativa de la
precision. La técnica se aplicd exclusivamente a la parte precedente de las reglas y los

resultados fueron presentados en las publicaciones:

Vélez, M.A. and Sanchez, O. La razon de solape como mecanismo de adaptacion
paramétrica basada en restricciones para la obtencion de modelos borrosos. XXII
Jornadas de Automatica. Barcelona, 2001.

Vélez, M.A., Sanchez, O. and Ollero, A. Neuro-Fuzzy modelling with parameters
adjustment based on overlap ratio. 10th Mediterranean Conference on Control and
Automation. Lisboa, 2002.

Una vez comprobada la eficacia de la metodologia utilizada en la parte precedente
de las reglas, el siguiente paso fue aplicarla a los consecuentes. Se desarrolla un nuevo
algoritmo que incorpora el ajuste de los consecuentes cuando estos son escalares o de

tipo TSK. La aplicacion de la técnica del solape cuando los consecuentes son un escalar
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o de tipo TSK planteaba un problema, que se solucioné con la novedosa metodologia

presentada en la publicacion:

Vélez, M.A., Andidjar, J.M. and Sanchez, O. Distribucion uniforme de los
consecuentes en el universo de discurso basado en la razon de solape. Seminario

Annual de Automatica, Electrénica Industrial e Instrumentacion. Alcald de Henares,
2002.

Las técnicas de ajuste de los pardmetros utilizando la Razén de Solape fueron

motivo de colaboracién en el trabajo:

Séanchez, O., Romero, S., Moreno, F.J. and Vélez, M.A. Mathematical formulation of

a type of hierarchical neurofuzzy system. Lecture Notes in Computer Science. Vol.
4253, pp. 406-414, 2006.

Una vez terminado el trabajo tanto para la parte precedente como para los
consecuentes se decidié emprender el estudio de un nuevo indice para medir el solape
de las funciones, un indice que midiera con mds exactitud el auténtico solape de dos
funciones de pertenencia adyacentes. Se implementa un nuevo algoritmo que permita
incorporar al proceso de ajuste el uso del Area de Solape en la parte precedente de las

reglas, manteniendo la Razén de Solape como indice para el ajuste de los consecuentes.

El resumen completo de la Razén de Solape y el desarrollo del Area de Solape
como nuevo indice para medir el ajuste de las funciones, asi como los resultados
obtenidos aplicandolo al modelo del horno de gas de Box y Jenkins [28] y al modelo de
un helicoptero a escala de Kim y Tilbury [98] se present6 en la publicaciéon mas

importante de la Tesis:

Vélez, M.A., Sanchez, O., Romero, S. and Anddjar, J.M. A new methodology to
improve interpretability in neuro-fuzzy TSK models. Applied Soft Computing. Vol.

10, pp. 578-591, 2010.
Indices de calidad: 21 de Computer Science, Artificial Intelligence en 2010 (2,415)

10 de Computer Science, Interdisciplinary Applications en 2010 (2,415)






2. Introduccion a la légica borrosa

2.1. Naturaleza e historia de la I6gica borrosa

El comienzo de la 16gica parece estar en Aristoteles (384-322 A.C). Sus principales
contribuciones a la fundacién de la légica son dos axiomas llamados Ley de
Contradiccion y Ley de Exclusion Media. La Ley de Contradiccién dice que una cosa
no puede pertenecer a una clase y no pertenecer a esa clase al mismo tiempo. Es decir,
no puede llover y no llover al mismo tiempo. La Ley de la Exclusién Media dice que
una cosa debe pertenecer a una clase o no pertenecer a esa clase. En otras palabras, debe
estar lloviendo o no estar lloviendo. Sin embargo, estos dos axiomas no dejan hueco

para conceptos como llueve suavemente o fuerte lluvia.

Los dos axiomas de Aristoteles presentan la 16gica con sélo dos colores, blanco y
negro. Blanco representa verdad absoluta y negro representa falso completo. Sin
embargo s6lo con una gama extensa de grises, o grados de verdad, es posible capturar la

profundidad y subjetividad del razonamiento humano.

La légica de Aristételes intentaba reducir todo argumento racional a la deduccion
de una secuencia de silogismos: “Todos los hombres son mortales. Socrates es un

hombre. Sécrates es mortal”.

Dos mil afos después, en 1847, Boole desarrollé6 un método algebraico para el
andlisis de los silogismos de Aristételes. El método es conocido hoy como Algebra de
Boole. Este método no sélo revelaba lo inadecuado del razonamiento silogistico, sino
que se convertia en un punto de inicio para varios campos en matematicas y ciencias de

la computacion.

En 1920 Jan Lukasiewicz publica un articulo describiendo una légica trivaluada
[123], cierto (1), falso (0) y posible (1/2) rompiendo la barrera de la 16gica usual que
sOlo permitia dos posibles valores de verdad. Con esta expansion Lukasiewicz abri6 la
puerta a infinitas posibilidades, ya que sus tres grados de verdad podrian expandirse a

un mayor nimero de niveles, dando lugar a la 16gica multivaluada.

El siguiente paso, y realmente el mas significativo, en el desarrollo de la logica

borrosa, se produjo en 1965 con el trabajo de Lotfi Zadeh [213] denominado Fuzzy Sets.

21
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En su articulo, define las nociones matematicas de inclusion, union, interseccidn,
complemento, relacién, convexidad, etc. para los conjuntos borrosos y proporciona un
marco tedrico para representar el conocimiento expresado de forma lingiiistica,
ofreciendo procedimientos de inferencia capaces de manejar la incertidumbre. Los
conjuntos borrosos constituyen la base para manejar informacién carente de precision a
través de la extension de los conceptos basados en la 16gica convencional (16gica de

Boole) a la 16gica borrosa.

2.2. Aplicaciones

A pesar de su corta historia, la 16gica borrosa tiene un crecimiento muy rapido, ya
que consigue resolver problemas relacionados con la incertidumbre de la informacién o
del conocimiento, proporcionando un método formal para la expresion del conocimiento
en forma entendible y comprensible por los humanos. Gracias a esto, se puede asegurar

un amplio campo de aplicaciones con un alto grado de interés.

A partir de la publicaciéon, en 1973, de la teoria basica de los controladores
borrosos de Zadeh [214], otros investigadores comenzaron a aplicar la 16gica borrosa a
diversos procesos, como por ejemplo, los profesores Mamdani y Assilian (1974), que
experimentaron con €xito un controlador borroso en una mdquina de vapor [128]. En
1977, King y Mamdani publican The application of fuzzy control systems to industrial
processes [99], en el que describen como emplear la 16gica borrosa como método de
control para sistemas industriales complejos. También se puede resaltar la aplicacién, en
1980 por la empresa F. L. Smidth & Co., de esta técnica al control de hornos rotativos

en una cementera en Dinamarca.

Uno de los paises donde mds éxito han tenido los sistemas borrosos ha sido en
Japén. En 1983, Fuji Electric aplica 16gica borrosa para el control de inyeccién quimica
para plantas depuradoras de agua, lo que les permitié6 adquirir los conocimientos
necesarios para desarrollar el primer controlador borroso de propdsito general
FRUITAX (Fuzzy RUle Information processing Tool of Advanced control), lanzado en
1985, y que estaba constituido basicamente por un procesador de 16 bits junto con un
sistema de inferencia borrosa basado en FORTRAN. Al afio siguiente se produjo otro de
los hitos mds importantes en la historia de la 16gica borrosa, ya que nacio6 el primer chip

VLSI para la realizaciéon de inferencias borrosas desarrollado por Togai y Watanabe
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[186]. Los chips VLSI incrementaron en gran medida las posibilidades de eleccién de

sistemas basados en reglas para aplicaciones en tiempo real.

En 1987, Yasunobu y sus colaboradores de la empresa Hitachi crearon una
aplicacion de control borroso para el sistema de frenado del metro de Sendai [209],
Matsushita Electric (conocida fuera de Japén como Panasonic) el control borroso en
unidades de suministro de agua caliente para uso doméstico. En 1989, el Ministerio de
Comercio Internacional e Industria de Japén crea LIFE (Laboratory for International
Fuzzy Engineering Research), el cual agrupaba a mds de 50 compaiias y poseia un
presupuesto de 5.000 millones de yenes (unos 50 millones de ddlares) para seis afios

[89].

La industria del automdvil es otro de los sectores donde se ha aplicado la légica
borrosa con mucho éxito [199][200][201]. Se han aplicado controladores borrosos en
sistemas de suspension activa [41][158][185], en sistemas de frenado
[971[111][113][114][125][134] y en el control electrénico de motores [196]. Con la
acuciante necesidad de eliminar la dependencia del petréleo, casi todos los fabricantes
tienen abiertas lineas de investigacion sobre vehiculos hibridos. En este campo
novedoso y complejo también estd triunfando la légica borrosa como un excelente
método de control, y son muy numerosos los avances que se estdn consiguiendo gracias

al control borroso [22][63][112][178][179][206].

Entre otras se pueden mencionar aplicaciones en el drea médica, para el
diagndstico, desde campos como la acupuntura, hasta el anélisis de los ritmos cardiacos
o de la arterioestenosis coronaria. En la rama de la toma de decisiones se ha utilizado
para la bisqueda de caminos criticos en la ejecucion de proyectos y asesoramiento a la
inversion. Para el control de sistemas en tiempo real destaca el control de un helicéptero
por 6rdenes de voz y el control con derrapaje controlado de un modelo de coche de
carreras. En el sector de la fabricacion de electrodomésticos se han disefiado
aplicaciones para lavadoras que evaldan la carga y ajustan por si mismas el detergente
necesario, la temperatura del agua y el tipo de ciclo de lavado (Matsushita, Hitachi,
Siemens), tostadoras de pan, controles para calefaccion y aire acondicionado,
televisiones (Sony) que ajustan automaticamente el contraste, brillo y las tonalidades de

color. Para el control de maquinaria, ademds del ya mencionado control de frenado de
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metro de Sendai, se han utilizado para el control de una maquina de perforacién de
tineles, para el control de ascensores (Mitsubishi-Elec., Hitachi, Fuji Tech) y para grias
en el manejo y elevacion de contenedores. Se conocen también aplicaciones para el
procesado de imdgenes y para el reconocimiento de caracteres, asi como para
verificadores de ortografia (proporcionando palabras probables para reemplazar una mal

escrita) y en correctores de voz (sugiriendo palabras para sustituir una mal dicha).

En Espaiia la investigacion sobre la l6gica borrosa la impuls6 el Profesor Enric
Trillas, catedratico de Ciencias de la Computaciéon e Inteligencia Artificial en la
Universidad Politécnica de Madrid, quien ha sido galardonado con los tres premios mas
prestigiosos que se conceden en el dmbito de la 16gica borrosa: el Pioneer Award de la
European Society For Fuzzy Logic and Technologies (EUSFLAT), el Fellow de la
International Fuzzy System Association (IFSA) y el Fuzzy Systems Pioneer Award
otorgado por la IEEE Computational Intelligence Society. El profesor Trillas ha
contribuido notablemente a convertir a Espafia en uno de los nicleos de referencia en
Europa en la actividad basada en la 16gica borrosa al participar como autor y co-autor en
mds de doscientos articulos [6][7][8][38][39][143][157][188][190] y varios libros
[189][191][192] [193].

En muchas universidades espafiolas, como por ejemplo, en la Universidad
Complutense de Madrid, el grupo Ingenieria de Sistemas, Control, Automdtica y
Robotica (ISCAR), desarrolla numerosos trabajos y proyectos de investigacion
relacionados con temas de control, optimizacién, robdtica y simulacion
[60]1[171][172][173][174][175][176][177]. También en Madrid, en la Universidad

Politécnica, el grupo de investigacion Control Inteligente

(http://www.disam.upm.es/control) centra su investigacién en robdtica mévil y control
de procesos [2][3][4][131][132][133], para lo que hacen uso de la l6gica borrosa como
herramienta. La Universidad de Valencia da cobijo a varios grupos de investigacion,
como el Grupo de Control Predictivo y Optimizacion Heuristica (CPOH) (http://ctl-

predictivo.upv.es), cuya investigacién se centra en temas relacionados con el control

predictivo basado en modelos y la optimizaciéon aplicada al control de procesos
[167][168][169], y el grupo de Control de Sistemas Complejos (GCSC)

(http://www.isa.upv.es/investigacion/sistemas-complejos), que centra sus estudios en el

modelado y control de sistemas dindmicos que presentan incertidumbre, no linealidades
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y distintos modos de comportamiento [24][25][26] [165]. El grupo de investigacién de
Inteligencia Artificial e Ingenieria del Conocimiento (AIKE)

(http://perseo.inf.um.es/~aike) de la Universidad de Murcia, desarrolla actividades

relacionadas con la aplicaciéon de técnicas de ingenieria y gestion del conocimiento a
dominios diversos como la medicina, la agricultura, la evaluaciéon de recursos
medioambientales o el diagndstico y mantenimiento de equipos de plantas industriales,
empleando la légica borrosa como herramienta en muchas de sus investigaciones
[21][31][64][65][66][76]192] [93][155]. En la Universidad Politécnica de Cataluiia, el

grupo de Robdtica Inteligente y Sistemas (http://grins.upc.es), trabaja en el estudio,

evaluacion y desarrollo de sistemas robéticos [1][20][142].

No se pueden dejar de mencionar el Instituto de Automdtica e Informdtica

Industrial (http://www.ai2.upv.es), de la Universidad de Valencia, ya que posee varias

lineas de investigacion sobre control de procesos [5][58][164][166] en las que aportan
caracteristicas inteligentes y predictivas a la consecucion de soluciones tecnoldgicas

empleando, entre otras herramientas, la 16gica borrosa. La divisién de Automatizacion y

Control de Procesos de la fundacion CARTIF de Valladolid (http://www.cartif.es), que
utiliza la légica borrosa como herramienta para la consecucion de sus objetivos de
investigacién aplicada, desarrollo tecnolégico e innovacién de procesos, productos y
sistemas [94][50][161][162][163] y el Instituto de Investigacion en Inteligencia

Artificial (http://www.iiia.csic.es), perteneciente al Consejo Superior de Investigaciones

Cientificas que investiga sobre los fundamentos matemdticos de la légica borrosa, el
razonamiento aproximado y la elaboracion de modelos conceptuales eficientes

[O1[10][27][61]1[62][68]1[73][741[187].

En la comunidad andaluza existen muchos grupos de investigacion que trabajan
con légica borrosa, algunos tratando de ampliar y mejorar la teoria en torno a este
campo y otros empleando la 16gica borrosa como herramienta para la resolucién de
problemas complejos. Por citar algunos ejemplos, los grupos Ingenieria Automdtica y
Robotica  [15][16][77] 'y Robdtica, Vision y Control (http://grvc.us.es)
[18][46][471[48][75][130][149][150][151] de la Universidad de Sevilla, investigan

sobre légica borrosa y, fundamentalmente, sobre sus aplicaciones al campo de la
robdtica movil. En Granada el grupo de investigacion Soft computing y sistemas de

informacion inteligentes (http://sci2s.ugr.es) posee miultiples lineas de investigacion
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sobre légica borrosa y sus aplicaciones [42][45][51][80][81][82][83][84][85][86][87]
[88]. Entre estas lineas de investigacion destacan sus trabajos sobre sistemas genético-
borrosos, toma de decisiones mediante lingiiistica y Soft Computing. El grupo de
investigacion de [Inteligencia computacional (http://ic.ugr.es) es otro grupo de
investigacion, con sede en la Universidad de Granada, que tiene como principal objetivo
la investigacion para el desarrollo de sistemas computacionales que estén en la
vanguardia de la inteligencia artificial. Para ello, sus investigadores emplean y
desarrollan, entre otras, técnicas basadas en l6gica borrosa
[32][33][34][35][36][37][40]. El grupo de investigacion ARAI, Razonamiento
Aproximado e Inteligencia Artificial, también de la Universidad de Granada, desarrolld,
entre otros, sistemas de aprendizaje, de conocimiento, de soporte a la toma de
decisiones y de reconocimiento de patrones basados en ldgica borrosa
[52][53][54][55][56]1[57]. En la Universidad de Malaga, el grupo de Ingenieria de
Sistemas y Automatica (http://www.isa.uma.es) también emplea la 16gica borrosa en

aplicaciones de control [15][72][120][149][160] y robdtica [70][121][151].

Por ultimo, mencionar que entre las lineas de investigacién del grupo Control y
Robética de la Universidad de Huelva, se encuentran la modelizacién y simulacion de
procesos industriales, el aprendizaje automaético y el control inteligente, empleando
como una de las herramientas bésicas de trabajo la ldégica borrosa

[L1][12][13][14][17][49][78].

El nuevo reto de la ldgica borrosa parece estar en Internet. Segtin algunos de los
mads prestigiosos investigadores en Internet, parece que el futuro para abordar la ingente
cantidad de datos, recuperar informacion, controlar y gestionar la red, pasa por el uso de
tecnologias borrosas. Ademds, parece que esta intuicién coincide con la nueva senda
que, segin el profesor Zadeh, debe seguir la 16gica borrosa. Prueba de ello fue la
celebracion del primer encuentro sobre légica borrosa e Internet (FLINT 2001)

celebrado en la Universidad de Berkeley y organizado por el propio profesor Zadeh.

La idea principal es la tendencia hacia el Computing with words (computacién con
palabras), usando esencialmente técnicas de Soft Computing (que engloba béasicamente a
la légica borrosa, las redes neuronales y la computacion evolutiva - algoritmos

genéticos).
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En resumen, la utilizacién de la 16gica borrosa es aconsejable para procesos muy
complejos, cuando se carece de un modelo matemdtico simple o para procesos
altamente no lineales o si el procesamiento del conocimiento experto puede ser

desempefiado.

Sin embargo, es mejor evitar su uso si el control convencional rinde un resultado
satisfactorio, o cuando existe un modelo matematico facilmente soluble y adecuado o

también cuando el problema no tiene solucion.
2.3. Soft Computing

2.3.1. Redes Neuronales

Las Redes de Neuronas Artificiales (RNA) o en inglés Artificial Neural Networks
(ANN) son un paradigma de aprendizaje y procesamiento automatico inspirado en la
forma en que funciona el sistema nervioso de los animales. Se trata de un sistema de
interconexién de neuronas en una red que colabora para producir un estimulo de salida.
El objetivo es conseguir que las maquinas den respuestas similares a las que es capaz de

dar el cerebro.

Una red neuronal se compone de unidades llamadas neuronas. Cada neurona recibe
una serie de entradas a través de interconexiones y emite una salida. Esta salida viene

dada por tres funciones:

Una funcion de propagacion (funcién de excitacion): por lo general consiste en la
sumatoria de cada entrada multiplicada por el peso de su interconexién (valor neto). Si
el peso es positivo, la conexién se denomina excitadora; si es negativo, se denomina
inhibitoria.

Una funcion de activacion: modifica a la anterior. Puede no existir, siendo en este

caso la salida la misma funcién de propagacion.

Una funcién de transferencia: Aplica el valor devuelto por la funcién de
activacion. Se utiliza para acotar la salida de la neurona. Las mds utilizadas son la

sigmoide (valores en el intervalo [0,1]) y la hiperbdlica-tangente (valores en el intervalo

[-1,1]).
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Las RNA parten de un conjunto de datos de entrada suficientemente significativo y
su objetivo es conseguir que la red definida a través de un modelo matematico aprenda
automdticamente las propiedades deseadas. El proceso por el que los parametros de la

red se adecuan a la resolucién de cada problema se denomina entrenamiento.

Por ejemplo, en una red que se va a aplicar al diagndstico de imdgenes médicas,
durante la fase de entrenamiento el sistema recibe imédgenes de tejidos que se sabe son
cancerigenos y tejidos que se sabe son sanos, asi como las respectivas clasificaciones de
dichas imdgenes. Si el entrenamiento es el adecuado, una vez concluido, el sistema
podra recibir imédgenes de tejidos no clasificados y obtener su clasificacion sano/no sano

con un buen grado de seguridad.

Las RNA son bastante apropiadas para aplicaciones en las que no se dispone a
priori de un modelo identificable que pueda ser programado, pero se dispone de un
conjunto bésico de ejemplos de entrada (previamente clasificados o no). Ademads, son
altamente robustas tanto al ruido como a la disfuncién de elementos concretos y son
facilmente paralelizables. Como ejemplo, se suelen utilizar en problemas de
clasificacién y reconocimiento de patrones de voz, imdgenes, sefiales, etc. Se utilizan,
ademds, para encontrar patrones de fraude econémico, hacer predicciones de mercado

financiero, hacer predicciones de tiempo atmosférico, etc.

También se pueden utilizar cuando no existen modelos mateméticos precisos o
algoritmos con complejidad razonable. Por ejemplo, la red de Kohonen ha sido aplicada
con éxito al clasico problema del viajante (problema para el que no se conoce solucién

algoritmica de complejidad polindmica).

Funciones de Base Radial

Dentro de los modelos neuronales multicapas, para realizar ajustes de funciones no
lineales tenemos las Funciones de Base Radial (FBR), Radial Basis Function (RBF) en
inglés. A diferencia de los Modelos Perceptron Multicapa (MPM), las FBR construyen
sus modelos con funciones de activacién que son diferentes tanto en la capa oculta
como en la de salida. Las neuronas de la capa oculta se activan mediante funciones

radiales de cardcter no lineal y la capa de salida mediante funciones lineales.
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Una red FBR esta conformada por tres capas:

La capa de entrada que sirve para los ejemplos o patrones de entrenamiento y

prueba.

La capa oculta completamente interconectada entre todos sus nodos con la capa de

entrada y activada a través de la funcion radial (Gaussiana).

La capa de salida, también completamente interconectada a la capa oculta y

activada a través de una funcion lineal continua.

De este modo, la salida z de una red FBR, en general, estd influenciada por una
transformacion no lineal originada en la capa oculta a través de la funcién radial y una

lineal en la capa de salida a través de la funcion lineal continua.

Los nodos ocultos contienen una funcién de base radial, la cual tiene como

parametros centros y anchos (ver Figura 2.1).

Funcion
Lineal
Continua

Funcion
Gaussiana

Figura 2.1 Esquema bdsico de una Red de Base Radial
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Existe un centro para cada funcién radial involucrada en la capa oculta.
Regularmente, definen un vector de la misma dimensién del vector de entrada y hay

normalmente un centro diferente por cada nodo de la capa oculta.

Por otro lado, el ancho es el término empleado para identificar la amplitud de la
campana de gauss originada por la funcidn radial. Es decir, la desviacion estandar de la
funcion radial. Algunos autores [122] consideran este ancho como un valor constante
para cada una de las funciones radiales consideradas en la capa oculta y de este modo,
asi contribuiria a simplificar los pasos de construccién del modelo de entrenamiento de

la red.

El primer célculo efectuado en la capa oculta es hallar en un nodo de la capa oculta
la distancia radial (distancia euclidea) d entre el vector de entrada x, con n
observaciones, a ese nodo en particular y el centro de gravedad ¢ de ese mismo nodo. Es

decir:

d =Hx—c||=\/(xl —¢,) +(x,—¢,) ++(x,—¢,) 2.1)

Este valor d es un componente de la entrada para activar la funcién radial G(e).
Este valor establece la principal diferencia con las redes MPM, quienes incluyen el

producto interno en sus capas ocultas de las entradas por sus respectivos pesos.

Entre la capa oculta y la capa de salida se derivan un conjunto de pesos w que se
verian afectados de acuerdo al algoritmo de aprendizaje. En este caso particular. seria la
combinacion lineal entre los pesos y la resultante de cada funcién radial para determinar

la salida z.

)4
Por lo tanto, serfa, z = Z wG(*) (2.2)

i=1

donde G(°) es la salida de la capa oculta y se corresponde con la funcién radial

aplicada a la distancia euclidea en cada una de las unidades ocultas (ver Figura 2.2).
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Funcion
Lineal
Continua

Funcion

Gaussiana G,‘ ( L )

Figura 2.2 Red de Base Radial aplicando distancia euclidea y pesos

En [181] se propone una Funcion en Base Radial Gaussiana Normalizada; la salida

del sistema viene dada por':

zp: w.G.(X)
7= (2.3)

>6,(0)

Noétese como (2.3) es semejante a (4.4); por ello, en cualquier aplicaciéon donde se

utiliza la funcién en base radial, puede plantearse un modelo borroso equivalente.

"En Shao , Lee y Jones (1993) la salida es equivalente a la proyeccién consecuente del método TSK que
se verd posteriormente; no obstante, considerar la salida del TSK como término independiente da lugar a

la misma expresidon que aqui se expone.
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2.3.2. Algoritmos genéticos

Un Algoritmo Genético (AG) es una técnica de programacién que imita a la
evoluciéon biolégica como estrategia para resolver problemas. Dado un problema
especifico a resolver, la entrada del AG es un conjunto de soluciones potenciales a ese
problema, codificadas de alguna manera, y una métrica llamada funcién de aptitud que
permite evaluar cuantitativamente a cada candidata. Estas candidatas pueden ser
soluciones que ya se sabe que funcionan, con el objetivo de que el AG las mejore, pero

se suelen generar aleatoriamente.

Luego, el AG evalia cada candidata de acuerdo con la funcién de aptitud. En un
conjunto de candidatas generadas aleatoriamente, la mayoria no funcionardn en
absoluto, y serdn eliminadas. Sin embargo, por puro azar, unas pocas pueden ser
prometedoras, es decir, pueden mostrar actividad, aunque sélo sea actividad débil e

imperfecta, hacia la solucion del problema.

Estas candidatas prometedoras se conservan y se les permite reproducirse. Se
realizan multiples copias de ellas, pero las copias no son perfectas; se introducen
cambios aleatorios durante el proceso de copia. Luego, esta descendencia digital
prosigue con la siguiente generacion, formando un nuevo conjunto de soluciones
candidatas, y son sometidas a una ronda de evaluaciéon de aptitud. Las candidatas que
han empeorado o no han mejorado con los cambios en su cédigo son eliminadas de
nuevo; pero, de nuevo, por puro azar, las variaciones aleatorias introducidas en la
poblacién pueden haber mejorado a algunos individuos, convirtiéndolos en mejores
soluciones del problema, mds completas o mas eficientes. De nuevo, se seleccionan y
copian estos individuos vencedores hacia la siguiente generacién con cambios
aleatorios, y el proceso se repite. Las expectativas son que la aptitud media de la
poblacién se incrementard en cada ronda y, por tanto, repitiendo este proceso cientos o

miles de rondas, pueden descubrirse soluciones razonables del problema.

Representacion: Antes de que un algoritmo genético pueda aplicarse a un
problema, se necesita un método para codificar las soluciones potenciales del mismo, de
forma que una computadora pueda procesarlas. Un enfoque comun es codificar las
soluciones como cadenas binarias: secuencias de Is y Os, donde el digito de cada

posicion representa el valor de algin aspecto de la solucién. Otro método similar
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consiste en codificar las soluciones como cadenas de enteros o nimeros decimales,
donde cada posicion, de nuevo, representa algtin aspecto particular de la solucion. Este
método permite una mayor precision y complejidad que el método comparativamente

restringido de utilizar s6lo nimeros binarios.

Seleccion: Un algoritmo genético puede utilizar muchas técnicas diferentes para
seleccionar a los individuos que deben copiarse hacia la siguiente generacién, pero
abajo se listan algunos de los mas comunes. Algunos de estos métodos son mutuamente

exclusivos, pero otros pueden utilizarse en combinacidn, algo que se hace a menudo.

e Seleccion elitista: se garantiza la seleccion de los miembros mas aptos de cada
generacion. (La mayoria de los AGs no utilizan elitismo puro, sino que usan
una forma modificada por la que el individuo mejor, o algunos de los mejores,

son copiados hacia la siguiente generacion en caso de que no surja nada mejor).

e Seleccion proporcional a la aptitud: los individuos mdés aptos tienen mas

probabilidad de ser seleccionados, pero no la certeza.

e Seleccion por rueda de ruleta: una forma de seleccidn proporcional a la aptitud
en la que la probabilidad de que un individuo sea seleccionado es proporcional
a la diferencia entre su aptitud y la de sus competidores. (Conceptualmente,
esto puede representarse como un juego de ruleta -cada individuo obtiene una
seccion de la ruleta, pero los mds aptos obtienen secciones mayores que las de
los menos aptos. Luego la ruleta se hace girar, y en cada vez se elige al

individuo que ““posea" la seccion en la que se pare la ruleta).

e Seleccion escalada: al incrementarse la aptitud media de la poblacién, la fuerza
de la presion selectiva también aumenta y la funcién de aptitud se hace mas
discriminadora. Este método puede ser ttil para seleccionar mas tarde, cuando
todos los individuos tengan una aptitud relativamente alta y s6lo les distingan

pequeiias diferencias en la aptitud.

e Seleccion por torneo: se eligen subgrupos de individuos de la poblacién, y los
miembros de cada subgrupo compiten entre ellos. Sélo se elige a un individuo

de cada subgrupo para la reproduccion.
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Seleccion por rango: a cada individuo de la poblacion se le asigna un rango
numérico basado en su aptitud, y la seleccion se basa en este ranking, en lugar
de las diferencias absolutas en aptitud. La ventaja de este método es que puede
evitar que individuos muy aptos ganen dominancia al principio a expensas de
los menos aptos, lo que reduciria la diversidad genética de la poblacién y

podria obstaculizar la busqueda de una solucién aceptable.

Seleccion generacional: la descendencia de los individuos seleccionados en
cada generacion se convierte en toda la siguiente generacidén. No se conservan

individuos entre las generaciones.

Seleccion por estado estacionario: la descendencia de los individuos
seleccionados en cada generacion vuelven al acervo genético preexistente,
reemplazando a algunos de los miembros menos aptos de la siguiente

generacion. Se conservan algunos individuos entre generaciones.

Seleccion jerdrquica: los individuos atraviesan multiples rondas de seleccidén
en cada generacion. Las evaluaciones de los primeros niveles son mas rapidas y
menos discriminatorias, mientras que los que sobreviven hasta niveles mds
altos son evaluados mads rigurosamente. La ventaja de este método es que
reduce el tiempo total de célculo al utilizar una evaluacién més rdpida y menos
selectiva para eliminar a la mayoria de los individuos que se muestran poco o
nada prometedores, y sometiendo a una evaluacién de aptitud mds rigurosa y
computacionalmente mas costosa sélo a los que sobreviven a esta prueba

inicial.

Cambios: Una vez que la seleccion ha elegido a los individuos aptos, éstos deben

ser alterados aleatoriamente con la esperanza de mejorar su aptitud para la siguiente

generacion. Existen dos estrategias bdsicas para llevar esto a cabo. La primera y mas

sencilla se llama mutacion. Al igual que una mutacién en los seres vivos cambia un gen

por otro, una mutacién en un algoritmo genético también causa pequeias alteraciones

en puntos concretos del cédigo de un individuo.

El segundo método se llama cruzamiento, e implica elegir a dos individuos para

que intercambien segmentos de su cddigo, produciendo una descendencia artificial

cuyos individuos son combinaciones de sus padres. Este proceso pretende simular el
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proceso andlogo de la recombinacion que se da en los cromosomas durante la
reproduccién sexual. Las formas comunes de cruzamiento incluyen al cruzamiento de
un punto, en el que se establece un punto de intercambio en un lugar aleatorio del
genoma de los dos individuos, y uno de los individuos contribuye todo su cédigo
anterior a ese punto y el otro individuo contribuye todo su cédigo a partir de ese punto
para producir una descendencia, y al cruzamiento uniforme, en el que el valor de una
posicion dada en el genoma de la descendencia corresponde al valor en esa posicion del
genoma de uno de los padres o al valor en esa posicion del genoma del otro padre,

elegido con un 50% de probabilidad.

Aunque pueda parecer asombroso y antiintuitivo, los algoritmos genéticos han
demostrado ser una estrategia enormemente poderosa y exitosa para resolver problemas,
demostrando de manera espectacular el poder de los principios evolutivos. Se han
utilizado algoritmos genéticos en una amplia variedad de campos para desarrollar
soluciones a problemas tan dificiles o mds dificiles que los abordados por los
disefiadores humanos [30][90][108]. Ademads, las soluciones que consiguen son a
menudo mds eficientes, mds elegantes o mas complejas que nada que un ingeniero

humano produciria.

2.3.3. ¢ Por qué légica borrosa?

Existen varias razones para justificar el uso de la l6gica borrosa frente a métodos

como redes neuronales o algoritmos genéticos:

1. Los pardmetros del sistema adaptativo borroso tienen un claro significado fisico,
lo que facilita la seleccidn de las condiciones iniciales de los pardmetros. Esto no es asi

en las redes neuronales debido a que se seleccionan de manera aleatoria.

2. Basado en este significado fisico que tienen los pardmetros se puede verificar si
como resultado de la adaptacion paramétrica, las posiciones y formas de las funciones

de pertenencia son correctas.

3. El disefiador podria actuar incorpordandole informacién lingiiistica (afadiendo
nuevas funciones de pertenencia en el universo de discurso, desplazando alguna de

ellas, etc.).
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2.4. Conclusiones

A lo largo del capitulo se ha visto como la logica borrosa se ha ganado el
reconocimiento del que goza en la actualidad en base a los excelentes resultados que ha
obtenido, tanto en el dambito académico e investigador como en el industrial. Con los
investigadores japoneses al frente desde casi los inicios y la posterior incorporacién de
investigadores del resto del mundo, la 16gica borrosa se ha convertido hoy en dia en una
tecnologia de vanguardia, util y eficaz en muchas aplicaciones de muy diversos
ambitos. El desarrollo inicial de la 16gica borrosa, liderado fundamentalmente por su
creador, Lofti A. Zadeh, puede consultarse en las referencias [213] a [219], mientras
que el proceso de formalizacion y adaptaciéon de esta teorfa al dmbito industrial y de
consumo puede documentarse en las referencias[89][128][186][209] y [199][200]
[201][206], respectivamente. También se han recogido algunos de los trabajos

realizados por investigadores espaioles sobre l6gica borrosa.

Se han resumido brevemente las técnicas de Soft Computing y se ha justificado el
uso de la 16gica borrosa como la técnica adecuada para solucionar el problema abordado

en esta Tesis.

De entre las referencias incluidas en este capitulo, cabe destacar por su especial

relevancia el primer trabajo del profesor Zadeh [213], que dio inicio a la 16gica borrosa.



3. Conceptos basicos de sistemas
borrosos

La logica borrosa trabaja con reglas de razonamiento muy cercanas a la forma de
pensar de los seres humanos, que es aproximada e intuitiva. La principal caracteristica de
la I6gica borrosa es que permite definir valores sin concretar un valor preciso, lo que no es
posible con la légica cldsica en la que se ha basado hasta ahora el desarrollo de la
informadtica. En la l6gica clésica, la pertenencia a una clase o conjunto es binaria, es decir,
se pertenece 0 no se pertenece a él, por tanto, se trabaja s6lo con dos valores precisos (1 y
0, si 0 no). Asi por ejemplo, si se define la clase personas altas, estd claro que un hombre
que mida 1.90 metros pertenece al conjunto y otro que mida 1.60 metros no pertenece, pero
(como clasificamos a un hombre que mida 1.79 metros? En la respuesta a este tipo de
preguntas es donde precisamente la 16gica clasica falla, ya que los umbrales no estidn bien
definidos. Sin embargo, en la forma de razonar de lo seres humanos, la lI6gica humana, no
hay mayor problema en trabajar con incertidumbre 1éxica, ya que es inherente al lenguaje

humano.

3.1. Conjuntos borrosos

Un conjunto borroso A de un conjunto X puede definirse como un conjunto de pares
ordenados, con el primer elemento que pertenezca a X y el segundo elemento perteneciente
al intervalo [0,1], con un par ordenado por cada elemento de X. Ello define una
aplicacion, i, , entre elementos del conjunto X y los valores del intervalo [0,1]. El valor
cero se utiliza para representar la no-pertenencia y el valor uno representa la completa
pertenencia. Los valores intermedios representan un grado de pertenencia parcial. Al
conjunto X se le denomina universo de discurso para el conjunto borroso A. El grado de

certeza de la afirmacion “x pertenece a A” depende de la definicion del par

ordenado (x, i, (x)), especificamente del segundo elemento del par ordenado u,(x); de

forma tal que mientras mas proximo a uno sea este, mayor serd el grado de veracidad de la

afirmacion.

Sea X un conjunto no vacio. Un conjunto borroso A estd caracterizado por una funcién

de pertenencia:

37
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Ly X —[0,1] (3.1
donde la funcién de pertenencia g,(x) representa un determinado grado de
pertenencia del elemento x en el conjunto borroso A para cada xe X .

El conjunto borroso A estd completamente determinado por el conjunto de pares:
A={(x,p,(x)|xe X} (3.2)
A la familia de todos los conjuntos borrosos definidos en X se denota por 3(X).

Un conjunto borroso puede representarse de forma continua o de forma discreta. Si la
representacion es continua, la forma geométrica de las funciones de pertenencia es
totalmente arbitraria, pero en general se suelen utilizar funciones de geometria sencilla y

ecuacion conocida, como trapecios, tridngulos o sigmoides.

Por ejemplo, un conjunto borroso, definido a través de una funcién que represente la

sentencia “cercano a 17, puede ser definida como:
U, (x) =exp(-B(x—1)*) (3.3)

donde S es un ndmero real positivo (ver Figura 3.1).

08r

08r

0.7

06F

0&r

0.4r

Grado de pertenencia

03F

02F

[N S

Universo de discurso

Figura 3.1 Representacion de un conjunto borroso

continuo para la sentencia “x es cercano a 1”
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En el caso de realizar una representacion discreta de ese conjunto borroso, se ha de
enumerar el grado de pertenencia para cada elemento del conjunto. Asi, dado el conjunto
borroso discreto A definido en su correspondiente universo de discurso X, su

representacion es de la forma:
A=, (x)/x; xeX (3.4)
i=1

donde el término 4, (x,)/ x, representa un conjunto de pares (grado de pertenencia del

elemento x; en el conjunto A, elemento x;) y la sumatoria la operacién de unién (no la suma

aritmética).
En la Figura 3.2 se muestra como ejemplo el conjunto borroso discreto dado por:

A=0,0/-2+0,3/-1+0,6/0+1,0/1+0,6/2+0,3/3+0,0/4 (3.5)

08r B

06F o] o} 1

Grado de pertenencia

02F B

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 =3
Universo de discurso

Figura 3.2 Representacion de un conjunto borroso

discreto para la sentencia “x es cercano a 1”

Sea A un conjunto borroso definido en X. El soporte del conjunto borroso A es el
conjunto de elementos del universo de discurso X cuyo grado de pertenencia es mayor que

Cero:
sop(A)={xe X |u,(x)> 0} (3.6)

Por ejemplo, el soporte del conjunto borroso definido en (3.5) y que se representa en

la Figura 3.2 es:
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sop(A)=-1, 0, 1, 2, 3 (3.7)

Cuando el soporte de un conjunto borroso contiene un Unico elemento ese conjunto
borroso se denomina singleton o punto borroso. A la funcién de pertenencia singleton se
le denomina conjunto borroso escalar (ver la Figura 3.3) y juegan un papel de vital

importancia cuando se desea obtener modelos borrosos a partir de datos de entrada-salida.

08t B

08 B

0.7 B

06F B

0&r B

0.4r B

Grado de pertenencia

03r B

02r B

01r B

D 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 08 06 04 D2 0 02 04 0 08 1

Universo de discurso

Figura 3.3 Representacion de un singleton (A=0)

Sea A un conjunto borroso definido en X. Se dice que A es normal si existe unxe X

tal que 77,(x) =1. De otra forma A es no-normal. En la Figura 3.4 se muestra la diferencia

entre un conjunto borroso normal y uno no normal.

Grado de pertenencia
o 8 o o o o 9o o
(o) (%) = o ol - oo w
T T T T T T T T

o
T

-1 08 06 04 02 0 0z 04 06 08 1
Universo de discurso

=

Figura 3.4 Conjunto borroso normal y conjunto borroso

no normal
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Sea A un conjunto borroso definido en X, se dice que A es un conjunto borroso

normalizado siy s6losi 0< x,(x)<1.

Dado que un grado de pertenencia mayor que uno no tiene mucho sentido légico,
normalmente siempre se emplean conjuntos borrosos normalizados, aunque no se

mencione explicitamente.
Sea A un conjunto borroso definido en X, se dice que A es un conjunto borroso
convexo si y s6lo si para dos puntos cualesquiera x,y x,,y cualquier A€ [0,1] , se verifica

la ecuacion (3.8). Nétese que esta definicion no implica que deba ser una funcién convexa.
Uy (Ax, +(1=A)x, )2 min(4,(x, ),4,(x,)) (3.8)

Esta definicion indica que, dados dos puntos del universo de discurso, la funcién de
pertenencia de un conjunto borroso convexo evaluada entre esos puntos tomard valores

mayores o iguales que la funcion de pertenencia evaluada en cada uno de dichos puntos.

Sea & un numero entre 0 y 1. Se denomina & -corte de un conjunto borroso A, y se

denota como A, al conjunto de elementos cuyo grado de pertenencia en A es mayor o

igual que «. De forma matemadtica, el « -corte del conjunto borroso A en X se define

como:
A, ={xe Xlu,(x)=a} (3.9)

La Figura 3.5 representa un conjunto borroso con un ¢ -corte=0.5.

Un niimero borroso es un conjunto borroso cuyo universo de discurso es el eje real.
Los nimeros borrosos son un tipo de conjunto borroso que poseen un claro significado
cuantitativo, en la medida en que clasifican un concepto alrededor de un ndmero o

intervalo de ndmeros.

Definicion de nimero cuasi-borroso.

Como se expone mds adelante, un nimero borroso (o cuasi-borroso) puede ser

representado a través de una funcion de pertenencia.
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Figura 3.5 Representacion de un conjunto borroso

con un & -corte=0.5
3.2. Funciones de pertenencia
La definiciéon de un conjunto borroso de forma cuantitativa, es decir, mediante una
expresion matemadtica, se realiza a través de una funcién de pertenencia. Un conjunto

borroso estd completamente caracterizado por su funcién de pertenencia. Las funciones de

pertenencia mas utilizadas para representar conjuntos borrosos suelen ser:

Triangular

Esta funciéon de pertenencia se caracteriza por tres parametros: el centro a, y los

anchos izquierdo a y derecho £, de forma que un conjunto borroso A es triangular si:

I-(a—x)/x si a—-a<x<a
Uy (x)=<1-(x—a)! B si a<x<a+pf (3.10)
0 en otro caso

Se usard la notacién i, =(a,a, ). En la Figura 3.6 se muestra la representacion de la

funcién de pertenencia 1, =(0.2,0.8,0.5).
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IN=33

Grado de pertenencia
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-1 08 068 04 02 ] 0z 04 08 08 1

] 1 1

Universo de discurso

Figura 3.6 Representacion de la funcién de pertenencia

triangular , =(0.2,0.8,0.5)

Trapezoidal

La funcién de pertenencia trapezoidal se caracteriza por cuatro parametros: vértice

izquierdo a, vértice derecho b, ancho izquierdo @ y ancho derecho . Un conjunto

borroso A es trapezoidal si:

I-(a—x)/ &« si a—a<x<a
1 si aslx<bh

Ha(x)= 1-(x-b)/ B si b<x<b+p G-AD
0 en otro caso

Se usara la notacioén u, =(a,b,c, ). En la Figura 3.7 se muestra la representacion de

la funcién de pertenencia u, =(-0.3,0.4,0.6,0.4).

Gaussiana

La funcién de pertenencia gaussiana se caracteriza por dos parametros: centro a y

ancho «, de forma que un conjunto borroso A es gaussiano si:

1) =e[{)m (3.12)
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[IR=R 2 b

04F b

Grado de pertenencia

02r b

D 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 08 08 -04 02 1] 02 04 06 08 1

Universo de discurso

Figura 3.7 Representacion de la funcion de pertenencia

trapezoidal u, =(-0.3,0.4,0.6,0.4)

Se denotard como 4, =(a, ). En la Figura 3.8 se puede apreciar la representacion de

la funcién de pertenencia £, =(0,0.2)

[IR=R 2 b

07 r b

0B} b

04t .

Grado de pertenencia

03f b

02r b

0 . . L 1 L . .
-1 08 0B -04 02 1] 0z 04 06 08 1

Universo de discurso

Figura 3.8 Representacion de la funcién de pertenencia

gaussiana #, =(0,0.2)
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Sigmoidal

Una forma de representar fronteras suaves es mediante la funcién de pertenencia
sigmoidal. Esta funcién depende de los pardmetros a (punto para el que la funcién vale
0.5) y a (parametro relacionado con la velocidad de transiciéon de la funcién de

pertenencia) tal y como se muestra en (3.13):

1
JINE9) = Trom (3.13)

Dependiendo del signo del pardmetro «, la funcién de pertenencia sigmoidal es
abierta a la izquierda o a la derecha, con lo cual es muy adecuada para representar
extremos en el universo de discurso de las variables. Si los pardmetros a y & aumentan, la

zona de transicion de la funcién de pertenencia se hace mds vertical. Se denotard como

Uy =(a,q).

En la Figura 3.9 podemos apreciar un ejemplo de la funcién sigmoidal x, =(0,—4).

Notese como para cualquier funcién sigmoidal #,(a)=0.5.

o
m

Grado de pertenencia
o o o o
ra [} = (]
T T

=

-1 48 0B 04 02 ] 02 04 0E 08 1
Universo de discurso

[}

Figura 3.9 Representacion de la funcion de pertenencia

sigmoidal u, =(0,—4)
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Campana

Una funcién de pertenencia campana se define segin la expresion (3.14), siendo a el
centro de la funcion de pertenencia, y >0 y SB#0 dos parametros de ajuste. La
denotaremos como u, =(a,a, ). El pardmetro ¢« tiene relaciéon con el ancho de la
funcién por su parte baja, mientras que el parametro S tiene relacién con el ancho de la

funcién por la zona alta. Si S <0, la funcién de pertenencia toma la forma de una

campana invertida.

1 L

[IR=R 2

[IR=R 2
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06F

05k

04F

Grado de pertenencia

03F

02F

01r

1 1 1
-1 48 46 04 02 0 0.2 0.4 0G 0.a 1
Universo de discurso

] 1 1 1

Figura 3.10 Representacion de la funcién de pertenencia

campana #, =(0,0.5,2)

1
() =———— (3.14)

En la Figura 3.10 podemos ver una funcién de pertenencia campana g, =(0,0.5,2).

La funcién de pertenencia S, permite establecer una transicion suave desde un valor de
pertenencia no nulo a un valor de pertenencia uno. Se define mediante la expresion (3.15),
siendo a< b. Su soporte viene dado por el intervalo (a, o), por lo que es infinito. Se trata

de una funcién muy utilizada para representar etiquetas lingiiisticas del tipo mayor de.
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0 si x<a
2(EJZ si a<xSa+b
4 (=1 02 2 2 (3.15)
1—2(12‘) i P
b-a 2
1 si Xx2>b

En la Figura 3.11 se muestra un ejemplo de funcién S, con a=-0.2 y b=0.5.

=
~
T

=
om
T

=
s

Grado de perenencia
—
[ap]

=
[N

=
[

o

[}

-1 -DIB -D.IE -D.Ifl -0.2 DI D.IZ D.Id D.IE D.IB 1
Universo de discurso
Figura 3.11 Representacion de la funcion de pertenencia S

i1, =(-02,0.5)

La funciéon de pertenencia Z, siendo a<b, permite establecer una transicidon suave
desde un valor de pertenencia uno a un valor de pertenencia nulo. Se define segin la

expresion (3.16).

1 si x<a
1—2(ﬁj2 si a<x <Lb
min={ ? (3.16)
Z(Ej si a+b£x<b
a-b 2
0 si x>b
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Se trata de una funcién continua y convexa. Su soporte es (—co, b), por lo que es
infinito. Es una funcién muy utilizada para representar las etiquetas lingiiisticas del tipo

menor de.

En la Figura 3.12 se muestra un ejemplo de funcién Z, a=-0.2 y b=0.5.

1 .

08k B

[IR=R 3 B

07 F B

06F B

05k B

04t -

Grado de pertenencia

03F B

02F B

01F B

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 08 06 04 D2 0 0z 04 06 08 1

Universo de discurso

Figura 3.12 Representacion de la funcion de pertenencia Z

i1, =(-02,0.5)
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3.3. Operaciones sobre conjuntos borrosos

Muchas de las operaciones presentes en la ldgica cldsica de conjuntos pueden
generalizarse a la l6gica borrosa, como por ejemplo las tres operaciones bdsicas: unidn,
interseccién y complemento; sin embargo, hay operaciones y propiedades de la logica
clasica que no se cumplen al trasladarlas al &mbito borroso, como la ley del medio excluido
y el principio de no contradiccién. Se estudian a continuacién algunas de las operaciones

basicas que pueden realizarse sobre conjuntos borrosos.
Igualdad

Se dice que dos conjuntos borrosos A y B, con funciones de pertenencia dadas por

M, (x) y Uy(x), respectivamente, son iguales si y s6lo si £, (x) = ¢, (x) paratodo xe X .
A=B o u,(x)=pf,(x),Vxe X (3.17)
Inclusion

Dados dos conjuntos borrosos A y B, con funciones de pertenencia dadas por x,(x) y
M, (x), respectivamente, se dice que A estd contenido en B, o de forma equivalente, que A
es un subconjunto de B o que A es menor que B, si y solo si 77,(x) < y,(x) para todo

xe X.

AcB

ASB}(:),LJA(x)S,uB(x),VxeX (3.18)

Interseccion

La interseccion entre dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia

son t,(x) y My(x), respectivamente, se define como un conjunto borroso C=ANB

cuya funcion de pertenencia g (x) sera:

Lo (x) =, (x) =min{ i, (x), 4, ()}, Vxe X (3.19)
De forma abreviada podremos denotar:

He =My N Hy (3.20)
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La operacion de interseccion definida a través de la funciébn minimo se suele
denominar interseccion clésica, ya que fue la definida originalmente por el profesor Zadeh.
Posteriormente han aparecido otros operadores de interseccidon logica que se pueden
englobar en las denominadas T-normas. Estos operadores se veran con mayor detenimiento

posteriormente.
Union

La unién de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia son f,(x)
y Mg(x), respectivamente, puede definirse como un conjunto borroso C =AUB cuya

funcion de pertenencia g (x) sera:

Lo (X) = 5 (x) = max{ g, (x), 1, (%)}, Vxe X (3.21)
Esta ecuacion podremos escribirla de forma abreviada como:
He =1,V g (3.22)

La funcién maximo se utiliza para definir el operador de unién clésico, sin embargo,
la operacién de unidn légica puede generalizarse a través de las S-normas, como se verd

posteriormente.
Complemento

El complemento a uno o negacién de un conjunto borroso A, cuya funcién de

pertenencia es t,(x), se define por la expresion:

My (x)=1=p,(x) (3.23)
La operaciéon complemento también se puede encontrar representada como:
A,—A, A% A’

Es importante destacar que tanto los conjuntos borrosos como las operaciones de
unioén, interseccion y complemento cumplen las propiedades bdsicas de sus equivalentes

clésicos:
Idempotencia:

AUA=A
ANA=A

(3.24)
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Identidad:

AUD=A vy, si AcX, AnX=A (3.25)

AN =0 y,si AcX, AuX=X
Transitividad:

Si AcBcC,entonces AcC (3.26)
Involucién:

A=A (3.27)
Propiedad conmutativa:

e
Propiedad asociativa:

AuBUC)=(AuB)uC (3.29)

AN(BNC)=(AnB)NC

Con las operaciones y propiedades basicas estudiadas hasta ahora es posible extender
a los conjuntos borrosos muchas de las identidades vélidas para los conjuntos clédsicos. Por
ejemplo, se puede comprobar que en la teoria de conjuntos borrosos se cumplen las leyes
de De Morgan [213], considerando los operadores cldsicos de unidn, interseccién y

negacion propuestos inicialmente por Zadeh.

Leyes de De Morgan:
(AUB)=ANB
_ (3.30)
(AnB)=AUB

Igualmente, bajo las mismas suposiciones, también se cumplen las leyes distributivas,
es decir, se puede afirmar que los conjuntos borrosos forman un reticulo distributivo con 0

y 1 [23].
Leyes distributivas:

CN(AUB)=(CNA)U(CNB)

(3.31)
CUANB)=(CUA)N(CuUB)
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Como se ha expuesto previamente, no todas las propiedades de los conjuntos cldsicos
se cumplen en los conjuntos borrosos. La ley del medio excluido y el principio de no
contradicciéon son dos propiedades que no se satisfacen cuando hablamos de conjuntos
borrosos.

Sea A un subconjunto borroso del conjunto universal’ X, Ac X, la ley del medio
excluido de conjuntos cldsicos asegura que AvA=X, pero si A es conjunto borroso no

normal, max{,(x),1—,(x)} no serd 1 para todo xe X, por lo que Av A# X . Lo mismo

sucede con el principio de no contradiccion. En la 1égica cldsica AA A=, sin embargo,
en la 16gica borrosa min{ g, (x),1—,(x)} no tiene porqué ser cero para todo xe X, por lo
que no tiene porqué satisfacerse el principio de no contradiccion.

Las funciones légicas propuestas por el profesor Zadeh en el desarrollo inicial de la
teoria de conjuntos borrosos pueden ser sustituidas por otras siempre que cumplan
determinadas condiciones. A estas operaciones que generalizan las operaciones de
interseccion y unién, derivadas de los conceptos presentados por Menger [137] y Schwizer

y Sklar [180], se las conoce como normas y conormas triangulares respectivamente

[100][101][102].
T-normas

Ademas de la funcién minimo, existen otros operadores que implementan dicha
funcion. Estos son conocidos como normas triangulares o 7-normas. Una norma triangular
es una aplicacién T:[0,1]x[0,1]—[0,1] que cumple las propiedades conmutativa,
asociativa, de monotonicidad e identidad unitaria (o condicién de frontera). Las T-normas
representan un modelo genérico para la interseccion 16gica (operador 16gico Y o AND). Las

propiedades conmutativa y asociativa ya han sido introducidas en (3.28) y (3.29). Dados

dos pares de valores x <y, w< z, la propiedad de monotonicidad exige que se cumpla que
T(x,w)<T(y,z). Por ultimo, la condicién de frontera nos dice que 7T (x,1)=x para todo

xe[0,1].

% Un conjunto universal es aquel que contiene todos los elementos, es decir, todos los elementos tienen un

grado de pertenencia a dicho conjunto igual a 1.
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En la Tabla 3.1 se muestran algunas de las principales 7-normas.

Nombre T(x,y)

Minimo (estandar) mjn{ X, y}

Producto Xy

Producto dréstico min {x, J’} simax {x, y} =1
0 en otro caso

Producto acotado (Lukasiewicz) max {0, (1+ A)(x+y-1)—Axy}, 1>-1

Hamacher Xy >0
A+A=AD)(x+y—xy) ’

Yager l—min{l,%/(l—x)’l+(l—y)/1},/120
Dubois-Prade Y ae
max {x, y,}
DA -1
Frank log, 1+(}L (4 ),/1>0,l;t1
A-1
Producto de Einstein Xy

I+(d-x)+1-y)

Tabla 3.1 T-normas principales

T-Conormas

La unién borrosa también puede definirse mediante otras funciones distintas al

maximo. Estas funciones son conocidas como 7-conormas o S-normas. Una conorma
. . ., 2 . .
triangular es una aplicacion S:[O,l] —>[0,1] que cumple las propiedades conmutativa,

asociativa, de monotonicidad e identidad cero (o condicion de frontera). Las T-conormas
representan un modelo genérico para la unién l6gica (operacién l6gica O u OR). Se pueden

apreciar las S-normas principales en la Tabla 3.2.
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Para cada T-norma existe una S-norma dual o conjugada y viceversa. Asi, para una 7-

norma, 7(x,y), su S-norma conjugada seria: S(x,y)=1-T((1-x),(1-y))).

Nombre S(x,y)
Madximo (esténdar) max{x, y}
Suma-producto X+y-xy
Suma dristica max{x,y}  simin{x,y}=0
1 en otro caso
Suma acotada (Lukasiewicz) min{l,(x+y+Axy)}, 120
Hamacher x+y—Q2-A)xy 1>0
1-(1-ADxy
Yager min{l, Yxt+y* } ,A20
Dubois-Prade 1- (d-xd-y) ,ae[0,1]
max {(1-x),(1-y),a}
(=) _1y¢ 20~ _
Frank log, (1 + % /?(/} D A>0,4# lj

Tabla 3.2 T-conormas principales

Aunque las 7-normas y S-normas no pueden ordenarse, si que puede identificarse
claramente la mayor y menor de ellas. Asi, la mayor de las 7-normas es la funcién minimo
y la menor el producto dréstico. En el caso de las S-normas, la mayor es la suma dréstica, y
la menor la funcién méaximo. El resto de 7-normas y S-normas estdn comprendidas entre

éstas.
Producto algebraico

El producto algebraico de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de

pertenencia son f,(x) y f,(x), respectivamente, se denota por AB y se define mediante la

ecuacion (3.32). El conjunto borroso AB cumple ABC AN B.

B (X) = (Xt (X) (3.32)
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Suma algebraica

La suma algebraica de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia
son u,(x) y U,(x),respectivamente, se denota por A + B y se define mediante la ecuacién
(3.33). Si A y B son conjuntos borrosos normalizados, el conjunto borroso obtenido
mediante la suma algebraica de A y B s6lo serd normalizado @ si

M,(x)+u,(x)<1 Vxe X, es decir, a diferencia del producto algebraico, la suma

algebraica de dos conjuntos borrosos solo tendra sentido si 4, , (x) <1 Vxe X .

M asp(X)= g, (x)+ fp(x) (3.33)
Suma

La suma de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia son f,(x)
y Mg (x), respectivamente, se denota por A® B y se define mediante la ecuacion (3.34). Si

Ay B son conjuntos borrosos normalizados, el conjunto borroso A® B serd normalizado
en todo caso, por lo que la operacion suma si tiene sentido en todo el universo de discurso

de los conjuntos A y B.

(A®B)=A+B—-AB

3.34
Hpopy (X)) =1, (x)+ p(x)— 1, (x)s(x), Vxe X ( )

Notese que el producto algebraico es una T-norma, por lo que es equivalente a la
operacion de interseccion borrosa, sin embargo la suma algebraica no es una T-conorma,
por lo que no seria la operacion dual al producto algebraico. En légica borrosa, la
operacion dual del producto algebraico es la suma, ya que ésta si es equivalente a la

operacion union (es una T-conorma).
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3.4. Variables lingliisticas

Las técnicas convencionales para el andlisis de sistemas no son apropiadas para
resolver problemas estrechamente relacionados con las percepciones, emociones y juicios
humanos. Las variables lingiiisticas constituyen una alternativa para modelar el

pensamiento humano.

Una variable lingiiistica es una variable cuyos valores son palabras o sentencias
pertenecientes al lenguaje natural o artificial. El concepto de variable lingiiistica fue
introducido por Zadeh [216] y desarrollado posteriormente por €l mismo en varios trabajos
[215][217][218][219]. Estas variables permiten el acercamiento de la 16gica borrosa al
lenguaje natural, facilitando la utilizacién légica del lenguaje ordinario y eludiendo las
deficiencias del lenguaje preciso. Esta idea subyace en los primeros trabajos de Zadeh, y se
formaliz6 en su conocido Principio de Incompatibilidad [214]: “A medida que la
complejidad de un sistema aumenta, disminuye nuestra capacidad para hacer
afirmaciones precisas, incluso significativas, sobre su comportamiento, hasta que se
alcanza un umbral mds alld del cual precision y relevancia son caracteristicas casi

mutuamente excluyentes” .

La variable lingiiistica constituye el ndcleo central a partir del cual el experto define
el conjunto de reglas de un sistema borroso. Estd caracterizada por la cuddrupla {X, T(X),

U, G}, donde:
X es el nombre de la variable lingiiistica.
T(X) representa al conjunto de términos (valores lingiiisticos) definidos en X.

U es el dominio fisico real sobre el que estan definidos los valores que se aplican a la

variable lingiiistica.

G representa una funcién semdntica que da un “significado” (interpretacion) a una

variable lingiiistica en funcidn de los elementos a los que X representa.

En la Figura 3.13 se puede ver una posible representacion de la variable lingiiistica
Velocidad. Cada término lingiiistico se representa de forma cuantitativa mediante una

funcién de pertenencia. En el ejemplo, los pardmetros que caracterizan a esta variable son:
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X= Velocidad
T(X)= {Lenta, Moderada, Rapida}
U=[0-100] km/h

G puede ser definida por un experto como:

1 si 0<X <40
Lenta =<1-(X —-40)/20 si 40< X £60
0 en otro caso

1-1X-601/20 si 40< X <80
Moderada=
0 en otro caso
1 si 80< X <120
Répida=<1-(80—-X)/20 si 60<X <80
0 en otro caso
1.2 Moderada -
Lenta
Répida
1
§ 0.8} .
§ 0.6 .
5
0.4} .
0.2} i
% 20 40 go 80 100 120

Velocidad

Figura 3.13 Variable lingiiistica Velocidad

Los términos Lenta y Rdpida se han creado utilizando funciones de pertenencia

trapezoidales y la etiqueta Moderada mediante una funcién triangular.
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Los términos lingiiisticos pueden ser primarios o modificados. Los modificadores
lingiifsticos se obtienen de aplicar un concentrador, un dilatador o una negacién de un

término lingiiistico primario.

Concentracion, Dilatacion y Negacion de términos lingiiisticos

El operador de concentracion origina el modificador lingiiistico que podemos
denominar mds, muy o bastante. Dado un conjunto borroso A en X definido por la funcién

de pertenencia /£, (x), la operacion de concentracion se realiza mediante la expresion:

M) =m0,  Kk>1 (3.35)

El operador de dilatacién modifica la funcién de pertenencia sobre la que actia de
forma opuesta al operador de concentracion, de modo que ahora la modificacion lingiiistica
serd menos, poco 0 mds o menos. Dado un conjunto borroso A en X definido por la funcién

de pertenencia x4, (x), la operacion de dilatacion se realiza mediante la expresion:
M () =u,(x), 0<Kx<l1 (3.36)

Normalmente se utiliza k = 2 para la operacion de concentracién y k = 0.5 para la
dilatacion.

El operador de negacién origina el modificador lingiiistico que podemos denominar
no. Consiste en aplicar una funcién de negacién N :[0,1] —[0,1], continua, monétona no
creciente, involutiva, es decir, N(N(x))=x, para todo xe X, y que cumple las

condiciones de frontera N(0)=1y N(1)=0.

En la Tabla 3.3 se presentan algunos operadores de negacion. Nétese que si A =0 el
operador de Sugeno coincide con la operacién de negacion estandar e igual sucede si

w=1 con el operador de Yager.
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Nombre N(x, y)

Miéximo (estandar) 1-x

Umbral Iosix <A 0<A<l1
0 six>A

Sugeno 1-x A>-1
1+ Ax

Yager d1-x") @>0

Tabla 3.3 Operadores de Negacion

Siguiendo con el ejemplo anterior, podemos crear los modificadores lingiiisticos no
rdpida, utilizando el operador de negacién estandar, muy lenta, utilizando la operacién de
concentracion y mds o menos moderada, aplicando la operacién de dilatacion. El conjunto

de términos modificados se puede representar por:
T(X)= {Muy Lenta, Mds o Menos Moderada, No Répida}

La funcién semdntica G queda definida segun:

1 si 0<X <40
Muy Lenta =< (1—-(X —40)/20)2 si 40<X £60
0 €n otro caso

-1 X —601/20)"° i 40< X <80
Mas o Menos Moderada= {( ) o
0 en otro caso

0 si 80< X £120
No Répida=<1-(1-(80—-X)/20) si 60< X <80
1 en otro caso

Si se representa la variable lingiiistica con los modificadores lingiiisticos aplicados se

obtienen las funciones de pertenencia que se ven en la Figura 3.14.

Noétese que los modificadores lingiiisticos basados en concentraciones o dilataciones
del conjunto borroso, no implican un desplazamiento de éste, sino una modificacién de su

forma. Esto quiere decir que el significado de la variable lingiiistica Muy Lenta del ejemplo
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no se refiere a una velocidad mayor, sino a una velocidad de la que se quiere asegurar su

buena pertenencia a ese conjunto.

Para un mismo universo de discurso, cuanto mayor sea el nimero de términos
lingiiisticos empleados para representar una variable, mayor precision se podréd obtener del
sistema borroso. Evidentemente, al tener un nimero mayor de etiquetas lingiiisticas, cada
una de ellas representard un subespacio menor, por lo que se podré caracterizar el sistema
mds finamente; sin embargo, también tendrd mayor complejidad. Segin Miller [138], el
nimero de valores capaces de discriminar un ser humano varia entre cinco y nueve. Otro
detalle a tener en cuenta si se desea hacer un tratamiento lingiiistico del sistema borroso, es
que normalmente se debe escoger un nimero impar de etiquetas. De esta forma existird

una etiqueta central que hard las veces de neutral, y el resto se distribuird a sus lados.

100 Mas o menos Moderada | |
No Rapida
— Muy Lenta

1 i
.

S 08 1
c
[0
=
(9
Q

o 0.6 i
©
o
©
Y

© 04r i

0.2 i

0 : , w
0 20 40 60 80 100 120

Velocidad

Figura 3.14 Variable Velocidad con modificadores lingiiisticos
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3.5. Diseno de sistemas borrosos

Tradicionalmente se han disefiado los sistemas borrosos definiendo los conjuntos
borrosos de forma discreta (un conjunto de puntos) [107], para lo cual no se necesita
definir una funcién de pertenencia explicita; no obstante, el nimero de puntos necesarios
para representar una funcién es grande y depende del método de borrosificacion (ver
apartado 3.5.1) que sea empleado. Como cada regla y cada funcién de pertenencia estan
definidas como un conjunto de puntos, entonces para alterar una regla se deben alterar el
conjunto de puntos que las define. Al anterior tipo de representacion se le denomina

sistema borroso discreto [29].

En la actualidad, los sistemas borrosos continuos han ganado en popularidad debido a
que existen un conjunto de algoritmos y aplicaciones para el modelado y control basados
en la adaptacién de pardmetros que originalmente fueron concebidos para las redes
neuronales[144]. Los sistemas borrosos continuos estin basados en funciones de
pertenencia que son una aplicacién continua definida por un conjunto de parametros; con
menos requerimientos en memoria pero un costo computacional alto, dependiente del

algoritmo de adaptacién de pardmetros.

Para disefiar un sistema borroso es necesario definir una serie de pardmetros en dos
fases de desarrollo fundamentales: una fase imprecisa y una fase determinista. La fase
imprecisa es aquella en que, a partir del conocimiento del experto e informacion heuristica
se definen los conjuntos borrosos o funciones de pertenencia equivalentes a la variables
lingiiisticas, los operadores borrosos que seran aplicados, los mecanismos de inferencia, el
método de desborrosificacion y las reglas que son invariantes. La fase determinista la
conforma la funcién no lineal multivariable que aplica las variables de entrada a la salida,

que no estd sujeta a la vaguedad ni a la imprecision.

El disefio de un modelo borroso es un proceso donde existe una continua interaccion

entre la fase imprecisa y la fase determinista, tal y como se aprecia en la Figura 3.15.
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Definicién de un conjunto

de reglas a partir de la
Fase
imprecisa

informacion heuristica de un

experto
Incertidumbre, vaguedad, imprecision

Conocimiento de expresién matematica

Funcion no lineal perfectamente definida, interpretacién de
dependiente de pardmetros
pardmetros adaptables Fase
determinista

Figura 3.15 Distincion entre la fase imprecisa y determinista para elaborar

un modelo borroso.

3.5.1. Razonamiento borroso

Un sistema borroso es un sistema inteligente que, a partir de un conjunto de funciones
de pertenencia definidas en un determinado universo de discurso y determinadas reglas

definidas por un experto realiza una inferencia a partir de un conjunto de datos.

Una regla borrosa es una sentencia condicional que tiene la estructura Si-Entonces (If-
Then), siendo el conjunto de reglas de un sistema borroso lo que se conoce como base de
reglas o base de conocimiento del sistema. En su forma mds simple, una regla borrosa
viene dada por la expresién (3.37). Esta se compone de una premisa (condicién de la regla)
y de una consecuencia (conclusién de la regla). Esta expresion puede hacerse mas
compleja mediante la aplicacion de operadores de negacién, unidn, interseccion,
modificadores lingiiisticos, etc. Un ejemplo de construccién mas compleja de una regla

borrosa se muestra en la ecuacion (3.38).

Si x es Aentoncesy es B (3.37)

Si precio es alto y demanda es baja Entonces ventas es pequeria (3.38)
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La premisa de la regla se conoce como antecedente, mientras que la consecuencia se
conoce como consecuente. En el ejemplo anterior, “Si precio es alto y demanda es baja”
se corresponde con el antecedente de la regla, en este caso formado por la unién mediante
el operador y de dos premisas. Las variables lingiiisticas de entrada son precio y demanda,
etiquetadas lingiiisticamente en esta regla como alfo y baja, respectivamente. “Ventas es
pequeria”’ es el consecuente de la regla, donde ventas se corresponde con la variable
lingiifstica de salida y pequeria con la etiqueta lingiiistica que se le asignara si se cumple el
antecedente. El consecuente de una regla puede ser un conjunto borroso, un punto borroso,

o una funcién dependiente de las entradas.

Nombre Hopiicacin 5 ¥)

Mamdani (minimo) min{,(x),1,(y)}

Larsen (producto) M (x) py(y)

Reichencach T—p, (x)+ 1, (x) fy(y)
Lukasiewicz min{l,l—,uA(x)+,UB(y)}

Willmott max{1—g,(x),min {42, (x),42,( )}}
Kleene-Dienes max{1—,(x),1,(y)}

Tabla 3.4 Operadores de implicacién

El operador que relaciona la premisa con la consecuencia se conoce como operador
de implicacion, y se representa lingiiisticamente con el adverbio Entonces (then). Existen
muchas maneras de definir el concepto de implicacion [140][141][195]. Basandose en cada
una de ellas se pueden generar distintas funciones en base a 7-normas y 7T-conormas. En la
Tabla 3.4 se presentan varios operadores de implicacidn, siendo los mds importantes y

utilizados los operadores Mamdani y Larsen.

Al contrario de lo que sucede en la l6gica clasica, la 16gica borrosa no requiere que las
reglas se cumplan de forma exacta, sino que pueden cumplirse en cierto grado. Esta
propiedad de la l6gica borrosa es lo que caracteriza al razonamiento aproximado. Esto
implica que se puede inferir una conclusion aunque el hecho no verifique la regla

plenamente. Evidentemente, si el grado de cumplimiento del antecedente no es completo,
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el grado de accidn del consecuente tampoco lo serd. De esta forma, el consecuente final se
parecerd més a la conclusion formal de la regla cuanto mayor sea el grado de cumplimiento

de ésta.

3.5.2. Sistema de inferencia borroso

Los sistemas de inferencia borrosos son algoritmos basados en la 16gica borrosa y el
razonamiento aproximado. En funcién de la aplicacién a la que se destine el sistema de
inferencia éste puede denominarse de distintas formas: modelo borroso, sistema experto
borroso, controlador borroso, memoria asociativa borrosa, etc. Los sistemas de inferencia
borrosos se componen bédsicamente de dos elementos, el motor de inferencia y la base de
conocimiento, sin embargo, segun la aplicacion para la que vaya a emplearse el sistema de
inferencia, puede ser necesario afiadir elementos adicionales, como el borrosificador y el
desborrosificador que permiten conectar el sistema de inferencia borroso con el mundo
real [136]. A continuacién se estudiaran cada uno de los elementos de un sistema de

inferencia borroso, cuya configuracion puede verse en la Figura 3.16.

Sistema Borroso

Base de Conocimiento

Base de Datos Base de Reglas J

v

1 o . > . . > e
— | Borrosificador Motor de inferencia ”1 Desborrosificador T >

Figura 3.16 Sistema de inferencia borroso

Borrosificador

Cuando las entradas que deben aplicarse a un sistema borroso son valores numéricos
concretos, no borrosos, es necesario establecer una interfaz con el motor de inferencia
borroso que elabore conjuntos borrosos a partir de entradas no borrosas. Esta interfaz se

conoce como borrosificador (fuzzifier).
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El borrosificador, por lo tanto, convierte los valores de las variables de entrada
definidas en la premisa de las reglas (a través de los términos lingiiisticos definidos por las
funciones de pertenencia) en un determinado grado de pertenencia, realizando un cambio
en el dominio de definicién de cada variable del universo de discurso a una entidad borrosa
definida en el intervalo [0,1]. El cambio de dominio se realiza en cada antecedente por
separado. Si la premisa es una sentencia compuesta, entonces se aplica el operador 16gico
que relaciona a la entidad borrosa que representa cada antecedente, el cual ha sido definido
por el experto. El resultado de aplicar el operador borroso entre los antecedentes de la regla
devuelve un valor que define el grado de veracidad de la regla, el cual cambia en funcién

de los valores que tomen las variables de entrada.

El sistema de borrosificaciéon mds simple consiste en sustituir el valor numérico por un

conjunto borroso de tipo singleton, o punto borroso.

Otro posible borrosificador seria un algoritmo que asignara a cada entrada una
representacion borrosa mediante términos lingiiisticos definidos en su correspondiente
universo de discurso. Este esquema es mas complejo y aporta poco al sistema por lo que no

es frecuente su utilizacion.

Por ultimo, existe la posibilidad de emplear la capacidad de la 16gica borrosa para
manejar la incertidumbre como método de borrosificacion. En este caso, se sustituye la
variable numérica de entrada por un conjunto borroso que represente mediante una
distribucién de posibilidad (una funcién de pertenencia) los posibles valores que ésta
podria tomar realmente. Este borrosificador puede resultar bastante util pero supone una

mayor complejidad del sistema de inferencia.
Inferencia borrosa

El motor de inferencia borrosa es el mecanismo que permite obtener la salida de un
sistema borroso en funcién de sus reglas y las entradas que le sean aplicadas. La salida
puede ser un conjunto borroso o un valor numérico, segin requiera la aplicacion. Los pasos

que se siguen en durante el mecanismo de inferencia borrosa se describen a continuacién:

1. Se calcula el grado de cumplimiento de cada antecedente en funcién de la
entrada del sistema. En caso de utilizar un borrosificador singleton, este valor
se obtendra directamente de la interseccidén de la entrada con la funcién de

pertenencia del antecedente; si por el contrario, la entrada estd representada
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por una funcién de pertenencia no singleton, sera necesario aplicar un operador

de interseccidn, una 7-norma, sobre dichos conjuntos.

2. Tras calcular los antecedentes de cada regla se componen segun la definicién
lingiiistica de la misma, es decir, aplicando los operadores de interseccion para
condiciones Y, y los de unién para condiciones O. Esta medida proporciona un
valor que representa la calidad con la que las reglas son satisfechas por la

condicién de entrada del sistema borroso (su grado de activacion).

3. Se obtiene el consecuente resultante de cada regla mediante el operador de
implicacién, Entonces. Los operadores de implicacion mds utilizados son las
T-normas minimo y producto. Al emplear el operador minimo, la funcién de
pertenencia del consecuente es recortada a la altura definida por el grado de
veracidad de la regla; si se emplea el operador producto, la salida es escalada

segtn dicho grado de veracidad.

4. Por ultimo, la regla composicional u operador de agregacién, combina los
resultados de todas las reglas, o sea, el resultado de la base de reglas, en un
unico conjunto borroso. Las 7T-conormas mads utilizadas para obtener el

conjunto borroso de salida suelen ser el maximo y la suma acotada.

El motor de inferencia permite la fusion de la informacién de multiples reglas en una
conclusién tnica. Esta conclusion se obtiene a partir de la combinaciéon de los
consecuentes de las reglas del sistema, ponderadas segin una funciéon del grado de

cumplimiento de cada una de ellas.
Base de conocimiento

La base de conocimiento (knowledge base) contiene las relaciones existentes entre las
entradas y salidas del sistema. El proceso de inferencia obtendra las salidas asociadas a las

entradas del mismo basandose en este conocimiento.

La base de conocimiento puede dividirse en dos partes: la base de datos y la base de
reglas. La base de datos (data base) contiene la definicién de las variables lingiiisticas
empleadas en las reglas, es decir, las funciones de pertenencia que definen cada una de las

etiquetas lingiifsticas. La base de reglas (rule base) almacena la coleccién de reglas
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lingiiisticas del sistema. Esta puede representarse como una lista de reglas (o mds

habitual), o mediante una tabla o matriz de decision.

Existen varios métodos para la obtencién de las reglas de un sistema borroso, entre los

que cabe destacar:
1. Basados en el conocimiento de un experto, o heuristicos.

2. Basados en las acciones de control de un operador, en funcién de los datos de

entrada-salida observados.

3. Basados en aprendizaje mediante algoritmos automaéticos, utilizando datos de

entrada-salida.
Desborrosificador

Cuando la salida del sistema de inferencia es un conjunto borroso pero la aplicacién
requiere que se un valor numérico concreto, es necesario utilizar un desborrosificador
(defuzzifier). Este convierte dicho conjunto en un valor numérico del universo de discurso

de salida, representativo de la conclusion obtenida.

Existen muchos métodos de desborrosificacion [103][136] y siguen apareciendo
nuevos métodos en la literatura [67][117][124][198][207]. Se presentan a continuacién los

desborrosificadores mas comunes:

1. Método del centro de gravedad o del centroide: La salida se obtiene
calculando el centro de gravedad del conjunto borroso de salida. Si

representamos el conjunto borroso de salida como D(y), su valor
desborrosificado (y,) se obtiene a partir de la ecuacién (3.39). Para valores

discretos la ecuacion seria la mostrada en (3.40). Este método es el mas
empleado, ya que, aunque es costoso computacionalmente comparado con
otros métodos de desborrosificacién, proporciona variaciones suaves Yy

continuas de los valores de salida.

Yipy, dy
Yy = [t & (3.39)
J.Il'lD(y) dy
_ D VHp, (3.40)

y =
' Z'UD(y)
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2. Método de la mdaxima pertenencia: Si D( y)es el conjunto borroso de salida, el
valor numérico de salida y, se corresponde con el valor de y para el que
Uy, ,, alcanza su valor maximo. Pueden existir miltiples valores para los que
Up,, tenga un mismo valor maximo, por lo que se hace necesario utilizar

algin método para elegir el valor de y,. Estos métodos son, el menor de los

mdximos, el centro de los mdximos y el mayor de los mdximos. Este
desborrosificador es facil de implementar pero genera cambios bruscos en la

salida, lo que en algunas aplicaciones no es admisible.

3. Método del centroide indexado: Este método calcula el centro de gravedad de
la parte correspondiente al conjunto borroso inferido cuyo grado de

pertenencia sea mayor de un determinado A .

3.5.3. Tipos de sistemas borrosos

En funcién de la forma de las reglas y del tipo de entradas y salidas, se distinguen
cuatro tipos de sistemas borrosos [44][210], relacionados esquemadticamente como se
muestra en la Figura 3.17: los sistemas puros, los de tipo Mamdani, los de Sugeno o TSK y
los modelos aditivos de Kosko o SAM, ademds de algunas variantes como los modelos de

Tsukamoto.
Sistema borroso puro

Los sistemas borrosos puros son sistemas donde las entradas y salidas son conjuntos
borrosos y por lo tanto no se necesita realizar ninguna transformacion de las mismas. Estdn

compuestos solo por la base de conocimiento y el motor de inferencia.
Sistema borroso de tipo Mamdani

La potencia practica de la teoria borrosa de Zadeh qued6 demostrada cuando
Mamdani y Assilian crearon el primer sistema borroso aplicado a un problema de control
[126][128]. Su trabajo consistié en controlar una maquina de vapor mediante un conjunto
de reglas lingiiisticas obtenidas de la experiencia de los operadores de la maquina. Por ello,
el esquema de control borroso que utilizaron [127] y que se corresponde con la Figura
3.16, se conoce como modelo de control de Mamdani-Assilian, o de forma abreviada,

como modelo de Mamdani.
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Modelos borrosos basados en reglas

Modelos no aditivos Modelos aditivos

/N TN

Figura 3.17 Tipos de modelos borrosos

Los sistemas borrosos de tipo Mamdani aportan una gran cantidad de ventajas:

1. Se comportan como aproximadores universales [59][116][156][212][220].

2. Pueden utilizarse en aplicaciones reales, ya que tratan con facilidad entradas y

salidas reales.

3. Proporcionan un marco natural para la inclusién del conocimiento de expertos

en forma de reglas lingiiisticas.

4. Hay gran facilidad para elegir el método de inferencia borrosa, asi como las

interfaces de borrosificacion y desborrosificacion.

Las principales limitaciones de este modelo son [44]:

1. Falta de flexibilidad debido a la rigidez con que se particionan los espacios de

entrada y salida.

2. No hay una distincién clara entre el conocimiento experto y la definicién de

las variables lingiiisticas incluidas en las reglas borrosas.

3. Es complicado obtener una particién borrosa adecuada de los espacios de

entrada cuando las variables de entrada dependen unas de otras.
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4. El tamafio de la base de conocimiento depende directamente del nimero de

variables y términos lingiiisticos que existan en el sistema.

5. Para una correcta interpretabilidad del sistema no se deben usar un nimero
excesivo de reglas, lo que en ocasiones va en contra de la precision del sistema

borroso implementado.

El conjunto de reglas de un sistema Mamdani se configura como:
Reglar:Six esA yx,esA y..yx, esA entoncesy es B’ (3.41)

donde r = 1..R, x,x,,...X

n

son las entradas del sistema, A/,A,,..,A son los

n

conjuntos borrosos del antecedente de las regla r definidos en los universos de discurso de
sus entradas asociadas, y es la salida del sistema, y B" el conjunto borroso consecuente de

la regla r, definido en el universo de discurso de la salida y .

El grado de activacion de la regla r, @, se obtiene mediante la aplicacién del

operador de intersecciéon, que normalmente serd alguna de las 7T-normas presentadas.

o =a ~no, A0, donde cada ¢, representa el grado de emparejamiento entre la
entrada x, y el conjunto borroso antecedente A’. El conjunto borroso de salida de la regla
que genera el motor de inferencia, 77,,, viene dado por el operador de implicacion:
Ny = AT s siendo Ny la funcién de pertenencia que define al conjunto borroso
consecuente B’". La salida borrosa del motor de inferencia,7,, se calcula agregando
mediante una regla composicional, normalmente una 7-conorma, los efectos de todas las
reglas del sistema: g, :Uilf]B,,. Finalmente, el desborrosificador calcula la salida

numérica del sistema, y. Destacar que en los sistemas de tipo Mamdani tanto los
antecedentes, A, como los consecuentes, B, estdn formados por conjuntos borrosos,
mientras que las entradas, x;, y salidas, y, son valores numéricos.

Uniendo la interpretabilidad de sus reglas a la capacidad aproximadora universal de

estos modelos, podemos concluir que los modelos Mamdani son herramientas muy

poderosas para el andlisis y control de sistemas complejos, aunque una buena
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aproximacion con un modelo Mamdani puede requerir un nimero elevado de reglas, lo que

merma la interpretabilidad del sistema conforme aumenta su complejidad.
Modelo aditivo estandar, SAM

El modelo aditivo estandar (Standard Additive Model, SAM), es un caso particular de
modelo borroso aditivo. Fue propuesto por Bart Kosko [106][104] y su esquema de

bloques puede verse en la Figura 3.18.

El esquema de inferencia de un modelo SAM es similar al de los modelos TSK que se
veran a continuacién, ya que en ambos la salida se genera en base a la suma ponderada de
las consecuencias de cada una de las reglas de la base de conocimiento. La estructura, sin
embargo, es idéntica a la de los modelos Mamdani, por lo que pueden considerarse una
variacioén de éstos. Las principales diferencias [210] entre los esquemas de inferencia de

los sistemas SAM y los Mamdani se pueden resumir en:
1. Laentrada (x) en un modelo SAM se considera siempre un punto borroso.

2. Se utiliza el operador producto para la inferencia, en vez del minimo que suele
usarse en los modelos Mamdani.
3. La combinacién final (D) de las conclusiones parciales de cada regla borrosa

(D, ), se calcula mediante una suma ponderada segun los pesos @, mientras

los modelos Mamdani suelen utilizar el operador maximo.

4. La salida (y) se calcula mediante la adicion de las salidas parciales

ponderadas, frente a los modelos Mamdani que deben especificar un

desborrosificador.
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Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Los sistemas TSK, modelos Takagi-Sugeno (TS) o de forma maés simplificada,
modelos Sugeno, se caracterizan por utilizar como consecuente una funcién de las
variables de entrada del sistema. Este tipo de sistema borroso fue propuesto por Takagi y

Sugeno [184] en 1985 incorpordndose posteriormente Kang [183] en 1988.

Una regla de un sistema TSK tiene la forma:
Reglar:Six, esA yx, esA) y..yx, esA entoncesy =g'(x) (3.42)

donde x,,x,,...,x, son las entradas del sistema e y"es la salida inferida por la regla r =

1...R. A/ ,A,,...,A’ son los conjuntos borrosos del antecedente de las regla r, definidos en
los universos de discurso de sus entradas asociadas. La consecuencia inferida a partir de la

regla se calcula con la funcién g'( x), dependiente de las entradas del sistema.

Las funciones consecuentes g'(x) mads utilizadas son los polinomios de grado 0 y de

grado 1. La utilizacién de polinomios de grado superior o de funciones no polinémicas
afladen complejidad al sistema y dificultan su interpretabilidad, por lo que no es muy

comun su utilizacion.

2]
D,
—» . — >
Si entonces D

6021
Dr,<2>
> Si entonces D — > ®\
x .
_-. .

| Centroide [—»Y

r(m)
' Sl A entonces D é

Figura 3.18 Diagrama de bloques de un modelo aditivo estindar (SAM)
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Si la funcién consecuente es un polinomio de orden 0, se le denomina consecuente

afin, y las reglas tienen la forma:
Reglar:Six, esA yx, esA) y..yx, esA entoncesy =b, (3.43)
Si se emplea un consecuente lineal, o de orden 1, las reglas tienen la forma:
Reglar:Six esA yx, esA y..yx, esA entoncesy =b, +b/x, +..b x (3.44)

Los elementos b, ,b, ,...,b] son pardmetros reales, siendo b, el término que multiplica a

la variable i-ésima del sistema de laregla r, y b, el término afin de la regla r.

La salida de un sistema TSK se calcula mediante la suma ponderada o el promedio
ponderado del efecto individual de todas sus reglas. La suma ponderada es la suma de los
valores obtenidos por la funcién consecuente, ponderadas por el grado de activacion de
cada una de las reglas. El promedio ponderado consiste en dividir la suma ponderada por el
sumatorio de las fuerzas de activacion de las reglas. Esto permite que las reglas que se
cumplen en mayor grado afecten mads a la salida del sistema que las reglas que se cumplen

en menor medida.

Si la base de las reglas esta formada por R reglas y @ es el grado de cumplimiento de
la regla r, la salida aplicando la suma ponderada se obtiene mediante la aplicacion de la
ecuacion:

R
y=y 'y (3.45)

r=1

La salida aplicando el promedio ponderado se obtiene aplicando la ecuacion:

R
z a)ryr
yo L (3.46)

2.

r=1

El grado de cumplimiento de cada regla, @, se obtiene mediante la aplicaciéon de un

operador de conjunciéon que se modela mediante una 7-norma; normalmente la funcién

minimo o producto: @ = T{A[(x1 ) A (x, ), Al (X, )} .
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Sistema Borroso

Base de Conocimiento

Base de Datos Base de Reglas

1
. . i+ > . .,
I EE— Motor de inferencia Mecanismo de agregacion T >
[} e ———
[}

Figura 3.19 Sistema borroso de Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

La estructura de un sistema borroso TSK es ligeramente distinta de la estructura tipica
vista en apartados anteriores, como podemos apreciar en la Figura 3.19. No es necesario el
borrosificador, ya que las entradas al sistema son siempre numéricas, y su efecto sobre las
salidas se calcula directamente mediante la aplicacion de las ecuaciones anteriores. La
salida de cada una de las reglas es un valor numérico, de forma que tampoco se requiere de
un desborrosificador. Sin embargo, es imprescindible algiin mecanismo para agregar todas
las conclusiones parciales de las reglas en una unica salida. Para ello se usa la suma
ponderada o el promedio ponderado. En ocasiones se denomina a esta operacion
desborrosificador, sobre todo al promedio ponderado, que se le suele denominar
desborrosificador centro promedio, pero no es estrictamente correcto, ya que su entrada no

€s un conjunto borroso.

Los sistemas borrosos TSK son una poderosa herramienta para el modelado de
sistemas complejos y altamente no lineales, ya que son aproximadotes universales tanto de

la funcién [105][204][211][221] como de su derivada [109][110][135][159].

La utilizacion en los sistemas TSK de un consecuente polindmico permite aproximar
funciones con gran precision y con un nimero mucho menor de reglas que los sistemas de
tipo Mamdani. No obstante, este aumento de precision se consigue a costa de empeorar la

interpretabilidad de las reglas.
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Modelo de Tsukamoto

Modelo propuesto en 1979 por Tsukamoto [194] y que se caracteriza por representar
el consecuente de cada regla borrosa mediante un conjunto borroso con una funcién de
pertenencia mondtona. La salida inferida por cada regla es un valor numérico inducido por
el grado de activacion de la regla. La salida global se toma como la media ponderada de
todas las salidas parciales. Este tipo de modelo permite eliminar el consumo de tiempo
correspondiente a la desborrosificacion, sin embargo, no son modelos muy utilizados por
no ser transparentes como los de Mamdani o Sugeno. El sistema de inferencia no sigue
estrictamente la regla composicional de inferencia y la salida es siempre numérica, incluso

cuando las entradas son borrosas.

3.5.4. Metodologia para el diseio de sistemas borrosos

Se presentan aqui cinco principios fundamentales para construir un sistema borroso
basado en reglas. Para ello se utilizard como ejemplo un caso de la vida real: Calificacion

de un alumno en funcién de su trabajo en una asignatura cuatrimestral.
Analizar el sistema a modelar

1. Identificar las entradas y salidas: En cualquier proceso de disefio se debe
comenzar por describir el sistema general, tanto las partes que sean borrosas
como las que no lo sean. Se debe hacer especial andlisis en qué variables seran

entradas y cudles salidas, considerando la disponibilidad para la medicidn, etc.

2. Analizar y simplificar el problema: Una vez que se hayan definido las entradas
y salidas, se debe realizar un proceso iterativo de forma que se analicen las
posibles alternativas que puedan simplificar el planteamiento del sistema a

diseiiar.

Se debe realizar una descomposicién funcional del sistema en subsistemas
(con sus correspondientes entradas y salidas) que se puedan modelar
facilmente de forma independiente. Si un subsistema no es facilmente

modelable, se descompondré en sucesivos subsistemas.

3. Identificar los subsistemas borrosos: Una vez que el sistema ha sido
funcionalmente descompuesto, se deben identificar aquellos subsistemas que

se puedan modelar utilizando la 16gica borrosa. Un buen candidato para un
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subsistema borroso es aquel en que el flujo de la informacién sea impreciso,

ruidoso o pueda ser descrito lingiiisticamente.

En nuestro ejemplo las variables de entrada al sistema de inferencia borroso son dos,
que denominaremos asistencia (representa el nimero de veces que el alumno ha asistido a
clase en el cuatrimestre) y prdctica (calificacion que el alumno ha obtenido en los trabajos
practicos realizados a lo largo del cuatrimestre), y la salida es una que llamaremos

calificacion (nota definitiva que obtiene el alumno por su trabajo en la asignatura).
Definir los universos de entrada y salida

1. Definir el universo de discurso: De forma general, el universo de discurso se
define en el rango de interés de la variable caracteristica del sistema que va a
ser disefiado. Se debe tener especial cuidado en que el rango no sea muy
pequeiio, puesto que entonces pueden procesarse datos fuera de escala que

deteriorarian el comportamiento general del sistema.

Si por el contrario, el intervalo del universo de discurso que se selecciona es
muy grande, puede ocurrir que la respuesta del sistema sea plana (lo que
significa que para cambios en la entrada no existirdn cambios significativos en
la salida). Esto ultimo suele ocurrir en los extremos del intervalo definido,

donde la funcidn de pertenencia no captura la dindmica del sistema.

El universo de discurso de la variable de salida debe ser cuidadosamente
seleccionado, debido a que una desproporcién en la definicién de la funcién de
pertenencia (especialmente en los extremos) puede sobrecargar la masa del
conjunto borroso de salida sobre el cual se aplicard el proceso de

desborrosificacion.

2. Escalar o normalizar el universo de discurso: El escalado o normalizacién del
universo de discurso puede ser necesario o aconsejable en ciertas aplicaciones.
Por ejemplo, si una de las variables de entrada es la temperatura y un sensor
debe entregar un nivel de voltaje proporcional a la temperatura de entrada;
como el nivel de voltaje deber ser convertido a un codigo digital equivalente,
puede ser deseable normalizar el universo de discurso de la variable

temperatura en un codigo digital.
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Si en un cuatrimestre hay 15 semanas de clase, la asistencia del alumno vendra dada
por un numero entre 0 y 30, suponiendo 2 clases a la semana. La nota obtenida en practicas
serd un valor entre 0 y 10, ;qué calificacion final obtendra el alumno? Esta calificacion

vuelve a ser un valor entre 0 y 10.
Determinar el niimero y distribucion de las funciones de pertenencia

De forma general, la mayoria de las aplicaciones utilizan un ndmero impar de
términos lingiiisticos (de 3 a 7); el hecho de utilizar un minimo de 3 radica en que el
lenguaje humano considera al hacer un juicio dos extremos y un medio entre ellos; no se
utilizan més de 7 debido a que el hombre posee una memoria corta (puede procesar hasta 7
simbolos a la vez) cuando debe interpretar una figura técnica a través de un término
descriptor y el hecho de representar un nimero impar se debe a que la mayoria de los

términos lingiiisticos se definen de forma simétrica con un medio entre los extremos.
Para escoger entre 3, 5 o 7 términos lingiiisticos, se puede realizar:

1. Formular un conjunto de reglas bédsicas que pueden dar una idea de qué

términos (y cudntos) se necesitan para definir un conjunto de reglas.

2. Si realizar el paso anterior es dificil, se pueden definir tres funciones de
pertenencia para cada variable de entrada y cinco para las variables de salida,
lo cual constituye el minimo nimero de términos lingiiisticos para las variables
borrosas en la mayoria de las aplicaciones. Posteriormente se podran adicionar

nuevos términos en los sucesivos pasos del disefo.

Con respecto a la distribucién de las funciones de pertenencia se debe tener en
cuenta que cuando se desea una alta sensibilidad a las variaciones en cierta
region de la variable de entrada, debe incrementarse la densidad de las
funciones de pertenencia en tal region, por ejemplo cuando se requiere una

mayor accion de control.

Es deseable que los términos lingiiisticos sean representados a través de un conjunto

de funciones de pertenencia que sean: enteras, consistentes, no indefinidas y normales.

Entereza: Si para cualquier valor del universo de discurso al menos uno de los

términos lingiiisticos alcanza un grado de pertenencia desigual a cero.
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Consistencia: Si para cualquier entrada en la cual el término lingiiistico
alcanza su médximo grado de pertenencia, los restante términos alcanzan un

grado de pertenencia cero.

Indefinicion: Un sistema borroso serd indefinido si existe un punto en su
dominio en el cual todas las reglas tienen un grado de activacion cero en ese

punto.

Normalidad: Un término lingiiistico serd normal si la funcién de pertenencia

que lo representa es normal.

Para cumplir algunas de las anteriores propiedades se pueden seguir los siguientes

pasos:

Para cada término lingiiistico, definir un valor dentro del universo de discurso

que mejor lo represente y fijar un grado de pertenencia uno a ese punto.

Definir un grado de pertenencia cero en los valores del universo de discurso

donde los restantes términos lingiiisticos tienen un grado de pertenencia uno.

No definir un grado de pertenencia uno para dos términos lingiiisticos en un

mismo universo de discurso.

Para seleccionar el tipo de funciones de pertenencia se debe tener presente si el

conjunto de reglas representan la intuicién humana o forman parte de una estructura

matematica que pretende modelar un sistema a partir de datos de entrada-salida.

Para representar un determinado conocimiento a través de un conjunto de reglas, las

funciones de pertenencia mds utilizadas son la singleton, triangulares, trapezoidales y

Gaussianas.

Para el ejemplo se han utilizado funciones triangulares en el centro del universo de

discurso y trapezoidales en los extremos. En la Figura 3.21 se puede ver la definicion de la

variable lingiiistica asistencia. La variable prdctica se muestra en la Figura 3.20, mientras

la variable de salida calificacion se representa en la Figura 3.22.
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Crear la base de reglas

A la hora de crear la base de reglas es conveniente realizar los siguientes pasos:

1.

Describir las reglas que sean obvias: Cuando el sistema tenga dos entradas y
una salida se puede preparar una matriz a la que se le denomina Memoria
Asociativa Borrosa (MAB). Para implementar una MAB, se colocan en la
columna una de las variables de entrada y en la fila la otra variable de entrada
(Tabla 3.5). Las celdas de la matriz creada se rellena con los términos

lingiiisticos de la variable de salida y cada celda representard una regla

borrosa.
asistencia
baja media alta
S deficiente | deficiente insuficiente
§
], suficiente suficiente
excelente notable sobresaliente

Tabla 3.5 Memoria Asociativa Borrosa para las reglas del ejemplo

La MAB puede utilizarse para crear un conjunto de reglas con mdas de dos
entradas y una salida. Para ello se crea una matriz con dos entradas y una
salida, manteniendo las restantes entradas constantes. Por ejemplo, si a un
conjunto de reglas con dos variables de entrada y una de salida se le
incorporase otra variable de entrada con tres términos lingiiisticos, entonces
deberian crearse tres matrices como la que se muestra en la Tabla 3.5, una para

cada término lingiiistico de la nueva variable.

Sin embargo, la utilizacién de la MAB es poco practica en aquellas
aplicaciones que posean muchas entradas y salidas, debido a que se requeririan
muchas matrices asociativas borrosas que describan todas las posibles
combinaciones de entradas y salidas (un sistema con cinco entradas y tres

términos lingiiisticos cada entrada, con tres salidas tendria un nimero de reglas

igual a 3°* 3 =729 reglas).
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2. Describir las reglas que sean vagas o menos obvias, pero intuitivamente
correctas: Una vez descritas las reglas obvias, debemos identificar las reglas
que sean vagas. Para ello, un buen auxilio puede ser el considerar en la MAB

que no debe haber transiciones bruscas entre celdas.

Un caso especial dentro de las reglas menos obvias es la incorporacion de una
asercion. Por una asercion se entiende una regla con antecedente pero sin
consecuente, debido a lo cual ésta siempre tiende a activarse e influir en el

espacio de salida truncado resultante de aplicar un método de inferencia.

La asercion influye sobre el funcionamiento total del sistema, limitando el

espacio de salida que define la respuesta del sistema.
Segtn la MAB el conjunto de reglas obvias para el ejemplo serian:

Si asistencia es baja y préctica es deficiente enfonces calificacion es deficiente

Si asistencia es media y practica es suficiente enfonces calificacion es suficiente

Si asistencia es media y practica es excelente entonces calificacion es notable  (3.47)
Si asistencia es alta y practica es deficiente entonces calificacion es insuficiente

Si asistencia es alta y practica es excelente entonces calificacion es sobresaliente

Ajustar el conjunto de reglas

Es el paso mas complejo en el disefio del sistema borroso y se basa en observar la

salida del modelo implementado. Este paso puede incluir:

1. Ajuste de las reglas y funciones de pertenencia para cada variable del sistema
borroso: Entre las acciones que se pueden realizar en esta fase se encuentran la
incorporacion de « -cortes a algunas de las funciones de pertenencia, limitar la

contribucion de algunas reglas o aplicar modificadores lingiiisticos.

2. Reevaluacion del mecanismo de implicaciéon y composicion (método de
inferencia): La adecuada seleccion del mecanismo de inferencia depende de la

aplicacion y de la experiencia del disefiador del sistema borroso.

3. Reevaluacion del método de desborrosificaciéon: La desborrosificacion
determina el valor escalar que representa al conjunto borroso de salida.
Constituye, pues, un factor de vital importancia a la hora de ajustar el modelo.

Un elemento que puede utilizarse para ajustar el mecanismo de
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desborrosificacion es comparar la salida del modelo con respecto a valores que
este debe entregar, de acuerdo a los criterios del experto. Tomando algunos
valores de salida como referencia podemos seleccionar el método de

desborrosificacion que mas se aproxime a los mismos.
Examinar la conducta del modelo

En este paso se trata de identificar los comportamientos indeseables en el modelo ante
diferentes combinaciones de variables de entrada. Se debe prestar particular atencién a las

siguientes dreas de las variables de entrada:
1. Regiones terminales del universo de discurso
2. Valores extremos del soporte de las funciones de pertenencia
3. Zona de solape entre funciones de pertenencia

4. Valores en los antecedentes en los que se active el mayor nimero de reglas

posible

3.6. Conclusiones

En este capitulo se ha visto como, tomando como base la imprecision del
razonamiento humano pero bajo un planteamiento matematico, la 16gica borrosa es capaz
de generar la respuesta a una situacion basdndose en el conocimiento adquirido de ésta,

aunque éste sea inexacto o incompleto.

Como se ha visto, la légica borrosa se basa en el concepto de conjunto borroso. En
este capitulo se han estudiado dichos conjuntos, tanto la forma de definirlos a partir de su
funcién de pertenencia, como algunas de las operaciones que se pueden realizar con ellos.
Posteriormente se ha estudiado el concepto de variable lingiiistica, introducido por Zadeh
en [216], el cual permite transformar el lenguaje natural en conocimiento cuantitativo
utilizable desde el punto de vista matemadtico, pero sin las restricciones que impone el

formalismo preciso de la l6gica cléasica.

Se han presentado los principales tipos de sistemas borrosos existentes, asi como los
métodos de inferencia de cada uno de ellos. La descripciéon del modelo borroso de tipo
Mamdani puede consultarse en las referencias [59][116][156][212][220], en las referencias

[104][106] las de los modelos de tipo SAM y en [194] las de los modelos de tipo
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Tsukamoto. Se ha prestado especial atencion a los sistemas Takagi-Sugeno-Kang (TSK),
aproximadotes universales de cualquier funcioén y su derivada, tal como se demuestra en
las referencias [105][110][184][204][211][221], ya que estos serdn la herramienta bdsica

del resto de capitulos de este texto.

Por dltimo, se presenta una metodologia resumida en cinco principios fundamentales

para construir un modelo borroso basado en reglas.

De entre las referencias incluidas en el capitulo cabe destacar [216], donde Zadeh
introdujo el concepto de variable lingiiistica, y los trabajos [183] y [184] de Takagi,

Sugeno y Kang porque en base a ellos crearon los modelos borrosos de tipo TSK.
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4. Adaptacion paramétrica en

sistemas borrosos

4.1. Introduccion

El nicleo de los sistemas adaptativos borrosos lo constituye la adaptacion de

parametros, a partir de un algoritmo de aprendizaje cuya ley de adaptacion es similar a la

empleada en las redes neuronales.

Los sistemas adaptativos deben tener algunas o todas de las siguientes caracteristicas:

1.

Se deben adaptar autométicamente de forma tal que puedan abordarse los
problemas asociados al cambio en el medio en que se plantea el problema y los

cambios en los requerimientos del sistema.

Deben ser entrenados para realizar tareas especificas de filtrado y toma de
decisiones, es decir, deben ser programados por un proceso de entrenamiento.
Debido a que los sistemas adaptativos no requieren de los procedimientos de
sintesis elaborados que usualmente necesitan los sistemas no adaptativos, se

puede decir que son auto-disefiados en cierto grado.

Deben extrapolar un modelo de conducta que resuelva nuevas situaciones
debido a que son entrenados con un nimero finito y representativo de patrones

de entrenamiento.

Una vez entrenados, son mds complejos de analizar que los sistemas no
adaptativos, pero ofrecen la posibilidad de incrementar sustancialmente la
efectividad del sistema cuando las caracteristicas de la sefial de entrada son

variantes en el tiempo y representan una dindmica no modelada.

Los mecanismos de adaptacion de pardmetros han sido utilizados con éxito sobre

diferentes funciones no lineales que pueden ser representadas a través de un sistema

borroso equivalente [202][203][119][71][184][154][208][170]. Sin embargo, no se aprecia

un esfuerzo por mantener las experiencias del disefio de las reglas durante la fase

imprecisa. Resultaria muy interesante incorporar al mecanismo de adaptacion, técnicas de

ajuste de los pardmetros para no perder interpretabilidad.
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Parece que siempre han estado refiidos los términos interpretabilidad y precision; esto
es, cuanto mds interpretabilidad menos precision y viceversa. Esta Tesis pretende aunar
ambas cualidades de modo que se puedan conseguir modelos neuro-borrosos en los que la
precision y la interpretabilidad de sus reglas puedan ir de la mano. Para ello se propone una
nueva metodologia que permite ajustar las funciones de pertenencia haciendo sus reglas

interpretables y dotadas de semantica.

Los Sistemas de Inferencia Borrosa (SIB), en inglés Fuzzy Inference Systems (FIS)
pueden ser diseiados a partir del conocimiento de un experto o a partir de datos. Cuando
el sistema es complejo, los SIB basados tnicamente en el conocimiento de un experto
suelen estar faltos de precision. Por ello, la precision es probablemente el principal
incentivo para usar reglas borrosas inferidas de forma automética a partir de datos. En la
literatura hay disponibles muchos métodos para disefiar SIB a partir de datos. Su eficiencia
suele estar caracterizada mediante un indice de funcionamiento. Sin embargo, la
cooperacion y entendimiento humanos necesitan otro criterio: la interpretabilidad. En el
campo de la légica borrosa, implicitamente se asume que las reglas borrosas son, por
naturaleza, faciles de interpretar. Sin embargo, ;es posible definir la interpretabilidad de
forma clara? Ciertamente, no existe un indice numérico para medir la interpretabilidad de
una regla o base de reglas, aunque todos los autores coinciden en una serie de condiciones

que parecen muy claras e intuitivas y que se resumen a continuacion:

1) La particién borrosa debe ser legible, en el sentido de que los conjuntos borrosos

puedan ser interpretados con etiquetas lingiiisticas con significado semdntico propio.

2) Las etiquetas lingiiisticas del problema estudiado deben ser significativas para los
expertos, con el fin de poder compararlas entre ellas y dirigir el descubrimiento del

conocimiento.
3) Cada conjunto borroso debe tener un rango definido en su universo de discurso.
4) Las funciones de pertenencia deben ser claramente diferentes.

La construccion de un sistema neuro-borroso consiste en dos fases principales [208]:
la identificacion de la estructura del modelo borroso (structure identification) y la
estimaciéon de los pardmetros del modelo borroso (parameter identification). Los
parametros son identificados (o adaptados) usando diferentes métodos: el gradiente, Gauss-

Newton, Levenberg-Marquardt, etc. [139][148][146][202][205].
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Probablemente, "Adaptive-Network-based Fuzzy Inference Systems (ANFIS)”, [91]
es el método mas usado para el entrenamiento de sistemas neuro-borrosos aunque existen
otros paquetes comerciales como: Peltarion Synapse, FuzzyTECH, etc. La aplicacién de
técnicas de redes neuronales para construir reglas borrosas tiene el inconveniente de que se
pierden algunos de los mds importantes rasgos de los sistemas borrosos. Un problema
comun en muchos sistemas neuro-borrosos es que la interpretabilidad del sistemas borroso
se deteriora, lo cual se debe a que los algoritmos de entrenamiento importados de las redes
neuronales [115] no prestan atencion a la semantica de las reglas borrosas. No obstante, en
la literatura hay algunos ejemplos que intentan mitigar la falta de interpretabilidad de los
modelos neuro-borrosos; asi por ejemplo, en [182] se presenta un algoritmo de
entrenamiento basado en el método de gradiente descendente donde las funciones de
pertenencia no son independientes unas de otras pero las particiones borrosas si lo son. Se
trata de mantener los pardmetros que van a ser adaptados en un intervalo del universo de

discurso basandose en un cierto criterio.

En la literatura no hay muchos ejemplos de construccién de modelos borrosos a partir
de datos en los que la interpretabilidad del modelo sea el objetivo principal a cumplir,
incluso sacrificando la precision [152][19][79][43][96]. Toda esta bibliografia utiliza el
grado de similaridad (segun diferentes definiciones) para incrementar la interpretabilidad
de los modelos. En este trabajo se aborda el problema de la interpretabilidad desde otro
punto de vista [197], en concreto a partir de la razén de solape, un concepto definido por
primera vez por Marsh [129]. Se da incluso un paso mds y se propone una nueva
metodologia para ajustar los pardmetros adaptados en un sistema neuro-borroso
minimizando una funcién de coste. Asi, se define y calcula el drea de solape (el area total
contenida en funciones de pertenencia vecinas) y se propone un algoritmo de ajuste

considerando este area.

4.2. Adaptacion de una base de reglas borrosas

Como se ha mencionado previamente, para la obtencion de modelos borrosos, se
puede representar el conocimiento de un experto a partir de datos de entrada-salida.
Utilizando ese conjunto de datos se pueden obtener los pardmetros que definen las
funciones de pertenencia de las variables de entrada y los consecuentes de las variables de

salida, utilizando un método de adaptacién paramétrica.
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El nucleo del modelo borroso lo constituye la base de reglas borrosas R, formada por

el conjunto:
R={R'.R’,..R',..R") 4.1)

donde cada regla tiene la forma:
R :Slx esF' yx,esF, y..yx, es F' ENTONCESy es G’ 4.2)

siendo [ =1,2,...,M el nimero de reglas, F/ los conjuntos borrosos en los universos
de discurso U, R de las variables de entrada, G' un subconjunto borroso en el universo
de discurso de la variable de salida VcR, x=(x,..x,)eUx..U, para las
i=1,2,...,n variables de entrada e ye V la variable de salida.

Uno de los métodos mdas populares de adaptacion paramétrica es el utilizado por
Wang [202], que utiliza un desborrosificador centro promedio, con método de inferencia

producto. Aplicando al conjunto de reglas de la forma (4.2) este método de adaptacién se

obtiene:

>y {ﬁﬂﬁ,(xiﬁf )}

f(x)==+= (4.3)

donde . (x ,8') representa a la funcién de pertenencia que se define a partir de un

conjunto borroso F;'. Esta funcién de pertenencia puede ser de Gauss, triangular, campana,
etc. Las caracteristicas de la funcién de pertenencia quedan definidas por 6, que

representa los parametros (centro, ancho, etc.) que definen la funcion de pertenencia 4, .

y' es el centro del conjunto borroso G', es decir, el punto en V para el que la funcién de

pertenencia G' alcanza su maximo valor. Se asume que i y)=1.

Si denominamos &' (x) = H A, (x;,6) obtenemos la expresion:
=1
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Yo =fo=H— 4.4)

Como se puede observar en la Figura 4.1, un sistema borroso cuyo modelo
matemadtico equivalente viene dado por la expresion (4.4), puede ser representado como
una red neuronal de flujo directo de tres capas hacia delante [147][214], es decir, un
perceptron de 3 capas [202]. Naturalmente, el comportamiento de los nodos y las sinapsis
en un sistema neuro-borroso no son iguales que en el perceptrén, sin embargo, pueden

emplearse los mismos algoritmos de adaptacion.

Capa de entrada Capa oculta Capa de salida

Figura 4.1 Red neuronal equivalente al sistema borroso

Con el fin de adaptar los parametros del sistema neuro-borroso definido en la Figura
4.1, se define una funcién de coste. Aunque existen diferentes funciones de coste,
dependiendo fundamentalmente de si el mecanismo de adaptacion es secuencial o por

lotes. Aqui se usard serd el error cuadratico medio, que responde a:

J=§(y<x>—y<x>)2 4.5)
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donde y(x) es la salida real del sistema que se pretende modelar e y(x) es la salida

estimada por el modelo.

A partir de la funcién de ajuste que implementa el método de gradiente descendente

[69], se pueden obtener las expresiones de adaptacion paramétrica de los antecedentes:

aJ (k)
g(k+1)=6'(k)- 4.6
( )=06, (k) na@l(k)k (4.6)
Y de forma similar de los consecuentes de las reglas:
Y (k)= ¥ ()2 47
ay' (k)|

Donde (k) representa el parametro que va a ser adaptado y 77 es un factor de escala

del término derivativo, denominado factor de aprendizaje del algoritmo, y que afecta, entre

otros, al tiempo de convergencia y estabilidad del modelo resultante.

Las expresiones (4.6) y (4.7) constituyen el fundamento para obtener una base de
reglas como modelo no lineal borroso de un sistema a partir de datos de entrada-salida.
4.2.1. La adaptacion de parametros del antecedente de las reglas

Para adaptar los parametros del antecedente de las reglas se tendrd que aplicar (4.6),

por lo que se hace necesario calcular:

1 R 2
2I(k)| :a(z(y(x)_y(x)) j‘
96/ (k)|, 96! (k)

(4.8)

Si se denomina:

A=2 [f[uﬁ,(xi 6 >} (4.9)

B=Z{ﬁ,uﬁ,(xi,6’i’ )} (4.10)
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entonces:
N A
== 4.11
y(x) B (4.11)
Sustituyendo (4.11) en (4.8) resulta:
0A 0B
B-A
WK _ 26k o8 k)
- =e > (4.12)
98! (k) B
donde
(4.13)

e=y(x)—J(x)
Notese que, en principio, el orden de las variables para obtener el error no es

significativo, dado que el mismo estd elevado al cuadrado (4.5).

4.2.2. Funcién de pertenencia de Gauss

En el caso de utilizar funciones de pertenencia de Gauss, éstas se definen por:

i, (x,.6) —ex{_(%J } (4.14)

donde los pardmetros que caracterizan a la funcién son8' =y, ', centros y anchos de
las funciones respectivamente.

La funcién estimada, si las funciones utilizadas son funciones de pertenencia de

Gauss, se puede representar por:

> {Iﬁlww ﬁﬂ leylmexp{_(xﬁjz

)= f(0) == } (4.15)
Z{Huﬂ(x,,a//)’)} i

=1

por lo que:
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Cuando se adaptan los centros de la funcién de Gauss (;{ ),

0A oB
B-A
_ %) 0y (k)
B2

aJ (k)
97, (k)

(4.16)

k

o7 (k) oy,

aﬁexp{—(x" _z%j ]
i=1 :Bl : X —7. ’ X =7
oA y' =2y {Hexp{—{ ’ﬂ/’j ﬂ( Eﬂl})é) 4.17)

(k) 9%, B! (B

n x‘_7‘1 2
BI Iexp{— A ] ,
OB i1 ( B J zzlﬁexp!_(xi—;{]”(xi—;{) “.18)

Sustituyendo (4.17) y (4.18) en (4.16) se obtiene:

T _ xi_%] ’ ('xi_%) _ - xp| — xi_yi] ’ (xi_%)
e ot

aJ (k)
Y (k)| B
Simplificando:
f[exp _{Xi _z%j o _17’;]) (' =9(x)
oJ (k) Y i=1 ;Bl (IB,) 4.19)
7 (k)|, B '

Por lo que la ley general de adaptacion de pardmetros (4.6) aplicada al centro de las

funciones de Gauss (segin (4.19)) es:

- _ xi_%l 2 (xi_%l) I_ 4
Hlexp{ ( 5 j” Gy (y' = $(x))

B

%<k+1)=;4<k>—2ni

(4.20)

De igual forma, si se adaptan los anchos de la funcién de Gauss (f3'),
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0A , , OB
)| _, 9pk) " " 9p k) @21)
9B k), B’
aﬁexp{—(xi _1%j }
A, A 1% Ay }/j (x,.— %)
_0A _ ) — 4.22
Bk’ o8 y!Hexp[ ( A ” g

a| |exp{ ( 7/)2} 2
oB yis _y (o=
aﬁiz(k) ! {Hexp{ ( S j ﬂ By (4.23)

Sustituyendo (4.22) y (4.23) en (4.21) se obtiene:

k| _ezylme)(p[_(xj;’fﬁfﬂ 8 {Hlexp [ ( ﬁéyjﬂ (B

B k)|, —
Simplificando:
n - xi_}/l'] 2 (xi_}/i])2 I A
2 (k) [Hlex{ ( A j ” gy O
:2e (4.24)
AQ B

Por lo que la ley general de adaptacién de pardmetros (4.6) aplicada al ancho de las

funciones de Gauss (segun (4.24)) es:

. AR N
Hep“/i jﬂ Gy O I

B

B tk+1) =B (k) - 2771

(4.25)
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4.2.3. Funcioén de pertenencia triangular

Dentro de las funciones triangulares se encuentran un tipo particular de las mismas
que resultan especialmente interesantes para su estudio. Este tipo particular de funciones

de pertenencia triangulares son las que generan tridngulos isdsceles y/o equilateros.

La expresion que define este tipo de funciones triangulares es:

z‘xi_%"

B B
l-———— para ¥ ——F<x. <y +—
ITHENAE g° RN

0 en otro caso

(4.26)

donde los pardmetros que caracterizan a la funcién son@' =y, ', centros y anchos de

las funciones respectivamente.

Para este tipo de funciones de pertenencia triangulares la funcién estimada queda

como:

i=1

Y(x)=f(x)=F7 = /
Lo ) z[ : [lz\/q

M n L l - 2‘xi_%‘
zyl{nﬂﬁl(xi’%?”gil)} ;yliil(l_lgil ]
_ 4.27)

Si se pretenden adaptar los centros (7 )de las funciones triangulares, siendo:

O e Rl G

I=1 i=1

entonces:
A B
B-A
2UK)| _ 97 (k) 97, (k) (4.28)
a7k, 5 |
aﬁ 1_M - 1—M

A _y i=1 Je — 2y i=1 B sgn(x, — %) (4.29)

37.(k) 27, 2w A
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e

)i
0B _ = A ) A )sen(x-7) 430)
a?’i’(k) 87; 2xi—7/i ,Bl.l

ﬁ,’l

donde el diferencial de la funcién no lineal médulo se representa por el signo del

argumento.

Sustituyendo (4.29) y (4.30) en (4.28) y desarrollando se obtiene:

. _z‘xi_%‘
,H(l B ]

Sgn(x.—}/) I A
(' =y(x)
1_2"9'_%‘ g0
,Bll

= ek ‘ i 431
3 (4.31)

aJ (k)
97, (k)

k
Por lo que la ley general de adaptaciéon de pardmetros (4.6) aplicada a los centros de

las funciones triangulares (segin (4.31)) es:

I . 2 X = 7/11
s =) (g
{ Z‘Xi : 7/1]‘} ﬁil
-
B
Y (k+1) =y (k)+2ne= 3 (4.32)
De igual forma, si se adaptan los anchos de las funciones triangulares (5/),
0A OB
B-A
(k)| _ 3B k)
- =e > (4.33)
G B
. 2xi_7i] . 2xi_7j 2xi_7i]
a2l 2 (2o
0A _ g B _ g B, B 434)
BH) T 0B R |
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\ _M n _2‘xl.—7{‘ 2‘1-_71']‘
o8B an(l A J HLl A J[ a

= = 4.35
B0 B To-r] A 39
1- g
Sustituyendo (4.34) y (4.35) en (4.33) y simplificando se obtiene:
I - 2 X~ 7/1 | 2 X~ 7/1
el 2= 27
/ D S
- y(x
[ Z‘Xi _%Z‘] ,Bil y -y
I_T
)| _ | — (4.36)

=e
IB(k))|, B

Por lo que la ley general de adaptacion de parametros (4.6) aplicada a los anchos de

&
() =3(x))

[

las funciones triangulares (segin (4.36)) es:

Nk

=

Bl (k+1)=p/(k)—ne= — 4.37)

4.2.4. La adaptacion de parametros del consecuente de las reglas

El consecuente de un conjunto de reglas aporta la influencia de la variable de salida
sobre el sistema de inferencia borroso. Este consecuente puede ser una funcién singleton,
una funcién de tipo TSK o una funcién no lineal. En cualquier caso, para adaptar los

pardmetros del consecuente de las reglas tendremos que aplicar (4.7), teniendo en cuenta el
tipo de consecuente con el que se represente y'.
Consecuente singleton

El consecuente representa un valor en el universo de discurso de la variable de salida.
Se trata de una funcién de pertenencia cuyo grado de pertenencia es uno unicamente en el

valor que define el consecuente y cero para cualquier otro valor de la variable de salida.

Para poder aplicar (4.7), se necesita calcular:
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1 R 2
(k)| _a(z(y(x)_y(x)) j‘

| = Z (4.38)
y' (k). dy'(k)

k

Sea A laexpresion (4.9), B laexpresion (4.10) y e la expresion (4.13), entonces:

0A 0B
B-A
WK _ ') T ay'(k)
l =e > (4.39)
' (), B
0A z
= (x.,6 4.40
(k) ) (40
0B
= 4.41
ay' (k) (40
Si se sustituye (4.40) y (4.41) en (4.39), se obtiene:
[1.(x.6)
I(k)| _ 41" (4.42)

W'k B

Por lo que la ley general de adaptaciéon de la parte precedente (4.7) cuando el

consecuente es singleton (segin (4.42)) es:

[1n,(x.60)
yl(k+1)=y’(k)—77€’:‘T (4.43)

Consecuente TSK

Un consecuente TSK (su nombre se debe a que fue propuesto originalmente por
Takagi, Sugeno y Kang) es un polinomio que, dependiente de las variables de entrada,
genera una funcién de pertenencia singleton en el universo de discurso de la variable de

salida, es decir:
y =a,+ax +.+tax+.ax (4.44)

La ley de adaptaciéon de los parametros consecuentes estd definida por la expresion

(4.6) dénde los pardmetros &' son los a, .
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Se calcula:
(k)| (l(yu) 3(x)) j‘

M) (4.45)
(k)| da' (k)

k
A queda definida por la expresion:
A=Y" (d +alx +..+ax +.4x, ){HuF,(x,.,ej )} (4.46)
=1

B se corresponde con la expresion (4.10) y e con la expresion (4.13), por lo que:

?A B_A E?B
(k)| dal(k) da' (k)
20| =e e (4.47)
i k
H H,(%.6)) Para el término afin (4.48)
0( k) i
od! (k):{HﬂFI( =) } @)
i=1
0B
—aa.’( O = (4.50)
Si se sustituye (4.48) y (4.50) en (4.47), se obtiene:
k)| H,UFi,(x,-,H,-l )
Sk )‘ == 5 Para el término afin 4.51)
a,
Y si se sustituye (4.49) y (4.50) en (4.47), se obtiene:
{HﬂF,(xiﬁf )} X,
oI (k )| =e=— (4.52)

(k)| B

Por lo tanto, la ley de adaptacion de la parte precedente cuando el consecuente es TSK

(segln (4.51) y (4.52)) es:
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[Tx,(x.6)
ag(k+1)=ay(k )—ﬂeﬁT Para el término afin (4.53)

T4, (5.6 ﬁxi

(k+1)=a;(k)- L
a;( )=a;(k)—1e B

(4.54)

El consecuente TSK genera un estimador borroso complejo con una capacidad de
aproximacion superior al consecuente singleton en la medida que existen mas grados de
libertad (parametros ajustables); no obstante, la posibilidad de analizar el resultado de la
adaptacion de los parametros de acuerdo a la teoria de la 16gica borrosa es dificil, por la

dependencia explicita de la variable de salida con respecto a las variables de entrada.
El consecuente no lineal

El polinomio utilizado en el consecuente TSK puede ser sustituido por una funcién no

lineal parametrizable, de esta forma se obtiene un consecuente no lineal.

Un ejemplo de consecuente no lineal puede ser:

1 VAN A
y' —exp{—(xlblalj ]+...+exp{—(%} }+...exp{—(x”bla”] } (4.55)
1 i n

Sea

A=Y Zn:exr)[—{x";,a"j ] {f[uﬁ,(xl.,ef )} (4.56)

B se corresponde con la expresion (4.10) y e con la expresion (4.13), por lo que:

dA oB
B-A
(k)| _ da(k) "~ daj(k) (4.57)
9! (k)), B’ |
0A oB
B-A
(k)| _, Ol(k) ob; (k) (4.58)

b (k)|, B
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0A X, —a ’ . —al
W—%m[—(b—;j ]muﬂ(x,ﬁl )M o j (4.59)

oB
da'(k) (4.60)
A exp|- x-a) ﬁﬂ (x,0") —(x"_a"l)z 4.61)
ob! (k) b! 3 SR X

0B
eV 4.62
ob! (k) (4.62)

Sustituyendo (4.59) y (4.60) en (4.57), se tiene:

2J(k)] _e2exp! ( ”[Hﬂﬂ(x’ﬁ'l }[ b}’ j

= 4.63
da! (k)| B (469
De igual forma, al sustituir (4.61) y (4.62) en (4.58), se obtiene:
(x-al) ?)2
2exp| — ﬂ,(x,ﬁf} i~
=e (4.64)

b (k)| B

La ley de adaptacién de la parte precedente cuando el consecuente es no lineal de la

forma (4.55) (segtn (4.63) y (4.64)) es:

= I
[

j]l:H:uF/(xl,gll } (x s e

b/(k+1)=b/(k)-ne 2 (4.66)

a(k+1)=a(k)-ne

(4.65)




4.3. Conclusiones

La adaptacion de pardmetros es el nicleo de cualquier sistema adaptativo borroso. Se
han representado muy diferentes funciones no lineales a través de sistemas borrosos tras
utilizar mecanismos de adaptacion de pardmetros, sin embargo en estos mecanismos de

adaptacioén se prima la precision del modelo antes que la interpretabilidad del mismo.

En este capitulo se mencionan los principales trabajos que han tratado de aportar
interpretabilidad al proceso de adaptacién de parametros [182][153][19][79][43][96]. No
obstante, el problema de la interpretabilidad desde el punto de vista de esta Tesis no es

abordado en ninguno de ellos.

De los diferentes métodos de adaptacion paramétrica, el método desarrollado por
Wang [202] ha sido el método elegido en esta Tesis. Se detalla el procedimiento de
adaptaciéon de pardmetros tanto para el antecedente de las reglas como para los

consecuentes, pero centrandonos en funciones gaussianas y funciones triangulares.

La adaptacion de los consecuentes es estudiada tanto si nos encontramos con un
consecuente singleton, de tipo TSK o un consecuente no lineal, aunque principalmente

seran tratados los consecuentes de tipo TSK.

La principal referencia de este capitulo es [202], donde Wang desarrolla su método de
adaptacioén paramétrica utilizando un desborrosificador centro promedio, con método de

inferencia producto.
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5. La Razon de Solape

5.1. Introduccion

Como ya se menciond en el capitulo anterior, cuando los pardmetros que definen las
funciones de pertenencia, centros y anchos, son el resultado de un método adaptativo, una
adecuada distribucion de las Funciones de Pertenencia (FP) debe ser considerada, para no
perder interpretabilidad en el resultado. Marsh [129] estableci6 4 reglas que deben cumplir

las FP para considerar que estdn correctamente distribuidas en el universo de discurso:

1. Cada punto del universo de discurso debe pertenecer al dominio de al menos
una FP, adicionalmente, cada punto no deberia pertenecer al dominio de mas

de dos FP.
2. No deben existir dos FP con el mismo punto de méximo grado de pertenencia.

3. Cuando se solapen dos FP, la suma de los grados de pertenencia para cualquier

punto en el solape debe ser menor o igual a 1.

4. El solape no debe cruzar el punto de maximo grado de pertenencia de

cualquiera de las FP.

En la Figura 5.1 se puede apreciar una adecuada distribucion de las FP en el universo

de discurso, atendiendo a las cuatro reglas de Marsh.

Grado de pertenencia
o o o o
P S N

°
L T

°
o T

0.1

Universo de Discurso

Figura 5.1 Distribucion deseable de Funciones de Pertenencia
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En la Figura 5.2 se muestra un ejemplo para cada una de las 4 reglas de Marsh en las

que no se estd cumpliendo una distribucién adecuada de las FP.

Para tratar de garantizar el cumplimiento de estas cuatro reglas, serd necesario ajustar

los parametros después de aplicar la ley de adaptacion de los mismos.

o8t

[:] 3

[y 3

081

0.5}

Grado de partenancia

04}

0.3

L3

a1t

Universo de discurso

Grado de parienencia

200

Universo de discurso

oar Regla 3

0.Bp

0.7 mads GP =1.4

0.8F

0.5F

0.4}

Grado de partenancia

0.3F

0.2+

or

Grado de parienencia

L] 3

08f

[l

06}

05F

04}

03F

ozt

o1k

Puniz ds
méximo
GP
I

™S,

Universo de discurso

200
Universo de discurso

Figura 5.2 Distribucion no deseable de Funciones de Pertenencia

Se tendrd que utilizar alguna medida para averiguar el grado de solape que se produce

entre las distintas FP tras la adaptacion de los parametros que las caracterizan. Un indice

para intentar cumplir los cuatro objetivos mencionados anteriormente puede ser el uso de

la Razén de Solape (RS) como medida para saber si dos FP adyacentes estdn o no

demasiado solapadas [129]. La RS entre dos FP adyacentes para un universo de discurso

U, puede ser definida como:
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Rango de Solape (RnS)

RS =
Rango de Definicion de Funciones Adyacentes (RfA)

(5.1

siendo RnS el intervalo del universo de discurso donde dos funciones adyacentes

poseen un soporte comun y RfA el soporte generado por dos funciones adyacentes.

El estudio se centrard en dos tipos de FP, las FP triangulares que generan tridngulos

isésceles y/o equilateros (4.26) y las FP Gaussianas (4.14).

En la Figura 5.3 se puede apreciar la representacion de FP triangulares y Gaussianas
sobre el mismo universo de discurso donde se destacan tanto RnS como RfA para las FP

triangulares.

Si se definen las variables sop_min y sop_max como los limites del soporte inferior y
superior de una FP, es decir, lo valores para los que la FP se hace cero, entonces la RS para

las FP j y j+1 adyacentes cumple:

sop_max(j ) - sop_min(j +1)

RS(j)= 5.2
(/) sop_max(j+1) - sop_min(j ) (52)
Los soportes para cada FP de tipo triangular estdn claramente identificados:
. ,Bj . 'Bj
sop_min(j) = y’ —7; sop_max(j) = y’ +7 (5.3)

Para el caso de las FP Gaussianas estos soportes dependen del Grado de Pertenencia
(GP) que se considere cero, ya que una FP Gaussiana alcanza un GP cero tedricamente en

el infinito.

Para poder aplicar (5.2) es necesario definir un soporte, es decir, se tendrd que indicar
cuando una FP Gaussiana tiene un GP tan bajo que se considere cero. Para ello se supone
que la FP Gaussiana se hace cero para ¥ veces el ancho (3’), o sea, si, por ejemplo,
w =2 se estd considerando que el GP para una FP Gaussiana en el punto ¥’ —2 /3’ es cero.
Este parametro ¥ se define como Factor de Ancho y representa para cuantas veces el

ancho, la FP alcanza el valor cero.

Nétese que en el caso de FP triangulares el valor de i es . Este valor de i queda a

consideracion del disefiador para el caso de FP Gaussianas, aunque es conveniente que sea

=72 para que el GP de la funcién alcance un valor suficientemente cercano a cero.
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Los soportes (5.3) pueden expresarse, por tanto, de la siguiente forma:

sop_min(j)= ¥’ —ylB’; sop_max(j)= y’ +yp’ (5.4)

De sustituir (5.4) en (5.2) resulta:

RS(j)=L =7 j+w(ﬁj+ﬂj+l) (5.5)
Y=y (B + BT

Para las FP triangulares representadas en la Figura 5.3 (nétese que las dos FP tienen
un GP en el punto de interseccion de 0.5), el valor de la RS es 0.3333 (de aplicar (5.5) con
¥ =1). En el caso de las FP Gaussianas, aplicando (5.5) para ¥ =2 y ¥ = 2.5, larazén de

solape resulta RS=0.7777 y RS=0.8181 respectivamente.

En resumen, se puede concluir que la expresion (5.5) serd la férmula general que nos
proporciona la Razén de Solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Como ya
se ha mencionado el Factor de Ancho dependera del tipo de funcién de pertenencia. En el

caso de funciones triangulares este factor es siempre 1, pero en funciones Gaussianas debe

ser un valor =2, en funcion del criterio del disefiador.

1 A
GP; L
0.9
0.8/
s 07|
[}
& I
g 0.6
[5)
o L
8 05
g |
s 04
0.3|
0.2|
0.1|
Xy
0
g0 55 0 65 0 75 0
Universo de discursi
RnS
<>
RfA

Figura 5.3 Representacion de FP triangulares y Gaussianas sobre el mismo

universo de discurso
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5.2. Obtencion del parametro y

Una de las decisiones que se tienen que tomar al usar la RS es proporcionar un valor

para el Factor de Ancho ¥ en el caso de FP Gaussianas. Para facilitar al disefiador esta

eleccion se ha realizado un estudio de los valores més adecuados para este Factor de

Ancho.

El GP para una FP Gaussiana dado un valor ¥ se obtiene de aplicar (4.14) siendo

x, =sop_min( j) obien x, = sop_max( j), como se muestra en (5.3). De ello resulta:

GPW:eXp{—((yj_l//'B;)_yjj J (5.6)
IBA

Por lo que:

GP, =exp(—y”) (5.7)

Lo que indica que el GP de la funcién para un valor que se encuentra a ¥ veces su

ancho sélo depende del valor de este pardmetro .

De (5.7) se obtiene la expresion:

w=/-In(GE,) 0<GE, <l (5.8)

Asi, se obtiene la férmula que permite al disefiador elegir el valor adecuado de ¥

segtn el GP que considere 0 para una FP Gaussiana.

La Figura 5.4 muestra un ejemplo del significado de las variables definidas

max

previamente. Para un valor  =2el GF, es de 0.0183 (1.83% del GF,,, ) mientras para un

valor y =2.5 el GF, es de 0.0019 (0.19% del GF,,,), siendo GF,, =1.

5.3. Ajuste de parametros basandose en la RS

Con la ayuda de la incorporacion de la RS en el proceso de adaptacion paramétrica

enunciado en el tema 4, se define la siguiente funcién de coste para ser minimizada:

J = %(RS -RS*) (5.9)
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0.2
018 GP,_, =0.0183
0.16 GP,_, 5 =0.0019
0.14
0.12

Grado de pertenencia
o

0.02 | /
y=25

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Universo de discurso

Figura 5.4 Representacion del GF, con y =2y y =2.5 parauna FP
Gaussianade y=60 y £ =60
donde RS“es el valor deseado de razén de solape y RS responde a (5.5). La

adaptacion de cada parametro resulta de aplicar el algoritmo de gradiente descendente

aplicado a (5.5):

d(RS)

I(k+1)=E/(k)— RS —RS“ :
& (k+1)=&/ (k) =11p5( )a;.f(k)

(5.10)

siendo &’ cualquiera de los pardmetros 7/, /. La variable representada por 77, es el

factor de aprendizaje para la razon de solape.

El resultado de aplicar (5.10) sobre cada pardmetro implicado en el ajuste es:

J j+l
ikt 1) =7 (k)7 (RS — RS oy— P B 511
7/1( ) 7/1( ) 77RS( ) l//(}/i]+l—7/ij+l//(ﬂij+ﬂij+l ))2 ( )
J+l1 J
J(k+1)=B'(k)-n. (RS—RS‘py—0 % =V 512
B (k+1)= Bk )=y W e AT BT (5.12)
j j+1
Y (k+1)= ¥/ (k )+ 1, ( RS — RS® 20 B+ B (5.13)

(%j+l_%j+l//(18ij+18ij+l ))2

v -y
=y B ) (5.14)

Bkt 1)= B (k) =15 (RS = RS )2y
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5.4. Eleccion del parametro RS“

Ademds de ¥ otro pardmetro critico para la adaptacién con restricciones es la

eleccion de la RS“. Con el presente estudio se intenta ayudar al disefiador en la eleccién de

este parametro, principalmente para el caso de FP Gaussianas, ya que como se mencion6

anteriormente, para las FP triangulares el valor de la RS“ debe ser de 1.

En un universo de discurso normalizado la distribucién adecuada de las FP seria que
los centros de las mismas estuviesen uniformemente distribuidos entre —1 y 1 y los anchos

fueran tales que la RS entre cada dos FP adyacentes fuese la RS deseada por el disefiador,

es decir, RS?.

Utilizando este criterio, la distribucion de centros adecuada para M reglas puede ser

expresada como:

2(1-1)

Centro(l )= 1; =1.M 5.15
() M (5.15)

Asi se garantiza que el centro para la primera FP se encuentra situado en el punto -1 y
el centro para la ultima FP en el punto 1. El resto de los centros estan distribuidos

uniformemente en el intervalo mencionado.

El ancho adecuado para cada una de las FP se consigue en funcién de la RS? y del

parametro ¥ . Este ancho se obtiene de la expresion (5.5) para dos funciones adyacentes:

_ Centro(l)—Centro(l+1)+y( Ancho(l)+ Ancho(l+1))

RS‘ =
Centro(l+1)—Centro(l)+w( Ancho(l)+ Ancho(l+1))

Si los centros tienen la forma (5.15) y Ancho(l)= Ancho(l+ 1)entonces:

- +y(2Ancho(l ))j
RS‘ =( M-l

2
(M 1 + Wy (2Ancho(l )))

De donde se puede obtener la expresion de Ancho(l), por lo que la distribucién de los

anchos deberia estar basada en la siguiente condicion:

(RS*+1) .
W(1-RS‘ (M -1)

Ancho(l )= =1.M (5.16)
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El punto en el que dos FP adyacentes se interceptan ( x,, ver Figura 5.3) se obtiene de

igualar dos FP Gaussianas adyacentes en las que los centros y anchos serdn los
correspondientes a aplicar (5.15) y (5.16) respectivamente. Considerando lo anterior, los

puntos de interseccion en el universo de discurso pueden ser calculados como:

x,(l)zzﬂll_ﬁf . =1.M (5.17)

El Grado de Pertenencia de la funcién en el punto de interseccion, GP,, se calcula

sustituyendo (5.15), (5.16) y (5.17) en (4.14), esto es:

w(1-RS )} - _[,/—ln(GPW)(l—RS )J 518)

Gf = e _[ (RS*+1) (RS*+1)

Si se establece una RS se tendra para cada posible valor de GP, un valor de GP,. En
la Figura 5.5 se muestra la evolucién del GP, en funcién del GP, para distintas RS ‘o
que facilita la eleccién de la RS una vez decidido el GP, y el GP,. Por ejemplo, para un

GPy, =0.013 y un GP,=0.45, la RS“ ser de 0.4, tal y como se muestra en la Figura 5.5.

5.5. Ajuste paramétrico de los consecuentes

El proceso de ajuste de centros y anchos de las FP en la parte precedente de las reglas
ha sido implementado. Se debe realizar un proceso de ajuste de los consecuentes para
asegurar una distribucién uniforme de los mismos en un universo de discurso normalizado

dentro del intervalo [-1,1].

De forma similar a la aplicada a las FP de la parte precedente del conjunto de reglas,
el ajuste basado en la RS puede extenderse a las FP de la parte consecuente. En el caso de
que el consecuente sea un escalar (singleton) o del tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) no es
posible aplicar la RS ya que el concepto de solape no tiene sentido. Para usar la RS es
necesario transformar los consecuentes en FP equivalentes. Se generan con este propdsito
FP triangulares is6sceles de la forma (4.26), cuyos centros se corresponden con los valores
de los consecuentes y cuyos anchos son los apropiados para obtener la RS deseada por el

disenador.
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Figura 5.5 Grifica para determinar la RS’ para cada dos FP adyacentes dado

un GF, y un GF,

La expresion (5.15), donde cada centro es equivalente a cada consecuente de la regla,
se puede aplicar para distribuir los consecuentes en el universo de discurso normalizado.
Los anchos de las FP triangulares equivalentes se obtienen de (5.16), donde ¥ =1, ya que

para este valor las FP triangulares se hacen cero, y donde RS“ =1 para que el GP en el

punto de interseccién de dos campanas adyacentes sea 0.5.

Se obtiene asi, considerando el criterio previamente expuesto, la distribucién adecuada

de los consecuentes para las M reglas:

-1
Mh="—=-1 I=1.M (5.19)

Y ademads los anchos de las FP triangulares equivalentes centradas en los consecuentes

anteriores:

I(l):ﬁ; I=1.M (5.20)
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En el caso de FP triangulares, los soportes estdn claramente identificados y responden

j j
sop_min(j )= &’ —%; sop_max(j)= Kk’ +% (5.21)

Por lo que, sustituyendo (5.21) en (5.2) se obtiene la expresion para la RS de los

consecuentes (RSC):

J_ -t 1 J j+l
RSC(j):K lK i+?(;{j+1/+1)
K=k ()

J* (5.22)
En la Figura 5.6 se representa la distribucion de los consecuentes en un universo de
discurso normalizado para 5 reglas. También se muestran sus 5 FP triangulares

equivalentes centradas en cada uno de los consecuentes, todas con el mismo ancho

2(H)=1.

El ajuste paramétrico se realizard a partir de la siguiente funcion de coste:

1 1
J ZE(RSC - RSC‘ )2 :E(RSC —% )2 (5.23)
k(1) K(2) K(3) K(4) K(5)
1
09|
« 08|
% 07|
s |
5 06
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B os
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T 04
O |
0.3
02|
01],

1 ©
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Universo de discurso normalizado

< x@) >

Figura 5.6 Representacion de los consecuentes y sus FP triangulares

equivalentes para M=5
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Y la adaptacion de cada pardmetro resulta:

d(RSC)
o0&/ (k)

& (k+1)=¢/(k)-n,, (RSC-1) (5.24)

donde &’ representa los pardmetros de las funciones de pertenencia triangulares que
van a ser ajustados (k/,%’) y 7. es el factor de aprendizaje para la RS aplicado al
consecuente.

En el caso de que el consecuente sea un singleton, el resultado de aplicar (5.24)sobre

cada pardmetro implicado en el ajuste es:

. P 1 Z:/+I‘j+l
K/ (k+1)=&/(j)=Npsc(RSC ——)— i P _ (5.25)
- 3°(x" = w3+ )

. ) 1 K'.j+1 _ K'.j
Tk+1)=x/(k)- RSC—— . — : . 5.26
/%/z( ) /%/1( ) URSC( 3)(K;/+1_K-lf/+%(llij+zl~j+l ))2 ( )
De forma similar, para un consecuente del tipo TSK

(k=a,+ax +..+ax+.+ax, ), el resultado de aplicar (5.24) sobre cada pardmetro

involucrado en el ajuste es:

Jj+1

. . 1 X+
(k+1)=a,/ (k)- RSC —— : ~ — : 5.27
a()l ( ) a()l ( ) URSC( 3 )( K.i_H-l _ K.i_/ +%(/¥,/ +Zl‘j+l ))2 ( )

Jj+1

(;t,ij +/1/i )xj
e 529
i i 2 i i

| . 1
@/ (k+ 1) =0,/ (k)= 1gsc (RSC=2)

, , 1 K — k!
,1’i’(k+l)Z,%’(k)—ﬂRSC(RSC——) L L (5.29)
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5.6. Algoritmo de adaptacion con ajuste basado en la RS

Se ha implementado un algoritmo que obtiene un modelo borroso a partir de datos de
entrada-salida, adaptando los parametros de las FP y ajustdndolos para que las mismas
mantengan un adecuado solape dentro del universo de discurso. Los consecuentes también
son ajustados basdndose en los criterios expuestos en el apartado 5.5. Los pasos para

implementar el algoritmo se muestran en la Figura 5.7:

I:  Se introducen los pardmetros de entrada;
Normalizacion de los valores de entrada-salida;
Se inicializan centros y anchos con FP uniformemente distribuidas;

Se inicializan consecuentes;

Mientras (e(y, y ) > E_max) hacer
Se estima la funcidn;
Se adaptan los pardmetros;

Se ajustan centros y anchos basdndose en la RS;

D e

Se ajustan los consecuentes basandose en la RS;
10: Se estima de nuevo la funcién con los parametros adaptados y ajustados;
11: Se calcula el error;

12:  Fin Mientras

Figura 5.7 Algoritmo de adaptacién con ajuste de antecedentes y consecuentes

basandose en la RS

donde E_max representa el error mdximo permitido en la estimacion del modelo y

donde e(y, ¥ ) es la suma de cuadrados del error entre la funcion real y la funcion estimada.

Se comentard a continuacion mds detalladamente cada uno de estos pasos,
profundizando en cada uno de los aspectos relevantes de cada punto e incorporando

aportaciones al mismo.
Parametros de entrada y normalizacion

Inicialmente necesitamos introducir una serie de parametros de entrada para que el

algoritmo pueda ejecutarse. Estos pardmetros son los siguientes:
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1. Nimero de épocas: Numero de veces que se pasa el patrén de entrenamiento
para adaptar los pardmetros si no encuentra previamente un estimacion

adecuada de la funcion.

2. Numero de reglas (M): Cantidad de reglas de la forma (4.2) con las que se va a
tratar de estimar la funcidn. El algoritmo genera una FP para cada regla de

cada una de las variables de entrada-salida.

3. Factor de aprendizaje en la adaptacion (17 ): Valor entre 0 y 1. Con este valor

se puede regular la magnitud de variacién con que se adaptan los parametros
implicados en el ajuste. Si este valor es pequefio la adaptacion se realizard mas
lentamente pero con mayor precision y estabilidad en el modelo resultante, sin
embargo en ocasiones puede ser interesante proporcionar valores altos para

llegar mas rapidamente a la estimacién de la funcion.

4. Error mdximo (E_max): Sera el valor que nos permitird comparar con el error

entre la funcion real y la funcién estimada (e(y, y)), utilizado aqui como

criterio de parada.

5. Factor de Aprendizaje para la Razon de Solape ( fi,¢ ): Valor entre 0 y 1. Con

este valor se puede regular la velocidad a la que se ajustan los centros y los
anchos basandose en la RS. Si este valor es pequefio se prima mds a la
estimacion de la funcion que al ajuste de las FP, por lo que la distribucién final
de las FP puede no ser uniforme. Un valor mds alto consigue ajustar mejor los
centros y los anchos y consigue una mejor distribucién de las FP aunque a

costa de estimar peor la funcion.

6. Factor de ancho (¥ ): Como se ha mencionado anteriormente, en la definicion

de la RS es necesario calcular los soportes mdximo y minimo (5.4). Para

funciones triangulares estos valores estdn claramente identificados, ya que para
0.5 veces el ancho (87) el GP de la funcién se hace 0, por lo que el valor de
v es, claramente, 0.5. En el caso de funciones Gaussianas este valor depende

de cuando se considere que se hace cero el GP de la funcién, por lo que serd
una variable a considerar para el resto del proceso de estimacién. Como se

explico en la Figura 5.4, valores inferiores a 2 para i generan GP en las
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funciones Gaussianas que podemos considerar cero, por lo que se recomienda

elusode 2<y <2.5.

7. Razon de Solape Deseada (RS ): Una de las decisiones mds importantes serd

la eleccion de la RS“ . Segin Marsh [129], cuando se solapan dos FP, la suma
de los grados de pertenencia para cualquier punto en el solape debe ser menor
o igual a 1, por lo que el GP en la interseccién de dos FP debe ser menor o

igual a 0.5. Si previamente se ha decidido el valor adecuado de ¥, se puede
consultar la Figura 5.5 para determinar el valor de la RS mds correcto. Segtin
esta gréfica, en el caso de funciones de pertenencia Gaussianas y dependiendo

de los valores que se estimen adecuados para GP, y GP,,la RS’ deberia

estar entre 0.4 y 0.5. Para las FP triangulares se considerard RS =1.

8. Factor de Aprendizaje para la Razon de Solape de los consecuentes (1ggc ):

Valor entre 0 y 1. Con este valor se puede regular la velocidad a la que se
ajustan los consecuentes basandose en la RS. Si este valor es pequefio se prima
mas a la estimacion de la funcién que al ajuste de los consecuentes, lo que
puede hacer que la distribucién final de los mismos no sea uniforme. Un valor
mads alto consigue ajustar mejor la distribucién de los consecuentes pero la

estimacioén de la funcién podria ser peor.

Posteriormente se normalizan todos los valores de entrada-salida, para que se
encuentren situados entre —1 y 1. Los resultados finales del algoritmo también se

encuentran normalizados, por lo que habra que desnormalizarlos.

Inicializacion de centros y anchos con FP uniformemente distribuidas

El paso siguiente consiste en inicializar los distintos pardmetros que definen las FP
triangulares (4.26) o Gaussianas (4.14), es decir, centros () y anchos ( 3/) e inicializar
los consecuentes (y').

1. Inicializacion de centros: Se distribuyen los centros en el universo de discurso

de forma uniforme. Para ello se tiene en cuenta el nimero de reglas (M). El

primer centro se sitia en la posicion —1 (ya que los datos estdn normalizados
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entre —1 y 1) y los siguientes a una distancia de 2/(M-1), tal y como se expresa

en (5.15).

2. Inicializacion de anchos: Se inicializan todos los anchos con el mismo valor,
buscando que al iniciarse el algoritmo las funciones tengan un solape

adecuado. Se pretende que las FP iniciales tengan todas el mismo ancho y que
la RS entre cada dos FP adyacentes sea la RS“. Para ello se utiliza la

expresion (5.16) que garantiza una RS inicial que cumple con la RS?.

Inicializacion de consecuentes

Como se ha explicado en el apartado 5.5 se transforman los consecuentes en FP
triangulares isdsceles equivalentes, cuyos centros se corresponden con los valores de los
consecuentes y cuyos anchos son los apropiados para obtener la RS deseada por el
disefiador. La distribucion adecuada de los consecuentes para las M reglas se corresponde
con la expresion (5.19), situando el primer consecuente en -1 y los restantes a una distancia
de 2/(M-1). Los anchos de las FP triangulares equivalentes centradas en los consecuentes
anteriores se calculan segtn la expresion (5.20), lo que garantiza un adecuado solape de las

mismas al iniciarse el algoritmo.

Estimacion de la funcion

Se realiza la estimacién de la funcién atendiendo a la formulacién (4.3) de donde se

obtiene la funcién estimada y .

Adaptacion de los parametros

Para adaptar los centros tendremos que aplicar (4.20) o bien (4.32), dependiendo de si
las FP son Gaussianas o triangulares respectivamente. La adaptacién de los anchos se
regird por (4.25) en el caso de FP Gaussianas y por (4.37) para FP triangulares. En el caso
de consecuentes singleton, estos se adaptardn siguiendo la expresion (4.43), sin embargo,
en el caso de consecuentes del tipo TSK la adaptaciéon se realizard basandose en las

expresiones (4.53) para el término afin y (4.54).
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Ajuste de centros y anchos basandose en la RS

En cada iteracién se consulta la RS entre cada dos FP adyacentes. Si la RS es superior

ala RS se realiza el ajuste de los centros y anchos de cada una de las FP que producen un

solape superior al deseado, atendiendo a las expresiones (5.11), (5.12), (5.13) y (5.14).

Ajuste de los consecuentes basandose en la RS

En el caso de que el solape entre dos FP triangulares adyacentes equivalentes sea

superior al solape deseado (RSC?=1) se realizard el correspondiente ajuste, que

responderd a (5.25) y (5.26) si los consecuentes son escalares (singleton) o responderd a

(5.27), (5.28) y (5.29) si son del tipo TSK.

Calculo del error

El error que se calcula es la suma de cuadrados del error entre la funcién real y la
funcién estimada. Este error puede ser sustituido por cualquier otro que se estime mas
oportuno (error cuadrdtico medio, error porcentual medio cuadratico, error medio, error

medio absoluto, etc.).

5.7. Conclusiones

Para poder incorporar al proceso de adaptacion de pardmetros un procedimiento de
ajuste de los mismos con el fin de buscar una mejor distribucién de las funciones de
pertenencia y con ello ganar en interpretabilidad del modelo, se propone un nuevo indice
que nos permita evaluar el solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Este
indice, denominado Razon de Solape, fue propuesto por Marsh [129] y posteriormente
desarrollado en [170], aunque unicamente se trataban funciones de pertenencia

triangulares.

En esta Tesis se utiliza la Razén de Solape tanto en funciones triangulares como en
funciones gaussianas. En el caso de funciones triangulares la obtencién de los soportes no

presenta ningun problema, sin embargo, en el caso de funciones de pertenencia gaussianas
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este soporte depende del grado de pertenencia que se considere cero, ya que una funcién

gaussiana alcanza un grado de pertenencia cero tedricamente en el infinito.

Este problema nos lleva a la definicién de un nuevo pardmetro que se ha denominado

Factor de Ancho () y representa para cuantas veces el ancho la funcién de pertenencia

alcanza el valor cero.

Para el proceso de ajuste se tiene que proporcionar un nuevo parametro, la Razon de
Solape Deseada. Este dato debe ser proporcionado por el disefiador y significa el valor que
se considera mas adecuado para la Razén de Solape entre dos funciones de pertenencia

adyacentes.

Para ayudar al disefiador en la busqueda del mejor valor para la Razén de Solape

Deseada, se aporta en este trabajo una grafica que dado un Grado de Pertenencia en ¥
(GF,) y un grado de pertenencia en la interseccion de las dos funciones (GF,) nos

determina el valor de la Razén de Solape Deseada.

El ajuste se incorpora no sélo a la parte precedente de las reglas sino también a los
consecuentes, con un procedimiento novedoso que permite utilizar la Razén de Solape

aunque los consecuentes sean singleton o de tipo TSK.

El capitulo concluye con el desarrollo del algoritmo que permite la obtencién del
modelo borroso, realizando la adaptacion de los pardmetros mediante el mecanismo de
adaptacion desarrollado por Wang [202] y adaptando en cada paso los pardmetros, tanto de
la parte precedente como de los consecuentes, con la ayuda de la Razén de Solape. Se
detallan los principales parametros de entrada y la inicializacién que se lleva a cabo antes
de comenzar a iterar, de forma que inicialmente se tenga una distribucién adecuada de las
funciones, que se tratard de mantener durante el mecanismo de adaptacion para lograr una

mayor interpretabilidad.

La principal referencia de este capitulo es [129], donde Marsh establece las cuatro
reglas que deben cumplir las funciones de pertenencia para que estén correctamente
distribuidas en el universo de discurso y define la Raz6n de Solape como indice para medir

el grado de solape entre dos funciones adyacentes.






6. El Area de Solape

6.1. Un nuevo indice en el ajuste paramétrico de FP

Hasta ahora se ha evaluado el solape entre dos funciones adyacentes de forma
aproximada, ya que se ha considerado sé6lo la distancia entre el méximo soporte de la
funcién j y el minimo soporte de la funcién vecina j+1. Sin embargo seria ideal encontrar
un indice que nos pueda proporcionar mayor informacién sobre el solape real existente

entre dos funciones adyacentes.

Marsh [129] fue uno de los pioneros en estudiar este problema y proponer la Robustez
de Solape (RoS) como indice para medir el solape (basado en el area) entre dos funciones
adyacentes:

.[Uj ‘uFf+.[Uj ‘uFm

RoS =24 Ly 6.1)
2AU,-L,,)

donde L; y U; representan el soporte minimo y mdximo, respectivamente, de la
funcién j . Sin embargo, como se muestra en la Figura 2.1 (La RoS se corresponde con la
superficie sombreada) este indice no proporciona informacién sobre el solape real entre

dos funciones adyacentes j y j+1.

L Lin pG) X UipGi+n Ujn
Figura 6.1 Representacion de la Robustez de Solape para dos FP triangulares

adyacentes

121
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En realidad lo que se pretende conseguir con este indice es medir la superficie de
solapamiento que se produce entre dos funciones adyacentes, por lo que se ha optado por
modificar la expresion para que reflejara con mds exactitud el verdadero drea de solape de

las dos funciones.

Teniendo en cuenta lo anterior, en este trabajo se propone un nuevo indice para medir
el solape entre dos funciones adyacentes. A este nuevo indice se la denomina Area de
Solape (AS) (ver Figura 6.2) y calcula una medida real del drea de la interseccion de dos
funciones adyacentes, ya que no tiene en cuenta el drea que se encuentra fuera del drea de

solape.

j j+1

L Lin y() X1 UpGi+D Ui

Figura 6.2 Representacién del Area de Solape para dos FP triangulares

adyacentes

En el caso de FP Gaussianas, la interseccion de la FP con el eje X no estd claramente
definido, como se explicé en el capitulo anterior, debido a que estas funciones alcanzan el
GP cero tedricamente en el infinito. En la Figura 6.3 se puede apreciar como la superficie
de solape sera diferente para distintos valores de ¥ . Los soportes minimos y maximos en
el caso de FP Gaussianas serian L; y U; para ¥ =2 . Igualmente, si ¥ = 2.5 entonces los

soportes serian L, y U,

El nuevo indice denominado AS puede ser expresado como:

B Area de interseccién de dos funciones Adyacentes (AifA)

AS .
Area Menor (AM )

(6.2)
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donde AifA representa el area en el que dos funciones adyacentes se solapan y AM la

menor de las dreas de las dos funciones.

Figura 6.3 Representacién del Area de Solape para dos FP

Gaussianas adyacentes

Para que el AS sea un indice que nos mida la proporcion de solape existente entre dos
funciones, se ha tomado como denominador el drea menor de las dos funciones, ya que
este valor serd el maximo drea de solape que se podria dar cuando una funcién se encuentre
totalmente incluida dentro de la otra. Cuando esto ocurre (Figura 6.4) el drea de

interseccion coincide con la menor de las dreas, por lo que AS serd 1.

X,
Figura 6.4 Representacion de dos FP Gaussianas adyacentes

con AS=1
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El AS dependerd por lo tanto de la funcion cuyo drea sea menor. Este factor sélo

depende del ancho de la funcién (S 7, por lo tanto, el denominador serd el 4rea de la FP j

si g/ <p/ *1 en caso contrario el denominador serd el 4rea de la FP J+1.

Otro factor a tener en cuenta en el cdlculo del AS es la posicién en el universo de

discurso de la FP con menor drea. La posiciéon en el universo de discurso viene

determinado por el centro de la funcién (7/j ), de forma que, si }/j < }/j 1 se considera que

la FP j se encuentra més a la izquierda en el universo de discurso.

Estas consideraciones anteriores proporcionan cuatro posibles casos cuando se calcula

el AS:

1. La FPj tiene un drea menor (por lo tanto, S /< B JHy y la FP j se encuentra

més a la izquierda en el universo de discurso (7’ < /™).

2. La FP j+1 tiene un drea menor (3’ > /™) y la FP j se encuentra més a la

izquierda en el universo de discurso ( ¥/ < y/*).

3. La FP j tiene un 4rea menor ( ,b’j < ,Bj+l) y la FP j se encuentra mds a la

derecha en el universo de discurso (77 > /™).

4. La FP j+1 tiene un drea menor (3’ > /™) y la FP j se encuentra més a la

derecha en el universo de discurso (77 > /™).

Asi, para el primer caso, el AS para dos FP adyacentes se representa como:

X, U;
J. ﬂF/+l+.[x, Hr,

L;’+l
J, #
F.
L; J

Para el resto de los casos, ver Apéndice I.

AS(j)= (6.3)

Para FP triangulares, la expresion (6.3) para el AS resulta:
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(6.4)

donde, de acuerdo con (54), U, = v +yBl y L;= ¥/ —wB’y como se ha
comentado anteriormente para FP triangulares y =

1
7

Para FP Gaussianas, la expresion (6.3) para el AS resulta:
2 =y Y |, o x=y' Y
J,. o] - g )" Jy, exp| = B’
. x—yl 2
IL]» eXp!—( ,3./' ] ]

donde, de acuerdo con (5.4), U ; = v +ypl y L;= v —wB’.

AS(j) = (6.5)

Para FP Gaussianas i es un valor definido por el disefiador y debe encontrarse dentro

del intervalo [2,2.5].

Para averiguar el punto en el que dos funciones adyacentes se intersectan igualamos

las expresiones de las mismas:

Z‘x—yj” Z‘x—}/j‘ '
1- =1- : en el caso de FP triangulares,

ﬁj"’l ﬂ]

i 2 it 2
exp{—(xﬂ,z/ J ]:eXp!—(xﬁm j } para FP Gaussianas.

En ambos casos, desarrollando, obtenemos los puntos de interseccion de las

funciones:
i il
x=x,=2 ﬂ7;“ _ﬁﬁ Y (6.6)
J it JHL i
x:X1:ﬁ7 +8y (6.7)

IBJ' + ﬁj*’l
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De los dos posibles puntos de interseccion, el que nos interesa es el expresado en (6.7)

Para el resto de los casos ver Apéndice II.

6.2. Ajuste de parametros basandose en el AS

La funcién de coste que utiliza el nuevo indice en el proceso de adaptacion

paramétrica enunciado en el Capitulo 4, se define mediante la expresion:

_ 1 _Acd)?
J—2(AS AS‘) (6.8)

donde AS“ es el valor deseado de Area de Solape.
La adaptacion de cada pardmetro resulta:

3(AS)

—_— 6.9
3 (k) ©

Ek+1)=&/(k)-1n, (AS—AS?)

siendo &/ , cualquiera de los parametros v/, B’. n, es el factor de aprendizaje para
el area de solape y AS? el 4rea de solape que deseamos para las FP.

Para FP Gaussianas, la ley de ajuste, resultado de aplicar (6.9) a cada parametro
implicado, y asumiendo que el drea de la funcion j es menor que el de la funcién j+1/ y que
la funcidn j se encuentra a la izquierda de la funcién j+1/ en el universo de discurso, resulta

en:

(7/‘ _7j+1)2
(8,+5.4)
erf (‘//) \/; j

exp| —

Y(k+1)=y/(k)-1,5(AS—AS’) (6.10)

(6.11)

¥+ D)=y (k)+1,5 (AS — AS?)

| T v —y Yexp| -7 T)
ﬂjﬂ f[ﬁf+ﬂj+1J ﬁjﬂ ( ) [ (ﬁj+ﬂj+1) (612)
2 tat
2B;erf (v) 25, (ﬁj+ﬁ/+1)e’f(§//)\/;ﬁ,

B (k+1)=B/(k)+1,s(AS - AS”)
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e;f[HJ (7, —7_f+.)exp{—(7f_yf*‘)
1

j+ _ pj+l 4 ﬂj+ﬂj+l (ﬂj'i'ﬂjﬂ)z] (613)
R B P RS RV R PPN )

donde erf(x) es un nimero cuyo valor se calcula como:

jexp(—tz)dt
erf (x)=24——F— (6.14)

Jr

Para el resto de los casos, ver Apéndice III.

6.3. Eleccion del parametro AS*

Para averiguar cudl seria el valor mas adecuado para el AS?se estudian los valores de
AS para las funciones iniciales que se encuentran uniformemente distribuidas en el

universo de discurso atendiendo a los centros (5.15) y anchos (5.16) que se consideran

6ptimos dada una RS y un factor de ancho ¥ . Los valores del AS“ para valores 6ptimos
de RS’ y w se encuentran entre 0.2 y 0.3, por lo que el disefiador tendrd que seleccionar

el valor deseado de AS? dentro de estos margenes.

6.4. Algoritmo de adaptacion con ajuste basado en el AS

El algoritmo presentado en la secciéon 5.6 se ha modificado para insertar en la
adaptacion paramétrica de la parte precedente el nuevo indice (AS) que nos mide el drea de
solape entre dos funciones adyacentes, manteniendo la RS como indice para ajustar la parte

precedente. Este nuevo algoritmo se presenta en la Figura 6.5.
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Se introducen los parametros de entrada;
Normalizacion de los valores de entrada-salida;
Se inicializan centros y anchos con FP uniformemente distribuidas;

Se inicializan consecuentes;

A R A > o

Mientras (e(y, y ) > E_max) hacer
Se estima la funcidn;
Se adaptan los parametros;

Se ajustan centros y anchos basandose en el AS;

o L I 2

Se ajustan los consecuentes basandose en la RS;
10: Se estima de nuevo la funcién con los parametros adaptados y ajustados;
11: Se calcula el error;

12:  Fin Mientras

Figura 6.5 Algoritmo de adaptacion con ajuste de antecedentes y consecuentes

basandose en la RS

donde E_max representa el error maximo permitido en la estimacién del modelo y

donde e(y, ¥ ) esla suma de cuadrados del error entre la funcién real y la funcién estimada.

Las dos lineas que sufren alguna modificacion son la 1 y la 8. Estas modificaciones se

comentan a continuacion:
Parametros de entrada

Dos nuevas variables intervienen en el algoritmo si se utiliza el AS como indice para

medir el solapamiento entre dos FP:

1. Factor de Aprendizaje para el Area de Solape ( n.): Valor entre 0 y 1. Su

funcion sera controlar el ajuste de los centros y anchos de las FP. Valores més
altos producirdn ajustes mas bruscos de los pardmetros implicados en el ajuste,
garantizando la correcta distribuciéon de las FP, pero provocando una peor

estimacion de la funcion.

2. Area de Solape Deseada (AS”): El valor que se propone para el AS‘se
obtiene de calcular el AS para FP con los centros (5.15) y anchos (5.16)

propuestos como O6ptimos cuando se usa la RS. Este valor, por lo tanto,
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depende de dos pardmetros (del valor elegido para ¥, y del valor elegido para

la RS?). Tras analizar que valores son los mas adecuados, se proponen valores

tales que 0.2 < AS“ 0.3 . Un valor que produce buenos resultados es 0.25.
Ajuste de centros y anchos basandose en el AS

En cada iteracion, y para cada dos FP adyacentes el algoritmo estudia que caso de los

4 posibles se estd dando. Realiza el cédlculo del AS correspondiente a su caso (ver

Apéndice II) y si es superior al AS 4 realiza el ajuste de los centros y anchos implicados,
atendiendo a (6.10), (6.11), (6.12) y (6.13) si nos encontramos en el primer caso (para el

resto de los casos ver Apéndice III).

6.5. Conclusiones

Con el prop6sito de buscar un indice que midiera con mayor exactitud el verdadero
solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes, Marsh propone la Robustez de
Solape [129]. Lo que se pretende con este indice es medir la superficie de solapamiento
que se produce entre dos funciones, por lo que se ha optado por modificar el indice
propuesto por Marsh y aportar un nuevo indice que mida la superficie de solapamiento real

entre dos funciones, el Area de Solape.

El célculo del Area de Solape se vuelve mds complejo cuando se trata de funciones
gaussianas, por lo que se ha optado en este trabajo en desarrollar el ajuste de los

parametros centrandonos en funciones de pertenencia de este tipo.

Cuando se utilice el Area de Solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes se
tendran que tener en cuenta dos factores: que funcién tiene un area menor de las dos
implicadas y la posicion que ésta ocupa con respecto a la otra en el universo de discurso.
Estas consideraciones nos proporcionan cuatro posibles casos a la hora de calcular el Area

de Solape. Cada uno de los casos se ha expuesto en profundidad.

Aparece un nuevo valor que tendrd que decidir el disefiador, el Area de Solape
Deseada. Esta medida nos indica cudl serd, a juicio del disefiador el Area de Solape mds

adecuada entre dos funciones de pertenencia adyacentes.
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El capitulo termina con la descripcion detallada del algoritmo que incorpora el
procedimiento de ajuste utilizando la Raz6n de Solape, cudles son los nuevos parametros

de entrada y como se realizard el nuevo ajuste de los pardmetros.

Nuevamente, tenemos como principal referencia del capitulo el trabajo de Marsh
[129], en el que se menciona la Robustez de Solape y proporciona la base para poder
proponer el Area de Solape como indice para medir el solape entre funciones de

pertenencia adyacentes.



7. Aplicaciones

Este capitulo presenta resultados préacticos a partir de las técnicas desarrolladas en los
apartados anteriores. En primer lugar se mostraran ejemplos de casos sencillos y conocidos
en el campo de la estimacion de funciones mediante sistemas borrosos. Se realizaran
comparativas entre los resultados obtenidos realizando el ajuste de las funciones de
pertenencia y sin el ajuste de las mismas. Se tratard de justificar la mejora en la
interpretabilidad del modelo borroso a costa de la pérdida de precision en la estimacion de
la funcion. En segundo lugar se ha elegido un ejemplo mas complejo, un modelo a escala
de un helicoptero, basado en el obtenido por Kim y Tilbury en [98]. Se trata de un modelo
de multiple entrada y multiple salida (MIMO), con el que se pretende demostrar la validez

de las técnicas presentadas en este trabajo.

7.1. Ecuacion diferencial de segundo orden

El primer ejemplo con el que se va a trabajar es una planta descrita por una ecuacién

diferencial de segundo orden de la forma [145]:
y(k+1)=g[y(k),y(k=1)]+u(k) (7.1)
donde

y(k)y(k=1)[y(k)+2.5]
1+ y*(k)+y*(k=1)

g[y(k),y(k=1)]= (7.2)

y u(k)=sen(2xk/?25)

Si tratamos de modelar, buscando simplemente estimar la funcidn, sin aplicar ningin
tipo de ajuste sobre los pardmetros (centros y anchos de las funciones de pertenencia y
consecuentes), se obtiene un excelente estimacion de la funcién, como se puede apreciar en

la Figura 7.1.

Sin embargo, al visualizar las campanas que se han generado para cada una de las
variables de entrada del modelo (Figura 7.2 y Figura 7.3), observamos que no presentan
una adecuada distribucién en el universo de discurso y no cumplen ninguna de las reglas

establecidas por Marsh (ver Apartado 5.1 y Figura 5.2).

131
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Si representamos los consecuentes en el universo de discurso, estos tampoco quedan
uniformemente distribuidos, incluso, algunos de ellos se encuentran agrupados en una

misma zona (Figura 7.4).

o8l || i i i A i I -
060 | | n n R | | | A

0.41 | \ J | ‘ .

L L L L
100 120 140 160 180 200

Figura 7.1 Comparacion entre la funcion real y la funcién estimada

para la ecuacion (7.1) sin aplicar ajustes sobre los pardmetros
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Figura 7.2 Representacion de las FP para la 1* variable de entrada sin

aplicar ajustes sobre los pardmetros
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Grado de pertenencia

Figura 7.3 Representacion de las FP para la 2* variable de entrada
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Figura 7.4 Representacion de los consecuentes sin aplicar
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Estos resultados se han obtenido tras realizar 300 iteraciones, utilizando 10 reglas y
con un factor de aprendizaje para la estimacion de la funcion de 7 =0.005 . El error que se

genera es de 2.13.

Aplicando la razén de solape en el procedimiento de estimacién de la funcién para

ajustar los pardmetros involucrados en la parte precedente de las reglas, se obtiene el

resultado representado en la Figura 7.5.

0.8 || I ‘q‘\ “\‘ il | “J \“\

ost || |1 || al A A | A
o= S R | R/ [ /N | N Y N AN NN N N

0.2 w‘ ‘ “ ‘ \‘ | 1 (AN (A (|
oall \ \ \ \ \ \
_0_67‘\‘;\‘3\3\3\3\3\“\

08l I It | ‘ | | | ‘

L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7.5 Comparacion entre la funcién real y la funcién estimada para la
ecuacion (7.1) utilizando la razén de solape en el ajuste de los pardmetros

de la parte precedente

El error que se consigue al estimar la funcién aplicando el ajuste sobre los parametros
es un poco mayor (3,31), tras realizar el mismo nimero de iteraciones (300) y utilizar el
mismo numero de reglas (10), sin embargo, la distribucién de las FP en el universo de

discurso mejora considerablemente, como podemos apreciar en la Figura 7.6 y en la Figura
7.7.

Para obtener estos resultados se han utilizado como valores iniciales del algoritmo un
factor de aprendizaje para la estimacion de la funcion 7 =0.002, un factor de aprendizaje

para la razén de solape 77, =0.01, una razén de solape deseada de RS’ =0.4 y un factor

de ancho y=2.
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Extremad. Muy
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1

Bajo Medio
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alto alto

0.9+

0.8

0.7
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Figura 7.6 Representacion de las FP para la 1* variable de entrada aplicando la

razon de solape en el ajuste de los pardmetros de la parte precedente
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Figura 7.7 Representacion de las FP para la 2* variable de entrada aplicando la

razon de solape en el ajuste de los pardmetros de la parte precedente
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El procedimiento de ajuste no se ha realizado sobre los consecuentes, por 1o que éstos
siguen situados de forma poco uniforme en el universo de discurso. Esta circunstancia la

podemos apreciar al visualizar la distribucién de los consecuentes en la Figura 7.8.

0.9+ b

0.7+ b

0.5F 4

0.4f .

Grado de pertenencia

0.2+ b

0.1+ b

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0.8 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1

Universo de discurso normalizado

Figura 7.8 Representacion de los consecuentes aplicando la razén de

solape en el ajuste de los pardmetros de la parte precedente

Pasamos a estudiar a continuacion el resultado de aplicar el ajuste a los consecuentes
de las reglas para que estos estén distribuidos de forma mas uniforme en el universo de
discurso. Para ello, se utilizan consecuentes de la forma TSK, se aplica el mismo ndmero

de épocas (300) y se mantiene el mismo nimero de reglas (10). Los valores iniciales

introducidos al algoritmo son: 7=0.002, 77,, =0.005, RS* =0.4, =2 y como factor de

aprendizaje para la razon de solape de los consecuentes 77,,. =0.005 .

El error final en la estimacién final de la funcién es mayor que en los dos casos
anteriores (3,69), pero a cambio se consigue una correcta distribucion de las FP de la parte
precedente y de los consecuentes. La comparativa entre la funcion real y la estimada se
puede apreciar en la Figura 7.9. La distribucion de las FP para las variables de entrada se
puede ver en la Figura 7.10 y en la Figura 7.11. El resultado de la distribucién de los

consecuentes se muestra en la Figura 7.12.
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180 200

Figura 7.9 Comparacion entre la funcion real y la funcién estimada para la

ecuacion (7.1) utilizando la razén de solape en el ajuste de todos los

parametros involucrados en la estimacion
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Figura 7.10 Representacién de las FP para la 1? variable de entrada aplicando

la raz6n de solape en el ajuste de todos los parametros involucrados en la

estimacion
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Extremad. Muy Bajo Medio Poco Poco Medio Alto Muy Extremad.
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Figura 7.11 Representacién de las FP para la 2% variable de entrada aplicando
la raz6n de solape en el ajuste de todos los pardmetros involucrados en la

estimacion
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Figura 7.12 Representacién de los consecuentes aplicando la razén

de solape en el ajuste de los pardmetros de la parte precedente
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Podemos concluir que la perdida en la calidad de la estimacién de la funcién es muy
pequeia en comparacion con la mejora en la distribucion de las FP de la parte precedente y
de los consecuentes, por lo que el modelo final obtenido tras el ajuste de los pardmetros
involucrados mejora enormemente la interpretabilidad con respecto al modelo inicial que
no realiza ningun tipo de ajuste de los mencionados pardmetros.

A medida que tratamos de distribuir de manera mds adecuada las funciones en el
universo de discurso el error en la estimacién de la funcién aumenta, pero se ve

compensado con la mejora en la interpretabilidad del modelo resultante.

Hasta ahora se ha tratado como indice de ajuste la Razén de Solape. Veremos a

continuacién los resultados aplicando el Area de Solape.

Si el ajuste de los pardmetros se produce utilizando como indice de solape el Area de

Solape la estimacién de la funcién es muy similar a la que se obtiene utilizando la Razén

de solape. Los resultados, utilizando 10 reglas, =0.001, n,,=0.002, 7, =0.002,
AS? =0.25, w=2 y tras 100 iteraciones del algoritmo se muestran en la Figura 7.13. El

error que se produce es de 3,8.
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Figura 7.13 Comparacién entre la funcién real y la funcién estimada para
la ecuacion (7.1) utilizando el area de solape en el ajuste de los pardmetros

involucrados en la estimacion
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La distribucion de las FP en el universo de discurso no mejora ni para la primera
variable (Figura 7.14) ni para la segunda variable (Figura 7.15), aunque se consigue que su
distribucién sea mas adecuada que si no se utiliza ningin tipo de ajuste.

Extremad. Muy . Medio Poco  Poco Medio Ay, Muy Extremad.
. . Bajo . . 0
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-1 -0.8 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Universo de discurso normalizado

Figura 7.14 Representacion de las FP para la 1? variable de entrada aplicando el

area de solape en el ajuste de los parametros involucrados en la estimacion
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Universo de discurso normalizado

0= I

Figura 7.15 Representacion de las FP para la 2* variable de entrada aplicando el

area de solape en el ajuste de los parametros involucrados en la estimacion
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Los consecuentes quedan correctamente distribuidos en el universo de discurso, como

se puede apreciar en la Figura 7.16.

0.9~ i

0.7F i
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-1 -0.8 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Universo de discurso normalizado
Figura 7.16 Representacion de los consecuentes aplicando el drea de solape

en el ajuste de los pardmetros involucrados en la estimacién

Por lo tanto, el uso del area de solape en el ajuste genera buenos resultados si lo
comparamos con la estimacion de la funcidn sin realizar ningtn tipo de ajuste, ya que
produce una mayor interpretabilidad de los resultados, con un error en la estimacién
aceptable. Sin embargo, la mejora con respecto al ajuste utilizando razén de solape no se
puede apreciar, al menos en este ejemplo. Podemos concluir que los célculos que se tienen
que realizar para estimar con el drea de solape son mucho mayores que los necesarios para
estimar con la razén de solape y sin embargo los resultados que se obtienen no mejoran
considerablemente la solucién, por lo que, al menos en este caso resulta mas aconsejable la

razon de solape.

Veamos como se comportan estos indices de solape con una funcién mucho mas

compleja de estimar.
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7.2. Horno de gas

Como segundo ejemplo de aplicacién se ha elegido el modelo serie-temporal de Box y
Jenkins [28] que se obtiene a partir de un horno de gas. La ecuacion de este modelo

responde a:
Y(k)=0.55y(k—1)=0.52u(k —3)—0.4u(k —4)—0.51u(k—5)+ N(k)  (7.3)
donde:

N(k)=1.53N(k—1)—0.63N(k—2)+a(k) (7.4)

siendo a( k) un ruido blanco, N(k) el ruido en el sistema, y(k) la concentracién de

diéxido de carbono y u( k) el flujo de metano en el instante k .
El sistema puede representarse por un modelo serie-paralelo borroso de la forma:
(k)= f(y(k=1)u(k—4)) (71.5)

Para obtener la matriz de datos se ha utilizado el esquema representado en la Figura
7.17. De esta forma obtenemos una matriz con dos variables de entrada y una variable de

salida.

£

k[’—
>
+
Band-Limited N Som
White Noise t_gen —
< —

Fen2 Unit Delay5

0.55%u(1)

7 7
I! —p{in1 outt » - -
Z Z

Random| Unit Delay3 Unit Delay4 Fent v
Numbe! 3 Delay

vVVY
=
c
x

To Workspace

Clock To Workspace1

—> u
To Workspace2

Figura 7.17 Esquema de obtencién de la matriz de datos para el modelo de

Box y Jenkins con dos variables de entrada y una de salida
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Los resultados de estimar esta funcion sin realizar ningun tipo de ajuste sobre los
parametros pueden verse en la Figura 7.18. Se puede considerar que la estimacion que se
consigue es muy buena y con 500 épocas y 8 reglas se obtiene un error de 0,7, si utilizamos

un factor de aprendizaje de 0.002.

Las funciones de pertenencia que se generan para cada una de las variables no se
encuentran correctamente distribuidas y no nos proporcionan interpretabilidad. La Figura

7.19 corresponde a la variable u(k —4) y la Figura 7.20 a la variable y(k—1).

Los consecuentes sufren una distribucion inadecuada y se reparten por el universo de
discurso de forma muy poco uniforme, por lo que su interpretabilidad es muy escasa. La

Figura 7.21 nos muestra la distribucion que se obtiene de los consecuentes.

- I I I I
0 50 100 150 200 250 300

Figura 7.18 Comparacion entre la funcién real y la funcién estimada para el

modelo de Box y Jenkins sin aplicar ajustes sobre los parametros
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Figura 7.19 Representacién de las FP para la 1? variable de entrada sin aplicar

ajustes sobre los pardmetros en el modelo de Box y Jenkins
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Figura 7.20 Representacién de las FP para la 2% variable de entrada sin

aplicar ajustes sobre los pardmetros en el modelo de Box y Jenkins
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Figura 7.21 Representacion de los consecuentes sin aplicar ajustes sobre

los pardmetros en el modelo de Box y Jenkins

Cuando aplicamos ajuste sobre los centros y anchos de las FP, pero no sobre los
consecuentes se producen los resultados que se muestran a continuacion. Los resultados no
son los esperados cuando buscamos estimar la funcién lo mejor posible ajustando las
funciones. Como se puede apreciar en la Figura 7.22, el error en la estimacién aumenta a
1,49, pero la distribucién de la primera variable (Figura 7.23) no es la adecuada, aunque la

distribucion de la segunda variable se comporta bastante mejor (Figura 7.24).

Estos resultados se obtienen tras ejecutar el algoritmo durante 400 épocas, con 8

reglas y con un factor de aprendizajen7 =0.001, un factor de aprendizaje para la Razén de
Solape7,, =0.002, una Razén de Solape Deseada RS =0.4, y un Factor de Ancho
y=2.

Los consecuentes se encuentran muy mal distribuidos en el universo de discurso como

se aprecia en la Figura 7.25.
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Figura 7.22 Representacion de la funcién real y la funcién estimada
aplicando ajuste sélo sobre los parametros de la parte precedente en el

modelo de Box y Jenkins

Extremad. Muy . Poco Poco At Muy Extremad.
bajo bajo bajo alto alto alto

Grado de pertenencia
o
[6)]

0.4+
0.3~ 7
0.2~ y
0.1+ } 7
o ‘ ‘ ‘ ‘ S ‘ ;
-1 -0.4 -0.2 0 02 04 06 08 1

Universo de discurso normalizado

Figura 7.23 Representacion de las FP para la 1* variable de entrada
aplicando ajuste sobre los pardmetros de la parte precedente en el modelo de

Box y Jenkins
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Figura 7.24 Representacién de las FP para la 2* variable de entrada
aplicando ajuste sobre los parametros de la parte precedente en el modelo

de Box v Jenkins

0.9~ i

0.6 i

0.5F B

Grado de pertenencia

0.2F i

0.1F i

L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 02 04 0.6 0.8 1
Universo de discurso normalizado

Figura 7.25 Representacion de los consecuentes aplicando la razén de solape en el

ajuste de los pardmetros de la parte precedente en el modelo de Box y Jenkins
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Si tratamos de distribuir mas adecuadamente las funciones en el universo de discurso,
el error que se comete al estimar la funcion se eleva a 3,6. La comparativa entre la funcién

real y la estimada se muestra en la Figura 7.26.

0.8+ J

oar L | I -

0.2+

02 Y

-0.41 \ M \

L L L L
0 50 100 150 200 250 300

Figura 7.26 Representacion de la funcién real y la funcién estimada aplicando ajuste

sobre los parametros de la parte precedente en el modelo de Box y Jenkins

Sin embargo, como se aprecia en la Figura 7.27 y en la Figura 7.28, la distribucién de

las funciones mejora considerablemente.

Los consecuentes, al no realizarse ningin tipo de ajuste sobre ellos quedan muy mal
distribuidos en el universo de discurso. En la Figura 7.29 se puede apreciar la distribucién

de los mismos.
Estos resultados se han obtenido tras 500 iteraciones, con 8 reglas, 77 =0.0001,

N =0.001, RS =04 y =2
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Figura 7.27 Representacién de las FP para la 1* variable de entrada

aplicando ajuste sobre los parametros de la parte precedente en el modelo de
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Figura 7.28 Representacion de las FP para la 2° variable de entrada

aplicando ajuste sobre los pardmetros de la parte precedente en el modelo

de Box v Jenkins
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Figura 7.29 Representacién de los consecuentes aplicando la razén de solape en el

ajuste de los pardmetros de la parte precedente en el modelo de Box y Jenkins

Los resultados mejoran considerablemente si realizamos el ajuste tanto de la parte
precedente como del consecuente. En la estimacion de la funcién se produce un error
mayor (1,27) que sin realizar el ajuste de los pardmetros, pero a cambio ganamos una

mayor interpretabilidad.

Los valores con los que se ha ejecutado el algoritmo son: 1300 épocas, 8

reglas, 77 =0. , =0. , =0. , =0. =2.
glas, 7 =0.0002 , 77, =0.0005, 77,5 =0.001, RS’ =04 y y=2

La Figura 7.30, muestra la funcion real y la estimada aplicando el ajuste a todos los
parametros. La distribucién de la primera variable se aprecia en la Figura 7.31 y la
distribucién de la segunda en la Figura 7.32. Los consecuentes se pueden apreciar en la

Figura 7.33.
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Figura 7.30 Comparacion entre la funcién real y la funcién estimada para el
modelo de Box y Jenkins realizando el ajuste a todos los pardmetros involucrados

en la estimacion
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Figura 7.31 Representacién de las FP para la 1? variable de entrada realizando el ajuste a

todos los parametros involucrados en la estimacion del modelo de Box y Jenkins
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Figura 7.32 Representacién de las FP para la 2% variable de entrada realizando el ajuste a

todos los pardmetros involucrados en la estimacion del modelo de Box y Jenkins
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Figura 7.33 Representacion de los consecuentes aplicando la razén de solape en el

ajuste a todos los pardmetros en el modelo de Box y Jenkins
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Si utilizamos como indice para ajustar los pardmetros implicados en la estimacion el
area de solape en lugar de la razén de solape, se obtienen nuevamente, al igual que en

ejemplo mostrado en la seccién 7.1, resultados similares.

Los resultados, utilizando 8 reglas, 7=0.004, 77,, =0.01, 77,5 =0.01, AS* =0.25,
v =2 y tras 100 iteraciones del algoritmo se muestran en la Figura 7.34. El error que se

produce es de 1,3.

0.5

-0.5

_1 ) 5 L L L L L
0 50 100 150 200 250 300

Figura 7.34 Comparacion entre la funcidén real y la funcién estimada para el modelo
de Box y Jenkins realizando el ajuste a todos los pardmetros involucrados en la

estimacion usando el drea de solape

El error que se comete es similar al conseguido usando la razén de solape, sin
embargo la distribucion de las FP en el universo de discurso mejora considerablemente,

por lo que la interpretabilidad del modelo en este caso es mucho mayor.

La representaciéon de las funciones para la primera variable implicada se puede

apreciar en la Figura 7.35. La segunda variable se muestra en la Figura 7.36.
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Figura 7.35 Representacién de las FP para la 17 variable de entrada realizando el ajuste a
todos los parametros involucrados en la estimacion del modelo de Box y Jenkins usando el

area de solape
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Figura 7.36 Representacion de las FP para la 2° variable de entrada realizando el
ajuste a todos los pardmetros involucrados en la estimacién del modelo de Box y

Jenkins usando el area de solape
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Los consecuentes quedan distribuidos como se muestran en la Figura 7.37.
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Figura 7.37 Representacion de los consecuentes aplicando el drea de solape en el

ajuste a todos los pardmetros en el modelo de Box y Jenkins

7.3. Helicoptero de aeromodelismo

El daltimo ejemplo que se muestra es el mds complejo de los que se presentan en este
trabajo. Se trata del modelo matematico de un helicoptero de aeromodelismo. Para
describir de manera general el sistema se realiza a continuacién una traduccion libre de un
fragmento del articulo de Kim-Tilbury: “Mathematical Modeling and Experimental

Identification of Model Helicopter” [98].

7.3.1. Aspectos técnicos previos

Aunque un helicoptero de aeromodelismo puede simplemente parecer una
miniaturizacion de su version a gran escala, hay diferencias notables entre los dos. La
primera diferencia principal entre el de aecromodelismo y el de gran escala esta relacionada
con la configuracion del rotor. Muchos helicopteros a gran escala tienen una correa, ya sea
de aleteo libre 0 montada sobre muelle, en las aspas del rotor, de tal manera que el plano

del rotor puede ser inclinado respecto del helicéptero.
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Un sistema de articulaciones permite a las aspas del rotor el aleteo, aumentando la
estabilidad. Sin embargo, este comportamiento de aleteo aumenta el tiempo que necesita el
helicoptero para responder a las entradas de control. Inclinando el disco del rotor hacia

delante, el helicoptero puede desplazarse hacia delante mientras se mantiene el nivel [94].

La mayoria de los helicopteros de aeromodelismo poseen un disefio del rotor rigido
sin articulaciones, el cual fuerza que la posicion del fuselaje permanezca fija respecto al
disco del rotor. Esto trae como resultado unos tiempos de respuesta mds rapidos, y
proporciona al piloto remoto una mejor sensaciéon de movimiento del helicéptero. Sin
embargo, para moverse hacia delante, el helicoptero deberd primero inclinarse hacia

delante, lo que produce una componente hacia delante del vector de propulsion principal.

En segundo lugar, las propiedades de estabilidad son bastante diferentes. La respuesta
temporal de un helicéptero de aeromodelismo es mucho mas rdpida debido a su reducido
tamano. Sin la ayuda de ningun dispositivo extra de aumento de la estabilidad, un piloto

humano tendra dificultades para controlarlo.

En la mayoria de los helicopteros de aeromodelismo, un gran giréscopo de control con
un perfil aerodindmico, llamado FLYBAR, se usa para mejorar la caracteristica de
estabilidad alrededor de los ejes de pitch y roll y para minimizar el esfuerzo requerido en el

actuador.

Ademads se usa un giréscopo electrénico para estabilizar ain mas los ejes de yaw. En
la mayoria de los helicopteros a escala completa, las inercias de un rotor y fuselaje tan
grandes y la articulaciéon que une el rotor proporcionan una estabilidad adecuada, y son

innecesarios los giréscopos extra de control en los rotores.

Debido a estas diferencias considerables, un modelo matemético de un helicéptero de
aeromodelismo no puede ser sencillamente una version a escala reducida del modelo a

escala completa; se deberdn tener en cuenta los diferentes mecanismos de actuacion.

A continuacion, se muestran las ecuaciones dindmicas del movimiento del helicoptero
de aeromodelismo incluyendo la dindmica del actuador. Las ecuaciones se basan en la
dindmica del sélido rigido [144], asi como en la aerodindmica bésica y la teoria de

helicopteros [94][152].
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7.3.2. Modelo completo

En la Figura 7.38 se muestra un diagrama de bloques del modelo matemaético
completo del helicoptero. Las entradas ¢ son las cuatro posiciones de las palancas del
helicoptero de aeromodelismo, y las salidas ¢ son las posiciones, orientaciones y
velocidades del solido rigido. Hay variables internas, incluyendo la orientacion del rotor

&, el angulo de aleteo de la flybar £, y el dngulo de pitch colectivo 6,.

A P
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Pertwbaciones
Dgy Dy Dy:

) =)
5y 0, } T (x, »3)
pitch colectivo del pmpu.lsl.nu.del
rotor principal »|  rotor principal ¥
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T vi= (39,3
par del motor —> '——T_.
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¥ cye - \d sdlido rigido .
> . | momentos de b (@, 6, y, )
59 plato ciclico (5_ﬂ 15, pitch y de roll M@ >
’ > —
> | dinimica de In >
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M, '
v »
d, T »
w propulsion del T
—_—) rotor de cola momento de yaw
o
ﬂ“T ratio de entrada
del rotor de cola

Figura 7.38 Diagrama de bloques del modelo matemético del

helicoptero

El siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales e integrales relaciona la salida con la

entrada:

Pitch colectivo del rotor principal y par del motor
0,+K.0,+K.6, =K,3, (7.6)

r =K -6, (7.7)

m m
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Propulsiones del rotor principal y de cola

3 2
ngacpzsz(l; 6, —B—/ij (7.8)

n B’ B’
T, :EaTchﬁRﬁgi (? o, —TZTJ (7.9)
Dinamica del sélido rigido

q=[xlylzl)'cljilz',¢91//(0(0(l)3]

g= m (7.10)

_DFX 0
fz= —DFV—TT +R,fB 0 (7.11)
D, -T, mg
M¢
T,=|M,-TI, (7.12)
M,+z,

Momentos de pitch y de roll

X —sin(§+zj
{ “’} ”“C/’Q [ NP0 drdé (7.13)

cyc
cos (cf + fj
2

dL, =%p(Qr) al._cdr (7.14)

cyc

Momento de Yaw

M, =T,L, —K,m, (7.15)
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Plato ciclico

5@6(98):—%(59 sin& + 3, cos &) (7.16)
S, (§)=—%(5g cos&— 4, siné) (7.17)

Dinamica de la flybar

—@,, sin f+cos (@, cos & + @y, siné’) | | =& sin B
, = @,, cos &’ — @, siné’ + B (7.18)
@y, cos f+sin B (@, cos & + @y, siné’) & cos
. BR, 1 2 (L, o,
~1, @ py + 1,0 :nJ.R] r;p(Qr) a(L:LG Opy — ZQFZ jcz dr (7.19)

Ratios de entrada del rotor principal y de cola

A=—y+—i (7.20)
RQ
V.
=—y +—L 7.21
A R, (7.21)

Este conjunto de ecuaciones del sistema no se puede simular facilmente ya que el

dngulo de aleteo de la flybar S es funcién del dngulo del rotor &, pues la ecuacién del
momento de roll (7.13) no se puede resolver directamente a menos que se exprese [ de
forma explicita en términos de &. Para poder hacer simulaciones, se aproxima el dngulo de

aleteo S con una funcion senoidal en cada vuelta:

B = By c08(& =& (7.22)

donde
P = max S(¢)

& = arg max (&)

0<é<2m
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Usando esta aproximacidn, se pueden resolver analiticamente las integrales de la

ecuacion (7.13):

2 4 p4 L L
1) = n'OQ aCR B a'3 — 5¢_l‘2L4ﬁmax Cos max _a4L1(L2+L3)&
16L, (L, +L,) L, Q
_ npQ’acR*B*

L,L, . ),
= o, =—26,-LL sin -a,L (L, +L,)—22
4 16L1(L2+L3)( 3[ 1‘9 [ 2 4ﬁmax maxj 4 1( 2 3) QJ

El modelo del sistema puede reducirse por lo tanto a un conjunto de ecuaciones
puramente diferenciales. Se ha construido un diagrama de bloques de Simulink del modelo,
y se ha usado para comparar el modelo con los datos obtenidos. En la simulacién, los

parametros [

ma

.y &... se hallan en cada vuelta del aspa del rotor. Los términos £ y @,
en los momentos M, y M, de pitch y de roll sirven como términos de amortiguacion en

las ecuaciones del sélido rigido, aumentando la estabilidad del sistema con respecto al

modelo del doble-integrador.

7.3.3. Estimacion del modelo

Nos encontramos, por tanto, con un modelo MIMO, de 4 variables de entrada y 12
variables de salida. El aumento en la complejidad es considerable. Para poder aplicar las
técnicas expuestas se trabajard con 12 modelos en paralelo, cada uno con 4 variables de

entrada y una sola variable de salida (un modelo para cada variable de salida).

A continuacién sélo se muestran algunos de los resultados obtenidos, y se comparan
algunas de las distribuciones mads significativas, ya que mostrar todos los gréificos
comparando funcion real y estimada, las 4 variables de entrada y consecuentes, sin aplicar
ajuste y posteriormente aplicando ajuste con razén de solape, ajuste de consecuentes y area
de solape, supondria visualizar 24 graficas sélo para un modelo, lo que generaria unos 288

graficos si contamos los 12 modelos.

De manera representativa, el modelo 3 que estima la posicién z del helicoptero en el
espacio, y el modelo 4 que corresponde con la componente x de la velocidad del mismo,

se han elegido para mostrar los resultados.

Si mostramos la comparativa entre la funcion real y la funcién estimada (Figura 7.39),

asi como la distribucion de las funciones de pertenencia para la primera variable ( ;) en el

modelo 3, sin aplicar ningun tipo de ajuste (Figura 7.40), utilizando 5 reglas, 200 épocas y
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un factor de aprendizaje 77 =0.01, podemos apreciar como las campanas no se distribuyen

adecuadamente, aunque se produce un error muy pequeiio, de tan s6lo 0,42.

_1 L L L 1 L L L
0 20 40 60 80 100 120 140

1 1
160 180 200

Figura 7.39 Comparacion entre la funcién real y la funcién estimada (variable z) en el
modelo 3 del helicoptero sin realizar el ajuste a los pardmetros involucrados en la

estimacion
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Figura 7.40 Representacion de las FP para la 1° variable de entrada (&, ) sin realizar ajuste a

los pardmetros involucrados en la estimacién del modelo 3
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Lo mismo ocurre para la tercera variable (J,) en el modelo 4. En este caso se han
utilizado también 5 reglas, 200 iteraciones y 7 =0.01. El error que se produce es de 0,42.

Los resultados los podemos apreciar en la Figura 7.41 y en la Figura 7.42.

_1 L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7.41 Comparacion entre la funcién real y la estimada (variable x) en el
modelo 4 del helicoptero sin realizar el ajuste a los pardmetros involucrados en la

estimacion

Grado de pertenencia

L L L L
-1 -0.8 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Universo de discurso normalizado

Figura 7.42 Representacion de las FP para la 3* variable de entrada ( §,) sin realizar ajuste a

los parametros involucrados en la estimacién del modelo 4
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Si realizamos el ajuste de los pardmetros aplicando la razén de solape como indice
para medir el solapamiento de las funciones de pertenencia en el universo de discurso, la
distribucién de las campanas mejora considerablemente, sin perder demasiada precision en
la estimacion de las funciones. Para mostrar esta apreciable mejora en la distribucién se
presenta en la Figura 7.43, el resultado para la variable J, en el modelo 3 (variable z en el
helicoptero), tras realizar 400 iteraciones y con 5 reglas. Los parametros utilizados en la

estimacion fueron: factor de aprendizaje 17 =0.002, factor de aprendizaje para la razon de

solape 77, =0.0005, factor de aprendizaje para los consecuentes 77,,- =0.001, razén de

solape deseada RS“ =0.4 y factor de ancho ¥ =2.

Muy Bai Mediano Alto Muy
bajo 4o alto

0.9+

0.7+

0.5F

0.4+

Grado de pertenencia

0.2+

0.1+

0 | | | | |
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1

Universo de discurso normalizado

Figura 7.43 Representacion de las FP para la 1* variable de entrada ( &, ) realizando ajuste a

los parametros involucrados en la estimacion del modelo 3 con la Raz6n de Solape

El error que se comete es de 1,12 y la comparativa entre la funcién real y la funcién

estimada la podemos apreciar en la Figura 7.44.
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1 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140

L L
160 180 200

Figura 7.44 Comparacion entre la funcién real y la funcién estimada (variable z) en el
modelo 3 del helicoptero realizando ajuste a los pardmetros involucrados en la

estimacion con la Razon de Solape

La mejora también es apreciable para la variable J, en el modelo 4 (variable & en el

helicoptero). Con tan sélo 200 iteraciones, 5 reglas y ejecutando el algoritmo con los

siguientes pardmetros: factor de aprendizaje 7 =0.01, factor de aprendizaje para la razon
de solape 77, =0.01, factor de aprendizaje para los consecuentes 77, =0.01, razén de
solape deseada RS? =0.4 y factor de ancho ¥ =2, se consigue que las funciones de

pertenencia queden distribuidas como podemos apreciar en la Figura 7.45.

El error cometido en esta estimacién es de tan sélo 0.69, y la comparativa entre la

funcion real y la estimada queda mostrada en la Figura 7.46.
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Figura 7.45 Representacion de las FP para la 3* variable de entrada ( J, ) realizando ajuste a

los parametros involucrados en la estimacion del modelo 4 con la Razén de Solape

_1 L L L L L 1 L L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7.46 Comparacién entre la funcién real y la funcién estimada (variable x) en
el modelo 4 del helicoptero realizando ajuste a los pardmetros involucrados en la

estimacion con la Razén de Solape
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Por tdltimo, se veran los resultados al aplicar como indice de solape entre las funciones

de pertenencia el Area de Solape.

En primer lugar se muestra la comparativa entre las funciones real y estimada (Figura
7.47), tras 970 épocas y manteniendo las 5 reglas iniciales, para la posicién z del
helicéptero en el espacio (modelo 3). Se consigue un menor error (0.70) que aplicando la
Razon de Solape, aunque se pierde precision si la comparamos con la estimacion realizada

sin ningun tipo de ajuste. Los pardmetros utilizados para realizar la estimacién han sido:

7=0.005, 77,, =0.002, 77,, =0.002, AS’ =025 y w=2.

0.8
0.6
0.4
0.2
ot
-0.4
-0.6

-0.8

1 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7.47 Comparacion entre la funcién real y la funcién estimada (variable z) en el
modelo 3 del helicoptero realizando ajuste a los pardmetros involucrados en la

estimacion con el Area de Solape

La distribucién de las campanas en el universo de discurso es muy correcta, por lo que
aunque se ha perdido precisién en la estimacion de la funcién se ha ganado una mayor

interpretabilidad en el mismo. Esta distribucion se puede apreciar en la Figura 7.48.
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Figura 7.48 Representacion de las FP para la 1* variable de entrada () realizando ajuste a

los pardmetros involucrados en la estimacién del modelo 3 con el Area de Solape

A continuacién se muestra la comparativa entre las funciones real y estimada (Figura
7.49), tras 825 épocas y manteniendo las 5 reglas iniciales, para la componente x de la
velocidad del helicéptero (modelo 4). En este caso se consigue un mayor error (0.74) que
aplicando la Razén de Solape, y por supuesto, se pierde precision si la comparamos con la
estimacion realizada sin ningin tipo de ajuste, sin embargo, la distribucién de las
campanas mejora de forma significativa (Figura 7.50) para la tercera variable de entrada
0,, lo que se traduce en una mayor interpretabilidad del modelo. El aumento del error que
se produce puede ser asumido si consideramos la ganancia en la interpretabilidad. Los

pardmetros utilizados para realizar la estimacion han sido: 7=0.005, 7, =0.002,

Me =0.002, AS‘ =025 y y=2.



Aplicaciones Péag. 168
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Figura 7.49 Comparacién entre la funcién real y la funcién estimada (variable x) en
el modelo 4 del helicéptero realizando ajuste a los pardmetros involucrados en la

estimacion con el Area de Solape
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Figura 7.50 Representacion de las FP para la 3* variable de entrada ( d,) realizando ajuste a

los parametros involucrados en la estimacién del modelo 4 con el Area de Solape
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7.4. Conclusiones

En este capitulo se han abordado varios ejemplos que tratan de mostrar la validez de la
metodologia propuesta en esta Tesis. Se comienza con dos ejemplos sencillos de dos
variables de entrada y una variable de salida. En ambos se puede apreciar como se
consigue un modelo mucho més interpretable sin una considerable perdida de precision.
Las funciones de pertenencia se distribuyen adecuadamente en el universo de discurso, al
igual que los consecuentes sin un aumento significativo del error. Se consiguen, por tanto,
estimar adecuadamente las funciones con una ganancia importante en la interpretabilidad

del modelo.

El tercer ejemplo muestra un modelo complejo con 4 variables de entrada y 12
variables de salida. En este caso, no se consigue una distribucién de las funciones tan
buena pero se gana bastante en interpretabilidad, sin que la precision se vea

considerablemente afectada.

Hay que considerar que con la metodologia propuesta siempre se puede apostar por
una mayor precision con la consiguiente pérdida de interpretabilidad o viceversa. Sera el
propio disefiador, basado en la aplicacién, el que podrd elegir la combinacién mds

adecuada de ambas.






8. Conclusiones y desarrollos futuros

Este ultimo capitulo completa la memoria de la Tesis extrayendo las principales
conclusiones derivadas de los trabajos de investigacion presentados. Posteriormente se
detallan las principales aportaciones y lineas de trabajo futuras que apoyindose en las

propuestas presentadas se presuponen puedan surgir a partir de la Tesis.

8.1. Conclusiones

Esta Tesis presenta una metodologia para obtener la estimacién de un modelo
mediante sistemas borrosos a partir de datos de entrada/salida, de forma que no se prime
exclusivamente la precision en la estimacidon del mismo sino que la interpretabilidad del

resultado sea tenida muy en cuenta.

Se ha implementado un algoritmo que a medida que se van adaptando los pardmetros
del sistema borroso, éstos sufren un ajuste que hace que se mantengan dentro de los
margenes adecuados para mantener la interpretabilidad del resultado. Como consecuencia
se obtiene la estimacién del modelo con un grado de precisién adecuado sin la pérdida de

su componente heuristico, interpretable por un experto.

Para mantener los pardmetros dentro de estos margenes adecuados se han utilizado
dos indices que nos miden si entre funciones de pertenencia adyacentes se produce el

solape deseado. Estos indices son la Razén de Solape y el Area de Solape.

El estudio se ha centrado en dos tipos de funciones de pertenencia, las triangulares (en
concreto las que generan tridngulos isésceles y/o equildteros) y las gaussianas. Estas
ultimas presentan un inconveniente adicional: se extienden en el universo de discurso
teéricamente hasta el infinito, por lo que tanto la Razén de Solape como el Area de Solape
no podrian calcularse. Para solucionar este problema se hace uso del Factor de Ancho,
pardmetro que permite al disefiador decidir cuando considera que el grado de pertenencia
de la funcién gaussiana estd suficientemente cercano a cero. Es por este motivo que los

ejemplos que se muestran estdn centrados en este tipo de funciones.

La metodologia descrita permite no sélo distribuir adecuadamente los parametros de
la parte precedente de las reglas sino que se aplica también a los consecuentes. Cuando
estos consecuentes son un singleton o de tipo TSK, el cdlculo de 1a Razén de Solape y del

Area de Solape también supone un inconveniente, por lo que se utiliza una técnica
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novedosa, que permite calcular el solape entre dos valores singleton o TSK adyacentes.
Para ello se convierten los consecuentes en funciones de pertenencia triangulares
equivalentes, cuyos centros se corresponden con los valores de los consecuentes y cuyos

anchos son los apropiados para obtener la Razén de Solape Deseada por el disefiador.

En cualquier aplicacién en la que se utilice adaptacion de pardmetros con aprendizaje
supervisado se pueden aplicar las técnicas descritas en esta Tesis, por lo que habrd muchas

aplicaciones de la misma.

8.2. Desarrollos futuros

Un trabajo de investigacién no debe ser algo cerrado, sino todo lo contrario, una
puerta abierta a nuevas situaciones que se van encontrando durante el desarrollo de la
propia investigacion. En una Tesis doctoral este hecho es, si cabe, atin més notorio, ya que
la extension del trabajo realizado tanto en el tiempo como en los contenidos abordados va
generando constantemente nuevas ideas que necesariamente deben ser aparcadas para su

posterior estudio.

Esta seccion pretende, de forma resumida, presentar algunas posibles lineas futuras de

investigacion que puedan surgir de este trabajo:

1. Ampliar el tipo de funciones de pertenencia que se pueden utilizar en la
estimacién del modelo, para no limitar el uso sélo a funciones de pertenencia

triangulares y gaussianas.

2. Etiquetado automdtico de las funciones de pertenencia resultantes, de forma que

el disefiador obtenga un modelo del sistema con la méxima interpretabilidad.

3. Mejora del algoritmo de adaptacion para permitir alternancia en el orden de las
funciones de pertenencia, lo que generaria reglas finales de mayor precision e

interpretabilidad.

4. Optimizacién del cédigo del propio algoritmo, lo que podria incidir en un
aumento considerable de la velocidad de cémputo, y por lo tanto, en una
reduccion del tiempo de convergencia. Esta optimizaciéon puede realizarse
sustituyendo todo el proceso programado en MATLAB® por un cédigo C/C++,

mucho més rdpido que el primero.
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5. Limitar los solapes mdximos y minimos que pueden producirse al desplazar las
FP en el ajuste. Con ello evitariamos soluciones en las que hay un excesivo

solapamiento o un solapamiento nulo.

6. Permitir que en la estimacién de un modelo puedan darse simultineamente
diferentes tipos de FP. Por ejemplo, utilizar FP diferentes en los extremos del

universo de discurso.






Apeéndice I.

Definicion del Area de Solape en
cada caso

1. La FP j tiene un drea menor (por lo tanto, I < B JHy y la FP j se encuentra

més a la izquierda en el universo de discurso (/< y/™).

AS(j)=

X, U;
M, + M,
bt by s L.1)

L. 'uFi

J

2. La FP j+1 tiene un drea menor ( 3/ > /™) y 1a FP j se encuentra mds a la

izquierda en el universo de discurso (7 < y/*).

X; U,
+
'[L/H laFj * X, IaFj

U;
J'L,» ’UFM

3. La FP j tiene un drea menor (3 I < B JH y la FP j se encuentra més a la

AS(j)= 1.2)

derecha en el universo de discurso (77 > /™).

U

J+l

Xy
N
AS(j)=— 7 (L3)
.[L. ’UF/

J
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4. La FP j+1 tiene un drea menor ( 87 > 8/*!) y 1a FP j se encuentra mds a la
derecha en el universo de discurso ( 7/j > 7/j .

J X ! Jj+l

U;
J'L,» ’UFJ‘H

X Ujn
[+
AS(j)=—

(1.4)



Apéndice Il.

Definicion del Area de Solape para
funciones de pertenencia
Gaussianas en cada caso

1. La FP j tiene un drea menor (por lo tanto, I < B77) y la FP j se encuentra

més a la izquierda en el universo de discurso (7 < y/™).

ool (5 il (7]

AS(j)= (IL1)
) A
Iu’exp[—(x 4 j ]
L ﬁ]
2. La FP j+1 tiene un drea menor ( 87 > /%) y 1a FP j se encuentra mds a la
izquierda en el universo de discurso ( 7/j < 7/j 1,
X, X — 7.1' 2 Usa 7//+1
J‘L,. exp| — 5 + jx, exp| — ,B’“
AS(j)= (I1.2)

o5 |

3. La FP tiene un drea menor (B’ < /™) y la FP j se encuentra mds a la

derecha en el universo de discurso (7 > y/*).

oo (552 el (57
e (555 |

AS(j)= (I1.3)
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4. La FP j+1 tiene un drea menor ( 87 > 8/*!) y 1a FP j se encuentra mds a la

derecha en el universo de discurso (77 > /™).

ol (el 5]
el

AS(j) = (11.4)




Apendice lll.

Adaptacion de cada parametro
implicado en el ajuste para
funciones de pertenencia
Gaussianas en cada caso

1. La FP j tiene un drea menor (por lo tanto, I < B JHy y la FP j se encuentra

més a la izquierda en el universo de discurso (7 < y/™).

2
eXp[_((;f‘;m))zJ
4+ 0. 1
Y(k)=y(k)-1,, (AS — AS* b (IL.1)
S( ) er‘f(l//)\/;ﬁj
. . ﬁj+ﬂj+1
Y k+ )=y (k)+m,,(AS — AS? —— (I11.2)
o ) erf (W)N7p,
(7f_7/+1)2
’3 € f[ ] ( j_7j+l)exp{_.2
,- o ) Jt ﬁ"'ﬁH B (ﬂj-i-ﬂw) (IIL.3)
Bk D= B (A5 A8") — e 2 (5w Bjer a8,
(7/ 711)2
erf[y Vi J (7,-7. )XP[_
T R v ey R (p+p.) )| L4
ﬂi (k+1)—ﬂ, (k) nAS(AS AS) Zﬂé’rf( ) zﬂj (ﬂj+ﬂj+l) ('//)\/;ﬂ/

donde erf(x) es un nimero cuyo valor se calcula segin (6.14)
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2. La FP j+1 tiene un drea menor ( 87 > 8/*!) y 1a FP j se encuentra mds a la

izquierda en el universo de discurso (7 < y/*).

exp{—2
(AS-As") AL

Y (k+1)=y/(k)+1,s (I1L5)
erf (W)N7B,
exp _(7,-—7,-+1)2
¥ (k+1)= ¥ (k)=1,5 (AS - AS”) (£+5,.) (IIL6)
i i AS erf(l//)\/;ﬂ]

Corf| LT T Y=Y )eXp —(7’_7%1)2
ﬁﬁl f[ﬂj+ﬂj+lJ ﬁ]+l ( ) [ (ﬂj+ﬂj+l) (III7)
Wil (v) 28, (B +Bu)ef W)VAB,

Bl (k+1)=p/(k)=1,; (AS - AS")

e 7// 7/+1 7/]_—;/“1 ex] _M
'f(ﬂ +ﬂ/+lj 1 ( ) p[ (B,+8.) )| (IL8)

280t w) 28 (BB )ed WIAB,

B (k+1)= B (k)+n,s (AS - AS?)
donde erf(x) es un nimero cuyo valor se calcula segin (6.14)

3. La FP j tiene un drea menor (3 I < B j+l) y la FP j se encuentra més a la

derecha en el universo de discurso (77 > y/*).

- {_ (7,- m)z J
(AS-AS") 5,4/

+

=

+

x

N—
(S8}

Y (k+1)=y/(k)=1, (111.9)
erf(w)f 7B,
ool -2
+
¥ k+ 1) =y (k)+1,, (AS — AS* SR (I1.10)
( ) e’f(W)\/;ﬂﬁl
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of [ 17 7=y Jep| 7).
f{ﬂ/+ﬁj+1J+l ( ) [(ﬁj+ﬁ_m) (IIL.11)

2B.ef (W) 2B, (B +B,.)ef (W7,

B (k+1)=pB/(k)-n,;(AS—AS")

ﬂjerf[MJ s, (71 7j+1) p[ (ﬁj+ﬁj+1)2J (I1L.12)
S

B (k+1)= B (k)+7,5(AS - AS?) 2B8ef (W) 285 (B +B.)ef (W)VTB.,

donde erf(x) es un nimero cuyo valor se calcula segin (6.14)

4. La FP j+1 tiene un drea menor ( 8 LSS B j+l) y la FP j se encuentra mas a la

derecha en el universo de discurso (77 > /™).
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