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1. Planteamiento general de la Tesis 

El objetivo fundamental de esta Tesis es mejorar la interpretabilidad de los 

modelos adaptativos borrosos, de forma que sin perder mucha precisión en la 

estimación del modelo podamos mejorar la interpretabilidad del mismo. Se propone, por 

tanto, una nueva metodología que permita ajustar las funciones de pertenencia del 

modelo borroso, de forma tal que éstas puedan ser evaluadas por un experto, y sus 

reglas sean más interpretables y dotadas de semántica. 

Este trabajo se ha desarrollado dentro del Grupo de Investigación de Control y 

Robótica (TEP192) y del Grupo de Investigación Sistemas Inteligentes y Minería de 

Datos (TIC198). Estos dos grupos, bajo la dirección del Dr. José Manuel Andújar 

Márquez el primero y del Dr. Antonio Peregrín Rubio el segundo, están realizando 

numerosos trabajos en los campos de la lógica borrosa, el control no lineal, Soft 

Computing y Minería de datos, tecnologías de la Web y recuperación de información. 

En esta Tesis se trabaja principalmente con sistemas borrosos de tipo Takagi-

Sugeno-Kang (TSK), ya que éstos permiten la representación de cualquier sistema no 

lineal mediante un número reducido de reglas. Aunque se estudian otros sistemas 

borrosos, tan sólo se hace con carácter introductorio, ya que el trabajo está basado 

fundamentalmente en sistemas borrosos de tipo TSK. La Tesis se centra en el uso de 

funciones de pertenencia gaussianas, las cuales poseen la ventaja de poseer un soporte 

no finito, lo que garantiza que siempre exista un grado de pertenencia definido en el 

universo de discurso.  Esta ventaja plantea a su vez un inconveniente adicional que se 

ha solventado de forma novedosa en este trabajo, ya que al no tener un soporte finito, se 

extienden en el universo de discurso teóricamente hasta el infinito. 

Este primer capítulo se estructura en tres secciones. La primera presenta un 

resumen de la Tesis, donde se describen cada uno de los capítulos que la conforman 

para dar una idea general de su contenido. En la segunda se describen las aportaciones 

novedosas que este trabajo aporta al estado del arte. En la tercera y última sección se 

muestra el rendimiento científico de la Tesis, el cual supone una validación del trabajo 

realizado por parte de la comunidad científica tanto nacional como internacional, así 

como una muestra clara del grado de innovación de la misma. 



Planteamiento general de la Tesis  Pág. 12 

 

1.1. Resumen de la Tesis 

La memoria está organizada en ocho capítulos y tres apéndices, cuyo contenido se 

describe brevemente a continuación: 

En el Capítulo 1, Planteamiento general de la Tesis, como su propio nombre 

indica, se realiza una descripción de la estructura de la Tesis y se comentan brevemente 

cada uno de los capítulos que la componen. Además, se recogen las innovaciones 

principales de la Tesis y se efectúa un análisis del rendimiento científico que este 

trabajo ha producido hasta la fecha. 

El Capítulo 2, Introducción a la lógica borrosa, realiza un pequeño recorrido en la 

evolución de la lógica borrosa y en sus principales aplicaciones. Se mencionan los 

principales avances en la aplicación de las técnicas basadas en sistemas borrosos y se 

recopilan algunos de los grupos de investigación y entidades más representativos que 

trabajan dentro del campo de la lógica borrosa a nivel nacional y andaluz. Por último, se 

resumen las principales técnicas de Soft Computing (las redes neuronales, la 

computación evolutiva y la lógica borrosa) y se justifica el uso de la lógica borrosa 

como la técnica adecuada para utilizar la metodología aplicada en este trabajo. 

El Capítulo 3, Conceptos básicos de sistemas borrosos, estudia los fundamentos 

de los sistemas borrosos. Este estudio se realiza con la intención de que el texto sea 

autocontenido y no se requiera acudir a otros textos para comprender los mecanismos 

que se utilizarán en los capítulos siguientes, sin embargo, abundan las referencias que 

permiten ampliar dichos contenidos. Se comienza con la definición de conjunto borroso, 

su representación y propiedades, pasando posteriormente a explicar las funciones de 

pertenencia como mecanismo de definición de los mismos. Se detallan las principales 

operaciones sobre conjuntos borrosos y se define el concepto de variable lingüística.  

Se explica posteriormente el proceso en el diseño de un modelo borroso, el 

razonamiento borroso y el sistema de inferencia borroso. Se detallan los principales 

tipos de sistemas borrosos (Mamdani, SAM, TSK, Tsukamoto,….) y se resume la 

metodología para el diseño de sistemas borrosos. 

El Capítulo 4, Adaptación paramétrica en sistemas borrosos, trata sobre los 

mecanismos de adaptación de parámetros en los sistemas adaptativos borrosos. Estos 
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mecanismos de adaptación buscan preferentemente la precisión en la búsqueda del 

modelo, sin incorporar métodos en el ajuste de los parámetros, lo cual reduce su 

interpretabilidad. Se estudia uno de los métodos más populares de adaptación 

paramétrica, el método presentado por Wang  [202], utilizando un desborrosificador 

centro promedio, con método de inferencia producto. Se presenta la adaptación de los 

parámetros del antecedente de las reglas, centrándonos en funciones de pertenencia de 

Gauss y funciones de pertenencia triangulares. Posteriormente, la adaptación de los 

parámetros para el consecuente de las reglas es analizada, tanto si el consecuente es 

Singleton, TSK o un consecuente no lineal. 

En el Capítulo 5, La Razón de Solape, se propone el primer índice para medir el 

grado de solape que se produce entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Esta 

medida nos permitirá realizar el ajuste correspondiente en los parámetros implicados en 

la estimación del modelo. En un principio se detallan las 4 reglas establecidas por 

Marsh  [129] para considerar que las funciones de pertenencia están correctamente 

distribuidas en el universo de discurso. Se definen los conceptos de Razón de Solape, 

Factor de Ancho y Razón de Solape Deseada. 

La elección del Factor de ancho y de la Razón de Solape Deseada depende del 

criterio del diseñador y tiene una gran importancia en la correcta estimación del modelo, 

por lo que se aportan las consideraciones que pueden facilitar en gran medida la 

elección de los valores adecuados para estos parámetros. 

Se incorpora la Razón de Solape en el procedimiento de adaptación de los 

parámetros, ajustando los mismos para que el solape entre las funciones de pertenencia 

sea el adecuado. Este procedimiento de ajuste se realiza tanto en la parte precedente de 

las reglas para los centros y anchos de las funciones de pertenencia, como en los 

consecuentes. 

En el caso de los consecuentes, si éstos son escalares o de tipo TSK, la aplicación 

de la Razón de Solape se sustituye por un método acorde a su representación. Aparecen 

así dos nuevos conceptos, Razón de Solape de los Consecuentes y Razón de Solape de 

los Consecuentes Deseada, los cuales son explicados en profundidad. 
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 Por último, se describe detalladamente el algoritmo empleado para realizar la 

estimación de un modelo aplicando la Razón de Solape como índice en el ajuste de los 

parámetros.  

El Capítulo 6, El Área de Solape, propone un nuevo índice para medir el 

verdadero solape existente entre dos funciones de pertenencia adyacentes. En este caso 

se mide el área de solape real entre dos funciones de pertenencia. El nuevo índice 

depende de dos factores, de la función con un área menor y de la posición que ésta 

ocupe con respecto a la otra. En función de estos dos factores nos surgen 4 posibles 

casos por lo que se describe la expresión del Área de Solape para cada uno de ellos. 

Se detalla el procedimiento de ajuste de los parámetros utilizando el Área de 

Solape, centrándonos en funciones gaussianas, y se define un nuevo concepto, el de 

Área de Solape Deseada. Este nuevo parámetro es crítico en el adecuado ajuste de las 

funciones por lo que se proponen los valores más óptimos para que el diseñador pueda 

aplicarlo correctamente. 

El capítulo termina con la descripción del nuevo algoritmo en el que se aplica 

como índice de ajuste de los parámetros el Área de Solape.  

El Capítulo 7, Aplicaciones, aborda la estimación de diferentes modelos a partir de 

las técnicas presentadas en los capítulos anteriores con el objetivo de mostrar la mejora 

de la interpretabilidad en los resultados finales. En primer lugar se trabaja con una 

planta descrita por una ecuación diferencial de segundo orden. Se presentan los 

resultados obtenidos tanto aplicando la Razón de Solape como el Área de Solape y se 

comparan los resultados con el modelo obtenido sin utilizar ningún tipo de ajuste a los 

parámetros. Se pasa a continuación a estudiar el modelo serie-temporal de Box y 

Jenkins  [28] que se obtiene a partir de un horno de gas. La mejora en la interpretabilidad 

de los resultados puede observarse con claridad en este ejemplo, tanto aplicando la 

Razón como el Área de Solape. Por último, se ha elegido el modelo matemático de un 

helicóptero de aeromodelismo presentado por Kim-Tilbury  [98]. Se ha optado por 

mostrar sólo algunos de los resultados obtenidos debido a la complejidad del modelo, el 

cuál presenta cuatro variables de entrada y doce variables de salida.  

Por último, el Capítulo 8, Conclusiones y desarrollos futuros, incide en las 

conclusiones que se derivan de la Tesis. A continuación, se esbozan los temas que, 
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sustentados en desarrollos y propuestas de la Tesis, dejan el camino abierto para ser 

resueltos en trabajos futuros. 

El  Apéndice I, Definición del Área de Solape, se describen las cuatro expresiones 

del Área de Solape para cada uno de los casos. 

En el  Apéndice II, Definición del Área de Solape para funciones de pertenencia 

gaussianas, se detallan las expresiones del Área de Solape cuando las funciones de 

pertenencia son gaussianas para cada uno de los cuatro casos. 

El  Apéndice III, Adaptación de cada parámetro implicado en el ajuste para 

funciones de pertenencia gaussianas, describe para cada uno de los cuatro casos las 

expresiones para el ajuste de los centros y anchos en el caso de que las funciones de 

pertenencia sean gaussianas. 

1.2. Innovaciones que aporta la Tesis 

Los aspectos innovadores que pretende incorporar este trabajo en el campo del 

modelado de sistemas borrosos se encuentran en los capítulos 5, 6 y 7. En esta sección 

se pretende resumir cuáles son cada una de estas innovaciones en cada uno de los 

capítulos.  

El Capítulo 5, La Razón de Solape, comienza con la definición de este concepto 

como medida del grado de solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes. La 

definición inicial dada por Marsh  [129] es ampliada en este trabajo para funciones 

gaussianas. El principal problema que se planteaba era calcular el soporte de una 

función gaussiana cuando el grado de pertenencia de éstas se hace cero teóricamente en 

el infinito. Se propone así el parámetro Factor de Ancho como medida que el diseñador 

puede utilizar para determinar cuando una función de pertenencia alcanza ese grado de 

pertenencia cero. El valor del Factor de Ancho es claramente 0.5 para funciones de 

pertenencia triangulares, pero el valor más adecuado para las funciones gaussianas debe 

ser analizado. Tras estudiar los valores que hacen que una función de pertenencia 

gaussiana alcance grados de pertenencia suficientemente cercanos a cero, se propone 

que este Factor de Ancho se encuentre en el intervalo [2, 2.5]. 

Se propone a continuación, como método de ajuste de los parámetros en el método 

de adaptación, el uso de la Razón de Solape, de forma que en cada época del 
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mecanismo de adaptación se ajusten los centros y anchos de las funciones de 

pertenencia teniendo en cuenta el solape que se produce entre cada dos funciones de 

pertenencia adyacentes.  

Para aplicar correctamente el ajuste es necesario definir un nuevo concepto, la 

Razón de Solape Deseada. Este parámetro se refiere al valor de Razón de Solape que el 

diseñador considera adecuado entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Para 

ayudar en la elección de este parámetro se presenta una gráfica que permite determinar 

el valor de la Razón de Solape Deseada una vez fijados los grados de pertenencia que el 

diseñador considera oportunos en la intersección de las dos funciones adyacentes y en el 

que la función se hace prácticamente cero.  

El ajuste paramétrico no sólo debe ser aplicado a la parte precedente, sino que los 

consecuentes pueden ser distribuidos también adecuadamente en el universo de discurso 

utilizando la Razón de Solape como mecanismo de adaptación. Se propone una 

metodología totalmente novedosa para el caso de que los consecuentes sean un escalar 

(singleton) o de tipo TSK, ya que en ambos casos, el cálculo de la Razón de Solape 

entre dos consecuentes adyacentes no es posible, pues no se produce solape entre ellos.  

Por último, se propone el algoritmo que permite la obtención de un modelo borroso 

a partir de datos de entrada-salida, adaptando los parámetros de las funciones de 

pertenencia y ajustándolos para que mantengan un adecuado solape en el universo de 

discurso. 

El Capítulo 6, El Área de Solape, aporta un nuevo índice para medir el solape 

entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Con el propósito de buscar una medida 

que se ajustara más al verdadero solape existente entre dos funciones se propone 

calcular el verdadero área de solape entre ambas para convertirlo en un nuevo parámetro 

que nos permita medir con mayor exactitud el solape. El nuevo índice depende del área 

de la menor de las funciones involucradas y de la posición que ésta ocupe en el universo 

de discurso. Esto nos genera 4 posibles casos. El trabajo se centra en estudiar la 

aplicación de este índice en funciones de pertenencia gaussianas, proponiendo el ajuste 

de los centros y anchos de las funciones en cada época del mecanismo de adaptación. 

Para un correcto uso del ajuste mediante Área de Solape se requiere la introducción 

de un nuevo parámetro, el Área de Solape Deseada. Para ayudar al diseñador en la 
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elección del valor más adecuado para este parámetro se ha realizado un estudio que 

permite averiguar que si el Área de Solape Deseada se encuentra en el intervalo [0.2, 

0.3], se obtienen los mejores resultados. 

Se propone, además, un nuevo algoritmo que incorpora el ajuste de los parámetros 

involucrados en la adaptación utilizando el Área de Solape, para obtener un modelo 

borroso partiendo de datos de entrada-salida. 

El Capítulo 7, Aplicaciones, aborda la estimación de modelos mediante sistemas 

borrosos en base a las técnicas presentadas en los capítulos anteriores. Se presentan tres 

ejemplos de aplicación, los dos primeros son modelos sencillos de dos entradas y una 

salida (MISO) y el último es un modelo mucho más complejo con 4 entradas y 12 

salidas (MIMO).  

En todos los casos, una vez realizada la estimación de la función, se comprueba 

mediante una comparativa, como la distribución de las funciones de pertenencia en el 

universo de discurso mejora considerablemente al aplicar las técnicas de ajuste 

propuestas en este trabajo, lo que conlleva a una mayor interpretabilidad del modelo. Se 

visualiza la distribución de las funciones para las distintas variables de entrada y para 

los consecuentes, comprobándose como la pérdida de precisión es asumible para poder 

ganar en interpretabilidad del modelo. 

En conclusión, esta Tesis aporta una metodología completa de modelado, novedosa 

en muchos aspectos, que aporta interpretabilidad al mismo aunque sea perdiendo cierta 

precisión, y cuyo desarrollo se estudia paso a paso a lo largo de toda la memoria. 

Además, se aportan los algoritmos necesarios para su implementación práctica. Un 

aspecto importante de la metodología desarrollada es que permite su ampliación 

mediante la elaboración de nuevas técnicas que mejoren el ajuste de los parámetros y la 

visualización de los resultados obtenidos. Por ejemplo, cabría la posibilidad de permitir 

solapes máximos y mínimos para impedir excesivo solapamiento o solapamiento nulo, 

así como un etiquetado automático de la salida para una mayor interpretabilidad.  

1.3. Rendimiento científico de la Tesis 

Esta sección está dedicada a enmarcar el entorno científico en el que se ha 

desarrollado la Tesis y destacar los resultados de la investigación realizada; para ello se 
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detallarán las principales publicaciones realizadas. También, por supuesto, dentro del 

entorno científico de la Tesis, se hará hincapié en los hitos relevantes de su andadura. 

En definitiva, el objetivo principal de esta sección es mostrar que la memoria que se 

presenta constituye la recopilación ordenada de una producción científica realizada 

durante 10 años. 

Producción científica por capítulos 

La Tesis comenzó su andadura propiamente dicha, con el estudio del modelado 

mediante sistemas borrosos. El primer paso fue conseguir el algoritmo que permitía la 

estimación de una función sin aplicar ningún tipo de ajuste a los parámetros utilizando 

la metodología descrita por Wang  [202]. Era importante la visualización normalizada de 

los resultados, permitiendo que se mostraran como quedaba la distribución de las 

variables de entrada y del consecuente tras la estimación.  

El siguiente paso fue incorporar al algoritmo el ajuste de los parámetros utilizando 

la Razón de Solape, permitiendo que el diseñador pudiera ajustar el grado de solape con 

los parámetros Factor de Ancho y Razón de Solape Deseada. El estudio se centró en 

funciones de pertenencia gaussianas, por su probada capacidad para representar 

modelos más precisos. La comparativa entre los resultados obtenidos con este nuevo 

algoritmo y el primero desarrollado nos permitió comprobar como mejoraba 

considerablemente la interpretabilidad del modelo sin una perdida significativa de la 

precisión. La técnica se aplicó exclusivamente a la parte precedente de las reglas y los 

resultados fueron presentados en las publicaciones: 

Vélez, M.A. and Sánchez, O. La razón de solape como mecanismo de adaptación 
paramétrica basada en restricciones para la obtención de modelos borrosos. XXII 
Jornadas de Automática. Barcelona, 2001.  

Vélez, M.A., Sánchez, O. and Ollero, A. Neuro-Fuzzy modelling with parameters 
adjustment based on overlap ratio. 10th Mediterranean Conference on Control and 
Automation. Lisboa, 2002. 

Una vez comprobada la eficacia de la metodología utilizada en la parte precedente 

de las reglas, el siguiente paso fue aplicarla a los consecuentes. Se desarrolla un nuevo 

algoritmo que incorpora el ajuste de los consecuentes cuando estos son escalares o de 

tipo TSK. La aplicación de la técnica del solape cuando los consecuentes son un escalar 
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o de tipo TSK planteaba un problema, que se solucionó con la novedosa metodología 

presentada en la publicación: 

Vélez, M.A., Andújar, J.M. and Sánchez, O. Distribución uniforme de los 
consecuentes en el universo de discurso basado en la razón de solape. Seminario 
Annual de Automática, Electrónica Industrial e Instrumentación. Alcalá de Henares, 
2002.  

Las técnicas de ajuste de los parámetros utilizando la Razón de Solape fueron 

motivo de colaboración en el trabajo: 

Sánchez, O., Romero, S., Moreno, F.J. and Vélez, M.A. Mathematical formulation of 
a type of hierarchical neurofuzzy system. Lecture Notes in Computer Science. Vol. 
4253, pp. 406-414, 2006. 

Una vez terminado el trabajo tanto para la parte precedente como para los 

consecuentes se decidió emprender el estudio de un nuevo índice para medir el solape 

de las funciones, un índice que midiera con más exactitud el auténtico solape de dos 

funciones de pertenencia adyacentes. Se implementa un nuevo algoritmo que permita 

incorporar al proceso de ajuste el uso del Área de Solape en la parte precedente de las 

reglas, manteniendo la Razón de Solape como índice para el ajuste de los consecuentes.  

El resumen completo de la Razón de Solape y el desarrollo del Área de Solape 

como nuevo índice para medir el ajuste de las funciones, así como los resultados 

obtenidos aplicándolo al modelo del horno de gas de Box y Jenkins  [28] y al modelo de 

un helicóptero a escala de Kim y Tilbury  [98] se presentó en la publicación más 

importante de la Tesis: 

Vélez, M.A., Sánchez, O., Romero, S. and Andújar, J.M. A new methodology to 
improve interpretability in neuro-fuzzy TSK models. Applied Soft Computing. Vol. 
10, pp. 578-591, 2010. 

Índices de calidad: 21 de Computer Science, Artificial Intelligence en 2010 (2,415) 

10 de Computer Science, Interdisciplinary Applications en 2010 (2,415) 
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2. Introducción a la lógica borrosa 

2.1. Naturaleza e historia de la lógica borrosa 

El comienzo de la lógica parece estar en Aristóteles (384-322 A.C). Sus principales 

contribuciones a la fundación de la lógica son dos axiomas llamados Ley de 

Contradicción y Ley de Exclusión Media. La Ley de Contradicción dice que una cosa 

no puede pertenecer a una clase y no pertenecer a esa clase al mismo tiempo. Es decir, 

no puede llover y no llover al mismo tiempo. La Ley de la Exclusión Media dice que 

una cosa debe pertenecer a una clase o no pertenecer a esa clase. En otras palabras, debe 

estar lloviendo o no estar lloviendo. Sin embargo, estos dos axiomas no dejan hueco 

para conceptos como llueve suavemente o fuerte lluvia. 

Los dos axiomas de Aristóteles presentan la lógica con sólo dos colores, blanco y 

negro. Blanco representa verdad absoluta y negro representa falso completo. Sin 

embargo sólo con una gama extensa de grises, o grados de verdad, es posible capturar la 

profundidad y subjetividad del razonamiento humano. 

La lógica de Aristóteles intentaba reducir todo argumento racional a la deducción 

de una secuencia de silogismos: “Todos los hombres son mortales. Sócrates es un 

hombre. Sócrates es mortal”. 

Dos mil años después, en 1847, Boole desarrolló un método algebraico para el 

análisis de los silogismos de Aristóteles. El método es conocido hoy como Álgebra de 

Boole. Este método no sólo revelaba lo inadecuado del razonamiento silogístico, sino 

que se convertía en un punto de inicio para varios campos en matemáticas y ciencias de 

la computación. 

En 1920 Jan Lukasiewicz publica un artículo describiendo una lógica trivaluada 

 [123], cierto (1), falso (0) y posible (1/2) rompiendo la barrera de la lógica usual que 

sólo permitía dos posibles valores de verdad. Con esta expansión Lukasiewicz abrió la 

puerta a infinitas posibilidades, ya que sus tres grados de verdad podrían expandirse a 

un mayor número de niveles, dando lugar a la lógica multivaluada. 

El siguiente paso, y realmente el más significativo, en el desarrollo de la lógica 

borrosa, se produjo en 1965 con el trabajo de Lotfi Zadeh  [213] denominado Fuzzy Sets. 
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En su artículo, define las nociones matemáticas de inclusión, unión, intersección, 

complemento, relación, convexidad, etc. para los conjuntos borrosos y proporciona un 

marco teórico para representar el conocimiento expresado de forma lingüística, 

ofreciendo procedimientos de inferencia capaces de manejar la incertidumbre. Los 

conjuntos borrosos constituyen la base para manejar información carente de precisión a 

través de la extensión de los conceptos basados en la lógica convencional (lógica  de 

Boole) a la lógica borrosa. 

2.2. Aplicaciones 

A pesar de su corta historia, la lógica borrosa tiene un crecimiento muy rápido, ya 

que consigue resolver problemas relacionados con la incertidumbre de la información o 

del conocimiento, proporcionando un método formal para la expresión del conocimiento 

en forma entendible y comprensible por los humanos. Gracias a esto, se puede asegurar 

un amplio campo de aplicaciones con un alto grado de interés. 

A partir de la publicación, en 1973, de la teoría básica de los controladores 

borrosos de Zadeh  [214], otros investigadores comenzaron a aplicar la lógica borrosa a 

diversos procesos, como por ejemplo, los profesores Mamdani y Assilian (1974), que 

experimentaron con éxito un controlador borroso en una máquina de vapor  [128]. En 

1977, King y Mamdani publican The application of fuzzy control systems to industrial 

processes  [99], en el que describen cómo emplear la lógica borrosa como método de 

control para sistemas industriales complejos. También se puede resaltar la aplicación, en 

1980 por la empresa F. L. Smidth & Co., de esta técnica al control de hornos rotativos 

en una cementera en Dinamarca.  

Uno de los países donde más éxito han tenido los sistemas borrosos ha sido en 

Japón. En 1983, Fuji Electric aplica lógica borrosa para el control de inyección química 

para plantas depuradoras de agua, lo que les permitió adquirir los conocimientos 

necesarios para desarrollar el primer controlador borroso de propósito general 

FRUITAX (Fuzzy RUle Information processing Tool of Advanced control), lanzado en 

1985, y que estaba constituido básicamente por un procesador de 16 bits junto con un 

sistema de inferencia borrosa basado en FORTRAN. Al año siguiente se produjo otro de 

los hitos más importantes en la historia de la lógica borrosa, ya que nació el primer chip 

VLSI para la realización de inferencias borrosas desarrollado por  Togai  y Watanabe 
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 [186]. Los chips VLSI incrementaron en gran medida las posibilidades de elección de 

sistemas basados en reglas para aplicaciones en tiempo real. 

En 1987, Yasunobu y sus colaboradores de la empresa Hitachi crearon una 

aplicación de control borroso para el sistema de frenado del metro de Sendai  [209], 

Matsushita Electric (conocida fuera de Japón como Panasonic) el control borroso en 

unidades de suministro de agua caliente para uso doméstico. En 1989, el Ministerio de 

Comercio Internacional e Industria de Japón crea LIFE (Laboratory for International 

Fuzzy Engineering Research), el cual agrupaba a más de 50 compañías y poseía un 

presupuesto de 5.000 millones de yenes (unos 50 millones de dólares) para seis años 

 [89].  

La industria del automóvil es otro de los sectores donde se ha aplicado la lógica 

borrosa con mucho éxito  [199] [200] [201]. Se han aplicado controladores borrosos en 

sistemas de suspensión activa  [41] [158] [185], en sistemas de frenado 

 [97] [111] [113] [114] [125] [134] y en el control electrónico de motores  [196]. Con la 

acuciante necesidad de eliminar la dependencia del petróleo, casi todos los fabricantes 

tienen abiertas líneas de investigación sobre vehículos híbridos. En este campo 

novedoso y complejo también está triunfando la lógica borrosa como un excelente 

método de control, y son muy numerosos los avances que se están consiguiendo gracias 

al control borroso  [22] [63] [112] [178] [179] [206].   

Entre otras se pueden mencionar aplicaciones en el área médica, para el 

diagnóstico, desde campos como la acupuntura, hasta el análisis de los ritmos cardíacos 

o de la arterioestenosis coronaria. En la rama de la toma de decisiones se ha utilizado 

para la búsqueda de caminos críticos en la ejecución de proyectos y asesoramiento a la 

inversión. Para el control de sistemas en tiempo real destaca el control de un helicóptero 

por órdenes de voz y el control con derrapaje controlado de un modelo de coche de 

carreras. En el sector de la fabricación de electrodomésticos se han diseñado 

aplicaciones para lavadoras que evalúan la carga y ajustan por sí mismas el detergente 

necesario, la temperatura del agua y el tipo de ciclo de lavado (Matsushita, Hitachi, 

Siemens), tostadoras de pan, controles para calefacción y aire acondicionado, 

televisiones (Sony) que ajustan automáticamente el contraste, brillo y las tonalidades de 

color. Para el control de maquinaria, además del ya mencionado control de frenado de 
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metro de Sendai, se han utilizado para el control de una máquina de perforación de 

túneles, para el control de ascensores (Mitsubishi-Elec., Hitachi, Fuji Tech) y para grúas 

en el manejo y elevación de contenedores. Se conocen también aplicaciones para el 

procesado de imágenes y para el reconocimiento de caracteres, así como para 

verificadores de ortografía (proporcionando palabras probables para reemplazar una mal 

escrita) y en correctores de voz (sugiriendo palabras para sustituir una mal dicha).  

En España la investigación sobre la lógica borrosa la impulsó el Profesor Enric 

Trillas, catedrático de Ciencias de la Computación e Inteligencia Artificial en la 

Universidad Politécnica de Madrid, quien ha sido galardonado con los tres premios más 

prestigiosos que se conceden en el ámbito de la lógica borrosa: el Pioneer Award de la 

European Society For Fuzzy Logic and Technologies (EUSFLAT), el Fellow de la 

International Fuzzy System Association (IFSA) y el Fuzzy Systems Pioneer Award 

otorgado por la IEEE Computational Intelligence Society. El profesor Trillas ha 

contribuido notablemente a convertir a España en uno de los núcleos de referencia en 

Europa en la actividad basada en la lógica borrosa al participar como autor y co-autor en 

más de doscientos artículos  [6] [7] [8] [38] [39] [143] [157] [188] [190] y varios libros 

 [189] [191] [192]  [193]. 

En muchas universidades españolas, como por ejemplo, en la Universidad 

Complutense de Madrid, el grupo Ingeniería de Sistemas, Control, Automática y 

Robótica (ISCAR), desarrolla numerosos trabajos y proyectos de investigación 

relacionados con temas de control, optimización, robótica y simulación 

 [60] [171] [172] [173] [174] [175] [176] [177]. También en Madrid, en la Universidad 

Politécnica, el grupo de investigación Control Inteligente 

(http://www.disam.upm.es/control) centra su investigación en robótica móvil y control 

de procesos  [2] [3] [4] [131] [132] [133], para lo que hacen uso de la lógica borrosa como 

herramienta. La Universidad de Valencia da cobijo a varios grupos de investigación, 

como el Grupo de Control Predictivo y Optimización Heurística (CPOH) (http://ctl-

predictivo.upv.es), cuya investigación se centra en temas relacionados con el control 

predictivo basado en modelos y la optimización aplicada al control de procesos 

 [167] [168] [169], y el grupo de Control de Sistemas Complejos (GCSC) 

(http://www.isa.upv.es/investigacion/sistemas-complejos), que centra sus estudios en el 

modelado y control de sistemas dinámicos que presentan incertidumbre, no linealidades 
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y distintos modos de comportamiento  [24] [25] [26]  [165]. El grupo de investigación de 

Inteligencia Artificial e Ingeniería del Conocimiento (AIKE) 

(http://perseo.inf.um.es/~aike) de la Universidad de Murcia, desarrolla actividades 

relacionadas con la aplicación de técnicas de ingeniería y gestión del conocimiento a 

dominios diversos como la medicina, la agricultura, la evaluación de recursos 

medioambientales o el diagnóstico y mantenimiento de equipos de plantas industriales, 

empleando la lógica borrosa como herramienta en muchas de sus investigaciones 

 [21] [31] [64] [65] [66] [76] [92]  [93] [155]. En la Universidad Politécnica de Cataluña, el 

grupo de Robótica Inteligente y Sistemas (http://grins.upc.es), trabaja en el estudio, 

evaluación y desarrollo de sistemas robóticos  [1] [20] [142]. 

No se pueden dejar de mencionar el Instituto de Automática e Informática 

Industrial (http://www.ai2.upv.es), de la Universidad de Valencia, ya que posee varias 

líneas de investigación sobre control de procesos  [5] [58] [164] [166] en las que aportan 

características inteligentes y predictivas a la consecución de soluciones tecnológicas 

empleando, entre otras herramientas, la lógica borrosa. La división de Automatización y 

Control de Procesos de la fundación CARTIF de Valladolid (http://www.cartif.es), que 

utiliza la lógica borrosa como herramienta para la consecución de sus objetivos de 

investigación aplicada, desarrollo tecnológico e innovación de procesos, productos y 

sistemas  [94] [50] [161] [162] [163] y el Instituto de Investigación en Inteligencia 

Artificial (http://www.iiia.csic.es), perteneciente al Consejo Superior de Investigaciones 

Científicas que investiga sobre los fundamentos matemáticos de la lógica borrosa, el 

razonamiento aproximado y la elaboración de modelos conceptuales eficientes 

 [9] [10] [27] [61] [62] [68] [73] [74] [187]. 

En la comunidad andaluza existen muchos grupos de investigación que trabajan 

con lógica borrosa, algunos tratando de ampliar y mejorar la teoría en torno a este 

campo y otros empleando la lógica borrosa como herramienta para la resolución de 

problemas complejos. Por citar algunos ejemplos, los grupos Ingeniería Automática y 

Robótica  [15] [16] [77] y Robótica, Visión y Control (http://grvc.us.es) 

 [18] [46] [47] [48] [75] [130] [149] [150] [151] de la Universidad de Sevilla, investigan 

sobre lógica borrosa y, fundamentalmente, sobre sus aplicaciones al campo de la 

robótica móvil. En Granada el grupo de investigación Soft computing y sistemas de 

información inteligentes (http://sci2s.ugr.es) posee múltiples líneas de investigación 
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sobre lógica borrosa y sus aplicaciones  [42] [45] [51] [80] [81] [82] [83] [84] [85] [86] [87] 

 [88]. Entre estas líneas de investigación destacan sus trabajos sobre sistemas genético-

borrosos, toma de decisiones mediante lingüística y Soft Computing. El grupo de 

investigación de Inteligencia computacional (http://ic.ugr.es) es otro grupo de 

investigación, con sede en la Universidad de Granada, que tiene como principal objetivo 

la investigación para el desarrollo de sistemas computacionales que estén en la 

vanguardia de la inteligencia artificial. Para ello, sus investigadores emplean y 

desarrollan, entre otras, técnicas basadas en lógica borrosa 

 [32] [33] [34] [35] [36] [37] [40]. El grupo de investigación ARAI, Razonamiento 

Aproximado e Inteligencia Artificial, también de la Universidad de Granada, desarrolló, 

entre otros, sistemas de aprendizaje, de conocimiento, de soporte a la toma de 

decisiones y de reconocimiento de patrones basados en lógica borrosa 

 [52] [53] [54] [55] [56] [57]. En la Universidad de Málaga, el grupo de Ingeniería de 

Sistemas y Automática (http://www.isa.uma.es) también emplea la lógica borrosa en 

aplicaciones de control  [15] [72] [120] [149] [160] y robótica  [70] [121] [151]. 

Por último, mencionar que entre las líneas de investigación del grupo Control y 

Robótica de la Universidad de Huelva, se encuentran la modelización y simulación de 

procesos industriales, el aprendizaje automático y el control inteligente, empleando 

como una de las herramientas básicas de trabajo la lógica borrosa 

 [11] [12] [13] [14] [17] [49] [78]. 

El nuevo reto de la lógica borrosa parece estar en Internet. Según algunos de los 

más prestigiosos investigadores en Internet, parece que el futuro para abordar la ingente 

cantidad de datos, recuperar información, controlar y gestionar la red, pasa por el uso de 

tecnologías borrosas. Además, parece que esta intuición coincide con la nueva senda 

que, según el profesor Zadeh, debe seguir la lógica borrosa. Prueba de ello fue la 

celebración del primer encuentro sobre lógica borrosa e Internet (FLINT 2001) 

celebrado en la Universidad de Berkeley y organizado por el propio profesor Zadeh. 

La idea principal es la tendencia hacia el Computing with words (computación con 

palabras), usando esencialmente técnicas de Soft Computing (que engloba básicamente a 

la lógica borrosa, las redes neuronales y la computación evolutiva - algoritmos 

genéticos). 



Soft Computing  Pág. 27 

 

En resumen, la utilización de la lógica borrosa es aconsejable para procesos muy 

complejos, cuando se carece de un modelo matemático simple o para procesos 

altamente no lineales o si el procesamiento del conocimiento experto puede ser 

desempeñado. 

Sin embargo, es mejor evitar su uso si el control convencional rinde un resultado 

satisfactorio, o cuando existe un modelo matemático fácilmente soluble y adecuado o 

también cuando el problema no tiene solución. 

2.3. Soft Computing 

2.3.1. Redes Neuronales 

Las Redes de Neuronas Artificiales (RNA) o en inglés Artificial Neural Networks 

(ANN) son un paradigma de aprendizaje y procesamiento automático inspirado en la 

forma en que funciona el sistema nervioso de los animales. Se trata de un sistema de 

interconexión de neuronas en una red que colabora para producir un estímulo de salida. 

El objetivo es conseguir que las máquinas den respuestas similares a las que es capaz de 

dar el cerebro. 

Una red neuronal se compone de unidades llamadas neuronas. Cada neurona recibe 

una serie de entradas a través de interconexiones y emite una salida. Esta salida viene 

dada por tres funciones: 

Una función de propagación (función de excitación): por lo general consiste en la 

sumatoria de cada entrada multiplicada por el peso de su interconexión (valor neto). Si 

el peso es positivo, la conexión se denomina excitadora; si es negativo, se denomina 

inhibitoria. 

Una función de activación: modifica a la anterior. Puede no existir, siendo en este 

caso la salida la misma función de propagación. 

Una función de transferencia: Aplica el valor devuelto por la función de 

activación. Se utiliza para acotar la salida de la neurona. Las más utilizadas son la 

sigmoide (valores en el intervalo [0,1]) y la hiperbólica-tangente (valores en el intervalo 

[-1,1]). 
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Las RNA parten de un conjunto de datos de entrada suficientemente significativo y 

su objetivo es conseguir que la red definida a través de un modelo matemático aprenda 

automáticamente las propiedades deseadas. El proceso por el que los parámetros de la 

red se adecuan a la resolución de cada problema se denomina entrenamiento. 

Por ejemplo, en una red que se va a aplicar al diagnóstico de imágenes médicas, 

durante la fase de entrenamiento el sistema recibe imágenes de tejidos que se sabe son 

cancerígenos y tejidos que se sabe son sanos, así como las respectivas clasificaciones de 

dichas imágenes. Si el entrenamiento es el adecuado, una vez concluido, el sistema 

podrá recibir imágenes de tejidos no clasificados y obtener su clasificación sano/no sano 

con un buen grado de seguridad. 

Las RNA son bastante apropiadas para aplicaciones en las que no se dispone a 

priori de un modelo identificable que pueda ser programado, pero se dispone de un 

conjunto básico de ejemplos de entrada (previamente clasificados o no). Además, son 

altamente robustas tanto al ruido como a la disfunción de elementos concretos y son 

fácilmente paralelizables. Como ejemplo, se suelen utilizar en problemas de 

clasificación y reconocimiento de patrones de voz, imágenes, señales, etc. Se utilizan, 

además, para encontrar patrones de fraude económico, hacer predicciones de mercado 

financiero, hacer predicciones de tiempo atmosférico, etc. 

También se pueden utilizar cuando no existen modelos matemáticos precisos o 

algoritmos con complejidad razonable. Por ejemplo, la red de Kohonen ha sido aplicada 

con éxito al clásico problema del viajante (problema para el que no se conoce solución 

algorítmica de complejidad polinómica). 

 

Funciones de Base Radial 

Dentro de los modelos neuronales multicapas, para realizar ajustes de funciones no 

lineales tenemos las Funciones de Base Radial (FBR), Radial Basis Function (RBF) en 

inglés. A diferencia de los Modelos Perceptron Multicapa (MPM), las FBR construyen 

sus modelos con funciones de activación que son diferentes tanto en la capa oculta 

como en la de salida. Las neuronas de la capa oculta se activan mediante funciones 

radiales de carácter no lineal y la capa de salida mediante funciones lineales. 
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Una red FBR está conformada por tres capas: 

La capa de entrada que sirve para los ejemplos o patrones de entrenamiento y 

prueba. 

La capa oculta completamente interconectada entre todos sus nodos con la capa de 

entrada y activada a través de la función radial (Gaussiana). 

La capa de salida, también completamente interconectada a la capa oculta y 

activada a través de una función lineal continua. 

De este modo, la salida z de una red FBR, en general, está influenciada por una 

transformación no lineal originada en la capa oculta a través de la función radial y una 

lineal en la capa de salida a través de la función lineal continua. 

Los nodos ocultos contienen una función de base radial, la cual tiene como 

parámetros centros y anchos (ver Figura  2.1). 

Figura  2.1 Esquema básico de una Red de Base Radial 
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Existe un centro para cada función radial involucrada en la capa oculta. 

Regularmente, definen un vector de la misma dimensión del vector de entrada y hay 

normalmente un centro diferente por cada nodo de la capa oculta. 

Por otro lado, el ancho es el término empleado para identificar la amplitud de la 

campana de gauss originada por la función radial. Es decir, la desviación estándar de la 

función radial. Algunos autores  [122] consideran este ancho como un valor constante 

para cada una de las funciones radiales consideradas en la capa oculta y de este modo, 

así contribuiría a simplificar los pasos de construcción del modelo de entrenamiento de 

la red. 

El primer cálculo efectuado en la capa oculta es hallar en un nodo de la capa oculta 

la distancia radial (distancia euclidea) d entre el vector de entrada x, con n 

observaciones, a ese nodo en particular y el centro de gravedad c de ese mismo nodo. Es 

decir:  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2 n nd x c x c x c x c= − = − + − + + −�      (2.1) 

Este valor d es un componente de la entrada para activar la función radial G(•). 

Este valor establece la principal diferencia con las redes MPM, quienes incluyen el 

producto interno en sus capas ocultas de las entradas por sus respectivos pesos. 

Entre la capa oculta y la capa de salida se derivan un conjunto de pesos w que se 

verían afectados de acuerdo al algoritmo de aprendizaje. En este caso particular. sería la 

combinación lineal entre los pesos y la resultante de cada función radial para determinar 

la salida z. 

Por lo tanto, sería, ( )
1

p

i
i

z w G
=

= •∑       (2.2)  

donde G(•) es la salida de la capa oculta y se corresponde con la función radial 

aplicada a la distancia euclídea en cada una de las unidades ocultas (ver Figura  2.2).  
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En  [181] se propone una Función en Base Radial Gaussiana Normalizada; la salida 

del sistema viene dada por1: 

1

1

( )

( )

p

i i
i

p

j
j

w G X
z

G X

=

=

=
∑

∑
         (2.3)  

Nótese como (2.3) es semejante a (4.4); por ello, en cualquier aplicación donde se 

utiliza la función en base radial, puede plantearse un modelo borroso equivalente.  

 

                                                 

1 En Shao , Lee y Jones (1993) la salida es equivalente a la proyección consecuente del método TSK que 

se verá posteriormente; no obstante, considerar la salida del TSK como término independiente da lugar a 

la misma expresión que aquí se expone. 

Figura  2.2 Red de Base Radial aplicando distancia euclídea y pesos
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2.3.2. Algoritmos genéticos 

Un Algoritmo Genético (AG) es una técnica de programación que imita a la 

evolución biológica como estrategia para resolver problemas. Dado un problema 

específico a resolver, la entrada del AG es un conjunto de soluciones potenciales a ese 

problema, codificadas de alguna manera, y una métrica llamada función de aptitud que 

permite evaluar cuantitativamente a cada candidata. Estas candidatas pueden ser 

soluciones que ya se sabe que funcionan, con el objetivo de que el AG las mejore, pero 

se suelen generar aleatoriamente.  

Luego, el AG evalúa cada candidata de acuerdo con la función de aptitud. En un 

conjunto de candidatas generadas aleatoriamente, la mayoría no funcionarán en 

absoluto, y serán eliminadas. Sin embargo, por puro azar, unas pocas pueden ser 

prometedoras, es decir, pueden mostrar actividad, aunque sólo sea actividad débil e 

imperfecta, hacia la solución del problema.  

Estas candidatas prometedoras se conservan y se les permite reproducirse. Se 

realizan múltiples copias de ellas, pero las copias no son perfectas; se introducen 

cambios aleatorios durante el proceso de copia. Luego, esta descendencia digital 

prosigue con la siguiente generación, formando un nuevo conjunto de soluciones 

candidatas, y son sometidas a una ronda de evaluación de aptitud. Las candidatas que 

han empeorado o no han mejorado con los cambios en su código son eliminadas de 

nuevo; pero, de nuevo, por puro azar, las variaciones aleatorias introducidas en la 

población pueden haber mejorado a algunos individuos, convirtiéndolos en mejores 

soluciones del problema, más completas o más eficientes. De nuevo, se seleccionan y 

copian estos individuos vencedores hacia la siguiente generación con cambios 

aleatorios, y el proceso se repite. Las expectativas son que la aptitud media de la 

población se incrementará en cada ronda y, por tanto, repitiendo este proceso cientos o 

miles de rondas, pueden descubrirse soluciones razonables del problema.  

Representación: Antes de que un algoritmo genético pueda aplicarse a un 

problema, se necesita un método para codificar las soluciones potenciales del mismo, de 

forma que una computadora pueda procesarlas. Un enfoque común es codificar las 

soluciones como cadenas binarias: secuencias de 1s y 0s, donde el dígito de cada 

posición representa el valor de algún aspecto de la solución. Otro método similar 
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consiste en codificar las soluciones como cadenas de enteros o números decimales, 

donde cada posición, de nuevo, representa algún aspecto particular de la solución. Este 

método permite una mayor precisión y complejidad que el método comparativamente 

restringido de utilizar sólo números binarios. 

Selección: Un algoritmo genético puede utilizar muchas técnicas diferentes para 

seleccionar a los individuos que deben copiarse hacia la siguiente generación, pero 

abajo se listan algunos de los más comunes. Algunos de estos métodos son mutuamente 

exclusivos, pero otros pueden utilizarse en combinación, algo que se hace a menudo.  

• Selección elitista: se garantiza la selección de los miembros más aptos de cada 

generación. (La mayoría de los AGs no utilizan elitismo puro, sino que usan 

una forma modificada por la que el individuo mejor, o algunos de los mejores, 

son copiados hacia la siguiente generación en caso de que no surja nada mejor).  

• Selección proporcional a la aptitud: los individuos más aptos tienen más 

probabilidad de ser seleccionados, pero no la certeza.  

• Selección por rueda de ruleta: una forma de selección proporcional a la aptitud 

en la que la probabilidad de que un individuo sea seleccionado es proporcional 

a la diferencia entre su aptitud y la de sus competidores. (Conceptualmente, 

esto puede representarse como un juego de ruleta -cada individuo obtiene una 

sección de la ruleta, pero los más aptos obtienen secciones mayores que las de 

los menos aptos. Luego la ruleta se hace girar, y en cada vez se elige al 

individuo que ``posea'' la sección en la que se pare la ruleta).  

• Selección escalada: al incrementarse la aptitud media de la población, la fuerza 

de la presión selectiva también aumenta y la función de aptitud se hace más 

discriminadora. Este método puede ser útil para seleccionar más tarde, cuando 

todos los individuos tengan una aptitud relativamente alta y sólo les distingan 

pequeñas diferencias en la aptitud.  

• Selección por torneo: se eligen subgrupos de individuos de la población, y los 

miembros de cada subgrupo compiten entre ellos. Sólo se elige a un individuo 

de cada subgrupo para la reproducción.  
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• Selección por rango: a cada individuo de la población se le asigna un rango 

numérico basado en su aptitud, y la selección se basa en este ranking, en lugar 

de las diferencias absolutas en aptitud. La ventaja de este método es que puede 

evitar que individuos muy aptos ganen dominancia al principio a expensas de 

los menos aptos, lo que reduciría la diversidad genética de la población y 

podría obstaculizar la búsqueda de una solución aceptable.  

• Selección generacional: la descendencia de los individuos seleccionados en 

cada generación se convierte en toda la siguiente generación. No se conservan 

individuos entre las generaciones.  

• Selección por estado estacionario: la descendencia de los individuos 

seleccionados en cada generación vuelven al acervo genético preexistente, 

reemplazando a algunos de los miembros menos aptos de la siguiente 

generación. Se conservan algunos individuos entre generaciones.  

• Selección jerárquica: los individuos atraviesan múltiples rondas de selección 

en cada generación. Las evaluaciones de los primeros niveles son más rápidas y 

menos discriminatorias, mientras que los que sobreviven hasta niveles más 

altos son evaluados más rigurosamente. La ventaja de este método es que 

reduce el tiempo total de cálculo al utilizar una evaluación más rápida y menos 

selectiva para eliminar a la mayoría de los individuos que se muestran poco o 

nada prometedores, y sometiendo a una evaluación de aptitud más rigurosa y 

computacionalmente más costosa sólo a los que sobreviven a esta prueba 

inicial. 

Cambios: Una vez que la selección ha elegido a los individuos aptos, éstos deben 

ser alterados aleatoriamente con la esperanza de mejorar su aptitud para la siguiente 

generación. Existen dos estrategias básicas para llevar esto a cabo. La primera y más 

sencilla se llama mutación. Al igual que una mutación en los seres vivos cambia un gen 

por otro, una mutación en un algoritmo genético también causa pequeñas alteraciones 

en puntos concretos del código de un individuo.  

El segundo método se llama cruzamiento, e implica elegir a dos individuos para 

que intercambien segmentos de su código, produciendo una descendencia artificial 

cuyos individuos son combinaciones de sus padres. Este proceso pretende simular el 
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proceso análogo de la recombinación que se da en los cromosomas durante la 

reproducción sexual. Las formas comunes de cruzamiento incluyen al cruzamiento de 

un punto, en el que se establece un punto de intercambio en un lugar aleatorio del 

genoma de los dos individuos, y uno de los individuos contribuye todo su código 

anterior a ese punto y el otro individuo contribuye todo su código a partir de ese punto 

para producir una descendencia, y al cruzamiento uniforme, en el que el valor de una 

posición dada en el genoma de la descendencia corresponde al valor en esa posición del 

genoma de uno de los padres o al valor en esa posición del genoma del otro padre, 

elegido con un 50% de probabilidad. 

Aunque pueda parecer asombroso y antiintuitivo, los algoritmos genéticos han 

demostrado ser una estrategia enormemente poderosa y exitosa para resolver problemas, 

demostrando de manera espectacular el poder de los principios evolutivos. Se han 

utilizado algoritmos genéticos en una amplia variedad de campos para desarrollar 

soluciones a problemas tan difíciles o más difíciles que los abordados por los 

diseñadores humanos  [30] [90] [108]. Además, las soluciones que consiguen son a 

menudo más eficientes, más elegantes o más complejas que nada que un ingeniero 

humano produciría. 

2.3.3. ¿Por qué lógica borrosa? 

Existen varias razones para justificar el uso de la lógica borrosa frente a métodos 

como redes neuronales o algoritmos genéticos: 

1. Los parámetros del sistema adaptativo borroso tienen un claro significado físico, 

lo que facilita la selección de las condiciones iniciales de los parámetros. Esto no es así 

en las redes neuronales debido a que se seleccionan de manera aleatoria. 

2. Basado en este significado físico que tienen los parámetros se puede verificar si 

como resultado de la adaptación paramétrica, las posiciones y formas de las funciones 

de pertenencia son correctas.  

3. El diseñador podría actuar incorporándole información lingüística (añadiendo 

nuevas funciones de pertenencia en el universo de discurso, desplazando alguna de 

ellas, etc.). 
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2.4. Conclusiones 

A lo largo del capítulo se ha visto como la lógica borrosa se ha ganado el 

reconocimiento del que goza en la actualidad en base a los excelentes resultados que ha 

obtenido, tanto en el ámbito académico e investigador como en el industrial. Con los 

investigadores japoneses al frente desde casi los inicios y la posterior incorporación de 

investigadores del resto del mundo, la lógica borrosa se ha convertido hoy en día en una 

tecnología de vanguardia, útil y eficaz en muchas aplicaciones de muy diversos 

ámbitos. El desarrollo inicial de la lógica borrosa, liderado fundamentalmente por su 

creador, Lofti A. Zadeh, puede consultarse en las referencias  [213] a  [219], mientras 

que el proceso de formalización y adaptación de esta teoría al ámbito industrial y de 

consumo puede documentarse en las referencias [89] [128] [186] [209] y  [199] [200] 

 [201] [206], respectivamente. También se han recogido algunos de los trabajos 

realizados por investigadores españoles sobre lógica borrosa. 

Se han resumido brevemente las técnicas de Soft Computing y se ha justificado el 

uso de la lógica borrosa como la técnica adecuada para solucionar el problema abordado 

en esta Tesis. 

De entre las referencias incluidas en este capítulo, cabe destacar por su especial 

relevancia el primer trabajo del profesor Zadeh  [213], que dio inicio a la lógica borrosa.  
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3. Conceptos básicos de sistemas 

borrosos 

La lógica borrosa trabaja con reglas de razonamiento muy cercanas a la forma de 

pensar de los seres humanos, que es aproximada e intuitiva. La principal característica de 

la lógica borrosa es que permite definir valores sin concretar un valor preciso, lo que no es 

posible con la lógica clásica en la que se ha basado hasta ahora el desarrollo de la 

informática. En la lógica clásica,  la pertenencia a una clase o conjunto es binaria, es decir, 

se pertenece o no se pertenece a él, por tanto, se trabaja sólo con dos valores precisos (1 y 

0, sí o no). Así por ejemplo, si se define la clase personas altas, está claro que un hombre 

que mida 1.90 metros pertenece al conjunto y otro que mida 1.60 metros no pertenece, pero 

¿cómo clasificamos a un hombre que mida 1.79 metros? En la respuesta a este tipo de 

preguntas es donde precisamente la lógica clásica falla, ya que los umbrales no están bien 

definidos. Sin embargo, en la forma de razonar de lo seres humanos, la lógica humana, no 

hay mayor problema en trabajar con incertidumbre léxica, ya que es inherente al lenguaje 

humano. 

3.1. Conjuntos borrosos 

Un conjunto borroso A de un conjunto X puede definirse como un conjunto de pares 

ordenados, con el primer elemento que pertenezca a X y el segundo elemento perteneciente 

al intervalo [0,1], con un par ordenado por cada elemento de X. Ello define una 

aplicación, Aµ , entre elementos del conjunto X y los valores del intervalo [0,1]. El valor 

cero se utiliza para representar la no-pertenencia y el valor uno representa la completa 

pertenencia. Los valores intermedios representan un grado de pertenencia parcial. Al 

conjunto X se le denomina universo de discurso para el conjunto borroso A. El grado de 

certeza de la afirmación “x pertenece a A” depende de la definición del par 

ordenado ( ), ( )Ax xµ , específicamente del segundo elemento del par ordenado ( )A xµ ; de 

forma tal que mientras más próximo a uno sea este, mayor será el grado de veracidad de la 

afirmación.  

Sea X un conjunto no vacío. Un conjunto borroso A está caracterizado por una función 

de pertenencia: 
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[ ]: 0,1A Xµ →          (3.1)  

donde la función de pertenencia ( )A xµ  representa un determinado grado de 

pertenencia del elemento x en el conjunto borroso A para cada x X∈ . 

El conjunto borroso A está completamente determinado por el conjunto de pares: 

( ){ }, ( )AA x x x Xµ= ∈         (3.2) 

A la familia de todos los conjuntos borrosos definidos en X se denota por ( )Xℑ . 

Un conjunto borroso puede representarse de forma continua o de forma discreta. Si la 

representación es continua, la forma geométrica de las funciones de pertenencia es 

totalmente arbitraria, pero en general se suelen utilizar funciones de geometría sencilla y 

ecuación conocida, como trapecios, triángulos o sigmoides. 

Por ejemplo, un conjunto borroso, definido a través de una función que represente la 

sentencia “cercano a 1”, puede ser definida como: 

2( ) exp( ( 1) )A x xµ β= − −        (3.3)  

donde β  es un número real positivo (ver Figura  3.1). 

Figura  3.1 Representación de un conjunto borroso 

continuo para la sentencia “x es cercano a 1” 
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En el caso de realizar una representación discreta de ese conjunto borroso, se ha de 

enumerar el grado de pertenencia para cada elemento del conjunto. Así, dado el conjunto 

borroso discreto A definido en su correspondiente universo de discurso X, su 

representación es de la forma: 

( )
1

/ ;    
n

A i i i
i

A x x x Xµ
=

= ∈∑        (3.4)  

donde el término ( ) /A i ix xµ  representa un conjunto de pares (grado de pertenencia del 

elemento xi en el conjunto A, elemento xi) y la sumatoria la operación de unión (no la suma 

aritmética). 

En la Figura  3.2 se muestra como ejemplo el conjunto borroso discreto dado por: 

 0,0 / 2 0,3 / 1 0,6 / 0 1,0 /1 0,6 / 2 0,3 / 3 0,0 / 4A = − + − + + + + +   (3.5)  

Sea A un conjunto borroso definido en X. El soporte del conjunto borroso A es el 

conjunto de elementos del universo de discurso X cuyo grado de pertenencia es mayor que 

cero: 

{ }( ) ( ) 0Asop A x X xµ= ∈ >        (3.6)  

Por ejemplo, el soporte del conjunto borroso definido en (3.5) y que se representa en 

la Figura  3.2 es: 

Figura  3.2 Representación de un conjunto borroso 

discreto para la sentencia “x es cercano a 1” 
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( ) 1,   0,  1,  2,  3sop A = −        (3.7)  

Cuando el soporte de un conjunto borroso contiene un único elemento ese conjunto 

borroso se denomina singleton o punto borroso. A la función de pertenencia singleton se 

le denomina conjunto borroso escalar (ver la Figura  3.3) y juegan un papel de vital 

importancia cuando se desea obtener modelos borrosos a partir de datos de entrada-salida.  

Sea A un conjunto borroso definido en X. Se dice que A es normal si existe un x X∈  

tal que ( ) 1A xη = . De otra forma A es no-normal. En la Figura  3.4 se muestra la diferencia 

entre un conjunto borroso normal y uno no normal. 

Figura  3.4 Conjunto borroso normal y conjunto borroso 

no normal 

Figura  3.3 Representación de un singleton (A=0) 
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Sea A un conjunto borroso definido en X, se dice que A es un conjunto borroso 

normalizado si y sólo si 0 ( ) 1A xµ≤ ≤ . 

Dado que un grado de pertenencia mayor que uno no tiene mucho sentido lógico, 

normalmente siempre se emplean conjuntos borrosos normalizados, aunque no se 

mencione explícitamente.  

Sea A un conjunto borroso definido en X, se dice que A es un conjunto borroso 

convexo si y sólo si para dos puntos cualesquiera 1x y 2x , y cualquier [ ]0,1λ ∈ , se verifica 

la ecuación (3.8). Nótese que esta definición no implica que deba ser una función convexa. 

( )1 2 1 2( ( 1 ) ) min ( ), ( )A A Ax x x xµ λ λ µ µ+ − ≥      (3.8) 

Esta definición indica que, dados dos puntos del universo de discurso, la función de 

pertenencia de un conjunto borroso convexo evaluada entre esos puntos tomará valores 

mayores o iguales que la función de pertenencia evaluada en cada uno de dichos puntos. 

Sea α  un número entre 0 y 1. Se denomina αααα -corte de un conjunto borroso A, y se 

denota como Aα  al conjunto de elementos cuyo grado de pertenencia en A es mayor o 

igual que α . De forma matemática, el α -corte del conjunto borroso A en X se define 

como: 

{ ( ) }| AA x X xα µ α= ∈ ≥        (3.9)  

La Figura  3.5 representa un conjunto borroso con un α -corte=0.5. 

Un número borroso es un conjunto borroso cuyo universo de discurso es el eje real. 

Los números borrosos son un tipo de conjunto borroso que poseen un claro significado 

cuantitativo, en la medida en que clasifican un concepto alrededor de un número o 

intervalo de números. 

 

Definición de número cuasi-borroso. 

Como se expone más adelante, un número borroso (o cuasi-borroso) puede ser 

representado a través de una  función de pertenencia. 
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3.2. Funciones de pertenencia 

La definición de un conjunto borroso de forma cuantitativa, es decir, mediante una 

expresión matemática, se realiza a través de una función de pertenencia. Un conjunto 

borroso está completamente caracterizado por su función de pertenencia. Las funciones de 

pertenencia más utilizadas para representar conjuntos borrosos suelen ser: 

Triangular 

Esta función de pertenencia se caracteriza por tres parámetros: el centro a, y los 

anchos izquierdo α  y derecho β , de forma que un conjunto borroso A es triangular si: 

1 ( ) /            si          

( ) 1 ( ) /           si          

0                                           en otro caso
A

a x a x a

x x a a x a

α α

µ β β

− − − ≤ ≤


= − − ≤ ≤ +



    (3.10)  

Se usará la notación ( , , )A aµ α β= . En la Figura  3.6 se muestra la representación de la 

función de pertenencia (0.2,0.8,0.5)Aµ = . 

Figura  3.5 Representación de un conjunto borroso 

con un α -corte=0.5 
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Trapezoidal 

La función de pertenencia trapezoidal se caracteriza por cuatro parámetros: vértice 

izquierdo a, vértice derecho b, ancho izquierdo α  y ancho derecho β . Un conjunto 

borroso A es trapezoidal si: 

1 ( ) /           si          

1                             si           
( )

1 ( ) /           si          

0                                          en otro caso

A

a x a x a

a x b
x

x b b x b

α α

µ
β β

− − − ≤ ≤
 ≤ ≤

= 
− − ≤ ≤ +



     (3.11) 

Se usará la notación ( , , , )A a bµ α β= . En la Figura  3.7 se muestra la representación de 

la función de pertenencia ( 0.3,0.4,0.6,0.4)Aµ = − . 

 

Gaussiana 

La función de pertenencia gaussiana se caracteriza por dos parámetros: centro a y 

ancho α , de forma que un conjunto borroso A es gaussiano si: 

2

( )

x a

A x e
α

µ

 −  −    =          (3.12) 

Figura  3.6 Representación de la función de pertenencia 

triangular  (0.2,0.8,0.5)Aµ =  
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Se denotará como ( , )A aµ α= . En la Figura  3.8 se puede apreciar la representación de 

la función de pertenencia (0,0.2)Aµ =  

Figura  3.8 Representación de la función de pertenencia 

gaussiana (0,0.2)Aµ =  

Figura  3.7 Representación de la función de pertenencia 

trapezoidal ( 0.3,0.4,0.6,0.4)Aµ = −  



Funciones de pertenencia  Pág. 45 

 

Sigmoidal 

Una forma de representar fronteras suaves es mediante la función de pertenencia 

sigmoidal. Esta función depende de los parámetros a (punto para el que la función vale 

0.5) y α  (parámetro relacionado con la velocidad de transición de la función de 

pertenencia) tal y como se muestra en (3.13): 

( )

1
( )

1A a x
x

eα
µ

−
=

+
        (3.13) 

Dependiendo del signo del parámetro α , la función de pertenencia sigmoidal es 

abierta a la izquierda o a la derecha, con lo cual es muy adecuada para representar 

extremos en el universo de discurso de las variables. Si los parámetros a y α  aumentan, la 

zona de transición de la función de pertenencia se hace más vertical. Se denotará como 

( , )A aµ α= . 

En la Figura  3.9 podemos apreciar un ejemplo de la función sigmoidal (0, 4)Aµ = − . 

Nótese como para cualquier función sigmoidal ( ) 0.5A aµ = . 

Figura  3.9 Representación de la función de pertenencia 

sigmoidal (0, 4)Aµ = −   
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Campana 

Una función de pertenencia campana se define según la expresión (3.14), siendo a el 

centro de la función de pertenencia, y 0α >  y 0β ≠  dos parámetros de ajuste. La 

denotaremos como ( , , )A aµ α β= . El parámetro α  tiene relación con el ancho de la 

función por su parte baja, mientras que el parámetro β  tiene relación con el ancho de la 

función por la zona alta. Si 0β < , la función de pertenencia toma la forma de una 

campana invertida. 

2

1
( )

1
A x

x a
β

µ

α

=
−

+

        (3.14) 

En la Figura  3.10 podemos ver una función de pertenencia campana (0,0.5,2)Aµ = . 

S 

La función de pertenencia S, permite establecer una transición suave desde un valor de 

pertenencia no nulo a un valor de pertenencia uno. Se define mediante la expresión (3.15), 

siendo a ≤  b. Su soporte viene dado por el intervalo (a, ∞ ), por lo que es infinito. Se trata 

de una función muy utilizada para representar etiquetas lingüísticas del tipo mayor de. 

Figura  3.10 Representación de la función de pertenencia 

campana (0,0.5,2)Aµ =   
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2

2

0                             si          

x-a
2                 si          

b-a 2
( )

b-x
1 2            si          

b-a 2

1                             si           x b

A

x a

a b
a x

x
a b

x b

µ

≤


+  < ≤   
= 

+ 
− < < 

 

≥






    (3.15) 

En la Figura  3.11 se muestra un ejemplo de función S, con a= -0.2 y b= 0.5. 

 

Z 

La función de pertenencia Z, siendo a ≤ b, permite establecer una transición suave 

desde un valor de pertenencia uno a un valor de pertenencia nulo. Se define según la 

expresión (3.16). 

2

2

1                             si          

x-a
1-2              si          

a-b 2
( )

b-x
2                 si          

a-b 2

0                             si           x b

A

x a

a b
a x

x
a b

x b

µ

≤


+  < < 
 

= 
+ 

≤ < 
 

≥








    (3.16)  

Figura  3.11 Representación de la función de pertenencia S 

( 0.2,0.5 )Aµ = −   
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Se trata de una función continua y convexa. Su soporte es ( −∞ , b), por lo que es 

infinito. Es una función muy utilizada para representar las etiquetas lingüísticas del tipo 

menor de. 

En la Figura  3.12 se muestra un ejemplo de función Z, a= -0.2 y b= 0.5. 

 

Figura  3.12 Representación de la función de pertenencia Z 

( 0.2,0.5 )Aµ = −   
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3.3. Operaciones sobre conjuntos borrosos 

Muchas de las operaciones presentes en la lógica clásica de conjuntos pueden 

generalizarse a la lógica borrosa, como por ejemplo las tres operaciones básicas: unión, 

intersección y complemento; sin embargo, hay operaciones y propiedades de la lógica 

clásica que no se cumplen al trasladarlas al ámbito borroso, como la ley del medio excluido 

y el principio de no contradicción. Se estudian a continuación algunas de las operaciones 

básicas que pueden realizarse sobre conjuntos borrosos. 

Igualdad 

Se dice que dos conjuntos borrosos A y B, con funciones de pertenencia dadas por 

( )A xµ  y ( )B xµ , respectivamente, son iguales si y sólo si ( ) ( )A Bx xµ µ=  para todo x X∈ . 

( ) ( ),A BA B x x x Xµ µ= ⇔ = ∀ ∈      (3.17) 

Inclusión 

Dados dos conjuntos borrosos A y B, con funciones de pertenencia dadas por ( )A xµ  y 

( )B xµ , respectivamente, se dice que A está contenido en B, o de forma equivalente, que A 

es un subconjunto de B o que A es menor que B, si y sólo si ( ) ( )A Bx xη µ≤  para todo 

x X∈ . 

( ) ( ),A B

A B
x x x X

A B
µ µ

⊂ 
⇔ ≤ ∀ ∈

≤ 
     (3.18) 

Intersección 

La intersección entre dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia 

son ( )A xµ  y ( )B xµ , respectivamente, se define como un conjunto borroso C A B= ∩  

cuya función de pertenencia ( )C xµ será: 

{ }( ) ( ) min ( ), ( ) ,C A B A Bx x x x x Xµ µ µ µ∩= = ∀ ∈    (3.19) 

De forma abreviada podremos denotar: 

C A Bµ µ µ= ∧         (3.20) 
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La operación de intersección definida a través de la función mínimo se suele 

denominar intersección clásica, ya que fue la definida originalmente por el profesor Zadeh. 

Posteriormente han aparecido otros operadores de intersección lógica que se pueden 

englobar en las denominadas T-normas. Estos operadores se verán con mayor detenimiento 

posteriormente. 

Unión 

La unión de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia son ( )A xµ  

y ( )B xµ , respectivamente, puede definirse como un conjunto borroso C A B= ∪  cuya 

función de pertenencia ( )C xµ será: 

{ }( ) ( ) max ( ), ( ) ,C A B A Bx x x x x Xµ µ µ µ∪= = ∀ ∈    (3.21) 

Esta ecuación podremos escribirla de forma abreviada como: 

C A Bµ µ µ= ∨         (3.22) 

La función máximo se utiliza para definir el operador de unión clásico, sin embargo, 

la operación de unión lógica puede generalizarse a través de las S-normas, como se verá 

posteriormente. 

Complemento 

El complemento a uno o negación de un conjunto borroso A, cuya función de 

pertenencia es ( )A xµ , se define por la expresión: 

( ) 1 ( )AA
x xµ µ= −        (3.23) 

La operación complemento también se puede encontrar representada como: 

, , 'CA A A o A¬             

Es importante destacar que tanto los conjuntos borrosos como las operaciones de 

unión, intersección y complemento cumplen las propiedades básicas de sus equivalentes 

clásicos: 

Idempotencia: 

A A A

A A A

∪ =

∩ =
        (3.24) 
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Identidad: 

  
y, si ,

y, si ,

A A A X A X A

A A X A X X

∪∅ = ⊂ ∩ =

∩∅ = ∅ ⊂ ∪ =

                                

                                
    (3.25) 

Transitividad: 

  Si , entoncesA B C A C⊂ ⊂ ⊂                 (3.26) 

Involución: 

  A A=          (3.27) 

Propiedad conmutativa: 

  
A B B A

A B B A

∪ = ∪

∩ = ∩
       (3.28) 

Propiedad asociativa: 

  
( ) ( )

( ) ( )

A B C A B C

A B C A B C

∪ ∪ = ∪ ∪

∩ ∩ = ∩ ∩
      (3.29) 

Con las operaciones y propiedades básicas estudiadas hasta ahora es posible extender 

a los conjuntos borrosos muchas de las identidades válidas para los conjuntos clásicos. Por 

ejemplo, se puede comprobar que en la teoría de conjuntos borrosos se cumplen las leyes 

de De Morgan  [213], considerando los operadores clásicos de unión, intersección y 

negación propuestos inicialmente por Zadeh.  

Leyes de De Morgan: 

( )

( )

A B A B

A B A B

∪ = ∩

∩ = ∪
       (3.30) 

Igualmente, bajo las mismas suposiciones, también se cumplen las leyes distributivas, 

es decir, se puede afirmar que los conjuntos borrosos forman un retículo distributivo con 0 

y 1  [23]. 

Leyes distributivas: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

C A B C A C B

C A B C A C B

∩ ∪ = ∩ ∪ ∩

∪ ∩ = ∪ ∩ ∪
     (3.31) 
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Como se ha expuesto previamente, no todas las propiedades de los conjuntos clásicos 

se cumplen en los conjuntos borrosos. La ley del medio excluido y el principio de no 

contradicción son dos propiedades que no se satisfacen cuando hablamos de conjuntos 

borrosos. 

Sea A un subconjunto borroso del conjunto universal2 X, A X⊂ , la ley del medio 

excluido de conjuntos clásicos asegura que A A X∨ = , pero si A es conjunto borroso no 

normal, { }max ( ),1 ( )A Ax xµ µ − − − −  no será 1 para todo x∈X, por lo que A A X∨ ≠ . Lo mismo 

sucede con el principio de no contradicción. En la lógica clásica A A∧ = ∅ , sin embargo, 

en la lógica borrosa { }min ( ),1 ( )A Ax xµ µ − − − − no tiene porqué ser cero para todo  x∈X, por lo 

que no tiene porqué satisfacerse el principio de no contradicción. 

Las funciones lógicas propuestas por el profesor Zadeh en el desarrollo inicial de la 

teoría de conjuntos borrosos pueden ser sustituidas por otras siempre que cumplan 

determinadas condiciones. A estas operaciones que generalizan las operaciones de 

intersección y unión, derivadas de los conceptos presentados por Menger  [137] y Schwizer 

y Sklar  [180], se las conoce como normas y conormas triangulares respectivamente 

 [100] [101] [102]. 

T-normas 

Además de la función mínimo, existen otros operadores que implementan dicha 

función. Estos son conocidos como  normas triangulares o T-normas. Una norma triangular 

es una aplicación [ ] [ ] [ ]: 0,1 0,1 0,1T × →  que cumple las propiedades conmutativa, 

asociativa, de monotonicidad e identidad unitaria (o condición de frontera). Las T-normas 

representan un modelo genérico para la intersección lógica (operador lógico Y o AND). Las 

propiedades conmutativa y asociativa ya han sido introducidas en (3.28) y (3.29). Dados 

dos pares de valores ,x y w z≤ ≤    , la propiedad de monotonicidad exige que se cumpla que 

( , ) ( , )T x w T y z≤ . Por último, la condición de frontera nos dice que ( ,1)T x x=  para todo 

[ ]0,1x ∈ . 

                                                 

2 Un conjunto universal es aquel que contiene todos los elementos, es decir, todos los elementos tienen un 

grado de pertenencia a dicho conjunto igual a 1. 
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En la Tabla  3.1 se muestran algunas de las principales T-normas. 

 

Nombre ( , )T x y  

Mínimo (estándar) { }min ,x y  

Producto xy 

Producto drástico { } { }min , si max , 1

0 en  otro  caso

x y x y =



                        

                                                                            
 

Producto acotado (Lukasiewicz) { }max 0, (1 )( 1) , 1x y xyλ λ λ+ + − − ≥  −  −  −  −  

Hamacher , 0
(1 )( )

xy

x y xy
λ

λ λ
≥

+ − + −
 

Yager { }1 min 1, (1 ) (1 ) , 0x yλ λλ λ− − + − ≥  

Dubois-Prade 
{ }

, (0,1)
max , ,

xy

x y
α

α
∈  

Frank ( 1)( 1)
log 1 , 0, 1

1

x y

λ

λ λ
λ λ

λ

 − −
+ > ≠ 

− 
 

Producto de Einstein 
1 (1 ) (1 )

xy

x y+ − + −
 

Tabla  3.1 T-normas principales 

 

T-Conormas 

La unión borrosa también puede definirse mediante otras funciones distintas al 

máximo. Estas funciones son conocidas como T-conormas o S-normas. Una conorma 

triangular es una aplicación [ ] [ ]
2

: 0,1 0,1S →  que cumple las propiedades conmutativa, 

asociativa, de monotonicidad e identidad cero (o condición de frontera). Las T-conormas 

representan un modelo genérico para la unión lógica (operación lógica O u OR). Se pueden 

apreciar las S-normas principales en la Tabla  3.2. 
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Para cada T-norma existe una S-norma dual o conjugada y viceversa. Así, para una T-

norma, T(x,y), su S-norma conjugada sería: S(x,y)=1-T((1-x),(1-y))). 

 

Nombre S(x, y)  

Máximo (estándar) { }max ,x y  

Suma-producto x + y - xy 

Suma drástica { } { }max , si min , 0

1 en  otro  caso

x y x y =



                        

                                                                            
 

Suma acotada (Lukasiewicz) { }min 1, ( ) , 0x y xyλ λ+ + ≥         

Hamacher (2 )
, 0

1 (1 )

x y xy

xy

λ
λ

λ

+ − −
≥

− −
 

Yager { }min 1, , 0x yλ λλ λ+ ≥  

Dubois-Prade 
{ }
(1 )(1 )

1 , [0,1]
max (1 ), (1 ),

x y

x y
α

α

− −
− ∈

− −
 

Frank (1 ) (1 )( 1)( 1)
log 1 , 0, 1

1

x y

λ

λ λ
λ λ

λ

− − − −
+ > ≠ 

− 

Tabla  3.2 T-conormas principales 

 

Aunque las T-normas y S-normas no pueden ordenarse, sí que puede identificarse 

claramente la mayor y menor de ellas. Así, la mayor de las T-normas es la función mínimo 

y la menor el producto drástico. En el caso de las S-normas, la mayor es la suma drástica, y 

la menor la función máximo. El resto de T-normas y S-normas están comprendidas entre 

éstas. 

Producto algebraico 

El producto algebraico de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de 

pertenencia son ( )A xµ  y ( )B xµ , respectivamente, se denota por AB y se define mediante la 

ecuación (3.32). El conjunto borroso AB cumple AB ⊂ A ∩ B. 

( )( ) ( ) ( )AB A Bx x xµ µ µ=       (3.32) 
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Suma algebraica 

La suma algebraica de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia 

son ( )A xµ  y ( )B xµ , respectivamente, se denota por A + B y se define mediante la ecuación 

(3.33). Si A y B son conjuntos borrosos normalizados, el conjunto borroso obtenido 

mediante la suma algebraica de A y B sólo será normalizado si 

( ) ( ) 1     A Bx x x Xµ µ+ ≤ ∀ ∈ , es decir, a diferencia del producto algebraico, la suma 

algebraica de dos conjuntos borrosos sólo tendrá sentido si ( ) ( ) 1    A B x x Xµ + ≤ ∀ ∈ . 

( )( ) ( ) ( )A B A Bx x xµ µ µ+ = +       (3.33) 

Suma 

La suma de dos conjuntos borrosos A y B, cuyas funciones de pertenencia son ( )A xµ  

y ( )B xµ , respectivamente, se denota por A B⊕  y se define mediante la ecuación (3.34). Si 

A y B son conjuntos borrosos normalizados, el conjunto borroso A B⊕ será normalizado 

en todo caso, por lo que la operación suma si tiene sentido en todo el universo de discurso 

de los conjuntos A y B. 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  A B A B A B

A B A B AB

x x x x x x Xµ µ µ µ µ⊕

⊕ = + −

= + − ∀ ∈
  (3.34) 

Nótese que el producto algebraico es una T-norma, por lo que es equivalente a la 

operación de intersección borrosa, sin embargo la suma algebraica no es una T-conorma, 

por lo que no sería la operación dual al producto algebraico. En lógica borrosa, la 

operación dual del producto algebraico es la suma, ya que ésta si es equivalente a la 

operación unión (es una T-conorma). 
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3.4. Variables lingüísticas 

Las técnicas convencionales para el análisis de sistemas no son apropiadas para 

resolver problemas estrechamente relacionados con las percepciones, emociones y juicios 

humanos. Las variables lingüísticas constituyen una alternativa para modelar el 

pensamiento humano. 

Una variable lingüística es una variable cuyos valores son palabras o sentencias 

pertenecientes al lenguaje natural o artificial. El concepto de variable lingüística fue 

introducido por Zadeh  [216] y desarrollado posteriormente por él mismo en varios trabajos 

 [215] [217] [218] [219]. Estas variables permiten el acercamiento de la lógica borrosa al 

lenguaje natural, facilitando la utilización lógica del lenguaje ordinario y eludiendo las 

deficiencias del lenguaje preciso. Esta idea subyace en los primeros trabajos de Zadeh, y se 

formalizó en su conocido Principio de Incompatibilidad  [214]: “A medida que la 

complejidad de un sistema aumenta, disminuye nuestra capacidad para hacer 

afirmaciones precisas, incluso significativas, sobre su comportamiento, hasta que se 

alcanza un umbral más allá del cual precisión y relevancia son características casi 

mutuamente excluyentes”. 

 La variable lingüística constituye el núcleo central a partir del cual el experto define 

el conjunto de reglas de un sistema borroso. Está caracterizada por la cuádrupla {X, T(X), 

U, G}, donde: 

X es el nombre de la variable lingüística. 

T(X) representa al conjunto de términos (valores lingüísticos) definidos en X. 

U es el dominio físico real sobre el que están definidos los valores que se aplican a la 

variable lingüística. 

G representa una función semántica que da un “significado” (interpretación) a una 

variable lingüística en función de los elementos a los que X representa. 

En la Figura  3.13 se puede ver una posible representación de la variable lingüística 

Velocidad. Cada término lingüístico se representa de forma cuantitativa mediante una 

función de pertenencia. En el ejemplo, los parámetros que caracterizan a esta variable son: 
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X= Velocidad 

T(X)= {Lenta, Moderada, Rápida} 

U=[0-100] km/h 

G puede ser definida por un experto como: 

Lenta 

1                              si          0 40

1 ( 40 ) / 20     si          40 60

0                             en otro caso

X

X X

≤ ≤


= − − ≤ ≤



 

Moderada
1 | 60 | / 20     si          40 80

0                             en otro caso

X X− − ≤ ≤
= 


 

Rápida

1                              si          80 120

1 ( 80 ) / 20     si          60 80

0                             en otro caso

X

X X

≤ ≤


= − − ≤ ≤



 

Los términos Lenta y Rápida se han creado utilizando funciones de pertenencia 

trapezoidales y la etiqueta Moderada mediante una función triangular. 
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Figura  3.13 Variable lingüística Velocidad  
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Los términos lingüísticos pueden ser primarios o modificados. Los modificadores 

lingüísticos se obtienen de aplicar un concentrador, un dilatador o una negación de un 

término lingüístico primario. 

 

Concentración, Dilatación y Negación de términos lingüísticos 

El operador de concentración origina el modificador lingüístico que podemos 

denominar más, muy o bastante. Dado un conjunto borroso A en X definido por la función 

de pertenencia ( )A xµ , la operación de concentración se realiza mediante la expresión: 

( ) ( ) ,k

k
AA

x xµ µ κ=       >1             (3.35) 

El operador de dilatación modifica la función de pertenencia sobre la que actúa de 

forma opuesta al operador de concentración, de modo que ahora la modificación lingüística 

será  menos, poco o más o menos. Dado un conjunto borroso A en X definido por la función 

de pertenencia ( )A xµ , la operación de dilatación se realiza mediante la expresión: 

( ) ( ) ,k

k
AA

x xµ µ κ=       0 ≤ <1            (3.36) 

Normalmente se utiliza k = 2 para la operación de concentración y k = 0.5 para la 

dilatación. 

El operador de negación origina el modificador lingüístico que podemos denominar 

no. Consiste en aplicar una función de negación [ ] [ ]: 0,1 0,1N → , continua, monótona no 

creciente, involutiva, es decir, ( ( ))N N x x= , para todo x X∈ , y que cumple las 

condiciones de frontera ( 0 ) 1N =  y ( 1) 0N = . 

 En la Tabla  3.3 se presentan algunos operadores de negación. Nótese que si 0λ =  el 

operador de Sugeno coincide con la operación de negación estándar e igual sucede si 

1ω =  con el operador de Yager. 
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Nombre N(x, y)  

Máximo (estándar) 1 - x 

Umbral 1 si   
0 1

0 si   >

x

x

λ
λ

λ

≤
< <



                        

                                                                            
 

Sugeno 1
1

1

x

x
λ

λ

−
      ≥ −

+
 

Yager (1 ) 0xωω ω−      >  

Tabla  3.3 Operadores de Negación 

Siguiendo con el ejemplo anterior, podemos crear los modificadores lingüísticos no 

rápida, utilizando el operador de negación estándar, muy lenta, utilizando la operación de 

concentración y más o menos moderada, aplicando la operación de dilatación. El conjunto 

de términos modificados se puede representar por: 

T(X)= {Muy Lenta, Más o Menos Moderada, No Rápida} 

La función semántica G queda definida según: 

Muy Lenta 2

1                                   si          0 40

(1 ( 40) / 20)        si          40 60

0                                  en otro caso

X

X X

≤ ≤


= − − ≤ ≤



 

Más o Menos Moderada
0.5(1 | 60 | / 20)        si          40 80

0                                    en otro caso

X X − − ≤ ≤
= 


 

No Rápida

0                                      si          80 120

1 (1 (80 ) / 20)        si          60 80

1                                      en otro caso

X

X X

≤ ≤


= − − − ≤ ≤



 

Si se representa la variable lingüística con los modificadores lingüísticos aplicados se 

obtienen las funciones de pertenencia que se ven en la Figura  3.14. 

Nótese que los modificadores lingüísticos basados en concentraciones o dilataciones 

del conjunto borroso, no implican un desplazamiento de éste, sino una modificación de su 

forma. Esto quiere decir que el significado de la variable lingüística Muy Lenta del ejemplo 
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no se refiere a una velocidad mayor, sino a una velocidad de la que se quiere asegurar su 

buena pertenencia a ese conjunto. 

Para un mismo universo de discurso, cuanto mayor sea el número de términos 

lingüísticos empleados para representar una variable, mayor precisión se podrá obtener del 

sistema borroso. Evidentemente, al tener un número mayor de etiquetas lingüísticas, cada 

una de ellas representará un subespacio menor, por lo que se podrá caracterizar el sistema 

más finamente; sin embargo, también tendrá mayor complejidad. Según Miller  [138], el 

número de valores capaces de discriminar un ser humano varía entre cinco y nueve. Otro 

detalle a tener en cuenta si se desea hacer un tratamiento lingüístico del sistema borroso, es 

que normalmente se debe escoger un número impar de etiquetas. De esta forma existirá 

una etiqueta central que hará las veces de neutral, y el resto se distribuirá a sus lados. 

Figura  3.14 Variable Velocidad con modificadores lingüísticos 
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3.5. Diseño de sistemas borrosos 

Tradicionalmente se han diseñado los sistemas borrosos definiendo los conjuntos 

borrosos de forma discreta (un conjunto de puntos)  [107], para lo cual no se necesita 

definir una función de pertenencia explícita; no obstante, el número de puntos necesarios 

para representar una función es grande y depende del método de borrosificación (ver 

apartado  3.5.1) que sea empleado. Como cada regla y cada función de pertenencia están 

definidas como un conjunto de puntos, entonces para alterar una regla se deben alterar el 

conjunto de puntos que las define. Al anterior tipo de representación se le denomina 

sistema borroso discreto  [29]. 

En la actualidad, los sistemas borrosos continuos han ganado en popularidad debido a 

que existen un conjunto de algoritmos y aplicaciones para el modelado y control basados 

en la adaptación de parámetros que originalmente fueron concebidos para las redes 

neuronales [144]. Los sistemas borrosos continuos están basados en funciones de 

pertenencia que son una aplicación continua definida por un conjunto de parámetros; con 

menos requerimientos en memoria pero un costo computacional alto, dependiente del 

algoritmo de adaptación de parámetros. 

Para diseñar un sistema borroso es necesario definir una serie de parámetros en dos 

fases de desarrollo fundamentales: una fase imprecisa y una fase determinista. La fase 

imprecisa  es aquella en que, a partir del conocimiento del experto e información heurística 

se definen los conjuntos borrosos o funciones de pertenencia equivalentes a la variables 

lingüísticas, los operadores borrosos que serán aplicados,  los mecanismos de inferencia, el 

método de desborrosificación y las reglas que son invariantes. La fase determinista la 

conforma la función no lineal multivariable que aplica las variables de entrada a la salida, 

que no está sujeta a la vaguedad ni a la imprecisión. 

El diseño de un modelo borroso es un proceso donde existe una continua interacción 

entre la fase imprecisa y la fase determinista, tal y como se aprecia en la Figura  3.15. 
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3.5.1. Razonamiento borroso 

Un sistema borroso es un sistema inteligente que, a partir de un conjunto de funciones 

de pertenencia definidas en un determinado universo de discurso y determinadas reglas 

definidas por un experto realiza una inferencia a partir de un conjunto de datos. 

Una regla borrosa es una sentencia condicional que tiene la estructura Si-Entonces (If-

Then), siendo el conjunto de reglas de un sistema borroso lo que se conoce como base de 

reglas o base de conocimiento del sistema. En su forma más simple, una regla borrosa 

viene dada por la expresión (3.37). Ésta se compone de una premisa (condición de la regla) 

y de una consecuencia (conclusión de la regla). Esta expresión puede hacerse más 

compleja mediante la aplicación de operadores de negación, unión, intersección, 

modificadores lingüísticos, etc. Un ejemplo de construcción más compleja de una regla 

borrosa se muestra en la ecuación (3.38). 

Si    es  A entonces  es Bx y        (3.37) 

Si  es  y  es  Entonces  es  precio alto demanda baja ventas pequeña   (3.38) 

  

Fase 

imprecisa   

Definición de un  conjunto 

de reglas a partir de la 

información heurística de un 

experto 

  

Fase  
determinista 

Incertidumbre, vaguedad,  imprecisión 

  

  Función no lineal  

dependiente de 

parámetros adaptables   

Conocimiento de expresión matemática 

perfectamente definida, interpretación de 

parámetros 

 
  

  

Figura  3.15 Distinción entre la fase imprecisa y determinista para elaborar 

un modelo borroso. 
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La premisa de la regla se conoce como antecedente, mientras que la consecuencia se 

conoce como consecuente. En el ejemplo anterior, “Si precio es alto y demanda es baja” 

se corresponde con el antecedente de la regla, en este caso formado por la unión mediante 

el operador y de dos premisas. Las variables lingüísticas de entrada son precio y demanda, 

etiquetadas lingüísticamente en esta regla como alto y baja, respectivamente. “Ventas es 

pequeña” es el consecuente de la regla, donde ventas se corresponde con la variable 

lingüística de salida y pequeña con la etiqueta lingüística que se le asignará si se cumple el 

antecedente. El consecuente de una regla puede ser un conjunto borroso, un punto borroso, 

o una función dependiente de las entradas. 

El operador que relaciona la premisa con la consecuencia se conoce como operador 

de implicación, y se representa lingüísticamente con el adverbio Entonces (then). Existen 

muchas maneras de definir el concepto de implicación  [140] [141] [195]. Basándose en cada 

una de ellas se pueden generar distintas funciones en base a T-normas y T-conormas. En la 

Tabla  3.4 se presentan varios operadores de implicación, siendo los más importantes y 

utilizados los operadores Mamdani y Larsen. 

Al contrario de lo que sucede en la lógica clásica, la lógica borrosa no requiere que las 

reglas se cumplan de forma exacta, sino que pueden cumplirse en cierto grado. Esta 

propiedad de la lógica borrosa es lo que caracteriza al razonamiento aproximado. Esto 

implica que se puede inferir una conclusión aunque el hecho no verifique la regla 

plenamente. Evidentemente, si el grado de cumplimiento del antecedente no es completo, 

Nombre 
Implicaciónµ (x, y)  

Mamdani (mínimo) { }min ( ), ( )A Bx yµ µ  

Larsen (producto) ( ) ( )A Bx yµ µ⋅  

Reichencach 1 ( ) ( ) ( )A A Bx x yµ µ µ− + ⋅  

Lukasiewicz { }min 1,1 ( ) ( )A Bx yµ µ− +  

Willmott { }{ }max 1 ( ),min ( ), ( )A A Bx x yµ µ µ−  

Kleene-Dienes { }max 1 ( ), ( )A Bx yµ µ−  

Tabla  3.4 Operadores de implicación 
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el grado de acción del consecuente tampoco lo será. De esta forma, el consecuente final se 

parecerá más a la conclusión formal de la regla cuanto mayor sea el grado de cumplimiento 

de ésta. 

3.5.2. Sistema de inferencia borroso 

Los sistemas de inferencia borrosos son algoritmos basados en la lógica borrosa y el 

razonamiento aproximado. En función de la aplicación a la que se destine el sistema de 

inferencia éste puede denominarse de distintas formas: modelo borroso, sistema experto 

borroso, controlador borroso, memoria asociativa borrosa, etc. Los sistemas de inferencia 

borrosos se componen básicamente de dos elementos, el motor de inferencia y la base de 

conocimiento, sin embargo, según la aplicación para la que vaya a emplearse el sistema de 

inferencia, puede ser necesario añadir elementos adicionales, como el borrosificador y el 

desborrosificador que permiten conectar el sistema de inferencia borroso con el mundo 

real  [136]. A continuación se estudiarán cada uno de los elementos de un sistema de 

inferencia borroso, cuya configuración puede verse en la Figura  3.16. 

Borrosificador 

Cuando las entradas que deben aplicarse a un sistema borroso son valores numéricos 

concretos, no borrosos, es necesario establecer una interfaz con el motor de inferencia 

borroso que elabore conjuntos borrosos a partir de entradas no borrosas. Esta interfaz se 

conoce como borrosificador (fuzzifier).  

Base de Datos         Base de Reglas 

Base de Conocimiento 

Motor de inferencia Desborrosificador Borrosificador 
Ent. Sal. 

Sistema Borroso 

Figura  3.16 Sistema de inferencia borroso 
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El borrosificador, por lo tanto, convierte los valores de las variables de entrada 

definidas en la premisa de las reglas (a través de los términos lingüísticos definidos por las 

funciones de pertenencia) en un determinado grado de pertenencia, realizando un cambio 

en el dominio de definición de cada variable del universo de discurso a una entidad borrosa 

definida en el intervalo [0,1]. El cambio de dominio se realiza en cada antecedente por 

separado. Si la premisa es una sentencia compuesta, entonces se aplica el operador lógico 

que relaciona a la entidad borrosa que representa cada antecedente, el cual ha sido definido 

por el experto. El resultado de aplicar el operador borroso entre los antecedentes de la regla 

devuelve un valor que define el grado de veracidad de la regla, el cual cambia en función 

de los valores que tomen las variables de entrada. 

El sistema de borrosificación más simple consiste en sustituir el valor numérico por un 

conjunto borroso de tipo singleton, o punto borroso. 

Otro posible borrosificador sería un algoritmo que asignara a cada entrada una 

representación borrosa mediante términos lingüísticos definidos en su correspondiente 

universo de discurso. Este esquema es más complejo y aporta poco al sistema por lo que no 

es frecuente su utilización. 

Por último, existe la posibilidad de emplear la capacidad de la lógica borrosa para 

manejar la incertidumbre como método de borrosificación. En este caso, se sustituye la 

variable numérica de entrada por un conjunto borroso que represente mediante una 

distribución de posibilidad (una función de pertenencia) los posibles valores que ésta 

podría tomar realmente. Este borrosificador puede resultar bastante útil pero supone una 

mayor complejidad del sistema de inferencia. 

Inferencia borrosa 

El motor de inferencia borrosa es el mecanismo que permite obtener la salida de un 

sistema borroso en función de sus reglas y las entradas que le sean aplicadas. La salida 

puede ser un conjunto borroso o un valor numérico, según requiera la aplicación. Los pasos 

que se siguen en durante el mecanismo de inferencia borrosa se describen a continuación: 

1. Se calcula el grado de cumplimiento de cada antecedente en función de la 

entrada del sistema. En caso de utilizar un borrosificador singleton, este valor 

se obtendrá directamente de la intersección de la entrada con la función de 

pertenencia del antecedente; si por el contrario, la entrada está representada 
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por una función de pertenencia no singleton, será necesario aplicar un operador 

de intersección, una T-norma, sobre dichos conjuntos. 

2. Tras calcular los antecedentes de cada regla se componen según la definición 

lingüística de la misma, es decir, aplicando los operadores de intersección para 

condiciones Y, y los de unión para condiciones O. Esta medida proporciona un 

valor que representa la calidad con la que las reglas son satisfechas por la 

condición de entrada del sistema borroso (su grado de activación). 

3. Se obtiene el consecuente resultante de cada regla mediante el operador de 

implicación, Entonces. Los operadores de implicación más utilizados son las 

T-normas mínimo y producto. Al emplear el operador mínimo, la función de 

pertenencia del consecuente es recortada a la altura definida por el grado de 

veracidad de la regla; si se emplea el operador  producto, la salida es escalada 

según dicho grado de veracidad. 

4. Por último, la regla composicional u operador de agregación, combina los 

resultados de todas las reglas, o sea, el resultado de la base de reglas, en un 

único conjunto borroso. Las T-conormas más utilizadas para obtener el 

conjunto borroso de salida suelen ser el máximo y la suma acotada. 

El motor de inferencia permite la fusión de la información de múltiples reglas en una 

conclusión única. Esta conclusión se obtiene a partir de la combinación de los 

consecuentes de las reglas del sistema, ponderadas según una función del grado de 

cumplimiento de cada una de ellas. 

Base de conocimiento 

La base de conocimiento (knowledge base) contiene las relaciones existentes entre las 

entradas y salidas del sistema. El proceso de inferencia obtendrá las salidas asociadas a las 

entradas del mismo basándose en este conocimiento. 

 La base de conocimiento puede dividirse en dos partes: la base de datos y la base de 

reglas. La base de datos (data base) contiene la definición de las variables lingüísticas 

empleadas en las reglas, es decir, las funciones de pertenencia que definen cada una de las 

etiquetas lingüísticas. La base de reglas (rule base) almacena la colección de reglas 
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lingüísticas del sistema. Ésta puede representarse como una lista de reglas (lo más 

habitual), o mediante una tabla o matriz de decisión. 

Existen varios métodos para la obtención de las reglas de un sistema borroso, entre los 

que cabe destacar: 

1. Basados en el conocimiento de un experto, o heurísticos. 

2. Basados en las acciones de control de un operador, en función de los datos de 

entrada-salida observados. 

3. Basados en aprendizaje mediante algoritmos automáticos, utilizando datos de 

entrada-salida. 

Desborrosificador 

Cuando la salida del sistema de inferencia es un conjunto borroso pero la aplicación 

requiere que se un valor numérico concreto, es necesario utilizar un desborrosificador 

(defuzzifier). Éste convierte dicho conjunto en un valor numérico del universo de discurso 

de salida, representativo de la conclusión obtenida. 

Existen muchos métodos de desborrosificación  [103] [136] y siguen apareciendo 

nuevos métodos en la literatura  [67] [117] [124] [198] [207]. Se presentan a continuación los 

desborrosificadores más comunes: 

1. Método del centro de gravedad o del centroide: La salida se obtiene 

calculando el centro de gravedad del conjunto borroso de salida. Si 

representamos el conjunto borroso de salida como ( )D y , su valor 

desborrosificado ( 0y ) se obtiene a partir de la ecuación (3.39). Para valores 

discretos la ecuación sería la mostrada en (3.40). Este método es el más 

empleado, ya que, aunque es costoso computacionalmente comparado con 

otros métodos de desborrosificación, proporciona variaciones suaves y 

continuas de los valores de salida. 

( )

0

D(y)

  d

 dy

D yy y
y

µ

µ
=
∫
∫

      (3.39) 

( )
0

D(y)

D yy
y

µ

µ
=
∑
∑

      (3.40) 
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2. Método de la máxima pertenencia: Si ( )D y es el conjunto borroso de salida, el 

valor numérico de salida 0y  se corresponde con el valor de y  para el que 

( )D yµ  alcanza su valor máximo. Pueden existir múltiples valores para los que 

( )D yµ  tenga un mismo valor máximo, por lo que se hace necesario utilizar 

algún método para elegir el valor de 0y . Estos métodos son, el menor de los 

máximos, el centro de los máximos y el mayor de los máximos. Este 

desborrosificador es fácil de implementar pero genera cambios bruscos en la 

salida, lo que en algunas aplicaciones no es admisible. 

3. Método del centroide indexado: Este método calcula el centro de gravedad de 

la parte correspondiente al conjunto borroso inferido cuyo grado de 

pertenencia sea mayor de un determinado λ . 

3.5.3. Tipos de sistemas borrosos 

En función de la forma de las reglas y del tipo de entradas y salidas, se distinguen 

cuatro tipos de sistemas borrosos  [44] [210], relacionados esquemáticamente como se 

muestra en la Figura  3.17: los sistemas puros, los de tipo Mamdani, los de Sugeno o TSK y 

los modelos aditivos de Kosko o SAM, además de algunas variantes como los modelos de 

Tsukamoto. 

Sistema borroso puro 

Los sistemas borrosos puros son sistemas donde las entradas y salidas son conjuntos 

borrosos y por lo tanto no se necesita realizar ninguna transformación de las mismas. Están 

compuestos sólo por la base de conocimiento y el motor de inferencia. 

Sistema borroso de tipo Mamdani 

 La potencia práctica de la teoría borrosa de Zadeh quedó demostrada cuando 

Mamdani y Assilian crearon el primer sistema borroso aplicado a un problema de control 

 [126] [128]. Su trabajo consistió en controlar una máquina de vapor mediante un conjunto 

de reglas lingüísticas obtenidas de la experiencia de los operadores de la máquina. Por ello, 

el esquema de control borroso que utilizaron  [127] y que se corresponde con la Figura 

 3.16, se conoce como modelo de control de Mamdani-Assilian, o de forma abreviada, 

como modelo de Mamdani. 
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Los sistemas borrosos de tipo Mamdani aportan una gran cantidad de ventajas: 

1. Se comportan como aproximadores universales  [59] [116] [156] [212] [220]. 

2. Pueden utilizarse en aplicaciones reales, ya que tratan con facilidad entradas y 

salidas reales. 

3. Proporcionan un marco natural para la inclusión del conocimiento de expertos 

en forma de reglas lingüísticas. 

4. Hay gran facilidad para elegir el método de inferencia borrosa, así como las 

interfaces de borrosificación y desborrosificación. 

 

Las principales limitaciones de este modelo son  [44]: 

1. Falta de flexibilidad debido a la rigidez con que se particionan los espacios de 

entrada y salida. 

2. No hay una distinción clara entre el conocimiento experto y la definición de 

las variables lingüísticas incluidas en las reglas borrosas. 

3. Es complicado obtener una partición borrosa adecuada de los espacios de 

entrada cuando las variables de entrada dependen unas de otras. 

Modelos borrosos basados en reglas 

Modelos no aditivos Modelos aditivos 

Puros Mamdani SAM Tsukamoto TSK 

Figura  3.17 Tipos de modelos borrosos 
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4. El tamaño de la base de conocimiento depende directamente del número de 

variables y términos lingüísticos que existan en el sistema. 

5. Para una correcta interpretabilidad del sistema no se deben usar un número 

excesivo de reglas, lo que en ocasiones va en contra de la precisión del sistema 

borroso implementado. 

El conjunto de reglas de un sistema Mamdani se configura como: 

1 1 2 2Regla  : Si  es  y  es  y ... y  es  entonces  es r r r r
n nr x A x A x A y B   (3.41) 

donde r = 1...R, 1 2, ,..., nx x x  son las entradas del sistema, 1 2, ,...,r r r
nA A A  son los 

conjuntos borrosos del antecedente de las regla r definidos en los universos de discurso de 

sus entradas asociadas, y  es la salida del sistema, y rB  el conjunto borroso consecuente de 

la regla r, definido en el universo de discurso de la salida y . 

El grado de activación de la regla r, rω , se obtiene mediante la aplicación del 

operador de intersección, que normalmente será alguna de las T-normas presentadas. 

1 2 ...r r r r
nω α α α= ∧ ∧ , donde cada r

iα  representa el grado de emparejamiento entre la 

entrada ix  y el conjunto borroso antecedente r
iA . El conjunto borroso de salida de la regla 

que genera el motor de inferencia, ' rB
η , viene dado por el operador de implicación: 

' r r

r

B B
η ω η= ∧ , siendo rB

η  la función de pertenencia que define al conjunto borroso 

consecuente rB . La salida borrosa del motor de inferencia, Bη , se calcula agregando 

mediante una regla composicional, normalmente una T-conorma, los efectos de todas las 

reglas del sistema: '1 r

R

B Br
µ η

=
=∪ . Finalmente, el desborrosificador calcula la salida 

numérica del sistema, y . Destacar que en los sistemas de tipo Mamdani tanto los 

antecedentes, iA , como los consecuentes, B , están formados por conjuntos borrosos, 

mientras que las entradas, ix , y salidas, y , son valores numéricos. 

Uniendo la interpretabilidad de sus reglas a la capacidad aproximadora universal de 

estos modelos, podemos concluir que los modelos Mamdani son herramientas muy 

poderosas para el análisis y control de sistemas complejos, aunque una buena 
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aproximación con un modelo Mamdani puede requerir un número elevado de reglas, lo que 

merma la interpretabilidad del sistema conforme aumenta su complejidad. 

Modelo aditivo estándar, SAM 

El modelo aditivo estándar (Standard Additive Model, SAM), es un caso particular de 

modelo borroso aditivo. Fue  propuesto por Bart Kosko  [106] [104] y su esquema de 

bloques puede verse en la Figura  3.18. 

El esquema de inferencia de un modelo SAM es similar al de los modelos TSK que se 

verán a continuación, ya que en ambos la salida se genera en base a la suma ponderada de 

las consecuencias de cada una de las reglas de la base de conocimiento. La estructura, sin 

embargo, es idéntica a la de los modelos Mamdani, por lo que pueden considerarse una 

variación de éstos. Las principales diferencias  [210] entre los esquemas de inferencia de 

los sistemas SAM y los Mamdani se pueden resumir en: 

1. La entrada ( x ) en un modelo SAM se considera siempre un punto borroso. 

2. Se utiliza el operador producto para la inferencia, en vez del mínimo que suele 

usarse en los modelos Mamdani. 

3. La combinación final ( D ) de las conclusiones parciales de cada regla borrosa 

( '
rD ), se calcula mediante una suma ponderada según los pesos ω , mientras 

los modelos Mamdani suelen utilizar el operador máximo. 

4. La salida ( y ) se calcula mediante la adición de las salidas parciales 

ponderadas, frente a los modelos Mamdani que deben especificar un 

desborrosificador. 
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Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) 

Los sistemas TSK, modelos Takagi-Sugeno (TS) o de forma  más simplificada, 

modelos Sugeno, se caracterizan por utilizar como consecuente una función de las 

variables de entrada del sistema. Este tipo de sistema borroso fue propuesto por Takagi y 

Sugeno  [184] en 1985 incorporándose posteriormente Kang  [183] en 1988. 

Una regla de un sistema TSK tiene la forma: 

1 1 2 2Regla  : Si  es  y  es  y ... y  es  entonces ( )r r r r r
n nr x A x A x A y g x=  (3.42) 

donde 1 2, ,..., nx x x  son las entradas del sistema e ry es la salida inferida por la regla r = 

1…R. 1 2, ,...,r r r
nA A A  son los conjuntos borrosos del antecedente de las regla r, definidos en 

los universos de discurso de sus entradas asociadas. La consecuencia inferida a partir de la 

regla se calcula con la función ( )rg x , dependiente de las entradas del sistema. 

Las funciones consecuentes ( )rg x  más utilizadas son los polinomios de grado 0 y de 

grado 1. La utilización de polinomios de grado superior o de funciones no polinómicas 

añaden complejidad al sistema y dificultan su interpretabilidad, por lo que no es muy 

común su utilización. 

Si 1A  entonces (1)rD  

Figura  3.18 Diagrama de bloques de un modelo aditivo estándar (SAM) 

Si 2A  entonces (2)rD  

Si mA  entonces ( )r mD  

x 

(1)rD′  

(2)rD′  

( )r mD′  

1ω

2ω  

mω  

Centroide y  ∑
 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
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Si la función consecuente es un polinomio de orden 0, se le denomina consecuente 

afín, y las reglas tienen la forma: 

 1 1 2 2 0Regla  : Si  es  y  es  y ... y  es  entonces r r r r r
n nr x A x A x A y b=   (3.43) 

Si se emplea un consecuente lineal, o de orden 1, las reglas tienen la forma: 

1 1 2 2 0 1 1Regla  : Si  es  y  es  y ... y  es  entonces ...r r r r r r r
n n n nr x A x A x A y b b x b x= + + (3.44) 

Los elementos 0 1, ,...,r r r
nb b b son parámetros reales, siendo r

ib el término que multiplica a 

la variable i-ésima del sistema de la regla r, y 0
rb  el término afín de la regla r. 

La salida de un sistema TSK se calcula mediante la suma ponderada o el promedio 

ponderado del efecto individual de todas sus reglas. La suma ponderada es la suma de los 

valores obtenidos por la función consecuente, ponderadas por el grado de activación de 

cada una de las reglas. El promedio ponderado consiste en dividir la suma ponderada por el 

sumatorio de las fuerzas de activación de las reglas. Esto permite que las reglas que se 

cumplen en mayor grado afecten más a la salida del sistema que las reglas que se cumplen 

en menor medida.  

Si la base de las reglas está formada por R reglas y rω  es el grado de cumplimiento de 

la regla r, la salida aplicando la suma ponderada se obtiene mediante la aplicación de la 

ecuación: 

1

R
r r

r

y yω
=

=∑          (3.45) 

La salida aplicando el promedio ponderado se obtiene aplicando la ecuación: 

1

1

R
r r

r
R

r

r

y
y

ω

ω

=

=

=
∑

∑
         (3.46) 

El grado de cumplimiento de cada regla, rω , se obtiene mediante la aplicación de un 

operador de conjunción que se modela mediante una T-norma; normalmente la función 

mínimo o producto: { }1 1 2 2( ), ( ),..., ( )r r r r
n nT A x A x A xω = . 
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La estructura de un sistema borroso TSK es ligeramente distinta de la estructura típica 

vista en apartados anteriores, como podemos apreciar en la Figura  3.19. No es necesario el 

borrosificador, ya que las entradas al sistema son siempre numéricas, y su efecto sobre las 

salidas se calcula directamente mediante la aplicación de las ecuaciones anteriores. La 

salida de cada una de las reglas es un valor numérico, de forma que tampoco se requiere de 

un desborrosificador. Sin embargo, es imprescindible algún mecanismo para agregar todas 

las conclusiones parciales de las reglas en una única salida. Para ello se usa la suma 

ponderada o el promedio ponderado. En ocasiones se denomina a esta operación 

desborrosificador, sobre todo al promedio ponderado, que se le suele denominar 

desborrosificador centro promedio, pero no es estrictamente correcto, ya que su entrada no 

es un conjunto borroso. 

Los sistemas borrosos TSK son una poderosa herramienta para el modelado de 

sistemas complejos y altamente no lineales, ya que son aproximadotes universales tanto de 

la función  [105] [204] [211] [221] como de su derivada  [109] [110] [135] [159]. 

La utilización en los sistemas TSK de un consecuente polinómico permite aproximar 

funciones con gran precisión y con un número mucho menor de reglas que los sistemas de 

tipo Mamdani. No obstante, este aumento de precisión se consigue a costa de empeorar la 

interpretabilidad de las reglas. 

Base de Datos        Base de Reglas 

Base de Conocimiento 

Motor de inferencia Mecanismo de agregación 
Ent. Sal. 

Sistema Borroso 

Figura  3.19 Sistema borroso de Takagi-Sugeno-Kang (TSK) 
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Modelo de Tsukamoto 

Modelo propuesto en 1979 por Tsukamoto  [194] y que se caracteriza por representar 

el consecuente de cada regla borrosa mediante un conjunto borroso con una función de 

pertenencia monótona. La salida inferida por cada regla es un valor numérico inducido por 

el grado de activación de la regla. La salida global se toma como la media ponderada de 

todas las salidas parciales. Este tipo de modelo permite eliminar el consumo de tiempo 

correspondiente a la desborrosificación, sin embargo, no son modelos muy utilizados por 

no ser transparentes como los de Mamdani o Sugeno. El sistema de inferencia no sigue 

estrictamente la regla composicional de inferencia y la salida es siempre numérica, incluso 

cuando las entradas son borrosas. 

3.5.4. Metodología para el diseño de sistemas borrosos 

Se presentan aquí cinco principios fundamentales para construir un sistema borroso 

basado en reglas. Para ello se utilizará como ejemplo un caso de la vida real: Calificación 

de un alumno en función de su trabajo en una asignatura cuatrimestral. 

Analizar el sistema a modelar 

1. Identificar las entradas y salidas: En cualquier proceso de diseño se debe 

comenzar por describir el sistema general, tanto las partes que sean borrosas 

como las que no lo sean. Se debe hacer especial análisis en qué variables serán 

entradas y cuáles salidas, considerando la disponibilidad para la medición, etc. 

2. Analizar y simplificar el problema: Una vez que se hayan definido las entradas 

y salidas, se debe realizar un proceso iterativo de forma que se analicen las 

posibles alternativas que puedan simplificar el planteamiento del sistema a 

diseñar. 

Se debe realizar una descomposición funcional del sistema en subsistemas 

(con sus correspondientes entradas y salidas) que se puedan modelar 

fácilmente de forma independiente. Si un subsistema no es fácilmente 

modelable, se descompondrá en sucesivos subsistemas. 

3. Identificar los subsistemas borrosos: Una vez que el sistema ha sido 

funcionalmente descompuesto, se deben identificar aquellos subsistemas que 

se puedan modelar utilizando la lógica borrosa. Un buen candidato para un 
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subsistema borroso es aquel en que el flujo de la información sea impreciso, 

ruidoso o pueda ser descrito lingüísticamente. 

En nuestro ejemplo las variables de entrada al sistema de inferencia borroso son dos, 

que denominaremos asistencia (representa el número de veces que el alumno ha asistido a 

clase en el cuatrimestre) y práctica (calificación que el alumno ha obtenido en los trabajos 

prácticos realizados a lo largo del cuatrimestre), y la salida es una que llamaremos 

calificación (nota definitiva que obtiene el alumno por su trabajo en la asignatura). 

Definir los universos de entrada y salida 

1. Definir el universo de discurso: De forma general, el universo de discurso se 

define en el rango de interés de la variable característica del sistema que va a 

ser diseñado. Se debe tener especial cuidado en que el rango no sea muy 

pequeño, puesto que entonces pueden procesarse datos fuera de escala que 

deteriorarían el comportamiento general del sistema. 

Si por el contrario, el intervalo del universo de discurso que se selecciona es 

muy grande, puede ocurrir que la respuesta del sistema sea plana (lo que 

significa que para cambios en la entrada no existirán cambios significativos en 

la salida). Esto último suele ocurrir en los extremos del intervalo definido, 

donde la función de pertenencia no captura la dinámica del sistema. 

El universo de discurso de la variable de salida debe ser cuidadosamente 

seleccionado, debido a que una desproporción en la definición de la función de 

pertenencia (especialmente en los extremos) puede sobrecargar la masa del 

conjunto borroso de salida sobre el cual se aplicará el proceso de 

desborrosificación. 

2. Escalar o normalizar el universo de discurso: El escalado o normalización del 

universo de discurso puede ser necesario o aconsejable en ciertas aplicaciones. 

Por ejemplo, si una de las variables de entrada es la temperatura y un sensor 

debe entregar un nivel de voltaje proporcional a la temperatura de entrada; 

como el nivel de voltaje deber ser convertido a un código digital equivalente, 

puede ser deseable normalizar el universo de discurso de la variable 

temperatura en un código digital. 
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Si en un cuatrimestre hay 15 semanas de clase, la asistencia del alumno vendrá dada 

por un número entre 0 y 30, suponiendo 2 clases a la semana. La nota obtenida en prácticas 

será un valor entre 0 y 10, ¿qué calificación final obtendrá el alumno? Esta calificación 

vuelve a ser un valor entre 0 y 10. 

Determinar el número y distribución de las funciones de pertenencia 

De forma general, la mayoría de las aplicaciones utilizan un número impar de 

términos lingüísticos (de 3 a 7); el hecho de utilizar un mínimo de 3 radica en que el 

lenguaje humano considera al hacer un juicio dos extremos y un medio entre ellos; no se 

utilizan más de 7 debido a que el hombre posee una memoria corta (puede procesar hasta 7 

símbolos a la vez) cuando debe interpretar una figura técnica a través de un término 

descriptor y el hecho de representar un número impar se debe a que la mayoría de los 

términos lingüísticos se definen de forma simétrica con un medio entre los extremos. 

Para escoger entre 3, 5 o 7 términos lingüísticos, se puede realizar: 

1. Formular un conjunto de reglas básicas que pueden dar una idea de qué 

términos (y cuántos) se necesitan para definir un conjunto de reglas. 

2. Si realizar el paso anterior es difícil, se pueden definir tres funciones de 

pertenencia para cada variable de entrada y cinco para las variables de salida, 

lo cual constituye el mínimo número de términos lingüísticos para las variables 

borrosas en la mayoría de las aplicaciones. Posteriormente se podrán adicionar 

nuevos términos en los sucesivos pasos del diseño. 

Con respecto a la distribución de las funciones de pertenencia se debe tener en 

cuenta que cuando se desea una alta sensibilidad a las variaciones en cierta 

región de la variable de entrada, debe incrementarse la densidad de las 

funciones de pertenencia en tal región, por ejemplo cuando se requiere una 

mayor acción de control. 

Es deseable que los términos lingüísticos sean representados a través de un conjunto 

de funciones de pertenencia que sean: enteras, consistentes, no indefinidas y normales. 

Entereza: Si para cualquier valor del universo de discurso al menos uno de los 

términos lingüísticos alcanza un grado de pertenencia desigual a cero. 
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Consistencia: Si para cualquier entrada en la cual el término lingüístico 

alcanza su máximo grado de pertenencia, los restante términos alcanzan un 

grado de pertenencia cero. 

Indefinición: Un sistema borroso será indefinido si existe un punto en su 

dominio en el cual todas las reglas tienen un grado de activación cero en ese 

punto. 

Normalidad: Un término lingüístico  será normal si la función de pertenencia 

que lo representa es normal. 

Para cumplir algunas de las anteriores propiedades se pueden seguir los siguientes 

pasos: 

1. Para cada término lingüístico, definir un valor dentro del universo de discurso 

que mejor lo represente y fijar un grado de pertenencia uno a ese punto. 

2. Definir un grado de pertenencia cero en los valores del universo de discurso 

donde los restantes términos lingüísticos tienen un grado de pertenencia uno. 

3. No definir un grado de pertenencia uno para dos términos lingüísticos en un 

mismo universo de discurso. 

Para seleccionar el tipo de funciones de pertenencia se debe tener presente si el 

conjunto de reglas representan la intuición humana o forman parte de una estructura 

matemática que pretende modelar un sistema a partir de datos de entrada-salida. 

Para representar un determinado conocimiento a través de un conjunto de reglas, las 

funciones de pertenencia más utilizadas son la singleton, triangulares, trapezoidales y 

Gaussianas. 

Para el ejemplo se han utilizado funciones triangulares en el centro del universo de 

discurso y trapezoidales en los extremos. En la Figura  3.21 se puede ver la definición de la 

variable lingüística asistencia. La variable práctica se muestra en la Figura  3.20, mientras 

la variable de salida calificación se representa en la Figura  3.22. 
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Figura  3.20 Representación de la variable de entrada práctica 

Figura  3.21 Representación de la variable de entrada asistencia 

Figura  3.22 Representación de la variable de salida calificación 
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Crear la base de reglas 

A la hora de crear la base de reglas es conveniente realizar los siguientes pasos: 

1. Describir las reglas que sean obvias: Cuando el sistema tenga dos entradas y 

una salida se puede preparar una matriz a la que se le denomina Memoria 

Asociativa Borrosa (MAB). Para implementar una MAB, se colocan en la 

columna una de las variables de entrada y en la fila la otra variable de entrada 

(Tabla  3.5). Las celdas de la matriz creada se rellena con los términos 

lingüísticos de la variable de salida y cada celda representará una regla 

borrosa. 

 asistencia 

 baja media alta 

deficiente deficiente  insuficiente 

suficiente  suficiente  p
rá

ct
ic

a
 

excelente  notable sobresaliente 

La MAB puede utilizarse para crear un conjunto de reglas con más de dos 

entradas y una salida. Para ello se crea una matriz con dos entradas y una 

salida, manteniendo las restantes entradas constantes. Por ejemplo, si a un 

conjunto de reglas con dos variables de entrada y una de salida se le 

incorporase otra variable de entrada con tres términos lingüísticos, entonces 

deberían crearse tres matrices como la que se muestra en la Tabla  3.5, una para 

cada término lingüístico de la nueva variable. 

Sin embargo, la utilización de la MAB es poco práctica en aquellas 

aplicaciones que posean muchas entradas y salidas, debido a que se requerirían 

muchas matrices asociativas borrosas que describan todas las posibles 

combinaciones de entradas y salidas (un sistema con cinco entradas y tres 

términos lingüísticos cada entrada, con tres salidas tendría un número de reglas 

igual a 53 * 3 729= reglas). 

Tabla  3.5 Memoria Asociativa Borrosa para las reglas del ejemplo   
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2. Describir las reglas que sean vagas o menos obvias, pero intuitivamente 

correctas: Una vez descritas las reglas obvias, debemos identificar las reglas 

que sean vagas. Para ello, un buen auxilio puede ser el considerar en la MAB 

que no debe haber transiciones bruscas entre celdas.  

Un caso especial dentro de las reglas menos obvias es la incorporación de una 

aserción. Por una aserción se entiende una regla con antecedente pero sin 

consecuente, debido a lo cual ésta siempre tiende a activarse e influir en el 

espacio de salida truncado resultante de aplicar un método de inferencia. 

La aserción influye sobre el funcionamiento total del sistema, limitando el 

espacio de salida que define la respuesta del sistema. 

Según la MAB el conjunto de reglas obvias para el ejemplo serían: 

 

 asistencia  baja  práctica  deficiente  calificación  deficiente

 asistencia  media  práctica  suficiente  calificación  suficiente

 asistencia  media  práctica 

Si es y es entonces es

Si es y es entonces es

Si es y e  excelente  calificación  notable

 asistencia  alta  práctica  deficiente  calificación  insuficiente

 asistencia  alta  práctica  excelente  calificación  s

s entonces es

Si es y es entonces es

Si es y es entonces es obresaliente

(3.47) 

Ajustar el conjunto de reglas 

Es el paso más complejo en el diseño del sistema borroso y se basa en observar la 

salida del modelo implementado. Este paso puede incluir: 

1. Ajuste de las reglas y funciones de pertenencia para cada variable del sistema 

borroso: Entre las acciones que se pueden realizar en esta fase se encuentran la 

incorporación de α -cortes a algunas de las funciones de pertenencia, limitar la 

contribución de algunas reglas o aplicar modificadores lingüísticos. 

2. Reevaluación del mecanismo de implicación y composición (método de 

inferencia): La adecuada selección del mecanismo de inferencia depende de la 

aplicación y de la experiencia del diseñador del sistema borroso. 

3. Reevaluación del método de desborrosificación: La desborrosificación 

determina el valor escalar que representa al conjunto borroso de salida. 

Constituye, pues, un factor de vital importancia a la hora de ajustar el modelo. 

Un elemento que puede utilizarse para ajustar el mecanismo de 
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desborrosificación es comparar la salida del modelo con respecto a valores que 

este debe entregar, de acuerdo a los criterios del experto. Tomando algunos 

valores de salida como referencia podemos seleccionar el método de 

desborrosificación que más se aproxime a los mismos. 

Examinar la conducta del modelo 

En este paso se trata de identificar los comportamientos indeseables en el modelo ante 

diferentes combinaciones de variables de entrada. Se debe prestar particular atención a las 

siguientes áreas de las variables de entrada: 

1. Regiones terminales del universo de discurso 

2. Valores extremos del soporte de las funciones de pertenencia 

3. Zona de solape entre funciones de pertenencia 

4. Valores en los antecedentes en los que se active el mayor número de reglas 

posible 

3.6. Conclusiones 

En este capítulo se ha visto como, tomando como base la imprecisión del 

razonamiento humano pero bajo un planteamiento matemático, la lógica borrosa es capaz 

de generar la respuesta a una situación basándose en el conocimiento adquirido de ésta, 

aunque éste sea inexacto o incompleto. 

Como se ha visto, la lógica borrosa se basa en el concepto de conjunto borroso. En 

este capítulo se han estudiado dichos conjuntos, tanto la forma de definirlos a partir de su 

función de pertenencia, como algunas de las operaciones que se pueden realizar con ellos. 

Posteriormente se ha estudiado el concepto de variable lingüística, introducido por Zadeh 

en  [216], el cual permite transformar el lenguaje natural en conocimiento cuantitativo 

utilizable desde el punto de vista matemático, pero sin las restricciones que impone el 

formalismo preciso de la lógica clásica. 

Se han presentado los principales tipos de sistemas borrosos existentes, así como los 

métodos de inferencia de cada uno de ellos. La descripción del modelo borroso de tipo 

Mamdani puede consultarse en las referencias  [59] [116] [156] [212] [220], en las referencias 

 [104] [106] las de los modelos de tipo SAM y en  [194] las de los modelos de tipo 
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Tsukamoto. Se ha prestado especial atención a los sistemas Takagi-Sugeno-Kang (TSK), 

aproximadotes universales de cualquier función y su derivada, tal como se demuestra en 

las referencias  [105] [110] [184] [204] [211] [221], ya que estos serán la herramienta básica 

del resto de capítulos de este texto.  

Por último, se presenta una metodología resumida en cinco principios fundamentales 

para construir un modelo borroso basado en reglas. 

De entre las referencias incluidas en el capítulo cabe destacar  [216], donde Zadeh 

introdujo el concepto de variable lingüística, y los trabajos  [183] y  [184] de Takagi, 

Sugeno y Kang porque en base a ellos crearon los modelos borrosos de tipo TSK. 
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4. Adaptación paramétrica en 

sistemas borrosos 

4.1. Introducción 

El núcleo de los sistemas adaptativos borrosos lo constituye la adaptación de 

parámetros, a partir de un algoritmo de aprendizaje cuya ley de adaptación es similar a la 

empleada en las redes neuronales. 

Los sistemas adaptativos deben tener algunas o todas de las siguientes características: 

1. Se deben adaptar automáticamente de forma tal que puedan abordarse los 

problemas asociados al cambio en el medio en que se plantea el problema y los 

cambios en los requerimientos del sistema. 

2. Deben ser entrenados para realizar tareas específicas de filtrado y toma de 

decisiones, es decir, deben ser programados por un proceso de entrenamiento. 

Debido a que los sistemas adaptativos no requieren de los procedimientos de 

síntesis elaborados que usualmente necesitan los sistemas no adaptativos, se 

puede decir que son auto-diseñados en cierto grado. 

3. Deben extrapolar un modelo de conducta que resuelva nuevas situaciones 

debido a que son entrenados con un número finito y representativo de patrones 

de entrenamiento. 

4. Una vez entrenados, son más complejos de analizar que los sistemas no 

adaptativos, pero ofrecen la posibilidad de incrementar sustancialmente la 

efectividad del sistema cuando las características de la señal de entrada son  

variantes en el tiempo y representan una dinámica no modelada. 

Los mecanismos de adaptación de parámetros han sido utilizados con éxito sobre 

diferentes funciones no lineales que pueden ser representadas a través de un sistema 

borroso equivalente  [202] [203] [119] [71] [184] [154] [208] [170]. Sin embargo, no se aprecia 

un esfuerzo por mantener las experiencias del diseño de las reglas durante la fase 

imprecisa. Resultaría muy interesante incorporar al mecanismo de adaptación, técnicas de 

ajuste de los parámetros para no perder interpretabilidad. 
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Parece que siempre han estado reñidos los términos interpretabilidad y precisión; esto 

es, cuanto más interpretabilidad menos precisión y viceversa. Esta Tesis pretende aunar 

ambas cualidades de modo que se puedan conseguir modelos neuro-borrosos en los que la 

precisión y la interpretabilidad de sus reglas puedan ir de la mano. Para ello se propone una 

nueva metodología que permite ajustar las funciones de pertenencia haciendo sus reglas 

interpretables y dotadas de semántica. 

Los Sistemas de Inferencia Borrosa (SIB), en inglés Fuzzy Inference Systems (FIS) 

pueden ser diseñados a partir del conocimiento de un experto o  a partir de datos. Cuando 

el sistema es complejo, los SIB basados únicamente en el conocimiento de un experto 

suelen estar faltos de precisión. Por ello, la precisión es probablemente el principal 

incentivo para usar reglas borrosas inferidas de forma automática a partir de datos. En la 

literatura hay disponibles muchos métodos para diseñar SIB a partir de datos. Su eficiencia 

suele estar caracterizada mediante un índice de funcionamiento. Sin embargo, la 

cooperación y entendimiento humanos necesitan otro criterio: la interpretabilidad. En el 

campo de la lógica borrosa, implícitamente se asume que las reglas borrosas son, por 

naturaleza, fáciles de interpretar. Sin embargo, ¿es posible definir la interpretabilidad de 

forma clara? Ciertamente, no existe un índice numérico para medir la interpretabilidad de 

una regla o base de reglas, aunque todos los autores coinciden en una serie de condiciones 

que parecen muy claras e intuitivas y que se resumen a continuación:  

1) La partición borrosa debe ser legible, en el sentido de que los conjuntos borrosos 

puedan ser interpretados con etiquetas lingüísticas con significado semántico propio.  

2) Las etiquetas lingüísticas del problema estudiado deben ser significativas para los 

expertos, con el fin de poder compararlas entre ellas y dirigir el descubrimiento del 

conocimiento. 

3) Cada conjunto borroso debe tener un rango definido en su universo de discurso.  

4) Las funciones de pertenencia deben ser claramente diferentes. 

La construcción de un sistema neuro-borroso consiste en dos fases principales  [208]: 

la identificación de la estructura del modelo borroso (structure identification) y la 

estimación de los parámetros del modelo borroso (parameter identification). Los 

parámetros son identificados (o adaptados) usando diferentes métodos: el gradiente, Gauss-

Newton, Levenberg-Marquardt, etc.  [139] [148] [146] [202] [205].  
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Probablemente, "Adaptive-Network-based Fuzzy Inference Systems (ANFIS)”,  [91] 

es el método más usado para el entrenamiento de sistemas neuro-borrosos aunque existen 

otros paquetes comerciales como: Peltarion Synapse, FuzzyTECH, etc. La aplicación de 

técnicas de redes neuronales para construir reglas borrosas tiene el inconveniente de que se 

pierden algunos de los más importantes rasgos de los sistemas borrosos. Un problema 

común en muchos sistemas neuro-borrosos es que la interpretabilidad del sistemas borroso 

se deteriora, lo cual se debe a que los algoritmos de entrenamiento importados de las redes 

neuronales  [115] no prestan atención a la semántica de las reglas borrosas.  No obstante, en 

la literatura hay algunos ejemplos que intentan mitigar la falta de interpretabilidad de los 

modelos neuro-borrosos; así por ejemplo, en  [182] se presenta un algoritmo de 

entrenamiento basado en el método de gradiente descendente donde las funciones de 

pertenencia no son independientes unas de otras pero las particiones borrosas si lo son. Se 

trata de mantener los parámetros que van a ser adaptados en un intervalo del universo de 

discurso basándose en un cierto criterio. 

En la literatura no hay muchos ejemplos de construcción de modelos borrosos a partir 

de datos en los que la interpretabilidad del modelo sea el objetivo principal a cumplir, 

incluso sacrificando la precisión  [152] [19] [79] [43] [96]. Toda esta bibliografía utiliza el 

grado de similaridad (según diferentes definiciones) para incrementar la interpretabilidad 

de los modelos. En este trabajo se aborda el problema de la interpretabilidad desde otro 

punto de vista  [197], en concreto a partir de la razón de solape, un concepto definido por 

primera vez por Marsh  [129]. Se da incluso un paso más y se propone una nueva 

metodología para ajustar los parámetros adaptados en un sistema neuro-borroso 

minimizando una función de coste. Así, se define y calcula el área de solape (el área total 

contenida en funciones de pertenencia vecinas) y se propone un algoritmo de ajuste 

considerando este área. 

4.2. Adaptación de una base de reglas borrosas 

Como se ha mencionado previamente, para la obtención de modelos borrosos, se 

puede representar el conocimiento de un experto a partir de datos de entrada-salida. 

Utilizando ese conjunto de datos se pueden obtener los parámetros que definen las 

funciones de pertenencia de las variables de entrada y los consecuentes de las variables de 

salida, utilizando un método de adaptación paramétrica. 
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El núcleo del modelo borroso lo constituye la base de reglas borrosas R, formada por 

el conjunto: 

{ }1 2, ,..., ,...,l MR R R R=R        (4.1) 

donde cada regla tiene la forma: 

1 1 2 2: SI  es  y x  es  y ... y  es  ENTONCES  es l l l l l
n nR x F F x F y G   (4.2) 

siendo 1,2,...,l M= el número de reglas, l
iF  los conjuntos borrosos en los universos 

de discurso iU R⊂  de las variables de entrada, lG  un subconjunto borroso en el universo 

de discurso de la variable de salida V R⊂ , ( )1 1,..., x...Un nx x x U= ∈  para las 

1,2,...,i n= variables de entrada e y V∈ la variable de salida. 

Uno de los métodos más populares de adaptación paramétrica es el utilizado por 

Wang  [202], que utiliza un desborrosificador centro promedio, con método de inferencia 

producto. Aplicando al conjunto de reglas de la forma (4.2) este método de adaptación se 

obtiene: 

1 1

1 1

( , )

( )

( , )

l
i

l
i

nM
l l

i iF
l i

nM
l

i iF
l i

y x

f x

x

µ θ

µ θ

= =

= =

 
 
 =
 
 
 

∑ ∏

∑ ∏
       (4.3) 

donde ( , )l
i

l
i iF

xµ θ  representa a la función de pertenencia que se define a partir de un 

conjunto borroso l
iF . Esta función de pertenencia puede ser de Gauss, triangular, campana, 

etc. Las características de la función de pertenencia quedan definidas por l
iθ , que 

representa los parámetros (centro, ancho, etc.) que definen la función de pertenencia l
iF

µ . 

ly  es el centro del conjunto borroso lG , es decir, el punto en V  para el que la función de 

pertenencia lG  alcanza su máximo valor. Se asume que ( ) 1l

l

G
yµ = . 

Si denominamos 
1

( ) ( , )l
i

n
l l

i iF
i

x xξ µ θ
=

= ∏ obtenemos la expresión: 
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1

1

( )
ˆ( ) ( )

( )

M
l l

l
M

l

l

y x
y x f x

x

ξ

ξ

=

=

= =
∑

∑
       (4.4) 

Como se puede observar en la Figura  4.1, un sistema borroso cuyo modelo 

matemático equivalente viene dado por la expresión (4.4), puede ser representado como 

una red neuronal de flujo directo de tres capas hacia delante  [147] [214], es decir, un 

perceptrón de 3 capas  [202]. Naturalmente, el comportamiento de los nodos y las sinapsis 

en un sistema neuro-borroso no son iguales que en el perceptrón, sin embargo, pueden 

emplearse los mismos algoritmos de adaptación. 

Con el fin de adaptar los parámetros del sistema neuro-borroso definido en la Figura 

 4.1, se define una función de coste. Aunque existen diferentes funciones de coste, 

dependiendo fundamentalmente de si el mecanismo de adaptación es secuencial o por 

lotes. Aquí se usará será el error cuadrático medio, que responde a: 

( )
21

ˆ( ) ( )
2

J y x y x= −         (4.5) 

1x

X

2x

X

1nx −

X

nx

X

l
iF

µ  

1
iF

µ∏  

2
iF

µ∏  

M
iF

µ∏  

Capa de entrada Capa oculta Capa de salida 

1y  

2y

My

l l

l

y ξ

ξ
∑
∑

 

f  

Figura  4.1 Red neuronal equivalente al sistema borroso 



Adaptación paramétrica en sistemas borrosos Pág. 90 

 

donde  ( )y x  es la salida real del sistema que se pretende modelar e ˆ ( )y x  es la salida 

estimada por el modelo. 

A partir de la función de ajuste que implementa el método de gradiente descendente 

 [69], se pueden obtener las expresiones de adaptación paramétrica de los antecedentes: 

( )
( 1) ( )

( )
l l
i i l

i k

J k
k k

k
θ θ η

θ

∂
+ = −

∂
       (4.6) 

Y de forma similar de los consecuentes de las reglas: 

( )
( 1) ( )

( )
l l

l

k

J k
y k y k

y k
η

∂
+ = −

∂
       (4.7) 

Donde ( )l
i kθ representa el parámetro que va a ser adaptado y η  es un factor de escala 

del término derivativo, denominado factor de aprendizaje del algoritmo, y que afecta, entre 

otros,  al tiempo de convergencia y estabilidad del modelo resultante. 

Las expresiones (4.6) y (4.7) constituyen el fundamento para obtener una base de 

reglas como modelo no lineal borroso de un sistema a partir de datos de entrada-salida.  

4.2.1. La adaptación de parámetros del antecedente de las reglas 

Para adaptar los parámetros del antecedente de las reglas se tendrá que aplicar (4.6), 

por lo que se hace necesario calcular: 

( )
21 ˆ( ) ( )

( ) 2
( ) ( )l l

i ik

k

y x y x
J k

k kθ θ

 
∂ − ∂  =

∂ ∂
      (4.8) 

Si se denomina: 

1 1

( , )l
i

nM
l l

i iF
l i

A y xµ θ
= =

 
=  

 
∑ ∏        (4.9) 

y 

1 1

( , )l
i

nM
l

i iF
l i

B xµ θ
= =

 
=  

 
∑ ∏         (4.10) 
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entonces: 

ˆ ( )
A

y x
B

=          (4.11) 

Sustituyendo (4.11) en (4.8) resulta: 

2

( ) ( )( )

( )

l l
i i

l
i k

A B
B A

k kJ k
e

k B

θ θ

θ

∂ ∂
−

∂ ∂∂
=

∂
      (4.12) 

donde  

ˆ( ) ( )e y x y x= −          (4.13) 

Nótese que, en principio, el orden de las variables para obtener el error no es 

significativo, dado que el mismo está elevado al cuadrado (4.5). 

4.2.2. Función de pertenencia de Gauss 

En el caso de utilizar funciones de pertenencia de Gauss, éstas se definen por: 

2

( , ) expl
i

l
l i i

i i lF
i

x
x

γ
µ θ

β

  −
 = − 
   

       (4.14) 

donde los parámetros que caracterizan a la función son ,l l l
i i iθ γ β= , centros y anchos de 

las funciones respectivamente. 

La función estimada, si las funciones utilizadas son funciones de pertenencia de 

Gauss, se puede representar por: 

2

1 1
1 1

2

1 1
1 1

exp( , , )
ˆ( ) ( )

( , , ) exp

l
i

l
i

lnM
nM l i i

l l l
l

i i iF l i i
l i

nM
lnMl l

i ii i iF
ll i

l i i

x
yy x

y x f x
xx

γ
µ γ β β

γµ γ β
β

= =
= =

= =
= =

   −    − 
         = = =
     −
    −        

∑ ∏∑ ∏

∑ ∏ ∑ ∏

 (4.15) 

por lo que: 

2

1 1

exp
lnM

l i i
l

l i i

x
A y

γ

β= =

   −
  = − 
     

∑ ∏    y   
2

1 1

exp
lnM

i i
l

l i i

x
B

γ

β= =

   −
  = − 
     

∑ ∏  
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Cuando se adaptan los centros de la función de Gauss ( )l
iγ ,  

2

( ) ( )( )

( )

l l
i i

l
i k

A B
B A

k kJ k
e

k B

γ γ

γ

∂ ∂
−

∂ ∂∂
=

∂
      (4.16) 

2

2
1

2
1

exp
( )

2 exp
( ) ( )

ln
i i

l
l lni il l i i i i

l l l l
ii i i i

x

x xA
y y

k

γ

β γ γ

γ γ β β

=

=

  −
 ∂ −        − −∂     = = − 

∂ ∂      

∏
∏  (4.17) 

2

2
1

2
1

exp
( )

2 exp
( ) ( )

ln
i i

l
l lni i

i i i i
l l l l

ii i i i

x

x xB

k

γ

β γ γ

γ γ β β

=

=

  −
 ∂ −        − −∂     = = − 

∂ ∂      

∏
∏  (4.18) 

Sustituyendo (4.17) y (4.18) en (4.16) se obtiene: 

2 2

2 2
1 1

2

( ) ( )
2 exp 2 exp

( ) ( )( )

( )

l l l ln n
l i i i i i i i i

l l l l
i ii i i i

l
i k

x x x x
y B A

J k
e

k B

γ γ γ γ

β β β β

γ

= =

         − − − −
      − − −   
         ∂       =

∂

∏ ∏

 

Simplificando: 

2

2
1

( )
ˆexp ( ( ))

( )( )
2

( )

l ln
li i i i

l l
i i i

l
i k

x x
y y x

J k
e

k B

γ γ

β β

γ

=

   − −
  − − 
   ∂   =

∂

∏
   (4.19) 

Por lo que la ley general de adaptación de parámetros (4.6) aplicada al centro de las 

funciones de Gauss (según (4.19)) es: 

2

2
1

( )
ˆexp ( ( ))

( )
( 1) ( ) 2

l ln
li i i i

l l
i i i

l l
i i

x x
y y x

k k e
B

γ γ

β β
γ γ η

=

   − −
  − − 
     + = −

∏
  (4.20) 

De igual forma, si se adaptan los anchos de la función de Gauss ( )l
iβ ,  
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2

( ) ( )( )

( )

l l
i i

l
i k

A B
B A

k kJ k
e

k B

β β

β

∂ ∂
−

∂ ∂∂
=

∂
      (4.21) 

2

2 21

3
1

exp
( )

2 exp
( ) ( )

ln
i i

l
l lni il l i i i i

l l l l
ii i i i

x

x xA
y y

k

γ

β γ γ

β β β β

=

=

  −
 ∂ −        − −∂     = = − 

∂ ∂      

∏
∏  (4.22) 

2

2 21

3
1

exp
( )

2 exp
( ) ( )

ln
i i

l
l lni i

i i i i
l l l l

ii i i i

x

x xB

k

γ

β γ γ

β β β β

=

=

  −
 ∂ −        − −∂     = = − 

∂ ∂      

∏
∏  (4.23) 

 

Sustituyendo (4.22) y (4.23) en (4.21) se obtiene: 

2 22 2

3 3
1 1

2

( ) ( )
2 exp 2 exp

( ) ( )( )

( )

l l l ln n
l i i i i i i i i

l l l l
i ii i i i

l
i k

x x x x
y B A

J k
e

k B

γ γ γ γ

β β β β

β

= =

         − − − −
      − − −   
         ∂       =

∂

∏ ∏

  

Simplificando: 

2 2

3
1

( )
ˆexp ( ( ))

( )( )
2

( )

l ln
li i i i

l l
i i i

l
i k

x x
y y x

J k
e

k B

γ γ

β β

β

=

   − −
  − − 
   ∂   =

∂

∏
   (4.24) 

Por lo que la ley general de adaptación de parámetros (4.6) aplicada al ancho de las 

funciones de Gauss (según (4.24)) es: 

2 2

3
1

( )
ˆexp ( ( ))

( )
( 1) ( ) 2

l ln
li i i i

l l
i i i

l l
i i

x x
y y x

k k e
B

γ γ

β β
β β η

=

   − −
  − − 
     + = −

∏
 (4.25) 
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4.2.3. Función de pertenencia triangular 

Dentro de las funciones triangulares se encuentran un tipo particular de las mismas 

que resultan especialmente interesantes para su estudio. Este tipo particular de funciones 

de pertenencia triangulares son las que generan triángulos isósceles y/o equiláteros. 

La expresión que define este tipo de funciones triangulares es: 

2
1   para  

( , ) 2 2

0                    en otro caso

l
i

l l l
i i l li i

l i i il
i iF i

x
x

x

γ β β
γ γ

µ θ β

 −
 − − < < +

= 



   (4.26) 

donde los parámetros que caracterizan a la función son ,l l l
i i iθ γ β= , centros y anchos de 

las funciones respectivamente. 

Para este tipo de funciones de pertenencia triangulares la función estimada queda 

como: 

1 1
1 1

1 1
1 1

2
1( , , )

ˆ ( ) ( )
2( , , ) 1

l
i

l
i

lnM
nM i il

l l l
l

i i iF l i i
l i

nM lnMl l i i
i i iF

ll i
l i i

x
yy x

y x f x
xx

γ
µ γ β β

γµ γ β
β

= =
= =

= =
= =

  −
    −

        = = =
    −
    −
      

∑ ∏∑ ∏

∑ ∏ ∑ ∏

 (4.27) 

Si se pretenden adaptar los centros ( )l
iγ de las funciones triangulares, siendo: 

1 1

2
1

lnM
i il

l
l i i

x
A y

γ

β= =

  −
  = −

    
∑ ∏    y   

1 1

2
1

lnM
i i

l
l i i

x
B

γ

β= =

  −
  = −

    
∑ ∏  

entonces: 

2

( ) ( )( )

( )

l l
i i

l
i k

A B
B A

k kJ k
e

k B

γ γ

γ

∂ ∂
−

∂ ∂∂
=

∂
      (4.28) 

1 1

2 2
1 1

sgn( )
2

( ) 2
1

l ln n
i i i i

l l
li ii il l i i

l l ll
i i ii i

l
i

x x

xA
y y

k x

γ γ

β β γ

γ γ βγ

β

= =

   − −
   ∂ − −
    −∂    = = −

∂ ∂ −
−

∏ ∏
 (4.29) 
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1 1

2 2
1 1

sgn( )
2

( ) 2
1

l ln n
i i i i

l l
li ii i

i i
l l ll
i i ii i

l
i

x x
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k x

γ γ

β β γ

γ γ βγ

β

= =

   − −
   ∂ − −
    −∂    = = −

∂ ∂ −
−

∏ ∏
  (4.30) 

donde el diferencial de la función no lineal módulo se representa por el signo del 

argumento. 

Sustituyendo (4.29) y (4.30) en (4.28) y desarrollando se obtiene: 

1

2
1

sgn( )
ˆ( ( ))

2
1

( )
2

( )

ln
i i

l
li i li i

ll
ii i

l
i

l
i k

x

x
y y x

x

J k
e

k B

γ

β γ

βγ

β

γ

=

  −
  −

   −  − 
 − 
 −  

∂    = −
∂

∏

   (4.31) 

Por lo que la ley general de adaptación de parámetros (4.6) aplicada a los centros de 

las funciones triangulares (según (4.31)) es: 

1

2
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ˆ( ( ))

2
1

( 1) ( ) 2
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i i

l
li i li i
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ii i

l
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i i

x
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x
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βγ
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γ γ η

=
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  −

   −  − 
 − 
 −  

   + = +

∏

  (4.32) 

De igual forma, si se adaptan los anchos de las funciones triangulares ( )l
iβ ,  

2

( ) ( )( )

( )

l l
i i

l
i k

A B
B A

k kJ k
e

k B

β β

β

∂ ∂
−

∂ ∂∂
=

∂
      (4.33) 
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2 2 2
1 1
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1
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i i i i i i
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i ii i il l
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l
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β β β

β β βγ

β

= =

     − − −
     ∂ − −
     ∂      = =

∂ ∂ −
−

∏ ∏
  (4.34) 
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−

∏ ∏
  (4.35) 

Sustituyendo (4.34) y (4.35) en (4.33) y simplificando se obtiene: 
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 −  

∂    =
∂

∏

   (4.36) 

Por lo que la ley general de adaptación de parámetros (4.6) aplicada a los anchos de 

las funciones triangulares (según (4.36)) es: 
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 − 
 −  

   + = −

∏

 (4.37) 

4.2.4. La adaptación de parámetros del consecuente de las reglas 

El consecuente de un conjunto de reglas aporta la influencia de la variable de salida 

sobre el sistema de inferencia borroso. Este consecuente puede ser una función singleton, 

una función de tipo TSK o una función no lineal. En cualquier caso, para adaptar los 

parámetros del consecuente de las reglas tendremos que aplicar (4.7), teniendo en cuenta el 

tipo de consecuente con el que se represente ly . 

Consecuente singleton 

El consecuente representa un valor en el universo de discurso de la variable de salida. 

Se trata de una función de pertenencia cuyo grado de pertenencia es uno únicamente en el 

valor que define el consecuente y cero para cualquier otro valor de la variable de salida. 

Para poder aplicar (4.7), se necesita calcular: 
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Sea A  la expresión  (4.9), B  la expresión (4.10) y e  la expresión (4.13), entonces: 
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y k
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Si se sustituye (4.40) y (4.41) en (4.39), se obtiene: 
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Por lo que la ley general de adaptación de la parte precedente (4.7) cuando el 

consecuente es singleton (según (4.42)) es: 
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( , )
( 1) ( )
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n
l

i iF
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x
y k y k e

B

µ θ

η =+ = −
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      (4.43) 

Consecuente TSK 

Un consecuente TSK (su nombre se debe a que fue propuesto originalmente por 

Takagi, Sugeno y Kang) es un polinomio que, dependiente de las variables de entrada, 

genera una función de pertenencia singleton en el universo de discurso de la variable de 

salida, es decir: 

0 1 1 ... ...l l l l l
i i n ny a a x a x a x= + + + +        (4.44) 

La ley de adaptación de los parámetros consecuentes está definida por la expresión 

(4.6) dónde los parámetros l
iθ  son los l

ia . 
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Se calcula: 
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A  queda definida por la expresión: 

0 1 11
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B se corresponde con la expresión (4.10) y e  con la expresión (4.13), por lo que: 
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Si se sustituye (4.48) y (4.50) en (4.47), se obtiene: 
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 Para el término afín    (4.51) 

Y si se sustituye (4.49) y (4.50) en (4.47), se obtiene: 
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      (4.52) 

Por lo tanto, la ley de adaptación de la parte precedente cuando el consecuente es TSK 

(según (4.51) y (4.52)) es: 
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  Para el término afín  (4.53) 
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El consecuente TSK genera un estimador borroso complejo con una capacidad de 

aproximación superior al consecuente singleton en la medida que existen más grados de 

libertad (parámetros ajustables); no obstante, la posibilidad de analizar el resultado de la 

adaptación de los parámetros de acuerdo a la teoría de la lógica borrosa es difícil, por la 

dependencia explícita de la variable de salida con respecto a las variables de entrada. 

El consecuente no lineal 

El polinomio utilizado en el consecuente TSK puede ser sustituido por una función no 

lineal parametrizable, de esta forma se obtiene un consecuente no lineal. 

Un ejemplo de consecuente no lineal puede ser: 
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 (4.55) 
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B se corresponde con la expresión (4.10) y e  con la expresión (4.13), por lo que: 
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Sustituyendo (4.59) y (4.60) en (4.57), se tiene: 
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De igual forma, al sustituir (4.61) y (4.62) en (4.58), se obtiene: 
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La ley de adaptación de la parte precedente cuando el consecuente es no lineal de la 

forma (4.55) (según (4.63) y (4.64)) es: 
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4.3. Conclusiones 

La adaptación de parámetros es el núcleo de cualquier sistema adaptativo borroso. Se 

han representado muy diferentes funciones no lineales a través de sistemas borrosos tras 

utilizar mecanismos de adaptación de parámetros, sin embargo en estos mecanismos de 

adaptación se prima la precisión del modelo antes que la interpretabilidad del mismo. 

En este capítulo se mencionan los principales trabajos que han tratado de aportar 

interpretabilidad al proceso de adaptación de parámetros  [182] [153] [19] [79] [43] [96]. No 

obstante, el problema de la interpretabilidad desde el punto de vista de esta Tesis no es 

abordado en ninguno de ellos. 

De los diferentes métodos de adaptación paramétrica, el método desarrollado por 

Wang  [202] ha sido el método elegido en esta Tesis. Se detalla el procedimiento de 

adaptación de parámetros tanto para el antecedente de las reglas como para los 

consecuentes, pero centrándonos en funciones gaussianas y funciones triangulares. 

La adaptación de los consecuentes es estudiada tanto si nos encontramos con un 

consecuente singleton, de tipo TSK o un consecuente no lineal, aunque principalmente 

serán tratados los consecuentes de tipo TSK. 

La principal referencia de este capítulo es  [202], donde Wang desarrolla su método de 

adaptación paramétrica utilizando un desborrosificador centro promedio, con método de 

inferencia producto. 
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5. La Razón de Solape 

5.1. Introducción 

Como ya se mencionó en el capítulo anterior, cuando los parámetros que definen las 

funciones de pertenencia, centros y anchos, son el resultado de un método adaptativo, una 

adecuada distribución de las Funciones de Pertenencia (FP) debe ser considerada, para no 

perder interpretabilidad en el resultado. Marsh  [129] estableció 4 reglas que deben cumplir 

las FP para considerar que están correctamente distribuidas en el universo de discurso: 

1. Cada punto del universo de discurso debe pertenecer al dominio de al menos 

una FP, adicionalmente, cada punto no debería pertenecer al dominio de más 

de dos FP.  

2. No deben existir dos FP con el mismo punto de máximo grado de pertenencia.  

3. Cuando se solapen dos FP, la suma de los grados de pertenencia para cualquier 

punto en el solape debe ser menor o igual a 1.  

4. El solape no debe cruzar el punto de máximo grado de pertenencia de 

cualquiera de las FP. 

En la Figura  5.1 se puede apreciar una adecuada distribución de las FP en el universo 

de discurso, atendiendo a las cuatro reglas de Marsh. 
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Figura  5.1 Distribución deseable de Funciones de Pertenencia 
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En la Figura  5.2 se muestra un ejemplo para cada una de las 4 reglas de Marsh en las 

que no se está cumpliendo una distribución adecuada de las FP. 

Para tratar de garantizar el cumplimiento de estas cuatro reglas, será necesario ajustar 

los parámetros después de aplicar la ley de adaptación de los mismos. 

Se tendrá que utilizar alguna medida para averiguar el grado de solape que se produce 

entre las distintas FP tras la adaptación de los parámetros que las caracterizan. Un índice 

para intentar cumplir los cuatro objetivos mencionados anteriormente puede ser el uso de 

la Razón de Solape (RS) como medida para saber si dos FP adyacentes están o no 

demasiado solapadas  [129]. La RS entre dos FP adyacentes para un universo de discurso 

iU  puede ser definida como: 

Figura  5.2 Distribución no deseable de Funciones de Pertenencia 
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( )
( )

Rango de Solape

Rango de Definición de Funciones Adyacentes

RnS
RS

RfA
=    (5.1) 

siendo RnS el intervalo del universo de discurso donde dos funciones adyacentes 

poseen un soporte común y RfA el soporte generado por dos funciones adyacentes. 

El estudio se centrará en dos tipos de FP, las FP triangulares que generan triángulos 

isósceles y/o equiláteros (4.26) y las FP Gaussianas (4.14). 

En la Figura  5.3 se puede apreciar la representación de FP triangulares y Gaussianas 

sobre el mismo universo de discurso donde se destacan tanto RnS como RfA para las FP 

triangulares.  

Si se definen las variables sop_min y sop_max como los límites del soporte inferior y 

superior de una FP, es decir, lo valores para los que la FP se hace cero, entonces la RS para 

las FP j y j+1 adyacentes cumple: 

( ) - ( 1)
( )

( 1) - ( )

sop_max j sop_min j
RS j

sop_max j sop_min j

+
=

+
      (5.2) 

Los soportes para cada FP de tipo triangular están claramente identificados: 

( )  ;   ( )  
2 2

j j
j jsop_min j sop_max j

β β
γ γ= − = +     (5.3) 

Para el caso de las FP Gaussianas estos soportes dependen del Grado de Pertenencia 

(GP) que se considere cero, ya que una FP Gaussiana alcanza un GP cero teóricamente en 

el infinito. 

Para poder aplicar (5.2) es necesario definir un soporte, es decir, se tendrá que indicar 

cuando una FP Gaussiana tiene un GP tan bajo que se considere cero. Para ello se supone 

que la FP Gaussiana se hace cero para ψ  veces el ancho ( jβ ), o sea, si, por ejemplo, 

2ψ =  se está considerando que el GP para una FP Gaussiana en el punto 2j jγ β− es cero. 

Este parámetro ψ  se define como Factor de Ancho y representa para cuantas veces el 

ancho, la FP alcanza el valor cero. 

Nótese que en el caso de FP triangulares el valor de ψ  es 1
2 . Este valor de ψ  queda a 

consideración del diseñador para el caso de FP Gaussianas, aunque es conveniente que sea 

2≥  para que el GP de la función alcance un valor suficientemente cercano a cero. 
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Los soportes (5.3) pueden expresarse, por tanto, de la siguiente forma: 

( )  ;   ( )  j j j jsop_min j sop_max jγ ψβ γ ψβ= − = +      (5.4) 

De sustituir (5.4) en (5.2) resulta: 

1 1

1 1

( )
( )

( )

j j j j

j j j j
RS j

γ γ ψ β β

γ γ ψ β β

+ +

+ +

− + +
=

− + +
      (5.5) 

Para las FP triangulares representadas en la Figura  5.3 (nótese que las dos FP tienen 

un GP en el punto de intersección de 0.5), el valor de la RS es 0.3333 (de aplicar (5.5) con 

1
2ψ = ). En el caso de las FP Gaussianas, aplicando (5.5) para 2=ψ  y 5.2=ψ , la razón de 

solape resulta RS=0.7777 y RS=0.8181 respectivamente. 

En resumen, se puede concluir que la expresión (5.5) será la fórmula general que nos 

proporciona la Razón de Solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Como ya 

se ha mencionado el Factor de Ancho dependerá del tipo de función de pertenencia. En el 

caso de funciones triangulares este factor es siempre 1
2 , pero en funciones Gaussianas debe 

ser un valor 2≥ , en función del criterio del diseñador. 

Figura  5.3 Representación de FP triangulares y Gaussianas sobre el mismo 

universo de discurso 
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5.2. Obtención del parámetro ψψψψ  

Una de las decisiones que se tienen que tomar al usar la RS es proporcionar un valor 

para el Factor de Ancho ψ  en el caso de FP Gaussianas.  Para facilitar al diseñador esta 

elección se ha realizado un estudio de los valores más adecuados para este Factor de 

Ancho. 

El GP para una FP Gaussiana dado un valor ψ  se obtiene de aplicar (4.14) siendo 

( )ix sop_min j=  o bien ( )ix sop_max j= , como se muestra en (5.3). De ello resulta: 

2
( )

exp
j j j

j
GPψ

γ ψβ γ

β

  − −
 = −    

      (5.6) 

Por lo que: 

2exp( )GPψ ψ= −         (5.7) 

Lo que indica que el GP de la función para un valor que se encuentra a ψ  veces su 

ancho sólo depende del valor de este parámetro ψ . 

De (5.7) se obtiene la expresión: 

ln( )     0 1GP GPψ ψψ = − < <        (5.8) 

Así, se obtiene la fórmula que permite al diseñador elegir el valor adecuado de ψ  

según el GP que considere 0 para una FP Gaussiana. 

La Figura  5.4 muestra un ejemplo del significado de las variables definidas 

previamente. Para un valor 2ψ = el GPψ es de 0.0183 (1.83% del maxGP ) mientras para un 

valor 2.5ψ =  el GPψ  es de 0.0019 (0.19% del maxGP ), siendo max 1GP = . 

5.3. Ajuste de parámetros basándose en la RS 

Con la ayuda de la incorporación de la RS en el proceso de adaptación paramétrica 

enunciado en el tema  4, se define la siguiente función de coste para ser minimizada: 

21
   ( )

2
dJ RS - RS=         (5.9) 
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donde dRS es el valor deseado de razón de solape y RS responde a (5.5). La 

adaptación de cada parámetro resulta de aplicar el algoritmo de gradiente descendente 

aplicado a (5.5): 

( )
( 1) ( ) ( )

( )
j j d

i i RS j
i

RS
k k RS RS

k
ξ ξ η

ξ

∂
+ = − −

∂
     (5.10) 

siendo j
iξ  cualquiera de los parámetros j

i
j

i βγ , . La variable representada por RSη  es el 

factor de aprendizaje para la razón de solape. 

El resultado de aplicar (5.10) sobre cada parámetro implicado en el ajuste es: 
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i i RS j j j j
i i i i

k k RS RS
β β

γ γ η ψ
γ γ ψ β β

+

+ +

+
+ = − −

− + +
  (5.11) 
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( 1) ( ) ( )2

( ( ))

j j
j j d i i

i i RS j j j j
i i i i
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γ γ

β β η ψ
γ γ ψ β β

+

+ +

−
+ = − −

− + +
  (5.12) 
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i i RS j j j j
i i i i

k k RS RS
β β

γ γ η ψ
γ γ ψ β β

+
+ +

+ +

+
+ = + −

− + +
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γ γ
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+
+ +

+ +

−
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 (5.14) 
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5.4. Elección del parámetro dRS  

Además de ψ  otro parámetro crítico para la adaptación con restricciones es la 

elección de la dRS . Con el presente estudio se intenta ayudar al diseñador en la elección de 

este parámetro, principalmente para el caso de FP Gaussianas, ya que como se mencionó 

anteriormente, para las FP triangulares el valor de la dRS debe ser de 1
3 . 

En un universo de discurso normalizado la distribución adecuada de las FP sería que 

los centros de las mismas estuviesen uniformemente distribuidos entre –1 y 1 y los anchos 

fueran tales que la RS entre cada dos FP adyacentes fuese la RS deseada por el diseñador, 

es decir, dRS . 

Utilizando este criterio, la distribución de centros adecuada para M reglas puede ser 

expresada como: 

2( 1)
Centro( )= 1 ;   =1..

1

l
l l M

M

−
−

−
      (5.15) 

Así se garantiza que el centro para la primera FP se encuentra situado en el punto -1 y 

el centro para la última FP en el punto 1. El resto de los centros están distribuidos 

uniformemente en el intervalo mencionado.  

El ancho adecuado para cada una de las FP se consigue en función de la dRS  y del 

parámetro ψ . Este ancho se obtiene de la expresión (5.5) para dos funciones adyacentes: 

( ) ( 1) ( ( ) ( 1))

( 1) ( ) ( ( ) ( 1))
d Centro l Centro l Ancho l Ancho l

RS
Centro l Centro l Ancho l Ancho l

ψ

ψ

− + + + +
=

+ − + + +
 

Si los centros tienen la forma (5.15) y ( ) ( 1 )Ancho l Ancho l= + entonces: 

2
( 2 ( ))

1
2

( 2 ( ))
1

d

Ancho l
M

RS
Ancho l

M

ψ

ψ

 
− + 

− =
 

+ 
− 

 

De donde se puede obtener la expresión de ( )Ancho l , por lo que la distribución de los 

anchos debería estar basada en la siguiente condición: 

( 1)
Ancho( )=   ;     =1..

(1 )( 1)

d

d

RS
l l M

RS Mψ

+

− −
     (5.16) 
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El punto en el que dos FP adyacentes se interceptan ( Ix , ver Figura  5.3) se obtiene de 

igualar dos FP Gaussianas adyacentes en las que los centros y anchos serán los 

correspondientes a aplicar (5.15) y (5.16) respectivamente. Considerando lo anterior, los 

puntos de intersección en el universo de discurso pueden ser calculados como: 

2
( )   ;     =1..

1I

l M
x l l M

M

−
=

−
       (5.17) 

El Grado de Pertenencia de la función en el punto de intersección, IGP , se calcula 

sustituyendo (5.15), (5.16) y (5.17) en (4.14), esto es: 

( )
( )

( )
( )

22

1 ln( ) 1
exp exp

1 1

d d

I d d

RS GP RS
GP

RS RS

ψψ      − − −     = − = −
     + +       

  (5.18) 

Si se establece una dRS se tendrá para cada posible valor de ψGP un valor de IGP . En 

la Figura  5.5 se muestra la evolución del IGP  en función del ψGP  para distintas dRS , lo 

que facilita la elección de la dRS una vez decidido el ψGP  y el IGP . Por ejemplo, para un 

ψGP = 0.013 y un IGP = 0.45, la dRS será de 0.4, tal y como se muestra en la Figura  5.5. 

5.5. Ajuste paramétrico de los consecuentes 

El proceso de ajuste de centros y anchos de las FP en la parte precedente de las reglas 

ha sido implementado. Se debe realizar un proceso de ajuste de los consecuentes para 

asegurar una distribución uniforme de los mismos en un universo de discurso normalizado 

dentro del intervalo [-1,1]. 

De forma similar a la aplicada a las FP de la parte precedente del conjunto de reglas, 

el ajuste basado en la RS puede extenderse a las FP de la parte consecuente. En el caso de 

que el consecuente sea un escalar (singleton) o del tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) no es 

posible aplicar la RS ya que el concepto de solape no tiene sentido. Para usar la RS es 

necesario transformar los consecuentes en FP equivalentes. Se generan con este propósito 

FP triangulares isósceles de la forma (4.26), cuyos centros se corresponden con los valores 

de los consecuentes y cuyos anchos son los apropiados para obtener la RS deseada por el 

diseñador. 
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La expresión (5.15), donde cada centro es equivalente a cada consecuente de la regla, 

se puede aplicar para distribuir los consecuentes en el universo de discurso normalizado. 

Los anchos de las FP triangulares equivalentes se obtienen de (5.16), donde 1
2ψ = , ya que 

para este valor las FP triangulares se hacen cero, y donde 1
3

dRS =  para que el GP en el 

punto de intersección de dos campanas adyacentes sea 0.5. 

Se obtiene así, considerando el criterio previamente expuesto, la distribución adecuada 

de los consecuentes para las M reglas: 

2( 1)
( ) 1;     1..

1

l
l l M

M
κ

−
= − =

−
        (5.19) 

Y además los anchos de las FP triangulares equivalentes centradas en los consecuentes 

anteriores: 

4
( ) ;     1..

1
l l M

M
χ = =

−
       (5.20) 
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En el caso de FP triangulares, los soportes están claramente identificados y responden 

a: 

( )  ;   ( )  
2 2

j j
j jsop_min j sop_max j

χ χ
κ κ= − = +     (5.21) 

Por lo que, sustituyendo (5.21) en (5.2) se obtiene la expresión para la RS de los 

consecuentes (RSC): 

1 11
2

1 11
2

( )
( )

( )

j j j j

j j j j
RSC j

κ κ χ χ

κ κ χ χ

+ +

+ +

− + +
=

− + +
      (5.22) 

En la Figura  5.6 se representa la distribución de los consecuentes en un universo de 

discurso normalizado para 5 reglas. También se muestran sus 5 FP triangulares 

equivalentes centradas en cada uno de los consecuentes, todas con el mismo ancho 

( ) 1iχ = . 

El ajuste paramétrico se realizará a partir de la siguiente función de coste: 

2 21
3

1 1
( ) ( )  

2 2
dJ RSC - RSC RSC - = =       (5.23) 

Figura  5.6 Representación de los consecuentes y sus FP triangulares 

equivalentes para M=5 
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Y la adaptación de cada parámetro resulta: 

1
3

( )
( 1) ( ) ( )

( )RSC

j j
i i j

i

RSC
k k RSC

k
ξ ξ η

ξ

∂
+ = − −

∂
     (5.24) 

donde j
iξ  representa los parámetros de las funciones de pertenencia triangulares que 

van a ser ajustados ( , )j j
i iκ χ  y RSCη  es el factor de aprendizaje para la RS aplicado al 

consecuente. 

En el caso de que el consecuente sea un singleton, el resultado de aplicar (5.24)sobre 

cada parámetro implicado en el ajuste es: 

1

1 1 21
2

1
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j j i i

i i RSC j j j j
i i i i
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  (5.26) 

De forma similar, para un consecuente del tipo TSK 

0 1 1( .. .. )l l n na a x a x a xκ = + + + + + , el resultado de aplicar (5.24) sobre cada parámetro 

involucrado en el ajuste es: 
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5.6. Algoritmo de adaptación con ajuste basado en la RS 

Se ha implementado un algoritmo que obtiene un modelo borroso a partir de datos de 

entrada-salida, adaptando los parámetros de las FP y ajustándolos para que las mismas 

mantengan un adecuado solape dentro del universo de discurso. Los consecuentes también 

son ajustados basándose en los criterios expuestos en el apartado  5.5. Los pasos para 

implementar el algoritmo se muestran en la Figura  5.7: 

1: Se introducen los parámetros de entrada; 

2: Normalización de los valores de entrada-salida; 

3: Se inicializan centros y anchos con FP uniformemente distribuidas; 

4: Se inicializan consecuentes; 

5: Mientras (e(y, ŷ ) > E_max) hacer 

6:      Se estima la función; 

7:      Se adaptan los parámetros; 

8:      Se ajustan centros y anchos basándose en la RS; 

9:      Se ajustan los consecuentes basándose en la RS; 

10:      Se estima de nuevo la función con los parámetros adaptados y ajustados; 

11:      Se calcula el error; 

12: Fin Mientras 

donde E_max representa el error máximo permitido en la estimación del modelo y 

donde e(y, ŷ ) es la suma de cuadrados del error entre la función real y la función estimada. 

Se comentará a continuación más detalladamente cada uno de estos pasos, 

profundizando en cada uno de los aspectos relevantes de cada punto e incorporando 

aportaciones al mismo. 

Parámetros de entrada y normalización 

Inicialmente necesitamos introducir una serie de parámetros de entrada para que el 

algoritmo pueda ejecutarse. Estos parámetros son los siguientes: 

Figura  5.7 Algoritmo de adaptación con ajuste de antecedentes y consecuentes 

basándose en la RS 
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1. Número de épocas: Número de veces que se pasa el patrón de entrenamiento 

para adaptar los parámetros si no encuentra previamente un estimación 

adecuada de la función. 

2. Número de reglas (M): Cantidad de reglas de la forma (4.2) con las que se va a 

tratar de estimar la función. El algoritmo genera una FP para cada regla de 

cada una de las variables de entrada-salida. 

3. Factor de aprendizaje en la adaptación (η ): Valor entre 0 y 1. Con este valor 

se puede regular la magnitud de variación con que se adaptan los parámetros 

implicados en el ajuste. Si este valor es pequeño la adaptación se realizará más 

lentamente pero con mayor precisión y estabilidad en el modelo resultante, sin 

embargo en ocasiones puede ser interesante proporcionar valores altos para 

llegar más rápidamente a la estimación de la función. 

4. Error máximo (E_max): Será el valor que nos permitirá comparar con el  error 

entre la función real y la función estimada (e(y, ŷ )), utilizado aquí como 

criterio de parada. 

5. Factor de Aprendizaje para la Razón de Solape ( RSµ ): Valor entre 0 y 1. Con 

este valor se puede regular la velocidad a la que se ajustan los centros y los 

anchos basándose en la RS. Si este valor es pequeño se prima más a la 

estimación de la función que al ajuste de las FP, por lo que la distribución final 

de las FP puede no ser uniforme. Un valor más alto consigue ajustar mejor los 

centros y los anchos y consigue una mejor distribución de las FP aunque a 

costa de estimar peor la función. 

6. Factor de ancho (ψ ): Como se ha mencionado anteriormente, en la definición 

de la RS es necesario calcular los soportes máximo y mínimo (5.4). Para 

funciones triangulares estos valores están claramente identificados, ya que para 

0.5 veces el ancho ( jβ ) el GP de la función se hace 0, por lo que el valor de 

ψ  es, claramente, 0.5. En el caso de funciones Gaussianas este valor depende 

de cuando se considere que se hace cero el GP de la función, por lo que será 

una variable a considerar para el resto del proceso de estimación. Como se 

explicó en la Figura  5.4, valores inferiores a 2 para ψ  generan GP en las 
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funciones Gaussianas que podemos considerar cero, por lo que se recomienda 

el uso de 5.22 ≤≤ψ .  

7. Razón de Solape Deseada ( dRS ): Una de las decisiones más importantes será 

la elección de la dRS . Según Marsh  [129], cuando se solapan dos FP, la suma 

de los grados de pertenencia para cualquier punto en el solape debe ser menor 

o igual a 1, por lo que el GP en la intersección de dos FP debe ser menor o 

igual a 0.5. Si previamente se ha decidido el valor adecuado de ψ , se puede 

consultar la Figura  5.5 para determinar el valor de la dRS  más correcto. Según 

esta gráfica, en el caso de funciones de pertenencia Gaussianas y dependiendo 

de los valores que se estimen adecuados para IGP  y ψGP , la dRS  debería 

estar entre 0.4 y 0.5. Para las FP triangulares se considerará 1
3

dRS = . 

8. Factor de Aprendizaje para la Razón de Solape de los consecuentes ( RSCη ): 

Valor entre 0 y 1. Con este valor se puede regular la velocidad a la que se 

ajustan los consecuentes basándose en la RS. Si este valor es pequeño se prima 

más a la estimación de la función que al ajuste de los consecuentes,  lo que 

puede hacer que la distribución final de los mismos no sea uniforme. Un valor 

más alto consigue ajustar mejor la distribución de los consecuentes pero la 

estimación de la función podría ser peor. 

Posteriormente se normalizan todos los valores de entrada-salida, para que se 

encuentren situados entre –1 y 1. Los resultados finales del algoritmo también se 

encuentran normalizados, por lo que habrá que desnormalizarlos. 

 

Inicialización de centros y anchos con FP uniformemente distribuidas 

El paso siguiente consiste en inicializar los distintos parámetros que definen las FP 

triangulares (4.26) o Gaussianas (4.14), es decir, centros ( l
iγ ) y anchos ( l

iβ ) e inicializar 

los consecuentes ( ly ). 

1. Inicialización de centros: Se distribuyen los centros en el universo de discurso 

de forma uniforme. Para ello se tiene en cuenta el número de reglas (M). El 

primer centro se sitúa en la posición –1 (ya que los datos están normalizados 
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entre –1 y 1) y los siguientes a una distancia de 2/(M-1), tal y como se expresa 

en (5.15). 

2. Inicialización de anchos: Se inicializan todos los anchos con el mismo valor, 

buscando que al iniciarse el algoritmo las funciones tengan un solape 

adecuado. Se pretende que las FP iniciales tengan todas el mismo ancho y que 

la RS entre cada dos FP adyacentes sea la dRS . Para ello se utiliza la 

expresión (5.16) que garantiza una RS inicial que cumple con la dRS . 

 

Inicialización de consecuentes 

Como se ha explicado en el apartado  5.5 se transforman los consecuentes en FP 

triangulares isósceles equivalentes, cuyos centros se corresponden con los valores de los 

consecuentes y cuyos anchos son los apropiados para obtener la RS deseada por el 

diseñador. La distribución adecuada de los consecuentes para las M reglas se corresponde 

con la expresión (5.19), situando el primer consecuente en -1 y los restantes a una distancia 

de 2/(M-1). Los anchos de las FP triangulares equivalentes centradas en los consecuentes 

anteriores se calculan según la expresión (5.20), lo que garantiza un adecuado solape de las 

mismas al iniciarse el algoritmo. 

 

Estimación de la función 

Se realiza la estimación de la función atendiendo a la formulación (4.3) de donde se 

obtiene la función estimada ŷ . 

 

Adaptación de los parámetros 

Para adaptar los centros tendremos que aplicar (4.20) o bien (4.32), dependiendo de si 

las FP son Gaussianas o triangulares respectivamente. La adaptación de los anchos se 

regirá por (4.25) en el caso de FP Gaussianas y por (4.37) para FP triangulares. En el caso 

de consecuentes singleton, estos se adaptarán siguiendo la expresión (4.43), sin embargo, 

en el caso de consecuentes del tipo TSK la adaptación se realizará basándose en las 

expresiones (4.53) para el término afín y (4.54). 
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Ajuste de centros y anchos basándose en la RS 

En cada iteración se consulta la RS entre cada dos FP adyacentes. Si la RS es superior 

a la dRS se realiza el ajuste de los centros y anchos de cada una de las FP que producen un 

solape superior al deseado, atendiendo a las expresiones (5.11), (5.12), (5.13) y (5.14). 

 

Ajuste de los consecuentes basándose en la RS 

En el caso de que el solape entre dos FP triangulares adyacentes equivalentes sea 

superior al solape deseado ( 1
3

dRSC = ) se realizará el correspondiente ajuste, que 

responderá a (5.25) y (5.26) si los consecuentes son escalares (singleton) o responderá a 

(5.27), (5.28) y (5.29) si son del tipo TSK. 

 

Cálculo del error 

El error que se calcula es la suma de cuadrados del error entre la función real y la 

función estimada. Este error puede ser sustituido por cualquier otro que se estime más 

oportuno (error cuadrático medio, error porcentual medio cuadrático, error medio, error 

medio absoluto, etc.). 

5.7. Conclusiones 

Para poder incorporar al proceso de adaptación de parámetros un procedimiento de 

ajuste de los mismos con el fin de buscar una mejor distribución de las funciones de 

pertenencia y con ello ganar en interpretabilidad del modelo, se propone un nuevo índice 

que nos permita evaluar el solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes. Este 

índice, denominado Razón de Solape, fue propuesto por Marsh  [129] y posteriormente 

desarrollado en  [170], aunque únicamente se trataban funciones de pertenencia 

triangulares. 

En esta Tesis se utiliza la Razón de Solape tanto en funciones triangulares como en 

funciones gaussianas. En el caso de funciones triangulares la obtención de los soportes no 

presenta ningún problema, sin embargo, en el caso de funciones de pertenencia gaussianas 
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este soporte depende del grado de pertenencia que se considere cero, ya que una función 

gaussiana alcanza un grado de pertenencia cero teóricamente en el infinito. 

Este problema nos lleva a la definición de un nuevo parámetro que se ha denominado 

Factor de Ancho (ψ ) y representa para cuántas veces el ancho la función de pertenencia 

alcanza el valor cero. 

Para el proceso de ajuste se tiene que proporcionar un nuevo parámetro, la Razón de 

Solape Deseada. Este dato debe ser proporcionado por el diseñador y significa el valor que 

se considera más adecuado para la Razón de Solape entre dos funciones de pertenencia 

adyacentes. 

Para ayudar al diseñador en la búsqueda del mejor valor para la Razón de Solape 

Deseada, se aporta en este trabajo una gráfica que dado un Grado de Pertenencia en ψ  

(GPψ ) y un grado de pertenencia en la intersección de las dos funciones ( IGP ) nos 

determina el valor de la Razón de Solape Deseada. 

El ajuste se incorpora no sólo a la parte precedente de las reglas sino también a los 

consecuentes, con un procedimiento novedoso que permite utilizar la Razón de Solape 

aunque los consecuentes sean singleton o de tipo TSK. 

El capítulo concluye con el desarrollo del algoritmo que permite la obtención del 

modelo borroso, realizando la adaptación de los parámetros mediante el mecanismo de 

adaptación desarrollado por Wang  [202] y adaptando en cada paso los parámetros, tanto de 

la parte precedente como de los consecuentes, con la ayuda de la Razón de Solape. Se 

detallan los principales parámetros de entrada y la inicialización que se lleva a cabo antes 

de comenzar a iterar, de forma que inicialmente se tenga una distribución adecuada de las 

funciones, que se tratará de mantener durante el mecanismo de adaptación para lograr una 

mayor interpretabilidad. 

La principal referencia de este capítulo es  [129], donde Marsh establece las cuatro 

reglas que deben cumplir las funciones de pertenencia para que estén correctamente 

distribuidas en el universo de discurso y define la Razón de Solape como índice para medir 

el grado de solape entre dos funciones adyacentes.   
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6. El Área de Solape 

6.1. Un nuevo índice en el ajuste paramétrico de FP 

Hasta ahora se ha evaluado el solape entre dos funciones adyacentes de forma 

aproximada, ya que se ha considerado sólo la distancia entre el máximo soporte de la 

función j y el mínimo soporte de la función vecina j+1. Sin embargo sería ideal encontrar 

un índice que nos pueda proporcionar mayor información sobre el solape real existente 

entre dos funciones adyacentes. 

Marsh  [129] fue uno de los pioneros en estudiar este problema y proponer la Robustez 

de Solape (RoS) como índice para medir el solape (basado en el área) entre dos funciones 

adyacentes: 

1
1 1

12( )

j

j j
j j

Uj U

F FL L

j j

RoS
U L

µ µ
+

+ +

+

+
=

−

∫ ∫
       (6.1) 

donde Lj y Uj representan el soporte mínimo y máximo, respectivamente, de la 

función j . Sin embargo, como se muestra en la Figura  2.1 (La RoS se corresponde con la 

superficie sombreada) este índice no proporciona información sobre el solape real entre 

dos funciones adyacentes j y j+1.  

Lj+1 XI Uj 

j j+1 

)( jγ

 

)( 1+jγ  Lj Uj+1 

Figura  6.1 Representación de la Robustez de Solape para dos FP triangulares 

adyacentes 
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En realidad lo que se pretende conseguir con este índice es medir la superficie de 

solapamiento que se produce entre dos funciones adyacentes, por lo que se ha optado por 

modificar la expresión para que reflejara con más exactitud el verdadero área de solape de 

las dos funciones. 

Teniendo en cuenta lo anterior, en este trabajo se propone un nuevo índice para medir 

el solape entre dos funciones adyacentes. A este nuevo índice se la denomina Área de 

Solape (AS) (ver Figura  6.2) y calcula una medida real del área de la intersección de dos 

funciones adyacentes, ya que no tiene en cuenta el área que se encuentra fuera del área de 

solape. 

En el caso de FP Gaussianas, la intersección de la FP con el eje X no está claramente 

definido, como se explicó en el capítulo anterior, debido a que estas funciones alcanzan el 

GP cero teóricamente en el infinito. En la Figura  6.3 se puede apreciar como la superficie 

de solape será diferente para distintos valores de ψ . Los soportes mínimos y máximos en 

el caso de FP Gaussianas serían L1 y U1 para 2ψ = . Igualmente, si 2.5ψ = entonces los 

soportes serían L2 y U2. 

El nuevo índice denominado AS puede ser expresado como: 

Área de intersección de dos funciones Adyacentes   ( )

Área Menor ( )

AifA
AS

AM
=   (6.2) 

Lj+1 XI Uj 

j j+1 

)( jγ  )( 1+jγ  Lj Uj+1 

Figura  6.2 Representación del Área de Solape para dos FP triangulares 

adyacentes 
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donde AifA representa el área en el que dos funciones adyacentes se solapan y AM la 

menor de las áreas de las dos funciones. 

Para que el AS sea un índice que nos mida la proporción de solape existente entre dos 

funciones, se ha tomado como denominador el área menor de las dos funciones, ya que 

este valor será el máximo área de solape que se podría dar cuando una función se encuentre 

totalmente incluida dentro de la otra. Cuando esto ocurre (Figura  6.4) el área de 

intersección coincide con la menor de las áreas, por lo que AS será 1. 

  
    

XI 

    
      

    

L2 

    

          

L1 U1 U2 

 j  j+1 

Figura  6.3 Representación del Área de Solape para dos FP 

Gaussianas adyacentes 

 

jL

j

Figura  6.4 Representación de dos FP Gaussianas adyacentes 

con AS=1 

j+1

j+1L U j+1 U jX
I
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El AS dependerá por lo tanto de la función cuyo área sea menor. Este factor sólo 

depende del ancho de la función ( jβ ), por lo tanto, el denominador será el área de la FP j 

si 1+≤ jj ββ , en caso contrario el denominador será el área de la FP j+1. 

Otro factor a tener en cuenta en el cálculo del AS es la posición en el universo de 

discurso de la FP con menor área. La posición en el universo de discurso viene 

determinado por el centro de la función ( jγ ), de forma que, si 1+≤ jj γγ  se considera que 

la FP j se encuentra más a la izquierda en el universo de discurso. 

Estas consideraciones anteriores proporcionan cuatro posibles casos cuando se calcula 

el AS: 

1. La FP j tiene un área menor (por lo tanto, 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra 

más a la izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 

2. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 

3. La FP j tiene un área menor ( 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 

4. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 

Así, para el primer caso, el AS para dos FP adyacentes se representa como: 

1
1( )

I j

j j
j I

j

j
j

X U

F FL X

U

FL

AS j
µ µ

µ

+
+

+
=
∫ ∫

∫
       (6.3) 

Para el resto de los casos, ver  Apéndice I. 

Para FP triangulares, la expresión (6.3) para el AS resulta: 
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x x
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γ γ

β β
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   =

 −
 −
 
 

∫ ∫

∫

    (6.4) 

donde, de acuerdo con (5.4),  jj
jU ψβγ +=   y jj

jL ψβγ −= y como se ha 

comentado anteriormente para FP triangulares 1
2ψ = . 

Para FP Gaussianas, la expresión (6.3) para el AS resulta: 

1

2 21
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exp exp
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exp
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j jX U
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β β
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      − −
− + −      
         =

  −
−  
   

∫ ∫

∫

   (6.5) 

donde, de acuerdo con (5.4),  jj
jU ψβγ +=   y jj

jL ψβγ −= . 

Para FP Gaussianas ψ  es un valor definido por el diseñador y debe encontrarse dentro 

del intervalo [2,2.5]. 

Para averiguar el punto en el que dos funciones adyacentes se intersectan igualamos 

las expresiones de las mismas: 

1

1

2 2
1 1

j j

j j

x xγ γ

β β

+

+

− −
− = −  en el caso de FP triangulares, 

2 21

1
exp exp

j j

j j

x xγ γ

β β

+

+

      − −
− = −      
         

 para FP Gaussianas. 

En ambos casos, desarrollando, obtenemos los puntos de intersección de las 

funciones: 

1 1

1

j j j j

I j j
x X

β γ β γ

β β

+ +

+

−
= =

−
       (6.6) 

1 1

1

j j j j

I j j
x X

β γ β γ

β β

+ +

+

+
= =

+
       (6.7) 
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De los dos posibles puntos de intersección, el que nos interesa es el expresado en (6.7) 

Para el resto de los casos ver  Apéndice II. 

6.2. Ajuste de parámetros basándose en el AS 

La función de coste que utiliza el nuevo índice en el proceso de adaptación 

paramétrica enunciado en el Capítulo  4, se define mediante la expresión: 

( )
21

2
dJ AS AS= −         (6.8) 

donde dAS  es el valor deseado de Área de Solape. 

La adaptación de cada parámetro resulta: 

( ) ( )
( 1) ( )

( )
j j d

i i AS j
i

AS
k k AS AS

k
ξ ξ η

ξ

∂
+ = − −

∂
     (6.9) 

siendo n
j

iξ  cualquiera de los parámetros j
i

j
i βγ , .  ASη  es el factor de aprendizaje para 

el área de solape y dAS  el área de solape que deseamos para las FP. 

Para FP Gaussianas, la ley de ajuste, resultado de aplicar (6.9) a cada parámetro 

implicado, y asumiendo que el área de la función j es menor que el de la función j+1 y que 

la función j se encuentra a la izquierda de la función j+1 en el universo de discurso, resulta 

en: 
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donde ( )erf x  es un número cuyo valor se calcula como: 

( )
( )2

0

exp

2

x

t dt

erf x
π

−

=
∫

             (6.14) 

Para el resto de los casos, ver  Apéndice III. 

6.3. Elección del parámetro dAS  

Para averiguar cuál sería el valor más adecuado para el dAS se estudian los valores de 

AS para las funciones iniciales que se encuentran uniformemente distribuidas en el 

universo de discurso atendiendo a los centros (5.15) y anchos (5.16) que se consideran 

óptimos dada una dRS  y un factor de ancho ψ . Los valores del dAS  para valores óptimos 

de dRS  y ψ  se encuentran entre 0.2 y 0.3, por lo que el diseñador tendrá que seleccionar 

el valor deseado de dAS  dentro de estos márgenes. 

6.4. Algoritmo de adaptación con ajuste basado en el AS 

El algoritmo presentado en la sección  5.6 se ha modificado para insertar en la 

adaptación paramétrica de la parte precedente el nuevo índice (AS) que nos mide el área de 

solape entre dos funciones adyacentes, manteniendo la RS como índice para ajustar la parte 

precedente. Este nuevo algoritmo se presenta en la Figura  6.5. 
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1: Se introducen los parámetros de entrada; 

2: Normalización de los valores de entrada-salida; 

3: Se inicializan centros y anchos con FP uniformemente distribuidas; 

4: Se inicializan consecuentes; 

5: Mientras (e(y, ŷ ) > E_max) hacer 

6:      Se estima la función; 

7:      Se adaptan los parámetros; 

8:      Se ajustan centros y anchos basándose en el AS; 

9:      Se ajustan los consecuentes basándose en la RS; 

10:      Se estima de nuevo la función con los parámetros adaptados y ajustados; 

11:      Se calcula el error; 

12: Fin Mientras 

donde E_max representa el error máximo permitido en la estimación del modelo y 

donde e(y, ŷ ) es la suma de cuadrados del error entre la función real y la función estimada. 

Las dos líneas que sufren alguna modificación son la 1 y la 8. Estas modificaciones se 

comentan a continuación: 

Parámetros de entrada 

Dos nuevas variables intervienen en el algoritmo si se utiliza el AS como índice para 

medir el solapamiento entre dos FP: 

1. Factor de Aprendizaje para el Área de Solape ( ASη ): Valor entre 0 y 1. Su 

función será controlar el ajuste de los centros y anchos de las FP. Valores más 

altos producirán ajustes más bruscos de los parámetros implicados en el ajuste, 

garantizando la correcta distribución de las FP, pero provocando una peor 

estimación de la función. 

2. Área de Solape Deseada ( dAS ): El valor que se propone para el dAS se 

obtiene de calcular el AS para FP con los centros (5.15) y anchos (5.16) 

propuestos como óptimos cuando se usa la RS. Este valor, por lo tanto, 

Figura  6.5 Algoritmo de adaptación con ajuste de antecedentes y consecuentes 

basándose en la RS 
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depende de dos parámetros (del valor elegido para ψ , y del valor elegido para 

la dRS ). Tras analizar que valores son los más adecuados, se proponen valores 

tales que 0.2 0.3dAS≤ ≤ . Un valor que produce buenos resultados es 0.25. 

Ajuste de centros y anchos basándose en el AS 

En cada iteración, y para cada dos FP adyacentes el algoritmo estudia que caso de los 

4 posibles se está dando. Realiza el cálculo del AS correspondiente a su caso (ver 

 Apéndice II) y si es superior al dAS  realiza el ajuste de los centros y anchos implicados, 

atendiendo a (6.10), (6.11), (6.12) y (6.13) si nos encontramos en el primer caso (para el 

resto de los casos ver  Apéndice III). 

 

6.5. Conclusiones 

Con el propósito de buscar un índice que midiera con mayor exactitud el verdadero 

solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes, Marsh propone la Robustez de 

Solape  [129]. Lo que se pretende con este índice es medir la superficie de solapamiento 

que se produce entre dos funciones, por lo que se ha optado por modificar el índice 

propuesto por Marsh y aportar un nuevo índice que mida la superficie de solapamiento real 

entre dos funciones, el Área de Solape. 

El cálculo del Área de Solape se vuelve más complejo cuando se trata de funciones 

gaussianas, por lo que se ha optado en este trabajo en desarrollar el ajuste de los 

parámetros centrándonos en funciones de pertenencia de este tipo. 

Cuando se utilice el Área de Solape entre dos funciones de pertenencia adyacentes se 

tendrán que tener en cuenta dos factores: que función tiene un área menor de las dos 

implicadas y la posición que ésta ocupa con respecto a la otra en el universo de discurso. 

Estas consideraciones nos proporcionan cuatro posibles casos a la hora de calcular el Área 

de Solape. Cada uno de los casos se ha expuesto en profundidad. 

Aparece un nuevo valor que tendrá que decidir el diseñador, el Área de Solape 

Deseada. Esta medida nos indica cuál será, a juicio del diseñador el Área de Solape más 

adecuada entre dos funciones de pertenencia adyacentes. 
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El capítulo termina con la descripción detallada del algoritmo que incorpora el 

procedimiento de ajuste utilizando la Razón de Solape, cuáles son los nuevos parámetros 

de entrada y como se realizará el nuevo ajuste de los parámetros. 

Nuevamente, tenemos como principal referencia del capítulo el trabajo de Marsh 

 [129], en el que se menciona la Robustez de Solape y proporciona la base para poder 

proponer el Área de Solape como índice para medir el solape entre funciones de 

pertenencia adyacentes. 
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7. Aplicaciones 

Este capítulo presenta resultados prácticos a partir de las técnicas desarrolladas en los 

apartados anteriores. En primer lugar se mostrarán ejemplos de casos sencillos y conocidos 

en el campo de la estimación de funciones mediante sistemas borrosos. Se realizarán 

comparativas entre los resultados obtenidos realizando el ajuste de las funciones de 

pertenencia y sin el ajuste de las mismas. Se tratará de justificar la mejora en la 

interpretabilidad del modelo borroso a costa de la pérdida de precisión en la estimación de 

la función. En segundo lugar se ha elegido un ejemplo más complejo, un modelo a escala 

de un helicóptero, basado en el obtenido por Kim y Tilbury en  [98]. Se trata de un modelo 

de múltiple entrada y múltiple salida (MIMO), con el que se pretende demostrar la validez 

de las técnicas presentadas en este trabajo. 

7.1. Ecuación diferencial de segundo orden 

El primer ejemplo con el que se va a trabajar es una planta descrita por una ecuación 

diferencial de segundo orden de la forma  [145]: 

[ ]( 1) ( ), ( 1) ( )y k g y k y k u k+ = − +       (7.1) 

donde 

[ ]
[ ]

2 2

( ) ( 1) ( ) 2.5
( ), ( 1)

1 ( ) ( 1)

y k y k y k
g y k y k

y k y k

− +
− =

+ + −
     (7.2) 

y ( ) ( 2 / 25 )u k sen kπ=  

Si tratamos de modelar, buscando simplemente estimar la función, sin aplicar ningún 

tipo de ajuste sobre los parámetros (centros y anchos de las funciones de pertenencia y 

consecuentes), se obtiene un excelente estimación de la función, como se puede apreciar en 

la Figura  7.1. 

Sin embargo, al visualizar las campanas que se han generado para cada una de las 

variables de entrada del modelo (Figura  7.2 y Figura  7.3), observamos que no presentan 

una adecuada distribución en el universo de discurso y no cumplen ninguna de las reglas 

establecidas por Marsh (ver  Apartado  5.1 y Figura  5.2). 
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Si representamos los consecuentes en el universo de discurso, estos tampoco quedan 

uniformemente distribuidos, incluso, algunos de ellos se encuentran agrupados en una 

misma zona (Figura  7.4). 
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Figura  7.1 Comparación entre la función real y la función estimada 

para la ecuación (7.1) sin aplicar ajustes sobre los parámetros 

Figura  7.2 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada sin 

aplicar ajustes sobre los parámetros 
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Figura  7.3 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada 

sin aplicar ajustes sobre los parámetros  
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ajustes sobre los parámetros  
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Estos resultados se han obtenido tras realizar 300 iteraciones, utilizando 10 reglas y 

con un factor de aprendizaje para la estimación de la función de 0.005η = . El error que se 

genera es de 2.13. 

Aplicando la razón de solape en el procedimiento de estimación de la función para 

ajustar los parámetros involucrados en la parte precedente de las reglas, se obtiene el 

resultado representado en la Figura  7.5. 

El error que se consigue al estimar la función aplicando el ajuste sobre los parámetros 

es un poco mayor (3,31), tras realizar el mismo número de iteraciones (300) y utilizar el 

mismo número de reglas (10), sin embargo, la distribución de las FP en el universo de 

discurso mejora considerablemente, como podemos apreciar en la Figura  7.6 y en la Figura 

 7.7. 

Para obtener estos resultados se han utilizado como valores iniciales del algoritmo un 

factor de aprendizaje para la estimación de la función 0.002η = , un factor de aprendizaje 

para la razón de solape 0.01RSη = , una razón de solape deseada de 0.4dRS =  y un factor 

de ancho 2ψ = . 

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura  7.5 Comparación entre la función real y la función estimada para la 

ecuación (7.1) utilizando la razón de solape en el ajuste de los parámetros 

de la parte precedente 



Ecuación diferencial de segundo orden  Pág. 135 

 

Figura  7.6 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada aplicando la 

razón de solape en el ajuste de los parámetros de la parte precedente 
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Figura  7.7 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada aplicando la 

razón de solape en el ajuste de los parámetros de la parte precedente 
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El procedimiento de ajuste no se ha realizado sobre los consecuentes, por lo que éstos 

siguen situados de forma poco uniforme en el universo de discurso. Esta circunstancia la 

podemos apreciar al visualizar la distribución de los consecuentes en la Figura  7.8. 

Pasamos a estudiar a continuación el resultado de aplicar el ajuste a los consecuentes 

de las reglas para que estos estén distribuidos de forma más uniforme en el universo de 

discurso. Para ello, se utilizan consecuentes de la forma TSK, se aplica el mismo número 

de épocas (300) y se mantiene el mismo número de reglas (10). Los valores iniciales 

introducidos al algoritmo son: 0.002η = , 0.005RSη = , 0.4dRS = , 2ψ =  y como factor de 

aprendizaje para la razón de solape de los consecuentes 0.005RSCη = . 

El error final en la estimación final de la función es mayor que en los dos casos 

anteriores (3,69), pero a cambio se consigue una correcta distribución de las FP de la parte 

precedente y de los consecuentes. La comparativa entre la función real y la estimada se 

puede apreciar en la Figura  7.9. La distribución de las FP para las variables de entrada se 

puede ver en la Figura  7.10 y en la Figura  7.11. El resultado de la distribución de los 

consecuentes se muestra en la Figura  7.12. 

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Universo de discurso normalizado

G
ra

d
o
 d

e
 p

e
rt

e
n
e
n
c
ia

Figura  7.8 Representación de los consecuentes aplicando la razón de 

solape en el ajuste de los parámetros de la parte precedente 
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Figura  7.9 Comparación entre la función real y la función estimada para la 

ecuación (7.1) utilizando la razón de solape en el ajuste de todos los 

parámetros involucrados en la estimación 
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Figura  7.10 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada aplicando 

la razón de solape en el ajuste de todos los parámetros involucrados en la 

estimación 
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Figura  7.11 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada aplicando 

la razón de solape en el ajuste de todos los parámetros involucrados en la 

estimación 
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Figura  7.12 Representación de los consecuentes aplicando la razón 

de solape en el ajuste de los parámetros de la parte precedente 
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Podemos concluir que la perdida en la calidad de la estimación de la función es muy 

pequeña en comparación con la mejora en la distribución de las FP de la parte precedente y 

de los consecuentes, por lo que el modelo final obtenido tras el ajuste de los parámetros 

involucrados mejora enormemente la interpretabilidad con respecto al modelo inicial que 

no realiza ningún tipo de ajuste de los mencionados parámetros. 

A medida que tratamos de distribuir de manera más adecuada las funciones en el 

universo de discurso el error en la estimación de la función aumenta, pero se ve 

compensado con la mejora en la interpretabilidad del modelo resultante. 

Hasta ahora se ha tratado como índice de ajuste la Razón de Solape. Veremos a 

continuación los resultados aplicando el Área de Solape. 

Si el ajuste de los parámetros se produce utilizando como índice de solape el Área de 

Solape la estimación de la función es muy similar a la que se obtiene utilizando la Razón 

de solape. Los resultados, utilizando 10 reglas, 0.001η = , 0.002ASη = , 0.002ASCη = , 

0.25dAS = , 2ψ =  y tras 100 iteraciones del algoritmo se muestran en la Figura  7.13. El 

error que se produce es de 3,8. 

Figura  7.13 Comparación entre la función real y la función estimada para 

la ecuación (7.1) utilizando el área de solape en el ajuste de los parámetros 

involucrados en la estimación 
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La distribución de las FP en el universo de discurso no mejora ni para la primera 

variable (Figura  7.14) ni para la segunda variable (Figura  7.15), aunque se consigue que su 

distribución sea más adecuada que si no se utiliza ningún tipo de ajuste.  

Figura  7.14 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada aplicando el 

área de solape en el ajuste de los parámetros involucrados en la estimación 
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Figura  7.15 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada aplicando el 

área de solape en el ajuste de los parámetros involucrados en la estimación 
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Los consecuentes quedan correctamente distribuidos en el universo de discurso, como 

se puede apreciar en la Figura  7.16. 

Por lo tanto, el uso del área de solape en el ajuste genera buenos resultados si lo 

comparamos con la estimación de la función sin realizar ningún tipo de ajuste, ya que 

produce una mayor interpretabilidad de los resultados, con un error en la estimación 

aceptable. Sin embargo, la mejora con respecto al ajuste utilizando razón de solape no se 

puede apreciar, al menos en este ejemplo. Podemos concluir que los cálculos que se tienen 

que realizar para estimar con el área de solape son mucho mayores que los necesarios para 

estimar con la razón de solape y sin embargo los resultados que se obtienen no mejoran 

considerablemente la solución, por lo que, al menos en este caso resulta más aconsejable la 

razón de solape. 

Veamos como se comportan estos índices de solape con una función mucho más 

compleja de estimar. 

 

Figura  7.16 Representación de los consecuentes aplicando el área de solape 

en el ajuste de los parámetros involucrados en la estimación 
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Figura  7.17 Esquema de obtención de la matriz de datos para el modelo de 

Box y Jenkins con dos variables de entrada y una de salida 

7.2. Horno de gas 

Como segundo ejemplo de aplicación se ha elegido el modelo serie-temporal de Box y 

Jenkins  [28] que se obtiene a partir de un horno de gas. La ecuación de este modelo 

responde a: 

( ) 0.55 ( 1) 0.52 ( 3 ) 0.4 ( 4 ) 0.51 ( 5 ) ( )y k y k u k u k u k N k= − − − − − − − +  (7.3) 

donde: 

( ) 1.53 ( 1) 0.63 ( 2 ) ( )N k N k N k a k= − − − +      (7.4) 

siendo ( )a k  un ruido blanco, ( )N k  el ruido en el sistema, ( )y k  la concentración de 

dióxido de carbono y ( )u k  el flujo de metano en el instante k . 

El sistema puede representarse por un modelo serie-paralelo borroso de la forma: 

( ) ( ( 1), ( 4 ))y k f y k u k= − −        (7.5) 

Para obtener la matriz de datos se ha utilizado el esquema representado en la Figura 

 7.17. De esta forma obtenemos una matriz con dos variables de entrada y una variable de 

salida. 
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Los resultados de estimar esta función sin realizar ningún tipo de ajuste sobre los 

parámetros pueden verse en la Figura  7.18. Se puede considerar que la estimación que se 

consigue es muy buena y con 500 épocas y 8 reglas se obtiene un error de 0,7, si utilizamos 

un factor de aprendizaje de 0.002.  

Las funciones de pertenencia que se generan para cada una de las variables no se 

encuentran correctamente distribuidas y no nos proporcionan interpretabilidad. La Figura 

 7.19 corresponde a la variable ( 4 )u k −  y la Figura  7.20 a la variable ( 1)y k − . 

Los consecuentes sufren una distribución inadecuada y se reparten por el universo de 

discurso de forma muy poco uniforme, por lo que su interpretabilidad es muy escasa. La 

Figura  7.21 nos muestra la distribución que se obtiene de los consecuentes. 
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Figura  7.18 Comparación entre la función real y la función estimada para el 

modelo de Box y Jenkins  sin aplicar ajustes sobre los parámetros 



Aplicaciones  Pág. 144 

 

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Universo de discurso normalizado

G
ra

d
o
 d

e
 p

e
rt

e
n
e
n
c
ia

Figura  7.19 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada sin aplicar 

ajustes sobre los parámetros en el modelo de Box y Jenkins 

Figura  7.20 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada sin 

aplicar ajustes sobre los parámetros en el modelo de Box y Jenkins 
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Cuando aplicamos ajuste sobre los centros y anchos de las FP, pero no sobre los 

consecuentes se producen los resultados que se muestran a continuación. Los resultados no 

son los esperados cuando buscamos estimar la función lo mejor posible ajustando las 

funciones. Como se puede apreciar en la Figura  7.22, el error en la estimación aumenta a 

1,49, pero la distribución de la primera variable (Figura  7.23) no es la adecuada, aunque la 

distribución de la segunda variable se comporta bastante mejor (Figura  7.24). 

Estos resultados se obtienen tras ejecutar el algoritmo durante 400 épocas, con 8 

reglas y con un factor de aprendizaje 0.001η = , un factor de aprendizaje para la Razón de 

Solape 0.002RSη = , una Razón de Solape Deseada 0.4dRS = , y un Factor de Ancho 

2ψ = . 

Los consecuentes se encuentran muy mal distribuidos en el universo de discurso como 

se aprecia en la Figura  7.25. 

 

 

 

Figura  7.21 Representación de los consecuentes sin aplicar ajustes sobre 

los parámetros en el modelo de Box y Jenkins 
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Figura  7.22 Representación de la función real y la función estimada 

aplicando ajuste sólo sobre los parámetros de la parte precedente en el 

modelo de Box y Jenkins 
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Figura  7.23 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada 

aplicando ajuste sobre los parámetros de la parte precedente en el modelo de 

Box y Jenkins 
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Figura  7.24 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada 

aplicando ajuste sobre los parámetros de la parte precedente en el modelo 

de Box y Jenkins 

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Universo de discurso normalizado

G
ra

d
o
 d

e
 p

e
rt

e
n
e
n
c
ia

Extremad. 
 bajo 

Muy 
 bajo 

Bajo 
Poco 
 bajo 

Poco 
alto 

Alto Muy 
alto 

Extremad. 
alto 

Figura  7.25 Representación de los consecuentes aplicando la razón de solape en el 

ajuste de los parámetros de la parte precedente en el modelo de Box y Jenkins 
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Si tratamos de distribuir más adecuadamente las funciones en el universo de discurso, 

el error que se comete al estimar la función se eleva a 3,6. La comparativa entre la función 

real y la estimada se muestra en la Figura  7.26.  

 

Sin embargo, como se aprecia en la Figura  7.27 y en la Figura  7.28, la distribución de 

las funciones mejora considerablemente. 

Los consecuentes, al no realizarse ningún tipo de ajuste sobre ellos quedan muy mal 

distribuidos en el universo de discurso. En la Figura  7.29 se puede apreciar la distribución 

de los mismos. 

Estos resultados se han obtenido tras 500 iteraciones, con 8 reglas, 0.0001η = , 

0.001RSη = , 0.4dRS =  y 2ψ =  

Figura  7.26 Representación de la función real y la función estimada aplicando ajuste 

sobre los parámetros de la parte precedente en el modelo de Box y Jenkins 
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Figura  7.27 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada 

aplicando ajuste sobre los parámetros de la parte precedente en el modelo de 

Box y Jenkins 
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Figura  7.28 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada 

aplicando ajuste sobre los parámetros de la parte precedente en el modelo 

de Box y Jenkins 
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Los resultados mejoran considerablemente si realizamos el ajuste tanto de la parte 

precedente como del consecuente. En la estimación de la función se produce un error 

mayor (1,27) que sin realizar el ajuste de los parámetros, pero a cambio ganamos una 

mayor interpretabilidad. 

Los valores con los que se ha ejecutado el algoritmo son: 1300 épocas, 8 

reglas, 0.0002η = , 0.0005RSη = , 0.001RSCη = , 0.4dRS =  y 2ψ = . 

La Figura  7.30, muestra la función real y la estimada aplicando el ajuste a todos los 

parámetros. La distribución de la primera variable se aprecia en la Figura  7.31 y la 

distribución de la segunda en la Figura  7.32. Los consecuentes se pueden apreciar en la 

Figura  7.33. 

 

Figura  7.29 Representación de los consecuentes aplicando la razón de solape en el 

ajuste de los parámetros de la parte precedente en el modelo de Box y Jenkins 
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Figura  7.30 Comparación entre la función real y la función estimada para el 

modelo de Box y Jenkins realizando el ajuste a todos los parámetros involucrados 

en la estimación 
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Figura  7.31 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada realizando el ajuste a 

todos los parámetros involucrados en la estimación del modelo de Box y Jenkins 
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Figura  7.32 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada realizando el ajuste a 

todos los parámetros involucrados en la estimación del modelo de Box y Jenkins 
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Figura  7.33 Representación de los consecuentes aplicando la razón de solape en el 

ajuste a todos los parámetros en el modelo de Box y Jenkins 
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Si utilizamos como índice para ajustar los parámetros implicados en la estimación el 

área de solape en lugar de la razón de solape, se obtienen nuevamente, al igual que en 

ejemplo mostrado en la sección  7.1, resultados similares. 

Los resultados, utilizando 8 reglas, 0.004η = , 0.01ASη = , 0.01ASCη = , 0.25dAS = , 

2ψ =  y tras 100 iteraciones del algoritmo se muestran en la Figura  7.34. El error que se 

produce es de 1,3. 

 

El error que se comete es similar al conseguido usando la razón de solape, sin 

embargo la distribución de las FP en el universo de discurso mejora considerablemente, 

por lo que la interpretabilidad del modelo en este caso es mucho mayor. 

La representación de las funciones para la primera variable implicada se puede 

apreciar en la Figura  7.35. La segunda variable se muestra en la Figura  7.36. 

Figura  7.34 Comparación entre la función real y la función estimada para el modelo 

de Box y Jenkins realizando el ajuste a todos los parámetros involucrados en la 

estimación usando el área de solape 
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Figura  7.35 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada realizando el ajuste a 

todos los parámetros involucrados en la estimación del modelo de Box y Jenkins usando el 

área de solape 
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Figura  7.36 Representación de las FP para la 2ª variable de entrada realizando el 

ajuste a todos los parámetros involucrados en la estimación del modelo de Box y 

Jenkins usando el área de solape 
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Los consecuentes quedan distribuidos como se muestran en la Figura  7.37. 

7.3. Helicóptero de aeromodelismo 

El último ejemplo que se muestra es el más complejo de los que se presentan en este 

trabajo. Se trata del modelo matemático de un helicóptero de aeromodelismo. Para 

describir de manera general el sistema se realiza a continuación una traducción libre de un 

fragmento del artículo de Kim-Tilbury: “Mathematical Modeling and Experimental 

Identification of Model Helicopter”  [98]. 

7.3.1. Aspectos técnicos previos 

Aunque un helicóptero de aeromodelismo puede simplemente parecer una 

miniaturización de su versión a gran escala, hay diferencias notables entre los dos. La 

primera diferencia principal entre el de aeromodelismo y el de gran escala está relacionada 

con la configuración del rotor. Muchos helicópteros a gran escala tienen una correa, ya sea 

de aleteo libre o montada sobre muelle, en las aspas del rotor, de tal manera que el plano 

del rotor puede ser inclinado respecto del helicóptero. 

Figura  7.37 Representación de los consecuentes aplicando el área de solape en el 

ajuste a todos los parámetros en el modelo de Box y Jenkins 
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Un sistema de articulaciones permite a las aspas del rotor el aleteo, aumentando la 

estabilidad. Sin embargo, este comportamiento de aleteo aumenta el tiempo que necesita el 

helicóptero para responder a las entradas de control. Inclinando el disco del rotor hacia 

delante, el helicóptero puede desplazarse hacia delante mientras se mantiene el nivel  [94]. 

La mayoría de los helicópteros de aeromodelismo poseen un diseño del rotor rígido 

sin articulaciones, el cual fuerza que la posición del fuselaje permanezca fija respecto al 

disco del rotor. Esto trae como resultado unos tiempos de respuesta más rápidos, y 

proporciona al piloto remoto una mejor sensación de movimiento del helicóptero. Sin 

embargo, para moverse hacia delante, el helicóptero deberá primero inclinarse hacia 

delante, lo que produce una componente hacia delante del vector de propulsión principal. 

En segundo lugar, las propiedades de estabilidad son bastante diferentes. La respuesta 

temporal de un helicóptero de aeromodelismo es mucho más rápida debido a su reducido 

tamaño. Sin la ayuda de ningún dispositivo extra de aumento de la estabilidad, un piloto 

humano tendrá dificultades para controlarlo. 

En la mayoría de los helicópteros de aeromodelismo, un gran giróscopo de control con 

un perfil aerodinámico, llamado FLYBAR, se usa para mejorar la característica de 

estabilidad alrededor de los ejes de pitch y roll y para minimizar el esfuerzo requerido en el 

actuador.  

Además se usa un giróscopo electrónico para estabilizar aún más los ejes de yaw. En 

la mayoría de los helicópteros a escala completa, las inercias de un rotor y fuselaje tan 

grandes y la articulación que une el rotor proporcionan una estabilidad adecuada, y son 

innecesarios los giróscopos extra de control en los rotores. 

Debido a estas diferencias considerables, un modelo matemático de un helicóptero de 

aeromodelismo no puede ser sencillamente una versión a escala reducida del modelo a 

escala completa; se deberán tener en cuenta los diferentes mecanismos de actuación. 

A continuación, se muestran las ecuaciones dinámicas del movimiento del helicóptero 

de aeromodelismo incluyendo la dinámica del actuador. Las ecuaciones se basan en la 

dinámica del sólido rígido  [144], así como en la aerodinámica básica y la teoría de 

helicópteros  [94] [152]. 
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7.3.2. Modelo completo 

En la Figura  7.38 se muestra un diagrama de bloques del modelo matemático 

completo del helicóptero. Las entradas δ  son las cuatro posiciones de las palancas del 

helicóptero de aeromodelismo, y las salidas q  son las posiciones, orientaciones y 

velocidades del sólido rígido. Hay variables internas, incluyendo la orientación del rotor 

ξ , el ángulo de aleteo de la flybar β , y el ángulo de pitch colectivo 0θ .  

 

El siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales e integrales relaciona la salida con la 

entrada: 

 

Pitch colectivo del rotor principal y par del motor 

0 5 0 6 0 4 0K K Kθ θ θ δ+ + =�� �         (7.6) 

0m mKτ δ= − ⋅          (7.7) 

 

Figura  7.38 Diagrama de bloques del modelo matemático del 

helicóptero 
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Propulsiones del rotor principal y de cola 

3 2
3 2

02 3 2

n B B
T ac Rρπ θ λ

 
= Ω − 
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      (7.8) 
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Dinámica del sólido rígido 
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Momentos de pitch y de roll 
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2m cycdL r a c drρ θ= Ω        (7.14) 

Momento de Yaw 

3T T g BM T L Kψ ω= −         (7.15) 
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Plato cíclico 
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Dinámica de la flybar 
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Ratios de entrada del rotor principal y de cola 

iv
v

R
λ = − +

Ω
         (7.20) 

iT
T T

T T

v
v

R
λ = − +

Ω
        (7.21) 

Este conjunto de ecuaciones del sistema no se puede simular fácilmente ya que el 

ángulo de aleteo de la flybar β  es función del ángulo del rotor ξ , pues la ecuación del 

momento de roll (7.13) no se puede resolver directamente a menos que se exprese β  de 

forma explícita en términos de ξ . Para poder hacer simulaciones, se aproxima el ángulo de 

aleteo β  con una función senoidal en cada vuelta: 

( )max maxcosβ β ξ ξ≈ −         (7.22) 

donde 
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Usando esta aproximación, se pueden resolver analíticamente las integrales de la 

ecuación (7.13): 

( )
( )

( )
( )

2 4 4
3 8 1

3 2 4 max max 4 1 2 3
1 2 3 9

2 4 4
3 8 2

3 2 4 max max 4 1 2 3
1 2 3 9
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L L L L

φ φ

θ θ

ωρ
α δ β ξ α

ωρ
α δ β ξ α

  Ω
= − − +   + Ω  

  Ω
= − − +   + Ω  

 

El modelo del sistema puede reducirse por lo tanto a un conjunto de ecuaciones 

puramente diferenciales. Se ha construido un diagrama de bloques de Simulink del modelo, 

y se ha usado para comparar el modelo con los datos obtenidos. En la simulación, los 

parámetros maxβ  y maxξ  se hallan en cada vuelta del aspa del rotor. Los términos β  y Bω  

en los momentos Mφ  y Mθ  de pitch y de roll sirven como términos de amortiguación en 

las ecuaciones del sólido rígido, aumentando la estabilidad del sistema con respecto al 

modelo del doble-integrador. 

7.3.3. Estimación del modelo 

Nos encontramos, por tanto, con un modelo MIMO, de 4 variables de entrada y 12 

variables de salida. El aumento en la complejidad es considerable. Para poder aplicar las 

técnicas expuestas se trabajará con 12 modelos en paralelo, cada uno con 4 variables de 

entrada y una sola variable de salida (un modelo para cada variable de salida). 

A continuación sólo se muestran algunos de los resultados obtenidos, y se comparan 

algunas de las distribuciones más significativas, ya que mostrar todos los gráficos 

comparando función real y estimada, las 4 variables de entrada y consecuentes, sin aplicar 

ajuste y posteriormente aplicando ajuste con razón de solape, ajuste de consecuentes y área 

de solape, supondría visualizar 24 gráficas sólo para un modelo, lo que generaría unos 288 

gráficos si contamos los 12 modelos. 

De manera representativa, el modelo 3 que estima la posición z del helicóptero en el 

espacio, y el modelo 4 que corresponde con la componente x�  de la velocidad del mismo, 

se han elegido para mostrar los resultados. 

Si mostramos la comparativa entre la función real y la función estimada (Figura  7.39), 

así como la distribución de las funciones de pertenencia para la primera variable ( 0δ ) en el 

modelo 3, sin aplicar ningún tipo de ajuste (Figura  7.40), utilizando 5 reglas, 200 épocas y 
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un factor de aprendizaje 0.01η = , podemos apreciar como las campanas no se distribuyen 

adecuadamente, aunque se produce un error muy pequeño, de tan sólo 0,42. 

Figura  7.39 Comparación entre la función real y la función estimada (variable z) en el 

modelo 3 del helicóptero sin realizar el ajuste a los parámetros involucrados en la 

estimación  
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Figura  7.40 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada ( 0δ ) sin realizar ajuste a 

los parámetros involucrados en la estimación del modelo 3 
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Lo mismo ocurre para la tercera variable ( θδ ) en el modelo 4. En este caso se han 

utilizado también 5 reglas, 200 iteraciones y 0.01η = . El error que se produce es de 0,42. 

Los resultados los podemos apreciar en la Figura  7.41 y en la Figura  7.42. 

Figura  7.41 Comparación entre la función real y la estimada (variable x� ) en el 

modelo 4 del helicóptero sin realizar el ajuste a los parámetros involucrados en la 

estimación  
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Figura  7.42 Representación de las FP para la 3ª variable de entrada ( θδ ) sin realizar ajuste a 

los parámetros involucrados en la estimación del modelo 4 
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Si realizamos el ajuste de los parámetros aplicando la razón de solape como índice 

para medir el solapamiento de las funciones de pertenencia en el universo de discurso, la 

distribución de las campanas mejora considerablemente, sin perder demasiada precisión en 

la estimación de las funciones. Para mostrar esta apreciable mejora en la distribución se 

presenta en la Figura  7.43, el resultado para la variable 0δ  en el modelo 3 (variable z en el 

helicóptero), tras realizar 400 iteraciones y con 5 reglas. Los parámetros utilizados en la 

estimación fueron: factor de aprendizaje 0.002η = , factor de aprendizaje para la razón de 

solape 0.0005RSη = , factor de aprendizaje para los consecuentes 0.001RSCη = , razón de 

solape deseada 0.4dRS =  y factor de ancho 2ψ = . 

 

El error que se comete es de 1,12 y la comparativa entre la función real y la función 

estimada la podemos apreciar en la Figura  7.44. 

Figura  7.43 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada ( 0δ ) realizando ajuste a 

los parámetros involucrados en la estimación del modelo 3 con la Razón de Solape 
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La mejora también es apreciable para la variable θδ  en el modelo 4 (variable x�  en el 

helicóptero). Con tan sólo 200 iteraciones, 5 reglas y ejecutando el algoritmo con los 

siguientes parámetros: factor de aprendizaje 0.01η = , factor de aprendizaje para la razón 

de solape 0.01RSη = , factor de aprendizaje para los consecuentes 0.01RSCη = , razón de 

solape deseada 0.4dRS =  y factor de ancho 2ψ = , se consigue que las funciones de 

pertenencia queden distribuidas como podemos apreciar en la Figura  7.45. 

El error cometido en esta estimación es de tan sólo 0.69, y la comparativa entre la 

función real y la estimada queda mostrada en la Figura  7.46. 

 

Figura  7.44 Comparación entre la función real y la función estimada (variable z) en el 

modelo 3 del helicóptero realizando ajuste a los parámetros involucrados en la 

estimación con la Razón de Solape 
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Figura  7.45 Representación de las FP para la 3ª variable de entrada ( θδ ) realizando ajuste a 

los parámetros involucrados en la estimación del modelo 4 con la Razón de Solape 
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Figura  7.46 Comparación entre la función real y la función estimada (variable x� ) en 

el modelo 4 del helicóptero realizando ajuste a los parámetros involucrados en la 

estimación con la Razón de Solape 
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Por último, se verán los resultados al aplicar como índice de solape entre las funciones 

de pertenencia el Área de Solape.  

En primer lugar se muestra la comparativa entre las funciones real y estimada (Figura 

 7.47), tras 970 épocas y manteniendo las 5 reglas iniciales, para la posición z del 

helicóptero en el espacio (modelo 3). Se consigue un menor error (0.70) que aplicando la 

Razón de Solape, aunque se pierde precisión si la comparamos con la estimación realizada 

sin ningún tipo de ajuste. Los parámetros utilizados para realizar la estimación han sido: 

0.005η = , 0.002ASη = , 0.002ASCη = , 0.25dAS =  y 2ψ = .  

 

La distribución de las campanas en el universo de discurso es muy correcta, por lo que 

aunque se ha perdido precisión en la estimación de la función se ha ganado una mayor 

interpretabilidad en el mismo. Esta distribución se puede apreciar en la Figura  7.48. 

 

 

 

Figura  7.47 Comparación entre la función real y la función estimada (variable z) en el 

modelo 3 del helicóptero realizando ajuste a los parámetros involucrados en la 

estimación con el Área de Solape 
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A continuación se muestra la comparativa entre las funciones real y estimada (Figura 

 7.49), tras 825 épocas y manteniendo las 5 reglas iniciales, para la componente x�  de la 

velocidad del helicóptero (modelo 4). En este caso se consigue un mayor error (0.74) que 

aplicando la Razón de Solape, y por supuesto, se pierde precisión si la comparamos con la 

estimación realizada sin ningún tipo de ajuste, sin embargo, la distribución de las 

campanas mejora de forma significativa (Figura  7.50) para la tercera variable de entrada 

θδ , lo que se traduce en una mayor interpretabilidad del modelo. El aumento del error que 

se produce puede ser asumido si consideramos la ganancia en la interpretabilidad. Los 

parámetros utilizados para realizar la estimación han sido: 0.005η = , 0.002ASη = , 

0.002ASCη = , 0.25dAS =  y 2ψ = . 

 

 

Figura  7.48 Representación de las FP para la 1ª variable de entrada ( 0δ ) realizando ajuste a 

los parámetros involucrados en la estimación del modelo 3 con el Área de Solape 
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Figura  7.49 Comparación entre la función real y la función estimada (variable x� ) en 

el modelo 4 del helicóptero realizando ajuste a los parámetros involucrados en la 

estimación con el Área de Solape 
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Figura  7.50 Representación de las FP para la 3ª variable de entrada ( θδ ) realizando ajuste a 

los parámetros involucrados en la estimación del modelo 4 con el Área de Solape 
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7.4. Conclusiones 

En este capítulo se han abordado varios ejemplos que tratan de mostrar la validez de la 

metodología propuesta en esta Tesis. Se comienza con dos ejemplos sencillos de dos 

variables de entrada y una variable de salida. En ambos se puede apreciar como se 

consigue un modelo mucho más interpretable sin una considerable perdida de precisión. 

Las funciones de pertenencia se distribuyen adecuadamente en el universo de discurso, al 

igual que los consecuentes sin un aumento significativo del error. Se consiguen, por tanto, 

estimar adecuadamente las funciones con una ganancia importante en la interpretabilidad 

del modelo. 

El tercer ejemplo muestra un modelo complejo con 4 variables de entrada y 12 

variables de salida. En este caso, no se consigue una distribución de las funciones tan 

buena pero se gana bastante en interpretabilidad, sin que la precisión se vea 

considerablemente afectada. 

Hay que considerar que con la metodología propuesta siempre se puede apostar por 

una mayor precisión con la consiguiente pérdida de interpretabilidad o viceversa. Será el 

propio diseñador, basado en la aplicación, el que podrá elegir la combinación más 

adecuada de ambas. 
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8. Conclusiones y desarrollos futuros 

Este último capítulo completa la memoria de la Tesis extrayendo las principales 

conclusiones derivadas de los trabajos de investigación presentados. Posteriormente se 

detallan las principales aportaciones y líneas de trabajo futuras que apoyándose en las 

propuestas presentadas se presuponen puedan surgir a partir de la Tesis. 

8.1. Conclusiones 

Esta Tesis presenta una metodología para obtener la estimación de un modelo 

mediante sistemas borrosos a partir de datos de entrada/salida, de forma que no se prime 

exclusivamente la precisión en la estimación del mismo sino que la interpretabilidad del 

resultado sea tenida muy en cuenta. 

Se ha implementado un algoritmo que a medida que se van adaptando los parámetros 

del sistema borroso, éstos sufren un ajuste que hace que se mantengan dentro de los 

márgenes adecuados para mantener la interpretabilidad del resultado. Como consecuencia 

se obtiene la estimación del modelo con un grado de precisión adecuado sin la pérdida de 

su componente heurístico, interpretable por un experto. 

Para mantener los parámetros dentro de estos márgenes adecuados se han utilizado 

dos índices que nos miden si entre funciones de pertenencia adyacentes se produce el 

solape deseado. Estos índices son la Razón de Solape y el Área de Solape.  

El estudio se ha centrado en dos tipos de funciones de pertenencia, las triangulares (en 

concreto las que generan triángulos isósceles y/o equiláteros) y las gaussianas. Estas 

últimas presentan un inconveniente adicional: se extienden en el universo de discurso 

teóricamente hasta el infinito, por lo que tanto la Razón de Solape como el Área de Solape 

no podrían calcularse. Para solucionar este problema se hace uso del Factor de Ancho, 

parámetro que permite al diseñador decidir cuando considera que el grado de pertenencia 

de la función gaussiana está suficientemente cercano a cero. Es por este motivo que los 

ejemplos que se muestran están centrados en este tipo de funciones. 

La metodología descrita permite no sólo distribuir adecuadamente los parámetros de 

la parte precedente de las reglas sino que se aplica también a los consecuentes. Cuando 

estos consecuentes son un singleton o de tipo TSK, el cálculo de la Razón de Solape y del 

Área de Solape también supone un inconveniente, por lo que se utiliza una técnica 
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novedosa, que permite calcular el solape entre dos valores singleton o TSK adyacentes. 

Para ello se convierten los consecuentes en funciones de pertenencia triangulares 

equivalentes, cuyos centros se corresponden con los valores de los consecuentes y cuyos 

anchos son los apropiados para obtener la Razón de Solape Deseada por el diseñador. 

En cualquier aplicación en la que se utilice adaptación de parámetros con aprendizaje 

supervisado se pueden aplicar las técnicas descritas en esta Tesis, por lo que habrá muchas 

aplicaciones de la misma. 

8.2. Desarrollos futuros 

Un trabajo de investigación no debe ser algo cerrado, sino todo lo contrario, una 

puerta abierta a nuevas situaciones que se van encontrando durante el desarrollo de la 

propia investigación. En una Tesis doctoral este hecho es, si cabe, aún más notorio, ya que 

la extensión del trabajo realizado tanto en el tiempo como en los contenidos abordados va 

generando constantemente nuevas ideas que necesariamente deben ser aparcadas para su 

posterior estudio. 

Esta sección pretende, de forma resumida, presentar algunas posibles líneas futuras de 

investigación que puedan surgir de este trabajo: 

1. Ampliar el tipo de funciones de pertenencia que se pueden utilizar en la 

estimación del modelo, para no limitar el uso sólo a funciones de pertenencia 

triangulares y gaussianas. 

2. Etiquetado automático de las funciones de pertenencia resultantes, de forma que 

el diseñador obtenga un modelo del sistema con la máxima interpretabilidad. 

3. Mejora del algoritmo de adaptación para permitir alternancia en el orden de las 

funciones de pertenencia, lo que generaría reglas finales de mayor precisión e 

interpretabilidad. 

4. Optimización del código del propio algoritmo, lo que podría incidir en un 

aumento considerable de la velocidad de cómputo, y por lo tanto, en una 

reducción del tiempo de convergencia. Esta optimización puede realizarse 

sustituyendo todo el proceso programado en MATLAB® por un código C/C++, 

mucho más rápido que el primero. 
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5. Limitar los solapes máximos y mínimos que pueden producirse al desplazar las 

FP en el ajuste. Con ello evitaríamos soluciones en las que hay un excesivo 

solapamiento o un solapamiento nulo. 

6. Permitir que en la estimación de un modelo puedan darse simultáneamente 

diferentes tipos de FP. Por ejemplo, utilizar FP diferentes en los extremos del 

universo de discurso. 
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Apéndice I.  

Definición del Área de Solape en 
cada caso 

 

1. La FP j tiene un área menor (por lo tanto, 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra 

más a la izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 
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2. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 
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3. La FP j tiene un área menor ( 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 

1

1

( )

I j

j j
j I

j

j
j

X U

F FL X

U

FL

AS j
µ µ

µ

+

+
+

=
∫ ∫

∫
       (I.3) 



Apéndice I  Pág. 176 

4. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 
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Apéndice II.  

Definición del Área de Solape para 
funciones de pertenencia 
Gaussianas en cada caso 

 

1. La FP j tiene un área menor (por lo tanto, 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra 

más a la izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 
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2. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 
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3. La FP j tiene un área menor ( 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 
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4. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 
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Apéndice III.  

Adaptación de cada parámetro 
implicado en el ajuste para 
funciones de pertenencia 
Gaussianas en cada caso 

 

1. La FP j tiene un área menor (por lo tanto, 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra 

más a la izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 
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donde ( )erf x  es un número cuyo valor se calcula según (6.14)  
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2. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

izquierda en el universo de discurso ( 1+≤ jj γγ ). 
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donde ( )erf x  es un número cuyo valor se calcula según (6.14)  

 

3. La FP j tiene un área menor ( 1+≤ jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 
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donde ( )erf x  es un número cuyo valor se calcula según (6.14)  

 

4. La FP j+1 tiene un área menor ( 1+> jj ββ ) y la FP j se encuentra más a la 

derecha en el universo de discurso ( 1+> jj γγ ). 
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donde ( )erf x  es un número cuyo valor se calcula según (6.14)  
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