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CAPITULO I. INTRODUCCION

I.1. Motivacién, objeto de estudio y enfoque del &bajo

Para empezar, hay que comentar que esta investigasta inspirada por una
motivacion personal, social y tedrica, donde ektubjde estudio es el conocimiento
matematico para la ensefianza (CME) del profesor bdehillerato observado

directamente desde la practicA continuacién intentamos explicitar estas asumes.

Mi preocupacion inicial por la problematica en ldueacion, en particular por la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicasnfiendrada por las anécdotas vividas
como profesora de Matematicas en nivel medio sopesuperior y postgrado, donde, a
pesar de que se tratase de niveles escolares talstiapreciaba patrones de
problematicas educativas muy parecidos. Tras ieflex sobre la compleja
problematica de la ensefianza y el aprendizaje dd&&ematicas (Farfan y Cantoral,
2003), decidi estudiar la maestria (Master) en Matea Educativa en el Centro de
Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN (Estav-IPN) en México D.F. Alli
me di cuenta de que la problemética en caracteratista es mucho mas amplia de lo
gue yo habia pensado, lo que acrecenté aun mastenés por seguir estudiando y
preparandome. Dado el amplisimo abanico de lineaswtstigacion existente, decidi

gue era necesario especializarme en un area dgiga@on en concreto.

Al realizar la maestria en el Cinvestav-IPN digdrlg oportunidad de ser invitada a un
proyecto de investigacion en la linea de formadémprofesores (FP), en el cual esta
inscrita mi tesis de maestria (master) sobre canaegs y creencias del profesor de
bachillerato referidas a la naturaleza de las mdieas, de su ensefianza y de su
aprendizaje (Sosa, 2006). Cabe mencionar que éa tksis fue fundamental el marco
tedrico y los instrumentos de analisis de conceysalel profesorado desarrollado en
la UHU (Carrillo, 1996; 1998; Contreras, 1998; 1998 que me motivé a realizar mi

tesis doctoral en la UHU.

! Coincidimos con Ball (2000) en el sentido de queractica de los profesores es el punto de partida

para cualquier propuesta formativa que pretenddiirspbre su conocimiento profesional.
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Ademas, al terminar la tesis de maestria, comprgmeliel tema abordado en ésta, esta
relacionado con muchas tematicas; entre ellaglldabarrollo profesional del profesor,
y en particular, el conocimiento profesional dedfpsor. Eso fomentd mi interés por
continuar investigando en la linea de FP y en rbeehillerato (Cantoral, 1989; Farfan
y Sosa, 2005; 2006; 2007). Me centré en el nivehitlarato porque es el nivel
educativo en el que hasta ahora mas me he desetopedimo profesora y porque los
profesores que participaron en esa tesis de nmeston sus comentarios, me
permitieron reforzar mi reflexion por continuar @stigando, teniendo siempre en
mente las necesidades de los profesores, de elaborastudio susceptible de ser
aprovechado para refinar la practica docente, ddongue se aportara un granito de
arena para mejorar la ensefianza y aprendizajerdatamatica en ese nivel educativo,
pensando en todo momento en ese gremio aun tada@kzdo como es el profesorado
de nivel bachillerato — por supuesto, agradezcooldfianza y esperanza en mi de

aquellos profesores.

Debido al conjunto de todas las razones que acalexponer, decidi perfilarme en la
linea de FP ya que, ademas, en mi centro de tr@bajdad Académica de Matematicas
de la Universidad Autbnoma de Zacatecas, México® de mis labores consiste en
formar a profesores de bachillerato en la MaestriMatematica Educativa ofertada por
esta universidad, a la cual acuden algunas auttesdaducativas asi como profesores

de bachillerato, preocupados por mejorar el quetdamente en Matematicas.

Coincidiendo con Elbaz (1983) en qlexisten pocas oportunidades para que los
profesores puedan reflexionar y tratar de articulsus experiencias de una manera
organizada” (p.11), hay que mencionar que en México y Espafiaoworia la ausencia
de una institucion encargada de la formacion ihigiacontinua de profesores de
matematicas de bachillerato. Los cursos de capd#mitay actualizaciéon que ofrecen
algunas escuelas o instituciones a sus profesarambos paises son, a lo mas, cursos

cortos que la mayoria de las veces son puntualsgjugcontinuos.

En la actualidad, existen varios espacios pararkadcion de profesores que se ofertan
a profesores de mateméaticas de bachillerato enicger{propuestos por alguna
institucion o por el propio centro donde laborgmdfesor); sin embargo, es notoria la

ausencia de un organismo, institucion o colegiag®\dgile o tenga la encomienda de

3
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reglar u ordenar la consistencia de la secuenciacibel seguimiento de esa secuencia
de los temas y cursos ofrecidos para su formagidntanto, no es descabellado admitir
la escasez de propuestas formativas disefiadasrgraimeente o esencialmente para ese

gremio de profesores.

Ademas de esa escasez de propuestas formativasnpsdhablar de que, cuando en el
mejor caso la persona encargada de ensefiar las aedormacion para profesores de
matematicas de bachillerato tiene la intencion dgamizar una propuesta formativa
consistente, sucede que se encuentra con el palderque es notoria también, dentro
de la literaturad hog la ausencia de un modelo teérico que describecégmmente el

CME en bachillerato, que dé cuenta del CME que monaccion el profesor al ensefiar

matematicas en bachillerato.

Partimos de la premisa de que el profesor es unegl® central en el sistema escolar
afectado por distintos factores socioculturalesn@¥er, 2006; Lezama y Mariscal,
2008). Consideramos al profesor de matematicasadeillerato como un profesional
cuya profesionalidad es caracterizada, en grandaggdor su conocimiento profesional.
Asumimos que uno de los principales elementos gquaponen el conocimiento
profesional del profesor es el CME integrado a ez por distintos subdominios, y es
precisamente el CME del profesor de matematicabasillerato el que constituye

nuestro objeto de estudio.

Cabe mencionar que, al contrario de lo que creganak centros de capacitacion,

profesores e instituciones, el profesor no es wma oegra donde, con tan solo

introducir algunos que otros cursos inconexos sabtmtos dispares, el docente va a
solucionar sus problemas en la practica escolas ge requiere de todo un proceso
continuo para que el profesor reflexione, se cépacimejore su practica docente; es
decir, no va a cambiar solo con asistir a un cygeojue simplemente nadie cambia de
la noche a la mafana. Hay que remarcar que laigaaticente es una profesion donde
el mismo profesor debe ser cientifico e ir congtndp el objeto a ensefar; por tanto, es
muy importante la formacién del profesor dado quog, mucho que en la mejora de la

calidad del proceso de ensefanza-aprendizaje emgaw varios factores, se requiere

imprescindiblemente la calidad de su profesoradsgdS2006).
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[.2. Problema, pregunta y objetivos de investigacio

Es a través de esas motivaciones (personal, sgciwodrica) y con esas bases
ideologicas hacia el profesor, que identificamospeiblema de investigacion que
consiste en la comprension del CME que el profdsedbachillerato pone en accion en
su practica diariaConsideramos que estudiar este problema de ingegiigconstituye

un primer acercamiento a una necesidad social ypgaemos contribuir aportando

elementos para el modelo teérico del CME del paofds bachillerato.

Ante ese problema de investigacion, la preguntangkstigacion es: ¢ qué subdominos
del CME evidencia en la practica un profesor quseda matematicas en bachillerato?
Nos interesa saber qué subdominos del CME ponec@dnael profesor al ensefiar

matematicas.

Los objetivos que nos hemos fijado para contestipezgunta son:

Objetivo general:
Identificar y profundizar en la comprension de distintos subdominios del CME que
el profesor de bachillerato pone en accion.

Objetivos particulares:
» Conocer y comprender el conocimiento del contem@dematico del profesor
de bachillerato.
» Conocer y comprender el conocimiento didacticoateltenido del profesor de

bachillerato.

A partir de estos objetivos, en concordancia coledly Huberman (1994) en cuanto a
que las preguntas de investigacion representaiasas de una influencia empirica que
el investigador desea indagar de forma mas profuintintamos contestar a la pregunta
de investigacion proporcionando una matizacionaME en bachillerato que dé cuenta
de la especificidad de los subdominos del CME dyeadesor de bachillerato activa al

ensefiar matematicas. Consideramos que esa es uaa deyores aportaciones de

nuestra investigacion, pues actualmente, como cam@odino (2009), una de las
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limitaciones de los modelos tedricos del CMEges dichos modelos incluyen categorias

muy generales.

[.3. Contextualizaciéon de la investigacion

La investigacion se desarrolla con dos profesoehsiiimo afio de bachillerato, Emi y
Aly, de distintos Institutos de Educaciéon Secural@bligatoria y Bachillerato en la
ciudad de Huelva, Espafia. Emi cuenta con una exymai de 21 afios al momento de
iniciar este estudio e imparte el curso de mateasth estudiantes de la especialidad de
Ciencias Sociales. Aly, por su parte, acumula I afé experiencia e imparte el curso
de matematicas a un grupo de la especialidad detiftie Tecnoldgico. Ambas
cuentan con una licenciatura en Matematicas y smonocidas como excelentes
profesionales por sus pares, por sus estudiantes yautoridades de su institucion.
Tanto la una como la otra tienen que afrontarvardidad de su alumnado, de una edad
de 17 o 18 afios y que en lineas generales pragamides diferencias en cuanto a nivel
socio-cultural y manifiesta dificultades de apreagg. Todas estas dificultades se
aprecian facilmente en problemas como: bajo nieeh@bito de estudio y lector; nivel
bajo-medio en comprension y razonamiento; falta ndetivacion, superacion y
autoestima y abandono de los estudios a edadesaeasp La colaboracion de las
familias con el instituto se puede estimar en gdremo baja. Este contexto es donde
las profesoras desempefian su labor, y también itgmstel escenario de esta

investigacion.

Es a la luz de ese panorama y con las ideologiasestas en los apartado anteriores
como nace esta tesis en septiembre de 2008. Ancaeton mencionamos la estructura

en la que presentamos este trabajo.

I.4. Estructura del trabajo

El presente trabajo se encuentra estructuradoisrcaeitulos. En el presente capitulo
comentamos las motivaciones que encarnan estatiga@én (personal, social y
tedrica), el objeto de estudio y el enfoque ddddja. Luego abordamos el problema, la
pregunta y los objetivos de investigacion, asi colaocontextualizacion de la

investigacion y la estructura del trabajo.
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El segundo capitulo es el Marco Teorico, en el gr@sentamos las bases teoricas que
consideramos indispensables para desarrollar lasiigacion. En él se encuentra
inmersa la lente a partir de la cual miramos, aaaios y conjeturamos acerca del
problema, la pregunta y los objetivos de la ingestion, es decir, el modelo teorico del
CME propuesto por Ball, Thames y Phelps (2008)e Eapitulo esta dividido en dos
apartados, en el primero nos enfocamos en veotgmr como profesional poseedor de
un conocimiento profesional en el cual el CME juega papel primordial. En el
segundo apartado explicitamos lo que entendemosc@oocimiento profesional y
distintas caracterizaciones sobre la naturalezaate@cimiento profesional. Ademas, en
ese mismo apartado, presentamos tres grandes spitarelos estudios sobre el
conocimiento profesional enfocado al conocimientd @bntenido para la ensefianza:
Elbaz, 1983; Schon, 1983; y Shulman 1986; y past@ente tres posturas mas
centradas en el area de matematicas: Davis y Si20®6; Rowland, Huckstep y
Thwaites, 2005; y Ball, Thames y Phelps, 2008.

El tercer capitulo consiste en el marco metodotgionstituido por la pregunta y los
objetivos de investigacion, los fundamentos, séecadel paradigma y nuestra
perspectiva ontoldgica, epistemologica y metodakdgA la luz de esos fundamentos,
abordamos después el disefio metodologico, explicahdnétodo (estudio de dos
casos) y las técnicas que utilizamos para obteaerinformacion cualitativa

(instrumentos y proceso de recogida de la inforémotonversion de la informacion
recogida en datos, asi como los instrumentos ddisianale la informacion).

Terminamos este capitulo haciendo mencion a nuastamiento a la triangulacion

de las fuentes de datos y nuestras consideracsoibes el rigor de la investigacion.

En el cuarto capitulo mencionamos el analisis declases grabadas en video y el
analisis de los cuestionarios, entrevistas y nd¢éasampo a través de dos apartados. En
el primer apartado comentamos los cinco acercaoseat analisis de las clases
grabadas en video (éstas fueron nuestra fuenteigalnpara el analisis de la
informacion); en cada uno de los cuales explicavama acercamiento efectuado al
andlisis.Tomamos en cuenta cinco acercamientos para elssndk la informacion
porque pensamos que es necesario revisar, compyolaidar constantemente lo que

se va obteniendo de dicho analisis; y también pefiaar y pulir continuamente los

7
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distintos acercamientos para contrastar, examicganyalidar la informacion analizada.
Defendemos que en esta clase de estudios (cualgptes fundamental exigirnos rigor
en el analisis de la informacion para robusteceol#iabilidad de los resultados de la
investigacion. En este capitulo, por ultimo, ensefjundo apartado expresamos las
consideraciones al analisis de las fuentes sedasdde informacion: los cuestionarios,

entrevistas y notas de campo.

El quinto capitulo esta constituido por los residgde la investigacion atendiendo a
los objetivos de la investigacion y la discusiobreoéstos. En el apartado de resultados
presentamos los subdominios del CME evidenciadoka gmactica de las profesoras
Emi y Aly. Para ello organizamos la presentaciGnotogica de los subdescriptores
identificados en cada subdominio del conocimientatematico para la ensefianza
(CME) por subtema; primero, para el caso de Emiyggo para el caso de Aly.
Posteriormente, mostramos un agrupamiento de Ibdesariptores en descriptores,
ubicados en cada subdominio del CME por subtemdo taara el caso de Emi como
para el de Aly. Seguidamente, de manera mas reauexthibimos un concentrado de
los descriptores de cada subdominio del CME potesud, para el caso de Emi y
posteriormente para el caso de Aly. Ante estodteetas, explicamos cada caso (Emi y
Aly). Ademas, hacemos una comparacién de los desscécomparacion de los
descriptores del CME evidenciados en la profesona \Een la profesora Aly). En el
apartado referente a Discusion, presentamos vdessriptores o indicadores que dan

luz a la especificidad de los distintos subdomicielsCME en bachillerato.

Finalmente, en el sexto capitulo mostramos las lasiones referentes a los
descriptores de los subdominios del CME del profeso bachillerato respecto a la
formacion de profesores, asi como las aportacidada investigacion, las limitaciones

del estudio y nuestra perspectiva hacia futurassiigaciones.
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I1.1. El profesor como profesionat

“La cuestion planteada es ¢ pueden ser profesionkissprofesores?,
ahora podemos contestar: jDefinitivamente Si! $ibargo, para ello se
requiere tiempo y considerables recursos. Aden&sase necesario el
esfuerzo concertado y el compromiso de un amplioend de personas
para hacerlo realidad en las décadas préximg®omberg, 1988, citado
en Flores, 1998, p.38)

En la sociedad se considera que la tarea de sérsproes facil, como lo expresa
Corbalan (2000), explicando que los padres de farpiensan que si los profesores
dominan la asignatura y sus hijos tienen el cerdispuesto a aprender, entonces todo
deberia ir bien y si no es asi, la culpa tendria sgr de parte de los profesores, en

particular, de los profesores de las materias proéticas para sus hijos.

Pero

“Cuando hablamos del profesor nos estamos refirieadalguien que se sumerge en el
complejo mundo del aula para comprenderla de fomritica y vital, implicAandose
afectiva y cognitivamente en los intercambios imog& analizando los mensajes y
redes de interaccion, cuestionando sus propias nmies Yy planteamientos,
proponiendo y experimentando alternativas y pgracdo en la reconstruccion

permanente de la realidad escola(Schén, 1992, citado en Lucero y Chiarani, 2004,
p.1)

No obstante, actualmente podemos observar quebgstsna muchas de las veces el
proceso de ensefianza-aprendizaje, sin tomar ernacgaa el proceso no es sencillo
porque en él se combinan diversos factores comg(sjuciales, culturales, cientificos,
cognitivos, individuales, grupales, afectivos, estiiales, institucionales, econdmicos,
etc.). Asumimos que para ensefiar matematicas, salmemtenido es una condicidon

necesaria para explicarlas pero no es una condscificiente, pues existen casos en los

! Profesional en concordancia con la definicién st por la Real Academia de la Lengua Espafiola

(RAE). Profesional: Persona que ejerce su profesion con relevante édpdg aplicacion”.(RAE).
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que el profesor cuenta con un buen dominio de leemmtica pero no es capaz de

desarrollar un proceso adecuado de ensefanza.

De hecho, en el Informe Cockcroft (1985) en su @28 y 229, se enuncia que la

matematica es dificil de ensefiar y dificil de agegry que es una asignatura que obliga
a trabajar y a practicar mucho, independientemdetenivel de conocimiento que se

tenga.

En general, énsefiar es un oficio dificil, tal vez despiadadaepno podemos dar a
nuestros alumnos lo que nosotros no som(&&rvais, 1980, p.79). Hoy por hoy,
socialmente el profesor es visto como el encargecheipal de ensefiar y por ende, es
él quien ha de afrontar profesionalmente las tagigassu labor conlleva, para lo cual ha
de poseer un conocimiento profesional, pues unalade caracteristicas de los
profesionales es disponer de un conocimiento pamfak Un conocimiento de cuyo
valor en ocasiones el propio profesor no es contxie€En cuanto a este particular

coincidimos con la siguiente formulacion que EI(E283) hace en su investigacion:

“La visién del conocimiento como "empirico" y "atiai", que prevalece en el
pensamiento educativo, tiende a un valor relativaimebajo en el conocimiento
experiencial, y por lo tanto los mismos docentesdpn no ser conscientes del valor de
sus propios conocimientos. Ciertamente hay podmaki para que los profesores se

vean a si mismos como creadores de conocimigptd’l)

Nosotros coincidimos también con Elbaz en que exxgico estimulo para que los
profesores se vean a si mismos como creadoresndeigvento. Ese es otro tema muy

importante pero que por ahora no abordaremos.

Por el momento, lo que queremos destacar es el gpelpgrofesor como un profesional,
poseedor y productor de conocimiento profesionalesé respecto, Park y Oliger
(2008) distinguen los siguientes principios pardemetder a los profesores como

profesionales, basandose en su investigacion yaaploge en otras referencias, ellos

2 Cabe mencionar que Park y Oliver (2008) hacenstud@® especificamente del conocimiento didactico

del contenido (CDC) con profesores que impartaridse de Quimica en nivel secundaria (high school).
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miran al conocimiento didactico del contenido (CBQomo una herramienta

conceptual para comprender dicho profesionalismo:

1. Los profesores son productores de conocimiento,reteptores de
conocimiento. Para Park y Oliver esta caractedst esencial para ver a los

profesores como profesionales.

2. La idiosincrasia caracterizada por la autonomiasyHabilidades de los
profesores en relacibn con el acceso y la generad® informacion y
conocimiento, también es un atributo clave de losedtes como profesionales
(Donnelly 2001).

3. Al desarrollar el CDC, los profesores llegan a ctearias personales y
explicaciones basadas en ellos y luego esas teaftasnan las decisiones y
acciones de los profesores en la ensefianza. Elgowofl desarrolla teorias de
accion por las cuales se practica la profesiony#sy Shon 1974), este aspecto

del CDC también contribuye a la profesionalidadodedocentes.

Para Park y Oliver el CDC es el corazon del profesismo del profesor. En esta
investigacidon asumimos queanocimiento matematico para la ensefianzael cual

el CDC representa uno de los dos dominios a corsfiiees un elemento clave en el
conocimiento profesional del profesor y en la psafealizacion en si del profesor para

desarrollar su actividad.

Seguidamente comentamos lo que entendemos por icoeom profesional del

profesor.

® El término original del CDC es Pedagogical Conténowledge, conocido también por sus siglas en
inglés: PCK. En castellano algunos investigadooeaiman conocimiento pedagégico del contenido y
otros, conocimiento didactico del contenido. Noz®tusaremos este Ultimo porque consideramos que
expresa mas su especificidad en cuanto a la asigndflas adelante hablaremos mas extensamente del
CDC.

* Los dos dominios a los que nos referimos son: €iatiento del Contenido y Conocimiento Didactico

del Contenido de los cuales hablaremos mas adelaatelo expongamos el modelo de Ball et al. (2008).
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[1.2. Conocimiento profesional del profesor

El conocimiento profesional necesario en cada piifie es un conocimiento muy
especifico de ésta. El conocimiento profesionaiefiere al cuerpo de conocimiento y
habilidades que son necesarios para funcionar gma én una profesion particular
(Tamir, 1991). Para Compagnucci y Cardds (2087 onocimiento profesional del
profesor es una categoria que involucra el salieictey practico del docente, es un
sistema complejo que se va constituyendo en fund@saberes, creencias, destrezas,

habilidades y capacidades.

Aunado a lo anterior, en este estudio asumimosefju®nocimiento profesional del
profesor consiste en la conjuncion de todos losreaby experiencias que éste posee y
de los que hace uso en el desarrollo de su tral@jente, conocimiento que se va
adquiriendo y construyendo desde su formacion ahigi continua durante toda su
carrera (Climent, 2005).

Una vez mencionado lo que entenderemos por coneimiprofesional en esta
investigacion, queremos comentar también que en itlagstigaciones sobre
conocimiento profesional los investigadores hanasignando algunas caracteristicas a

éste. A continuacion pretendemos presentar lostspmas relevantes a este respecto.

[1.2.1. Naturaleza del conocimiento profesional

Climent (2005) destaca como principales caracteast otorgadas por distintos
investigadores al conocimiento profesional las isigies: situado y contextualizado;
social e individual; personal; dinAmico, integragocomplejo; parcialmente tacito; y

practico.Enseguida las comentamos de forma sintetizada.

El conocimiento profesional esta ligadocahtextode la profesion que se ejerce tanto
en su génesis como en su conservacion y desar@uloo sostiene Llinares (1994), se
trata de un conocimient@tuadoque surge de la actividad, del contexto y de laua

en que es empleado. En cuanto a los estudianteseqpeeparan para trabajar como
docentes, les corresponde modificar y ampliar diciumocimientos como consecuencia

de utilizarlos en actividades contextualizadasefa misma linea, autores como Matos
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(2000) defienden que el aprendizaje y el conocitoiedel profesor constituyen
procesos compartidos socialmente por una comumnitil que procesos individuales.
Greeno (1997) (citado en Carillo 2000), incide enamnfoque similar, en el que la
identidad del profesor en tanto que aprendiz seaeranen una actividad social.
Asimismo el conocimiento esocial e individugl tal como subraya Ponte (1994) todo
nuestro conocimiento, creencias y concepcionesenfieraices sociales en nuestra
actividad y se nutren de nuestra experiencia, prigie también un margen para que el
profesor mejore su conocimiento a través de laexefh consciente. Aunque el
conocimiento profesionapersonal (de cada profesor) sea idiosincrasico, distinto
respecto al del resto de sus colegas, ello no gsdimento para que pueda comunicarse
al resto de compafieros de profesion, ni implica egté aislado de la sociedad y las

circunstancias en las que vive el individuo (Clandy Conelly, 1988).

Otro aspecto insoslayable, estudiado tanto porzE[3883) como por Fennema y
Franke (1992), lo constituye la naturaledmamica, integrada y complejalel
conocimiento profesional del docente, en tanto gupone un proceso de cambio
continuo en el que se van integrando diversos sabehabilidades interdependientes.
Schon (1983, 1987), Calderhead (1988), Leinhardt. €1985, 1986, 1991), y Porlan y
Rivero (1998) hacen hincapié en una caracteristicaplementaria a lo anterior, el
caracterparcialmente tacitodel conocimiento. Shon (1983, 1987) hace notar elue
conocimiento profesional es tacito y parte de es®cimiento es usaber desde la
accion en cuanto que los profesores rara vez son capgcegscribir con detalle el
saber que se plasma de manera espontanea enwdadctiocente, quizas porque no
son conscientes de ese saber. Es un saber qusaseotie a través de la experiencia y
es la reflexion el medio mediante el cual se pukdgr a convertir esaber desde la
accionenconocimiento desde la acciéHay que afiadir a lo anterior que la reflexién
puede ayudar a impedir el sobre-aprendizaje, es, deoérdida de la capacidad de
sorpresa por la gran compilacion de casos, expexsatimagenes y técnicas del
profesional que hacen que su saber tacito sea spastaneo, lo cual le lleva a perder
oportunidades de pensar sobre lo que se hace gllpopasar por lo alto el valor de

experiencias novedosas para extraer nuevos corestosiy habilidades.

Otro rasgo fundamental del conocimiento profesial@hldocente consiste en que es un

saber eminentemengeactica Garcia (1997) expresa que las investigacionesllokez
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(1983) o0 Schon (1983) representan dos referentessterlios que reconocen que los
profesores poseen un conocimiento fruto de su fodnay experiencia. Dicho

conocimiento amalgama componentes muy diversognafgde los cuales permanecen
latentes la mayor parte del tiempo, y que, por raugre integren aportaciones externas,

se van construyendo principalmente a través dekgmde ensefianza.

Clandinin y Conelly (1988) destacan la nocionirdégenedlel profesor, que se refiere
al modo en que la experiencia docente da lugamssuma de recursos para enfrentarse
a situaciones practicas, las cuales, a su vezenagueciendo el conjunto de imagenes
del profesional de la ensefianza. No obstante,nestxcluye en absoluto la necesidad
de fundamentar las habilidades practicas en undatep viceversa, lo que lleva a
Carrillo (1999) y a Ponte (1994) a rechazar querdatica docente por si sola baste para
formar aprendizajes en el profesor si esta ausentmnalisis de la praxis educativa, de
tal modo que ha de establecerse una retroaliméntaitre teoria y practica. A este
mismo respecto, Azcéarate (1999), en la linea deelR($994), propone un plano
epistemoldgico intermedio entre el conocimientodéaaico (tedrico) y el puramente
experiencial (practico) y defiende que el conocitoeprofesional es un saber de
naturaleza practica que se caracteriza por la eleidm deteorias practicagjue son las

gue orientan y dirigen su accion.

Se han ideado varios modelos para plasmar el aspgeéactico del conocimiento
profesional, por ejemplo el de Elbaz (1983) y eLdmhard y sus colegas (1985, 1986,
1991). Elbaz (1983) distingue entre reglas de &tpra (habitos en la labor docente
sobre qué hacer en situaciones practicas habijugl@scipios practicos (relacionados
con los propésitos y la dimension personal de &&tpra) e imagenes (modelos ideales
sobre como deberia ser la ensefianza). Leinhangt gadaboradores acufian tres tipos
de esquemas en relacion con el conocimiento dsttactura de la leccion, ellos los
denominan con los términos rutinas (tacticas o gwos particulares), agendas

(estructura global de la sesion) y scripts (obgt)v

En nuestro estudio, podriamos decir que el conecitoi profesional es situado si
entendemos situado en cuanto a la localizaciomlgjeto de estudio en el espacio y el
tiempo, pero no asi si consideramos el calificatlecsituado a partir de la perspectiva

del aprendizaje situado (en la linea de Lave y WentP91), en el que se enfatiza el
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caracter social del aprendizaje, pues en nuestestigacion se ha primado el caracter
individual del conocimiento profesional sobre sumponente social cuando
identificamos y analizamos el conocimiento matecdéfpara la enseflanza en dos
estudios de caso; sin embargo, es contextualizadosgr un conocimiento que se
evidencia en un contexto concreto (eg. en un awlanyunos estudiantes especificos).
En cada estudio de caso tomamos en cuenta el coeatd personal de cada una de las
profesoras, lo cual implica un conocimiento idigsético en cada caso. Sabemos que el
conocimiento profesional del profesor es dinamintegral y complejo, y en nuestro
estudio asumimos que es dinamico y complejo, sinaego, desde el propio marco de
referencia que tomamos en nuestra investigaciodees, el modelo del conocimiento
matematico para la enseflanza (CME) propuesto gdbeBa. (2008), es un modelo en
el que a pesar de que se supone que en la priagtidaminios y subdominios del CME
se presenten de manera integrada, el propio maigj®re hacer un esfuerzo para
descomprimir esos subdominios, con la finalidad cdenprender y obtener mayor
informacion relativa al CME de los profesores miastestos se encuentran inmersos en
Su propia practica (Ball, 2000, 2002; Ball y B&303; Ball et al. 2008). De esta forma,
el propio modelo del CME de Ball y sus colaboradpeg ser un modelo que proviene
del estudio y analisis directamente de la praddiedos profesores, hace explicita su
naturaleza préctica, naturaleza tal que coincide oestro estudio. Aunado a lo
anterior, asumimos que el CME de las dos profesgues participan en nuestra
investigacion es parcialmente tacito debido a quelhmas de las veces las dos profesoras

no son conscientes de ese saber.

Por otro lado, queremos expresar que en la literateferente al conocimiento
profesional del profesor existen varias investigaes realizadas desde distintas
perspectivas, de las cuales podemos hablar deadeslgs: Conocimiento del contenido
para la enseflanza y Conocimiento matematico parnsafianza. A continuacion
exponemos algunos aspectos de éstas, que ayudastauir el marco tedrico de esta

investigacion.
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[1.2.2. Conocimiento del contenido para la ensefiaaz

Las investigaciones sobre el conocimiento del gafey la ensefianza han sido
realizadas bajo distintos marcos de referenciae éos mas notables podemos comentar
los de Elbaz (1983), Schon (1983) y Shulman (1986), loales influenciaron la
direccion de la investigacion sobre profesores @grChapman, 2006).

Para Clandinin (1986) la investigacion de ElbaB@)9

. acerca del conocimiento practico abre una viaavéds de la cual observar este
conocimiento como experiencial, encarnado y funcdat® en la narracion de la

experiencia(Clandinin, 1986, p.19).

Elbaz (1983) propone la conceptualizacidn ‘@einocimiento practico” del profesor.

Se centra en el estudio del conocimiento practiomgtruido a lo largo de la practica)
de una profesora y en saber como es poseido yadtili tal conocimiento. Elbaz
organiza elconocimiento practicca través de cinco categoriasgnocimiento de si

mismaq del entorno, de la asignatura, del curriculo y gebceso de ensefianza

A continuacion presentamos de forma sucinta alg@spectos relevantes a las cinco

categorias.

Para Elbaz (1983) el conocimiento que siemismotiene el profesor se refiere al
conjunto de valores, propoésitos y creencias pelssmpe informan de su conocimiento
(eg. conocer sus potenciales y limitaciones cope@s a sus colegas y alumnos). En
cuanto al conocimiento dehtornqg consiste en el conocimiento del medio en el gue s
desarrolla su trabajo (eg. en una visidon interactie la clase, la relacion con sus
comparfieros de trabajo, etc.). Respecto al conatimae laasignaturaque imparte, se
refiere al conjunto de conocimientos y destrezas apbe ensefiar (eg. la coleccion de
técnicas especificas y rutinas para la ensefiad@mnismo, el conocimiento del
curriculo es referido al conocimiento de su implementaciéregarrollo (eg. la
planificacién para orientar el aprendizaje). Finathte, el conocimiento deroceso de
ensefianzarepresenta el estilo de ensefianza (eg. los métpdos organizar y

desarrollar el proceso de ensefianza).
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Con lo anterior, podemos concluir quecenocimiento practices un conocimiento
respecto al contenido y proceso de ensefianza, tperbién respecto a espacios,
creencias, relaciones, situaciones y posicionesopales ante lo que ocurre dentro y

fuera del aula.

Por su parte, Shon (1983) considera que la refler® caracteristica de una buena
practica y en su estudio sobre la formacion deegiohales reflexivos diferencia dos
tipos de reflexion que pueden ocurrir y que deteamiel conocimiento profesional del

profesor: reflexidon en la accién y reflexion solar@ccion.

La reflexion en la accidén es un proceso de comuaiinacontinuo a partir del cual se va
formando una teoria, se emprende una busquedapdeifesaciones adaptadas a la
situacién, se definen de manera interactiva losiosedlos fines, ademas de redefinir y
evaluar continuamente los procedimientos (Ying&86). Dicho de otra forma, la
reflexion en la accion es el proceso mediante al lns profesores hacen explicito el
conocimiento en la accion, significa detenersers@edurante la propia accion acerca
de las razones por las que actuamos y las consgasa@te esa actuacion. La reflexiéon
tiene lugar en un intervalo de tiempo que varialses contexto de cada situaciéon, de
tal modo que esa circunstancia nos permite reargamuestra labor mientras la
llevamos a cab@Schon, 1983).

La reflexion sobre la accidén se refiere a la réflexque realiza el profesor en un
momento posterior a la clase, en un contexto natilo en el que el profesor esta
liberado de las urgencias de las decisiones iriteaac Se trata de una reflexion que
podria influenciar los acontecimientos futuros enastuar en el aula. Schon (1983)
define este proceso como el analisis que efect@apeansonaa posteriori sobre las
caracteristicas y los procesos de las accionetauealizado, y considera que este tipo
de reflexion es un componente esencial del prodesprendizaje permanente por parte
del profesor, quien a su vez elabora un disefiablexde enfoque progresivo que
experimenta y reconduce de forma continua en ®raotion con la situaciéon como

resultado de esta reflexion.
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El profesor reflexivo confronta los esquemas t@&&iy sus creencias implicitas,
enfrentandose a una situacién de ensefianza, Idecparmite analizar lo que hace y

modificar sus decisiones de manera consciente $obmarcha.

Por otro ladogl trabajo de Lee Shulman y comparfieros (Shulmast,1887; Wilson,

Shulman y Richert, 1987) es considerado como urconde referencia importante y a
partir del cual emergieron gran parte de las idgateorias relacionadas con el
conocimiento profesional. Inclusive el trabajo deuléan (1986) se reconoce como
pionero en llamar la atencion sobre el caractere@fpo del conocimiento del

contenido para la ensefianza y su propuesta hagugadpapel importante en el
desarrollo de investigaciones e implementacionascalares para la formacion de

profesores.

Shulman y sus colaboradores defienden en susasabag el conocimiento profesional
se divide en siete componentes: conocimiento deékoido, conocimiento didactico del
contenido, conocimiento de los alumnos y sus ocaraticas, conocimiento de los
contextos educativos (eg. comunidad y cultura),oconiento de las necesidades
educativas (fines, propoésitos y valores de la eddn® conocimiento curricular y
conocimiento didactico general. A pesar de div@dliconocimiento profesional en estas
siete componentes, Shulman (1986) considera quiee®omponentes fundamentales
y gque sostienen la especificidad de cada mateeasafar son, particularmente: 1)
Conocimiento del contenid@) conocimiento didactico del contenigl®) conocimiento

curricular.

1) Conocimiento del contenido (Subject matteBe refiere a la cantidad y
organizacion de conocimiento de contenido en latendel profesor. El profesor
debe entender lo que esta ensefiando y el porqudnteinido a ensefar. Shulman
(1986) expresa que para Schwab (1978) existen ipos tde estructuras del
conocimiento del contenido: estructura sustantiveesgructura sintactica. La
estructura sustantiva incluye la comprension acdecéas distintas formas en las
cuales los conceptos basicos y principios son dgdas para incorporar sus
hechos. La estructura sintactica consiste del obmjde formas en las cuales la

verdad o falsedad, validez o invalidez, son estidds.
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2) Conocimiento didactico del contenid€@DC): Es el conocimiento que va mas
alla del conocimiento del contenido, es el conoento de contenido que incorpora
los aspectos mas relacionados a su ensefanzaydficlulas formas mas utiles de
representacion de esas ideas, las analogias, dugines, ejemplos, explicaciones y
demostraciones mas adecuadas — en una palabrafolasas de representar y

formular el contenido para hacerlo comprensible gastros.” (Shulman, 1986,
p.9).

Ademas Shulman sefiala que el CD@cluye también la comprension de lo que
hace el aprendizaje de temas especificos facil fecildilas concepciones y
preconcepciones que los estudiantes de diferedsates y procedencias traen para

el aprendizaje de los temas y lecciones frecuestitarmas ensefadgp. 9)

Cabe mencionar que, como sostienen Ponte y Chaf#fif), Shulman hizo hincapié
en el CDC como un aspecto clave para abordar estetlio de la ensefianza, y es
precisamente el CDC el dominio que ha sido duraat® dos décadas el foco de
atencion en muchas investigaciones acerca del comoto profesional del profesor
(eg. Even y Markovits (1991); Klein y Tirosh (199Rossouw y Smith (1998)). Ponte
y Chapman destacan también que el énfasis de larntdad de investigadores fue
puesto sobre la categoria “conocimiento didactied ebntenido”, la cual en su
momento presentd un avance importante en las coiooes sobre el conocimiento del

profesor.

Actualmente los tres dominios identificados porI8tan siguen vigentes, aun y cuando
las interpretaciones iniciales dadas a las mismdms ido modificando. Philipp (2007)
(citado en Godino 2009, p.17) expresa que alguadasicuestiones sobre las cuales se
continta trabajando respecto al CDC son referidas) &l papel de las creencias,
afectos y valores en el desarrollo del CDC del gwof;, 2) determinar si los
componentes del CDC son dependientes de los paradsige ensefanza-aprendizaje
asumidos; 3) mejora de los métodos para evalu@D& y nociones relacionadas; 4)
elaboracion de nociones mas globales que incluganaimientos, creencias y afectos,
tales como orientacion, perspectiva e identidaguo#ksor.
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A G

3) Conocimiento Curricular,esta“representado por el conjunto de programas
disefiados para la ensefianza de temas especifimmas a un nivel determinado,
la variedad de materiales educativos disponiblesedacién con los programas, y
el conjunto de caracteristicas que sirven tanto @omas indicaciones y

contraindicaciones para la el uso del plan de etsigharticulares o los materiales

del programa en determinadas circunstancigShulman, 1986, p. 10)

Shulman distingue dos dimensiones del conocimientoicular: el conocimiento
curricular lateral y el conocimiento curricular treal. EI conocimiento lateral relaciona
el conocimiento del curriculo que esta siendo eadb@ficon el conocimiento del
curriculo que los estudiantes estan aprendiendaltgineamente en otras clases. El
conocimiento vertical incluyeld familiaridad con los temas y cuestiones que $ido

y seran impartidas en la misma materia duranteafes anteriores y posteriores en la

escuela, y los materiales que los encariaShulman, 1986, p. 10)

[1.2.3. Conocimiento matematico para la ensefianza

Marcadamente desde los afios ochenta, y cada vezsmdm venido discutiendo y
profundizando el estudio del conocimiento profesiate los profesores, emergiendo
recientemente distintas perspectivas sobre el emm@to profesional, en particular
sobre qué conocimiento matematico posee el profespie conocimiento matematico

deberia poseer para el ejercicio de su funciénrdece

La discusion de la complejidad del conocimientofgsimnal es asi una preocupacion
constante de los investigadores en Educacion Maieamahabiéndose celebrado,
recientemente, como prueba de esa preocupacidResearch Fore@n el PME (2009)
titulado Teacher knowledge and teaching: considering a cerptlationship through
three different perspectivesn el que se han discutido tres perspectivaiésas de

las matematicasvlathematics for teachin@Davis y Simmt, 2006)Knowledge Quartet

® Encarnan corresponde a la traduccién que hicirada galabra inglesafmbody.
® En la reunion del grupo de Psychology of Matheesafiducation (PME) celebrado en Tesalénica,
Grecia 2009.
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(Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005Mathematical knowledge for Teachi(gall,
Thames y Phelps, 2008).

A continuacidn presentamos algunos aspectos rdkvafe cada una de estas tres
perspectivas mas detalladamente porque son tresosnabicados en el conocimiento

matematico para la enseflanza (CME) y dicho coneaitoi es central en nuestra

investigacion. Cabe aclarar que situamos en lagoete del CME a los modelos de

Rowland et al. y Ball, et al., porque hasta el mamesus investigaciones han sido
mayormente orientadas al area de matematicas,gstas dos perspectivas pretenden
extenderse a otras areas, como el inglés, tal senexplicita en Rowland, 2008, p. 295

y MET Project -http://metproject.org/projectespectivamente.

En la propuesta de Davis y su grupo de investigadénominadavlathematics for
teaching(MfT), se usa el marco interpretatitcomplexity science®, en particular se
ve a los profesores como sistemas y el interégrseacen saber como aprenden (Davis
y Simmt, 2003; Davis y Simmt, 2006). Estos invesdigres distinguen a las
matematicas para la enseflan@amo undrama especifica dentro de las matematicas”
y organizan sus investigaciones en tornoestudio de conceptos” (concept studies)
(Davis, 2008), una estructura de aprendizaje deteet través del cual los educadores
matematicos identifican, interpretan, interroganyentan y elaboran imagenes,
metaforas, analogias, ejemplos, ejercicios, ggstmdicaciones a los que los profesores
recurren de manera implicita o explicita para suatela comprensién de los

estudiantes.

Davis (2010) propone ééstudio de conceptostomo entornossgtting$ en los que los
profesores pueden combinar sus conocimientos paestionarse y elaborar su
conocimiento matematico para la ensefianza. El afgoe el‘estudio de conceptos”
puede ayudar a cambiar la forma en la que las nddias son vistas, entendidas y

usadas dentro del aula.

" Complexity science es el estudio cientifico dedistemas complejos, sistemas con muchas pames qu
interactian para producir un comportamiento glotpaé no es facil de explicar en términos de
interacciones entre los elementos del componerd®idlual. http://www.complexity.ecs.soton.ac.uk/
visitada el 28 de agosto de 2010.

22



Capitulo Il. Marco Tedrico

“[...] el estudio de conceptos parece contribuilas cambios en las formas en que la
matematica es vista, entendida, y empleada dergr¢osl entornos.” (Davis, 2010,
p.63)

El término concept studyroviene de otras dos nociones en la matematiceagua,
conceptanalysis y lessolstudy: concept analysis (eg. Leinhardt, Putnam y Hattrup,
1992) en cuanto a explicar las estructuras légigaasociaciones de conceptos
matematicos (origen y aplicacion del conceptokdesstudy en cuanto a la articulacion,
critica y desarrollo de estrategias matematicas lgaensefianza, con miras a conseguir
nuevas posibilidades pedagogicas mediante unaipardion comprometida, colectiva
y en curso en un entorno de lesson stlioly profesores participan en la mejora de la
calidad de su ensefianza y en el enriquecimieniasiexperiencias de aprendizaje de

los estudiantes(Fernandez y Yoshida, 2004, p.2).

El estudio de conceptes regido por los siguientes supuestos (Davi))201

1. Los conceptos matematicos y las concepciones deatamatica estan
siempre implicados.

2. Mediante la seleccion de las interpretaciones qaaties y haciendo
hincapié en ellas sobre las demas, los profesoreparticipantes vitales en la
creacion cultural de las matematicas.

3. El conocimiento de los profesores de matematican egan parte tacito,
pero los elementos criticos del mismo pueden apamtte cuestionamientos
conscientes suscitados en entornos colectivos.

4. El saber individual y colectivo no puede ser diotitzado — participar en
la interpretacién colaborativa puede afectar prd&mente la comprension

individual.

Davis (2010) expresa que €l esta interesado em saiéepasa cuando en un entorno
para varios profesores (eg. un grupo de profegpureshacen un master (una maestria)
en un programa enfocado éteachers disciplinary knowledge of mathematigs”
disefiado con la lente destudio de conceptos”y guiados por la conviccién de
transformar su practica, se plantea la necesidalisé@ar entornos transformativos para

profesores de matematicas. Ademas a él le inteegs coOmo los seres humanos llegan
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a adquirir un concepto y por ello estudia ademaaslglenos aspectos cognitivos, otros

gue pueden influir en la adquisicion de éste.

“[...] mi interés se centra en cdmo los seres huosmhlegan a conocer el concepto, y
por esa razon atiendo a las estructuras anidadak cgeebro, el pensamiento, el
lenguaje, la cultura, la sociedad y la ecologiastrecturas implicadas que permiten y
limitan la comprension’{Davis, 2010, p. 67)

Podemos decir que son dos los grandes constructtzs perspectiva de Davis, aparte
del “estudio de conceptosesté la visidn de lagvtahtematics-for-teachingtomo una

aplicacion de la matematica, con una mirada mateand@special, es decir, €l ha
estudiado, junto con varios colegas (eg. con SimRenert), acerca de sistemas en
complex science y teoria de grafos para trataxgkcar y entender el complejo mundo

de las matematicas para la ensefianza.

Actualmente, €l apuesta por “elstudio de conceptostomo una metodologia formal
que pueda ser usada para investigar el conocimmeatematico de los profesores (para

la ensenanza).

Por otra parte estdn Rowland y colaboradores, copesspectiva conocida como
Knowledge QuartefKQ). El KQ es un marco conceptual de base eng(ampirically-
based conceptual framework) que se usa en cladesmdacion inicial, para observar y
analizar la ensefianza de matematicas con estuglianpartir de clases videograbadas
de matematicas preparadas e impartidas por ottosli@stes del dltimo afio de su
formacion para profesores de primaria, para detarmpnocimiento matematico para
la ensefianza. El foco de atencién es la reflexabimesel contenido matematico y el rol
del conocimiento del contenido y del conocimienidédtico del contenido (CDC) en
matematicas, su principal interés esta en los éon@ctos y creencias del profesor y
como pueden ser identificadas las oportunidades paejorar el conocimiento

matematico para la ensefianza (Rowland y Turnef;)200

La propuesta de Rowland y colaboradores (2005) @adaocomo KQ nace en el
proyecto colaborativo SKIMA (subject knowledge inatimematics), en el que

participaron tres universidades de Inglaterra (@Giog, Rowland y Barber, 2002). El
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marco conceptual KQ fue desarrollado entre los &t y 2004 y modificado en

2007, videograbaron 24 clases de mateméticas ddiastes para profesor de primaria
al final de su formacionp¢acticun) y escribieron una breve sinopsis descriptiva {400
500 palabras) con la intencion de dar idea de $pe@os relevantes acontecidos en

cada clase.

En las 24 clases videograbadas identifican sitmasioque dan cuenta de aspectos
significativos sobre el conocimiento del contenidel CDC, o sobre la carencia de
estos, analizan las clases bajo la metodologia @G¥dunded Theory (Glaser y Strauss,
1967) con la intencion de generar teoria. Al amallas situaciones asignan un codigo
preliminar a ese momento o episodio y observanhgyyealgunos de esos codigos que
son recurrentes en diferentes episodios de unaras afases, asi distinguen los
momentos y episodios mas sobresalientes asi comoostespondientes codigos. De
esto, obtienen una gran lista de codigos reducadedormente por negociacion y
acuerdos en el equipo de investigacion a 18 cédigmergentés con los que surge el
desafio de englobarlos en categorias que sirvaro goarco teérico para establecer
discusiones entre profesor y observador, un ma@aco que consista de importantes
ideas y factores del conocimiento del contenidoDCGntegrado por pocas categorias
conceptuales, las cuatro categorias o unidades cqueretan son:fundamentos,
transformaciones, conexiones y contingencizye mencionar qu&anto los codigos
como la conceptualizacion de cada una de sus diomassestan abiertas a revision.
(Rowland, 2008).

Rowland y sus colegas otorgan mayor importanciaekrsentido amplio de las
categorias emergentes mas que a tener una listédigos (Rowland et. al. 2005);

ademas, Rowland (2008) enfatiza que para su teakianalizar las clases, es mas

8 Los 18 cédigos quedan incluidos en las cuatragcatas de la siguiente forma:

Fundamentos. adheres to textbook, awareness of purpose, comtim on procedures, identifying
errors, overt subject knowledge, theoretical undtammg, use of terminology.

Transformaciones: choice of examples, choice of representation, datration.

Conexiones. anticipation of complexity, decisions about seaimgy making connections between
concepts, making connections between proceduresgnition of conceptual appropriateness.
Contingencias. deviation from agenda, responding to childrenleds; use of opportunitieRowland y
Turner, 2007)
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significante la clasificacion de las situacioneplas cuales subyace el conocimiento
matematico para la ensefianza que hacer una distiranitre diferentes tipos de
conocimiento matematico para la ensefianza (dichdincibn es un aspecto

caracteristico de la teoria propuesta por Ball. 008).

A continuacion presentamos brevemente la concaepticadn de las cuatro categorias
que aparecen de manera mas detallada en Rowlaald(@005).

En losfundamentose incluye el conocimiento de las matematicas,eroetepciones y
creencias sobre la naturaleza de las matematisabrg qué, por qué y como ensefar,
incluye la propia percepcion que se tenga sobrel elel profesor en el salén de clases;
todo esto adquirido antes y durante su formacidericionalmente o no). Mientras que
en lastransformacionese abordan aspectos del conocimiento en la a¢knmwledge-
in-action), incluye las formas y contextos en los cualesoabcimientoes desarrollado
durante la planificacion y la ensefianza, y la calaalc en si que se tenga para
transformarel conocimiento a ensefar y hacerlo accesibles allamnos, por ello, en
esta categoria consideran la seleccién y uso derass de representacion: analogias,

ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraas expresadas en Shulman (1986).

Las conexionesse refieren al conocimiento que manifiestan losfgaores cuando
establecen conexiones entre las distintas parteodienido, a l&oherenciadurante la
planificacién o ensefianza mostradas a lo largondepisodio o de una o varias clases.
Se puede hablar de conexiones entre conceptosr® micedimientos. Incluyen la
secuenciacion de los topicos a ensefar dentrorg elaises asi como el orden de tareas
y ejercicios y su grado de dificultad. Y lasntingenciasse presentan en aquellas
situaciones en las que los profesores han de rdsp@mte eventos inesperados que
emergen durante la instruccion, acontecimientossguecasi imposibles de planear, en
los que entra en juego la habilidad del profesoa ffhink on one’s feét es decir, la
capacidad de responder a las diversas ideas iagissaee los alumnos y desviarse de lo
que tenia planeadaléviation from agendacuando lo considere apropiado, la calidad
de las respuestas que dé el profesor esta detelamieam parte, por la fuente de
conocimiento disponible que tenga el profesor (Rowlet. al. 2005).

26



Capitulo Il. Marco Tedrico

Rowland y sus colegas (2005) destacan como potiglacladel KQ el hecho de ser un
marco conceptual manejable para la reflexidn sasmectos del conocimiento del
contenido en las discusiones realizadas entre tel fmento) y el aprendiz en
formacion inicial -y no so6lo del CDCya que normalmente, como se muestra en el
estudio de Brown et. al. (1999), tales discusise®nfocan mas a caracteristicas de
corte organizacional de la clase, con menos ater&ids aspectos matematicos de las

clases de matematicas.

Posteriormente Rowland (2008) expresa que el KQnemarco conceptual accesible
para observar, analizar y discutir acerca de lafearza de matematicas a partir de la
perspectiva del conocimiento matematico para l&fasa (ambos conocimiento del
contenido y CDC) que posee el profesor y enfatiza pretenden que el KQ sea una
herramienta para apoyar el desarrollo del profegraon objetivos claramente
determinados y organizados sobre el impacto d@socimiento del contenido y CDC
en la ensefianza. Ademas menciona que ultimamentaaraizado clases de nivel
secundaria, no s6lo de matematicas sino tambiérninges, ciencias y lenguas
extranjeras aplicando el KQ exitosamente, con lal d®®owland y sus colegas se
cuestionan si la conceptualizacion del KQ podrizcionar en otras disciplinas y no
s6lo en mateméticas (Rowland, 2008). En conclus®awland y su equipo de
investigadores consideran que el KQ es un instrtoneara desarrollar la ensefianza y

el conocimiento de los profesores.

Por otro lado, Ball y sus colegas proponerMathematical knowledge for Teaching
Sus investigaciones se centran en el conocimierdiematico para la ensefianza, en
particular en el nivel de primaria, estudiando diclhnocimiento a partir de la practica
del profesor. Ellos proponen un modelo multi-dimienal (que comentamos mas
adelante) en el que hacen un refinamiento a lagerdimnes del conocimiento del
contenido y didactico del contenido propuesto pbul®an (1986) adaptado a las

matematicas.

De las diferentes perspectivas acerca del conocimimateméatico para la ensefianza
podemos constatar facilmente que existen sobréppneg en algunas de las
componentes definidas por los autores anteriormefdéeidos. Todos ellos refieren, de

forma mas o menos explicita, que el profesor deberaonocedor del contenido que
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pretende ensefar y también de conocimientos did&otjue le permitan hacerlo. En ese
sentido (Ball, 2000) refuerza la necesidad de gsetofesores adquieran conocimiento
del contenido y conocimiento didactico del contenydde efectuar las interconexiones
necesarias entre estos tipos de conocimientos Icohjetivo de conseguir utilizarlos

para lograr que sus alumnos aprendan matematicas.

De entre las distintas perspectivas existentesvasaal conocimiento profesional de los
profesores, optamos por el conocimiento matemdiésa la enseflanza de Ball et al.
(2008), por distintas razones: Porque a diferedeiatros modelos, este modelo ofrece
una categorizacion especifica del conocimiento mateméb para la ensefianza
ademas, es un modelo que surge directamente deliest analisis de laractica del
profesor, es decir, de profesores en servicio, padsindamenta en la construccion de
una teoria basada en la practica. Ambos aspectaencon nuestra pregunta de
investigacién en cuanto a saber qué subdominio€ it evidencia en la practica un
profesor que ensefia mateméticas. Aunado a es@msemz sta la principal aportacion
del modelo de Ball et al, que, a nuestro juicionsiste en distinguir el CEC, en
particular, en llamar la atencion en el conocinventatematico (puro) propiamente
necesario por los profesores para afrontar sudptadttareas en la ensefianza; con ello
se acentua el enfoque a razonamientos matematiossgaie se enfrenta el profesor en
el dia a dia de su trabajo; por ejemplo, a conlaceaturaleza matematica de los errores
comunes de sus estudiantes o saber la validez @tande diversas e inesperadas

respuestas que dan los estudiantes.

Consideramos, en la linea de Climent (2005), abconmiento profesional como una
conjuncion de saberes y experiencias que el entefiasee y de los que hace uso en el
desarrollo de su trabajo docente. Sin embargoddedbisu complejidad, para hacer mas
facil su analisis e interpretacién, asumimos que @siede ser dividido en varias
componentes (relacionadas entre si), cada unaagl#dtacia uno o varios aspectos
especificos del proceso de ensefianza, una de dssocorresponde al conocimiento
matematico especifico para la enseflanza. En latitentde identificar, analizar y
estudiar los distintos subdominios del conocimientitematico para la ensefianza que
entran en juego cuando un profesor imparte clasacidimos con Ball (2000) en el
sentido de que la practica es el punto de partda @l trabajo de la ensefianza, el lugar

para la génesis de ideas, inquietudes y problemdenge estas ideas se prueban,
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refinan y algunas veces se abandonan. Cabe mendpmaen el ambito de los
proyectosMathematics Teaching and Learning to Teach Prof@dfLT) y en el

Learning Mathematics for Teaching ProjétMT), por Ball (2002, 2003), Ball & Bass
(2003), Ball et al. (2005) y Ball et al. (2008),rgv el término Conocimiento

Matematico para la Ensefianza (CME)

En el proyectdMathematics Teaching and Learning to Teach ProjstLT), el grupo

se interesO en lo que los profesores hacian mgeetiaefiaban (Ball et al. 2005), en
concreto se enfocaron en el estudio de la ensefiBnia matematica y también en la
matematica utilizada durante el proceso de ensafidan este enfoque pretendian
desarrollar una teoria, basada en la practicagsnli# es el conocimiento del contenido
necesario para la ensefianza de las matematicad. feoyectoLearning Mathematics
for Teaching Projec{LMT), siguiendo la linea del anterior, desarralaicuestionarios
paramedi’ el conocimiento matematico para ensefiar, lo cemlpermite analizar
diversas hipotesis relativas a la naturaleza debcimiento matemético para ensefiar.
Ball y sus colegas definen este tipo de conocimiecdmo “el conocimiento
matematico usado para llevar a cabo el trabajo deehsefianza de las matematicas.
Como ejemplo de este trabajo de la ensefianza Beymta explicacion de términos y
conceptos a los alumnos, interpretar sus afirmaesoy soluciones, revisar y corregir
libros de texto sobre determinados tépicos, utilizgpresentaciones exactas en la
clase, asi como proporcionar a sus alumnos ejempl®sconceptos matematicos,

algoritmos y demostraciones(Hill, Rowan y Ball, 2005, p. 373).

En concordancia con Ball y colaboradores (Ball, R@D02; Ball y Bass, 2003; Ball,
Hill y Bass, 2005) pretendemos, en esta investigambtener una mayor informacion
relativa al conocimiento de los profesores mienéstes se encuentran inmersos en su
propia practica — y no con base en los documeriiciales, i.eno a partir del curriculo
que el profesor ha de ensefiar o de los estandaesados por las instituciones u
organismos encargados de la educacion—; nos enbsoamel modelo del conocimiento
matematico para la ensefianza elaborado por su ,gyupoesentado en Ball et al.

(2008), el cual es un refinamiento de los domirdek conocimiento profesional del

° Escribimosmedirpor la traduccion al espafiol de la palabeasurepero en el contexto de las investigaciones de

Ball y su grupo es identificar, analizar y estudéarcomponentes del CME.
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modelo propuesto por Shulman (1986). Asumimos dueorocimiento matematico
para la ensefianza juega un rol importante en kfianga de la matemética (Hill, et al.
2008a).

Ball y su grupo de investigacion presentan unaymsfa centrada en el conocimiento
matematico para la ensefianza, ellos incluyen eaiorento curricular planteado por
Shulman (1986) en el conocimiento didactico delteoido, obteniendo asi s6lo dos
grandes dominios que se encuentran, por su pada,uno de ellos subdivididos en tres
subdominios, como se muestra en la Figura 1. Ebdoriento del contenido queda
subdividido en tres subdominios: Conocimiento comdel contenido (CCC),
Conocimiento especializado del contenido (CEC) yizémte matematico (HM). Y el
CDC en: Conocimiento del contenido y estudiante€-E3), Conocimiento del
Contenido y Ensefianza (CC-En) y Conocimiento Culaicq(CC).

Conocimientodel Contenidc Conocimiento Didactico del Contenid

Conocimiento
del Contenido
Estudiantes

(CC-Es)

Conocimientd
Comun del
Contenido
(CCO)

Conocimiento

Especializado del Conocimiento
Contenido (CEC) Curricular
(CO)

Conocimiento
del Contenido |
Ensefanza
(CC-En)

Horizonte
Matematico
(HM)

Figura 1.Dominios del conocimiento matematico para la ensefigMKT).
(Ball et al., 2008)

9 siglas correspondientes a la expresion inglesatti®matical Knowledge for Teaching”

30



Capitulo Il. Marco Tedrico

Conocimiento Comun del Conteni@@@CC): Se refiere al conocimiento matematico y a
las habilidades necesarias para resolver las taueasos estudiantes estan realizando,
los profesoresecesitan ser capaces de hacer las tareas que efiin asignando a sus
estudiantegBall et al., 2008, p.399). EI CCC es un conocittoeno necesariamente
unico de los profesores, por ejemplo en bachilber®uede ser que mucho del
conocimiento matematico de los contenidos sea coemfire los profesores y otros,
como los matematicos, ingenieros, arquitectog;d$sietc. Mas aun, puede ser comun
con cualquier persona que sea capaz de realizagctamente las tareas matematicas

(eg. hacer las operaciones, utilizar los métod@sglver problemas).

Conocimiento Especializado del ContenifloEC): Conocimiento constituido por el
conocimiento matematico y las habilidades que sapias de la profesion de los
profesores, el CEC incluye el conocimiento que jierra los profesores conocer la
naturaleza matematica de los errores que comedaaldmnos y razonar si alguna de las
soluciones que dan sus alumnos podrian funciongeeeral o no.

El CEC es el conocimiento matematico en si queesgat para distinguir, averiguar,
valorar e interpretar la validez de diversas efdaemlas respuestas que pueden dar los
alumnos cuando los profesores supervisan el trat&jsus estudiantes. En el CEC se
destaca el hecho de que los profesores tienenagaerdllar una clase de conocimiento
matematico especial en tanto que los profesoregieresm de un entendimiento y
razonamiento matematico unico de su profesion pigzar sus tareas escolares dia a
dia, siendo el propio trabajo de la ensefianzadaéematicas el que crea la necesidad

de un cuerpo de conocimiento matematico espeadialipara la ensefianza.

Horizonte Matematic@HM): Es considerado como el conocimiento de la trayect

un contenido matematico a lo largo de las divestapas educativas, asi como las
conexiones intra y extramatematicas. Este subdomimiluye las habilidades que
tienen los profesores para saber la importanciatigme un determinado contenido

matematico durante su trayectoria curricular.
Cabe destacar que Ball, Thames y Phelps (2008esaprque el HM aln esta en

estudio y que no estan seguros de si el HM es hdosuinio del conocimiento del

contenido o si afecta a los otros subdominios d&EC
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Conocimiento del Contenido y EstudianfgC-Es): Se refiere a la conjuncion del
entendimiento del contenido y saber lo que los ahsnpueden pensar o hacer
matematicamente, el CC-Es incluye las habilidades tignen los profesores para
predecir lo que a los alumnos les parecera inteteseotivante, facil, dificil, aburrido

0 agobiante.

Los profesores se hacen una imagen de lo que powhbte haran los alumnos en las
tareasmatematicagjue les asignen, en este tipo de conocimiento is&id®ra también
la capacidad que tienen los profesores para escechmerpretar el pensamiento que

expresan los alumnos en su lenguaje usual.

El CC-Es también incluye las habilidades de losfgamres para identificar los
conceptos previos, las dificultades de aprendig@jencepciones erroneas que traen los

estudiantes acerca de un contenido mateméaticeplarti

Conocimiento del Contenido y Ensefan(@C-En): Se refiere a la conjuncion del
entendimiento del contenido y su ensefianza, ahdmbéento del contenido matematico
y su familiaridad con los principios pedagégicosapensefar ese contenido. EI CC-En
incluye las habilidades que tienen los profesoa gaber qué representaciones son
mas adecuadas para ensefiar un contenido espegifisar diferentes métodos y

procedimientos para ensefiar ese contenido matematic

El CC-En incluye también la capacidad que tienar@flesor para

“... decidir con qué ejemplo empezar, cuales usar pacdupdizar en el contenido.
[...] qué aportaciones de los alumnos tomar en cuentales ignorar y cuales destacar
para usarlas posteriormentgBall et al., 2008, p. 401)

ademasiesaber

“... cuando aclarar mas una idea, cuando hacer unavaupregunta o encomendar una

nueva tarea para fomentar mas el pensamiento maiemde los alumnos{p.401).
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Notese que el CC-En es, por tanto, una amalgama eintonocimiento del contenido y

las habilidades mas potentes para ensefar esaictinte

Queremos cerrar este capitulo comentando que, etesisi el contenido del
conocimiento profesional del profesor, la formagele se organiza y sus caracteristicas
estan siendo ampliamente estudiadas en la EducMadematica y que en nuestra
investigacidon nos centraremos en el estudio decdaacteristicas de una parte del
conocimiento profesional, en particular en el estutt los descriptores que distinguen
el contenido del conocimiento matematico para EeBanza (CME) propuesto por Ball

y su equipo de investigacién en su modelo del CME.
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CAPITULO lIl. MARCO METODOLOGICO

[1l.1. Pregunta y objetivos de investigacion
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[11.3.2.1.2 Conversion de la informacion recogida e datos,
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[11.5. Rigor de la investigacion
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CAPITULO lIl. MARCO METODOLOGICO

En este capitulo intentamos recoger los fundamegntm®cedimientos metodolbgicos

que sustentan la realizacion de esta investigacion.

Al desarrollar la investigacion, el investigador@antea un proceso de investigacion.
Durante el proceso de investigacion el investigagktd en constante dialogo interno
consigo mismo cuestionandose constantemente el mgatipar la investigacion y como
justificar los “por qué” de todas las decisiones tpme. En ese proceso, la reflexion y
la escriturd juegan un papel esencial. De hecho, una de lakdades que debe
caracterizar al investigador cualitativo es la demada feflectivity’. Este es un
término utilizado por varios autores (HammersleyAtkinson, 1995; Stake, 2000;
Denzin y Lincoln, 2003; Ritchie y Lewis, 2005) paederirse a la auto-reflexion de las
experiencias del investigador y como ha llegaddias.eEs en ese proceso cuando el
investigador a través de una perspectiva holisticamprensiva mira el proceso de

investigacion como un todo y escribe las interietees construidas en ese proceso.

En el presente capitulo presentamos primero lauptagy objetivos de investigacion,
luego intentamos dar cuenta del marco metodolégiedos fundamentos, seleccion del
paradigma y nuestra perspectiva ontologica, epdtegica y metodoldgica. Bajo esos
fundamentos, abordamos posteriormente el disefiodoiégico, explicando el método
y las técnicas que utilizamos para obtener la mémién cualitativa asi como el
instrumento de andlisis de la informacion. Finalteercomentamos nuestro
acercamiento a la triangulacion de las fuentesatiesdy nuestras consideraciones sobre

el rigor de la investigacion.
[1l.1. Pregunta y objetivos de investigacion
Una de las etapas fundamentales dentro del pracesstigativo es la generacion de la

pregunta de investigacion con sus objetivos. Eprésente investigacion, la pregunta

desde la cual nos fijamos los objetivos para redgia es formulada a partir de dos

! Escritura en el sentido de Bassey (1999) quienibera la escritura como un estimulo grandioso plra

pensamiento.
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problematicas: una social y una teorica. La s@aalefiere a la notoria ausencia de una
institucion que tenga la encomienda de reglar tesistencia de la formacion (inicial y
continua) de los profesores de bachillerato. Nasgmmamos en la vision del profesor
como un profesional y consideramos que un elemgistotivo de su profesionalidad
lo constituye su conocimiento profesional, en elano de los ejes principales que lo
componen es el conocimiento matematico para lafieanga (CME) integrado a su vez
por distintos subdominios. Ante esta postura,iadansistencia y escasez de propuestas
formativas, hemos de afadir la problemética teptecausencia de un modelo teérico
que describa especificamente el CME en bachillere® a través de estas dos
problematicas y con esos cimientos ideoldgicos igieatificamos el problema de
investigacién que consiste en la comprension deEQMI profesor en bachillerato,
como un primer paso para atender a una necesid#l goaportar elementos para el

modelo tedrico del CME del profesor de bachillerato

Ante la luz del problema de investigacién, la preggude investigacion es: ¢qué
subdominos del CME evidencia en la practica ungs@f que ensefia matematicas en

bachillerato?

Para contestar esa pregunta, nos trazamos losrsigsiiobjetivos.

Objetivo general:
Identificar y profundizar en la comprension de distintos subdominios del CME que
el profesor de bachillerato pone en accion.

Objetivos particulares:
» Conocer y comprender el conocimiento del contem@dematico del profesor

de bachillerato.

» Conocer y comprender el conocimiento didacticoateltenido del profesor de

bachillerato.

Tras enunciar la pregunta y los objetivos de ingaston, a continuacion presentamos

el marco metodoldgico de la investigacion.
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[ll.2. Marco Metodolégico: Fundamentos, seleccion @ paradigma y nuestra

perspectiva ontolégica, epistemolégica y metodoldgf

Antes de comentar el paradigma de investigacionsgleccionamos, es conveniente
mencionar lo que entendemos por paradigma. Etelatiira existen varias definiciones
al respecto. Aqui coincidimos con la definicibngaresta por De Miguel (1988) porque
es una definicibn muy orientada a la investigaadicativa. Para él, paradigma se
refiere a“un punto de vista o0 modo de ver, analizar e intetar los procesos
educativos que tienen los miembros de una comurggtadifica y que se caracteriza
por el hecho de que tanto cientificos como prastimmmparten un conjunto de valores,
postulados, fines, normas, lenguajes, creenciagmds de percibir y comprender los
procesos educacionalegp. 66). El paradigma es un esquema teorico, amaa de
percibir y comprender el mundo y que a su vez deter la manera de analizarlo e

interpretarlo.

Existen tres cuestiones basicas que constituyen panadigma: ontologica,
epistemologica y metodoldgica (Lincoln y Guba, 1)985stas son tres cuestiones
distintas pero inter-relacionadas entre si, puésriaa como nos posicionemos ante una

de las cuestiones repercute directamente en kas @ds (Santos, 2002).

En lo que respecta a la cuestion ontoldgica, porhay que considerar que la ontologia
de acuerdo con Denzin y Lincoln (1998) es refeadastudio del ser y versa sobre la
naturaleza de la realidad en tanto que remite aslgsiestos que una perspectiva
particular de investigacion social hace respectad@turaleza de la realidad social. De
tal forma que la cuestidn ontologica consiste enntarpretacion particular que el
investigador haga de la realidad, es déeim,la forma como encaramos la realidad y lo
gue consideramos posible saber sobre esa mismigadal(Santos, 2002, p.158).

Nuestra perspectiva ontolégica esta fundada eortaa de ver y entender la realidad
gue nos interesa estudiar, es decir, en el modoteipretar la naturaleza del CME que

el profesor de bachillerato pone en accion. Eniqaalr, interpretamos que el CME

Z La estructura y orientacion de este epigrafeiespirado en las que realiza Mufioz-Catalan (200%ue

tesis doctoral.
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evidenciado por las profesoras Emi y Aly es contatado, personal (por tanto
idiosincratico en cada caso), dinamico, complejiaciico (evidenciado desde la

practica) y parcialmente tacito

En cuanto a la cuestidn epistemoldgica, la epistegi es la teoria del conocimiento
que trata sobre el origen, la naturaleza y la coosibn del conocimiento, y de los
supuestos que se hacen en relacién a la naturdkeda que es el conocimiento
(Longino, 1990; Dalmiya y Alcoff, 1993). En la ctiés epistemoldgica se exponen las
bases del conocimiento en cuantsanaturaleza y formas, como se pueden adquirir y
como comunicar a otros seres humand€ohen y Manion, 2002, p. 29). Cabe
mencionar que Ritchie y Lewis (2005) afirman que di#scusiones en investigacion
social se organizan respecto a tres aspectos repisigicos: la relacion entre el
investigador y el investigado, las “teorias de adidy el modo en que se adquiere el

conocimiento.

Para explicitar nuestra postura epistemoldgicagniaimos responder a esos tres
aspectos epistemologicos. Antes de comentar lxidelaentre el investigador y el

investigado hacemos mencién a la relaciéon entrenginvestiga y la realidad que le

interesa estudiar. Adoptamos una postura extemaagoamocer la realidad, es decir, nos
acercamos a comprender el CME pero basicamenteob8krvando la practica de las
dos profesoras, sin intencion de manipularla. Eantu a la relacion entre el

investigador y el investigado (en nuestro casoaa tle dos investigadas: Emi y Aly),

se hizo un esfuerzo por tratar de interferir lo ageposible durante la interaccion entre
el investigador y cada una de las profesoras deilantecogida de la informacion para
evitar, en la mayor medida posible, manipular Farmacion o la respuesta de Emi o
Aly. Sin embargo, somos conscientes de que hay mmsien los que es inevitable que
el investigador haga explicitas sus emociones deraanconsciente (por ejemplo, en
algunas ocasiones cuando Emi o Aly dan sus resgsuestla entrevista). Por su parte,
los investigados al saber que seran observadodgunas veces videograbados,
inevitablemente modifican (aunque sea en menordagdiu practica. En este sentido

existe una influencia mutua, ambos van construydadovestigacion, al menos en la

% para mayor detalle de estos aspectos sobre |ealeaias del CME en nuestro estudio, ver el epigrafe

11.2.1. del marco tedérico correspondiente a la reé¢za del conocimiento profesional.
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recogida de la informacion y al discutir los readlis de la investigacion obtenidos a
través de la negociacién entre los investigados$ ymwestigador (Corbin y Strauss,
2008).

En referencia al segundo aspecto epistemologiditthie y Lewis (2005) respecto a
las “teorias sobre verdad”, hemos de destacar gestna investigacion esta situada en
la teoria de verdad intersubjetiva o teoria consdn®n la cual los fendmenos no
pueden medirse de una manera absoluta sino poergmmsSegun Habermas (1973) -
fundador de esta teorida verdad es una pretension de validez que lograrados
enunciados de los cuales nos servimos en nuediirazaaiones” (Habermas, 1973, p.
212, citado en Belardinelli, 1991, p.122) y partalelecer el consensel fin de una
comunicacion es la provocacion de un estar de atueue termina en la comunion
intersubjetiva de la comprension reciproca, delesaparticipado y de la confianza
reciproca” (Belardinelly, 1991, p.116). En nuestro casooelsenso ha sido establecido
a través de la comunicacién interna entre el inyador y el asesor de tesis; entre el
investigador y cada uno de los investigados al ciagta validez de los resultados de la
investigacion; y entre el investigador y parte decomunidad cientificad hoc (al
presentar parte de la investigacién en congres&SE[®": Sosa y Carrillo 2010),
reuniones académicas (SIDMy encuentros internacionales de jovenes invesiges

cuyo objeto de estudio tiene alguna similitud coeeesta investigacion (YESS)b

Respecto al tercer aspecto epistemoldgico de Ritchiewis (2005) referente al modo
en que se adquiere el conocimiento, desarrollaim®eeso de nuestra investigacion a
través del método deductivo-inductivo. Partimosudanarco de referencia, el modelo
tedrico del CME de Ball et al. (2008), luego rectdenos datos (informacion) a partir
de dos casos particulares en nivel bachilleratoi §EAly), y posteriormente mediante

el andlisis de los datos con base en el modelictedie Ball y sus colaboradores,
siempre en alerta ante la posibilidad de que sugi@uevos subdominios de dicho
modelo, extrajimos descriptores generales sobra catb de los subdominos del

modelo tedrico de Ball et al. (2008).

4 SEIEM (XIV Simposio de la Sociedad Espafiola destigacion en Educacion Matematica, 2010).
®> SIDM (Seminario de Investigacion en Didactica @ Matematicas en la Universidad de Huelva).
® YESS-5 (Yerme Summer School, 2010).
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En cuanto a la cuestion metodoldgica, la metodal@gi refiere a cOmo construimos
conocimiento respecto de la realidad, a la manarajuee podemos obtener dicho
conocimiento. Es en la cuestion metodoldogica equia el investigador se pregunta

como deberia proceder y el porqué de las decismquesome.

De acuerdo con Bisquerra (2004¢ creencia de la comunidad investigadora respecto
al modo de ver la realidad conlleva una postura eremte en las dimensiones
epistemoldgica (modo de acercarse a la realidadnstodoldgica (en el modo de
conocerla e interpretarla)”(p. 67). Con esto queremos resaltar la influemigala

cuestidon ontolbgica y epistemoldgica en la cuesti@todoldgica.

Antes de profundizar mas en la metodologia que gaan®eguir en esta investigacion,
vamos a comentar nuestra seleccion del paradigrea @ste sugiere y apuntala los

procedimientos a seguir.

Existen diversos paradigmas de investigacion erlitématura pero son tres los
paradigmas mas reconocidos por los distintos amtquesitivistd, interpretativo y
criticc®. Dentro de estos tres se encuentra el paradignel que centramos nuestra
investigacion. Este estudio estd enmarcado destrpatadigma interpretativo (Latorre
et al., 1996) porque intentamos comprender e irg&apel CME en bachillerato. En
dicha interpretacion, el investigador juega un papportante, caracteristica distintiva
de este paradigma (Bogdan y Biklen, 1994). Nueptapdsito no esta en explicar,
controlar y predecir (aspectos que caracterizpas@digma positivista) ni pretendemos
conseguir la emancipacion y el cambio de la redliamo se procura en el paradigma

critico.

Cuando el propoésito principal es comprender e pnétar la realidad, entonces

consecuentemente se precisa del uso de métodasiga® cualitativas que permitan

" El paradigma positivista se caracteriza por s nomotético. En este paradigma el objetivaade |
investigacion consiste en explicar, predecir y agat los fendmenos objeto de estudio, identificalas
regularidades sujetas a leyes con la intensiénederglizar y obtener leyes universales (Latorrel.et
1996).

8 El paradigma critico se caracteriza porque ldifiad que tiene la investigacién consiste en aaglz

realidad, emancipar, concienciar e identificarakpcial para el cambio (Latorre, et al. 1996).
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conocer la realidad en un proceso de indagacidinpées, consideramos pertinente una
investigacion de corte cualitativo debido a que sinee proposito escomprender,
descubrir e interpretar la realidadMerriam, 1988). Hay que destacar que para
Erickson (1986), la caracteristica que mas disengua indagacion cualitativa es el
énfasis en la interpretacion. En este sentidoataraleza del propdsito nos sitda y nos

guia en el proceso de indagacién y por tanto, efetion de unos u otros métodos.

En particular, decidimos desarrollar una invesii@acde corte cualitativo porque
nuestro objetivo es identificar y profundizar en damprension de los distintos
subdominios del CME que el profesor de bachillepaine en accion, es decir, nuestro
interés estd en la profundizacion del objeto dedésty en tomar dos casos (dos
profesoras: Emi y Aly) para su comprension en prdidad, para captar justamente la
singularidad de los acontecimientos suscitado®emds casos, para que dichos casos
den luz a la identificacion y comprension de lostidios subdominios del CME.
También tomamos esa decisiéon por la riqueza hwdiste los estudios cualitativos en
cuanto a mirar el contexto en su forma natural dirpde sus distintos angulos y
perspectivas, lo cual implica el uso de diversasit@s interactivas, flexibles y abiertas
a través de las cuales se puede captar la realidaihdas las dimensiones que la
componen (Bisquerra, 2004).

Una vez mencionado el paradigma que seleccionamasiguiente paso es profundizar
en el disefio de la investigacide| investigador debe acercarse a la realidad saluie
qué debe observar, como y cuando actuar, como ebtarformacion relevante
(informantes claves), cuales son las técnicas apdgs de recogida de informacion

mas apropiadas y como analizar la informacidBisquerra, 2004, p.284)

[11.3 El disefio metodoldgico: métodos y técnicas

En nuestra investigacion, consideramos que el dig#i una investigacion es la
tentativa de un investigador de poner orden a umuoto de fendbmenos de tal forma
gue tenga sentido y pueda informar de ese sentio® demas (Erlandson et al., 1993).
Ademas, el disefio de la investigacion es util @@ar al investigador en el mundo
empirico y que sepa las actividades que tendraefgpmuar para poder conseguir el

objetivo propuesto (Denzin y Lincoln, 1994). De t@mrma que el disefio de
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investigacion es referido a la organizacion dealets/idades que deben realizarse para
dar solucién al problema o responder a la pregpidateada (Pérez Juste, 1985),
viendo asi al disefio de investigacidén como el muentre la pregunta de investigacion
y la solucién o contestacion que se le proporcimi& pregunta. De forma tal, que el
disefio de la investigacion emerge de la reflexiéh idvestigador después de sus

primeras aproximaciones a la realidad objeto dedes{Rodriguez et al., 1996).

Al disefar la investigacion, dos aspectos eserxcialeonsiderar son el método y las

técnicas a utilizar.

El método constituye la via para alcanzar los pip® de la investigacion y esta

determinado por su caracter regular, explicitoetibfe, racional, ordenado y objetivo

para conseguirlo (Latorre et al., 1996). Y la téanconcreta el como de la tarea de
investigar (Bisquerra, 2004). Para Del Rincon e{195) las técnicas de investigacion
son referidas a lomstrumentos, las estrategias y los analisis doaualesempleados

por los investigadores para la recogida de la mémion.

En nuestra investigacion, situados en el paradigbegpretativo, el método consiste de
un estudio de dos casos. Y la técnica esta coigstitianto por la obtencion de la
informacion cualitativa: observacion de aula, naasampo, cuestionarios y entrevista
semi-estructurada; como por el instrumento de sigalde la informacion. A

continuacion intentamos comentar y justificar mgslieitamente el método y la técnica

considerados en nuestro estudio.

111.3.1. Método: El estudio de caso

En la presente investigacion, el estudio de dogscass permite responder a la pregunta
de investigaciongqué subdominos del CME evidencia en la practica uprofesor
gue ensefia matematicas en bachilleratd2oincidimos con Patton (1980) en concebir
un estudio de caso como una forma especifica dgeecorganizar y analizar datos; y
con Garcia Jiménez (1991), al considerar que wuiestle caso implica un proceso de
indagacién que se caracteriza por el examen misoctmmprehensivo, metddico y en
profundidad del caso objeto de interés. Manejanmasnocion de examen similar a la

de Denny (1978), quien define un estudio de casmsoc‘un examen completo o
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intenso de una faceta, una cuestion o quizas loatacimientos que tienen lugar en un
marco geografico a lo largo del tiemp@Denny, 1978, citado en Rodriguez et al.,
1996, p.91).

Asimismo nos interesa conocer el CME caracterisyycaesencial del caso, en
concordancia con Ponte (2006), que expresa quam@rension en un estudio de caso
“[...] se asume como una investigacién particulariskaiscando descubrir lo que en

ella hay de méas esencial y caracteristi¢p’105).

En tanto que, respecto a la intencion de investfjastudio de caso, coincidimos en
parte, con diversas, que no contradictorias, pmssd. Coincidimos con Merriam
(1988), quien expresa que el estudio de casosasgepl con la intencion de describir,
interpretar o evaluar. Y con Stake (1994), quiemapjue a través del estudio de casos
el investigador puede alcanzar una mayor comprerggéun caso particular, conseguir
una mayor claridad sobre un tema o aspecto teédnoreto, o indagar un fenédmeno,
poblacion o condicién general. Pues en nuestraliestlos objetivos de investigacion
son los que orientan el estudio de los dos casodeinos generales pretendemos
explorar, comprender, interpretar y describir lastiatos subdominios del CME en
bachillerato, para conseguir una mayor comprers$@dicho conocimiento en ese nivel

educativo.

Entretanto, es necesario traer a colacion la i@eRatriguez et al. (1996) en cuanto a
gue, de manera general, el estudio de caso seehaslarazonamiento inductivo y las
generalizaciones, conceptos o0 hipotesis surgenrta gdal examen minucioso de los
datos, de tal forma que el estudio de caso puedkigiar al descubrimiento de nuevos
significados, ampliar la experiencia o confirmamlee se sabe. Durante la recogida de
informacion y analisis de ésta, nosotros teniamasente esta idea de Rodriguez y sus
colegas, pues a partir del examen minucioso ddgdannacion, ademas de confirmar los
distintos subdominios del CME propuestos en el mate referencia de nuestra
investigacion (modelo tedrico para ese conocimigmapuesto por Ball et al., 2008),
estdbamos en alerta de que pudieran surgir othmosunios, a pesar de que al final no

hubo nuevos subdominios.
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[11.3.1.1 Definicion y caracteristicas del caso

En bastante literatura sobre estudios de casorsenta lo que se entiende por estudio
de caso y se describen sus caracteristicas y bBastaentajas, pero pocos aclaran
explicitamente lo que se entiende por caso. Poy &fites de describir cada uno de los
dos casos que estudiamos en esta investigacion, posgionamos en lo que
entenderemos por caso, atendiendo a la definigp@mtada por Neiman y Quaranta
(2006): “d caso es definido como un sistema delimitadoemgb y espacio de actores,
relaciones e instituciones socidle@Neiman y Quaranta, 2006, p.220). En nuestro
estudio vemos al profesor como un profesional pmhseele un sistema cognitivo
complejo delimitado en tiempo y espacio capaz dab&scer relaciones sociales. A
partir de esta idea, el disefio de esta investigamidisiste en un estudio de dos casos:
Emi y Aly. Cada caso es de corte instrumental dem@o con Stake (1994), para quien
este tipo de caso permite profundizar en la congidande un tema determinado o
afinar una teoria. Con los dos casos pretendemes t@a mejor comprension del CME
en bachillerato, por lo que nuestro interés no estél caso en si, sino en aumentar la

comprension de un fenomeno asociado a él.

Decidimos estudiar dos casos porque queriamos rcahtaaenos con dos contextos
diferentes para comparar los distintos subdomimles CME que el profesor de
bachillerato activa al ensefiar matematicas y a¢éneb mayor riqueza en la

informacion de nuestro estudio al tener dos proéeso

[11.3.1.2 Seleccion de los casos para la obtencidie la informacion

Podriamos pensar eséleccionar los casos que son tipicos o represgotate otros
casos, pero los criterios que debe perseguir l&cedn del caso o los casos no se
plantean en términos de representatividad de losmos, habida cuenta de que la
investigacion cualitativa no se caracteriza por sencionalidad representativa o
generalizada. Antes al contrario, una de las cagsisticas fundamentales de la
investigacién cualitativa es su preocupacién por peculiar, lo subjetivo y lo

idiosincrasicd (Rodriguez et al., 1996, p.99).
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En esta investigacion participan dos profesordsatéillerato que por cuestiones éticas
nombraremos con los seudénimos Emi y Aly. Las dwdeporas se seleccionan de
manera intencional, pues a diferencia de buscamuestra aleatoria, se buscaba a dos
profesores (sin preferencia de género, al findbge encontrar a dos profesoras) que
pudieran dar informacion al objetivo trazado ennkestigacion, es decir, profesores
gue impartieran matematicas preferentemente en ltghol afio de bachillerato,
reconocidos en su ambito como excelentes profds®mer parte de sus colegas, por
Su institucion y por sus propios alumnos y queestan dispuestos a colaborar en la
investigacion, aportando (implicita o explicitamgnelementos sobre el CME en
bachillerato. Nos interesaba que impartieran mdieasa en el dltimo afio de
bachillerato porque en posibles estudios futuros gustaria realizar investigaciones
referentes a problematicas relacionadas con lasitian del nivel bachillerato a

Universidad.

Pediamos que fueran profesores reconocidos en smigrcomo excelentes

profesionales durante su historial como profesalesmatematicas de bachillerato,
asumiendo esta caracteristica como indicador de pogcedor de CME. Consideramos
pertinente este requisito porque nuestro objetazindestigacion consiste en identificar
y profundizar en la comprension de los distintdsdsuninios del CME que el profesor

de bachillerato pone en accion. Dichos subdomimirsaidos directamente de la
practica del profesor y no del curriculo o de lawnmativas marcadas por las
instituciones encargadas de la Educacion, estmecocdancia con las investigaciones
realizadas por Ball y su grupo de investigacionll(B®00, 2002; Ball y Bass, 2003;

Ball, Hill y Bass, 2005; Ball, Thames, y Phelps0&p

Ademas se deseaba que los profesores tuvieran aigémlo con algin miembro del

grupo de investigacion de Did4ctica de la Materagbara que hubiese un compromiso
moral aparte del profesional y asegurar de algomad su apoyo hasta el final de la
investigacion. El requisito era, también, que aaet participar en las diferentes etapas
de recogida de informacion, conscientes de quenfrmacion seria utilizada con

meros fines de investigacion y sin ninguna retiifm@conomica, es decir, lo harian de
manera voluntaria, dispuestos a compartir con nosqarte de sus experiencias como

profesores.

45



Capitulo Ill. Marco Metodoldgico

Finalmente, atendiendo a esas caracteristicasg@®ias profesoras que participan y
nos regalan de su tiempo para proporcionarnosm#oion sobre los subdominios del
CME en bachillerato. Emi y Aly mostraron bastantgeiés en colaborar en la

investigacion y disponibilidad para contribuir domue esté a su alcance.

[11.3.1.2.1 Caso Emi y caso Aly

111.3.1.2.1.1 Caso de Emi

Emi es una profesora muy identificada con su pr@festrabaja en un Instituto de
Educacion Secundaria y Bachillerato (IESyB) y esomecida como excelente
profesional por parte de sus pares (otros profesteeMatematicas), por sus propios
alumnos y ex-alumnos y por su institucion. Ellad¢ieina licenciatura en Matematicas,
cuenta con 21 afios de experiencia impartiendo cldseMatematicas en secundaria y
bachilleratd y ademéas de ensefiar Matematicas siente interék iecnologia y los
idiomas (inglés e italiano). Al momento de hacea @svestigacion, Emi ocupa el cargo
de Secretaria del IESyB e imparte ademas de osigeaduras de Matematicas, la de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales #studiantes del ultimo afio de
bachillerato de la especialidad de Ciencias Sagialen la particularidad de que en este
curso cuenta con una alumna con deficiencia visexadra, a esta alumna la llamamos

con el seudénimo E9 (Estudiante 9).

[11.3.1.2.1.2 Caso de Aly
Aly labora en otro IESyB, ella tiene una licencraten Matematicas y cuenta con 13
afos de experiencia impartiendo Matematicas emsacia y bachillerato. Ella, durante
la recogida de informacién, ademas de impartir sotnaignaturas de Matematicas,
imparte en particular Mateméaticas a los estudiankels bachillerato de Cientifico
Tecnoldgico del ultimo afio de bachillerato. Alywsa profesora muy identificada con
su profesion y es reconocida como excelente pafakipor parte de sus colegas, por

sus propios alumnos y ex-alumnos y por su insttuciElla ademas de ensefiar

° En Huelva capital, es comin que en el mismo instise imparta secundaria y bachillerato y que por
tanto, sea normal que el mismo profesor que imparmsignatura de matematicas en bachilleratoad¢mh

también en secundaria.
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Matematicas siente interés por el idioma ingléss sraconcreto por ensefar clases de
matematicas en ingl¥s

Los dos IESyB estan ubicados en la ciudad de HuEb@ana.

111.3.2. Técnicas. Obtencion de la informacion cuafativa e instrumento de
andlisis de la informacion
[11.3.2.1 Obtencion de la informacion cualitativa
[11.3.2.1.1 Instrumentos y proceso de recogida deal

informacion

Un estudio de caso es una investigacion de naparalmpirica que se basa
fundamentalmente en un trabajo de campo o en mnascumental, estudia un
fendmeno contemporaneo dentro de su contextosaedndo todo el provecho posible
de multiples fuentes de evidencia como entrevistdservaciones, documentos y
artefactos (Yin, 1984). En este estudio haremosdgeswarias fuentes de evidencia,
pues, como expresa Kagan (1990), el analisis debaimiento del profesor, por su
complejidad, requiere de la combinacibn de variostruimentos que aporten
informacion, ya que esa complejidad no puede sgiucada por un solo instrumento.

Por ello, en este estudio la recogida de la infaramacon cada profesora es a traves de:

Observaciones de aula

Notas de campo
. Cuestionarios

. Entrevista semi-estructurada

De acuerdo con Rodriguez et al. (1998yando el investigador se siente a gusto y
relajado y se centra en lo que esta sucediendos participantes comienzan a entender

qué es lo que se esta estudiando y reconocen eémtespecial del investigador,

19 En Huelva, Espafia, existe un proyecto bilingii@lganos IESyB en los cuales se hace una seleccion
de los mejores estudiantes de nivel secundariadgstdas asignaturas se las imparten en inglés
(incluyendo matemaéticas).
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entonces pueden facilitar mucha mas informacioraparindagacion. En ese momento

esta comenzando la recogida productiva de los dafps4).

En nuestro estudio, para realizar las observaciateesaula con cada una de las
profesoras, el primer acercamiento del investigadarla profesora y los estudiantes en
contexto, en cada caso, consiste en iniciar jurgbos el curso. Luego se comienza a
grabar en vided a partir de la segunda semana. Conforme iba amdoz desarrollo
del curso de manera conjunta, era notoria la irapl@ mas natural de los distintos
involucrados: profesora, investigador y estudiar@sbos nos sentiamos mas a gusto y

cada quien ejercia su papel.

Las observaciones de aula se realizan duranteneéiptrimestre del curso utilizando el
“método de observacién no participatife(Cohen y Manion, 2002) y corresponden a
las clases impartidas por Emi y Aly mientras ensefidema de Algebra en el curso de
matematicas de segundo de bachillerato de la edigeci de Ciencias Sociales (CS) y
Cientifico Tecnoldgico (CT). Cabe mencionar quetezha de Algebra incluye tres
subtemas en cada caso, para la especialidad deo£Subtemas son: matrices,
resolucion de ecuaciones y programacion lineal;asada especialidad de CT son:
matrices, determinantes y resoluciéon de ecuaciobBesidimos elegir el tema de
Algebra porque, a diferencia de los otros temasdanios en ese curso de matematicas
por Emi y Aly*® (Geometria, Andlisis, Probabilidad y Estadistied)Algebra es una

asignatura que esta mas trabajada por los profederbachillerato (e inclusive por los

| a grabacién en video de las observaciones de anfacada a la profesora, permite registrar las
interacciones entre ésta y los alumnos, ademasitpeairinvestigador reproducir el video cuantasegsec
sea necesario (Rochelle, 2000), para hacer lasctipniones y analizar las observaciones.

12 En la observacién no participante, el observa@ompnece separado de las actividades del grupo que
esta investigando y evita ser miembro del grupdé@oy Manion, 2002). Es decir, el observador tidata
pasar desapercibido y de que su presencia comeovaldse modifique lo menos posible el desarrollo
normal de la clase que esta observando.

13 En el curso de mateméticas gue imparte Emi a lacéslad de Ciencias Sociales, los temas a
abordar son: Algebra, Andlisis y Probabilidad yaBsstica con una duracion aproximada de 3 mesas par
cada tema, 4 clases de 50 minutos a la semanatrbdieque en el caso de Aly para la especialidad de

Cientifico Tecnoldgico, se deben impartir los terfdlgebra, Geometria y Analisis Matematico, con una

duracion aproximada de 3 meses para cada temasdsalle 50 minutos a la semana
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estudiantes, pues han visto elementos de Algebsaledeursos anteriores), pues
normalmente en la ciudad de Huelva, Espafia, escomyn que los mismos profesores
gue imparten matematicas en bachillerato tambiépaitan en secundaria (ESO)
porque en el mismo instituto se ofrece secundabiachillerato. De manera tal que si el
area de Algebra aparece desde 1° de secundatiarefesor ha impartido cursos del
tema de Algebra tanto en secundaria como en batid, puede ser indicio de que el
profesor tenga un mayor dominio sobre esa areaculd podria permitir mayor
visibilidad al investigador para identificar/detcios subdominios del conocimiento
matematico que el profesor pone en accion en suigaadConsideramos a su vez, que
ese podria ser un buen comienzo para acercarstudiaeedel CME que evidencian los
profesores en su practica en bachillerato.

De esas observaciones de aula se filmaron 15 dli#seada una de las profesoras con
una duracién aproximada de 50 minutos cada unmeXxios 9 clases corresponden al
inicio de la presentacion del subtema en cada enlogitres subtemas en cada estudio
de caso y el resto de ellas corresponde a la éevde ejercicios en clase. En un inicio
pensabamos que el mejor momento para grabar lassckra cuando las profesoras
empezaran a presentar el subtema porque pondrjaegmestrategias para saber como
presentar el contenido, de lo cual pudimos obtemadencias ricas de distintos
subdominios del CME. Sin embargo, conforme avaaz@vestigacion, observamos
que durante la presentacion del subtema existe ipt&accion de las profesoras con
los estudiantes, asi que necesitabamos otras eiadaie situaciones donde se diera la
interaccion entre el profesor y los estudiantestno a un contenido. Con esos
miramientos consideramos cubiertos los tres aogeque considera Thames (2009,
citado en Ball et al. (2009), p.123) para distindoique es importante tomar en cuenta
al estudiar el CME. Los tres criterios propuestmsThames consisten en tener acceso a
las interacciones entre el profesor y los estudgargspecto a un contenido, tener acceso
al pensamiento y razonamiento del profesor duralate instruccion (quizas
implicitamente) y suficiencia del contexto (enowgfithe context) para interpretar las
acciones del profesor y los estudiantes (eg. ac@deateriales curriculares que estan

usando).

En el transcurso de las clases impartidas por fefegoras durante la ensefianza del

tema de Algebra se toman notas de campo por pateinstestigador porque

49



Capitulo Ill. Marco Metodoldgico

consideramos que de acuerdo con Evertson y Gr&89)¥on registros que contienen
aspectos teodricos, puntos de vista y reflexionesopales que subyacen en la
observacion de una situacion o de las conversaicmelos participantes en el estudio.
Tomamos las notas de campn Situ’ (de manera inmediata) durante la estancia en el
escenario ya posteriori’, es decir, después del contacto en el escenaro sagiere
Lofland y Lofland (1984). De tal forma que, comoopone Bisquerra (2004), al
registrar las notas de campo el investigador r@alira selectividad de la informacion,
es decir, en nuestro caso intentamos priorizarcéspeajue el investigador considera
relevantes al hacer sus anotaciones. Pensamo®@sas consideraciones se obtienen
impresiones mas completas respecto a la observaamonuestra investigacion las notas
de campo constituyen una fuente secundaria en fancbn de la informacion,

encontramos en ellas un apoyo para alcanzar nudgetvo de investigacion.

Cabe mencionar que ademas de las notas de cangunts®la recogiendo informacién
durante todo ese ciclo escolar, es decir, hastaéegoend el curso completo, pues en ese
intervalo de tiempo se aplican los cuestionariotas profesoras y se realiza la

entrevista.

Previamente a la entrevista se pide a las profespra contesten de manera secuencial
cuestionarios con preguntas abiertas referentespacis profesionales (formacion,
experiencia, etc.) y a algunas cuestiones de lbdosuinios del CME en bachillerato
gue normalmente no se ven directamente cuandorddsspras imparten la clase, por
ejemplo preguntas de corte curricular. En el ANEX(resentamos las preguntas de

los cuestionarios y las respuestas dadas a éstéaspmofesoras.

Optamos por aplicar secuencialmente los cuestmmgorque, al estar elaborando el
guién para la entrevista, observamos que habrisasiadas preguntas en ella. Para
optimizar la organizacion de las preguntas y ehpie de realizacion de la entrevista,
seleccionamos algunas de las preguntas del guitanedgrevista y solicitamos a las dos
profesoras que las contestaran a modo de cuestisnaunque aun y con eso, al final

de todas formas quedd un considerable nUmero demias en la entrevista.

Posteriormente, con el objetivo de obtener masnmdgion referente a los subdominios

del CME en bachillerato se realiza una entrevistaistructurada a cada una de las
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profesoras, como un apoyo que nos ayude a comprieglsubdominios. Tanto a los
cuestionarios como a la entrevista los consideratlmsscomo un apoyo, pues hay que
remarcar que nuestra intencion es comprender Ibdosuinios del CME desde el
conocimiento que pone en evidencia el profesoagnrdctica. Ante la sospecha de que
puede existir coherencia pero también “incoheréraziére lo que el profesor conoce y
el conocimiento que evidencia ante contextos sitsiadn espacio y tiempo, no
consideramos pertinente tomarlos como fuente ahci

Coincidimos con Bisquerra (2004), en dias entrevistas semiestructuradas parten de
un guion que determina de antemano cual es lanmigion relevante que se necesita
obtener, por lo tanto existe una acotacion en lerimacion y el entrevistado debe
remitirse a ella. Las preguntas, en este formatoelaboran de forma abierta, lo que

permite obtener una informacion mas rica en matic¢s.337)

Tomamos en cuenta las recomendaciones de Bisquezedizamos la entrevista a cada
una de las profesoras. Cada entrevista esta grabaaladio porque consideramos que al
no ser videograbada, cada profesora podria sentiéisdibre a la hora de contestar las
preguntas si solo se graba en audio. En el ANEXQpi¥sentamos el guion de la
entrevista, y en el ANEXO V y VI presentamos Iang@ipcion de las entrevistas de

Emi y Aly, respectivamente.

[11.3.2.1.2 Conversién de la informacion recogida e datos,
transcripcion de las clases grabadas y de la entrista
Una vez que se cuenta con las 15 clases grabadasleende Emi y 15 de Aly se
procede a la transcripcion de éstas. Tales tratsonies se presentan en forma de tablas
en el ANEXO 1y Il respectivamente. Al realizariasentamos escribirlas apegandonos

lo mas fielmente posible al contexto y a la realida

Similarmente, una vez efectuada la entrevista ssiniticturada a cada una de las
profesoras en estudio, realizamos las transcripsiate éstas. Dichas transcripciones,

como comentamos anteriormente, aparecen en los AMEXy VI, respectivamente.

Al terminar de transformar la informacion en dates, da inicio al analisis de la

informacion.
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[11.3.2.2 Instrumentos de andlisis de la informacia

Las clases grabadas en video y posteriormentedascripciones de éstas, son la fuente
principal para analizar la informacion. Para amaliestas clases, se utilizaron dos
instrumentos. Por un lado, para organizar la infmidn de las transcripciones y poder
analizarlas, utilizamos un primer instrumento, olite de una adaptacion realizada al
modelo propuesto por Ribeiro (2008) para modelanisefianza. Y por otro lado, para
identificar los subdominios del CME usamos el mod#dl CME propuesto por Ball et
al. (2008).

Asi remarcamos entonces que, en concreto, pareamnk informacion, las notas de
campo, cuestionarios y entrevistas son fuentesndacias mientras que la fuente

principal consiste en las clases grabadas en video.

[11.3.2.2.1 Modelo para organizar la informacion de las
transcripciones
Ribeiro (2008) elabora un modelo para efectuanalisis de la practica del profesor de
matematicas en temas de primaria. Su modelo esf@rado en el que propone
Schoenfeld (1998a, b; 2000) y en las adaptacioeaézadas al area de las ciencias
experimentales por otros miembros de nuestro equlpo investigacion en la
Universidad de Huelva (eg. Monteiro (2006); MoraeiCarrillo y Aguaded (2008)) con

base a las necesidades y a los objetivos de sstigaeion.

En el modelo de Ribeiro (2008) se considera a daecicomo un todo formado por
episodios fenomenoldgicamente coherentes, regidos up objetivo declarado o
interpretado por el investigador (referente a le gl profesor pretende ensefiar en la
clase y moldeado por las acciones que el professartblle para la ensefianza). En los
episodios se identifica el evento inicial y fina dse objetivo (estos momentos son
etiquetados con el nombre de evento desencadenangvento de término,
respectivamente). En el transcurso de estos dogasvel profesor interactia con los
alumnos usando un determinado tipo de comunicagiGno o varios recursos para
alcanzar su objetivo. En las interacciones se ifilgart los indicadores de creencias

(Climent, 2005) y los conocimientos matematicosaparensefianza siguiendo a Ball et
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al. (2008). Para identificar el episodio de unanfarmas manejable y comprensible,
Ribeiro (2008) sugiere que el nombre del episodté directamente relacionado con el
objetivo del profesor en aquella situacién concreta

La representacion grafica del modelo propuestaRioeiro (2008) (llustracion 1) es la

siguiente. Del lado izquierdo, [i,j] se represemaclase i y episodio |, al que

corresponde esa situacion especifica. Luego sebeska informacion sobre si el

episodio formaba, o no, parte de la imagen dedeide**. Después se especifica el
evento desencadenante y de término, encontranduse estos las informaciones
respecto a los indicadores de creencias, objejiyagenocimientos matematicos para la
ensefianza (CME) evidenciados por el profesor, asletied tipo de episodio con

referencia al contenido abordado. Del lado deremficencuentran las acciones del
profesor realizadas en cada situacion concretaedfe contexto, las acciones del
profesor deben ser entendidas/identificadas comcsuacion en la clase durante la
construccion de conocimientos por parte de los afisn

[i.j] Designacion del episodio (Tipo de |[i.j.k] Accion inicial del profesor
episodio, tipo de comunicacion, forma |de| recurso(s) utilizado(s), tipo de
trabajo de los alumnos, recurso(s)) (linea] de comunicacion, accion del profesor,
inicio — linea de fin) contenido especifico (linea de
inicio — linea de fin)
¢ Forma parte de la imagen de la leccionSi
0 no (se hace o no parte de la imagen de |a
leccidn). Tipos de didlogos (linea de inicio|—
linea de fin)

Objetivo especifico: Objetivo
eespecifico asociado a esta accion.

Evento desencadenanteEvento que funcion
como desencadenante de la secuencia
acciones

o
(@)

Indicadores de Creencias:
Identificacion del indicador, o conjunto de
indicadores de creencias, subyacente(s) a|est
secuencia de acciones.

Objetivos:  Identificacion  del  objetiva
subyacente a esta secuencia de acciones.
Conocimientos:

fi.j.k+1] Accion inicial  del
profesor, recurso(s) utilizado(s),
tipo de comunicacion, accion del
profesor, contenido especifi¢co

*La imagen de la leccién es [...] el artefacto errue proporciona la estructura prevista de lacién
(Schoenfeld, 2000, p.250). La imagen de la lecciérun profesor incluye todo aquello que el profesor
considera que pudiera pasar en la clase: la seeaudet dia, las formas de interacciones con los

estudiantes, lo que es flexible y lo que no y pdamm@&mo llevar a cabo la discusion. (Schoenfel@020
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Identificacion de los conocimientos del | (linea de inicio — linea de fin)
profesor para que implemente esta secuencia
de acciones
— Conocimiento Comun del Contenido (CCK), | Tipos de dialogos (linea de inicio|—
Conocimiento Especializado del Contenido| linea de fin)

(SCK), Conocimiento del Contenido y de los| Objetivo especifico: Objetivo
Alumnos (CCA), Conocimiento del contenido | especifico asociado a esta accion.
y de la Ensefianza (CCE), Conocimiento
Propedéutico (HK).

Tipo de episodio: Rutina, Script, Guién d
accion, Improvisacibn de contenido | o
Improvisaciéon de gestion.

Evento de término: Evento que funcion
como causa de término de la secuencigd dg
acciones

D

j2

llustracion 1ll. 1 — Representacion del modelo (Ribeiro, 2008).

Nosotros hemos realizado una adaptacion a estelonpolejue nos interesa enfocarnos
en los elementos centrales del modelo para elssm@e la caracterizacion del CME.
Consideramos que cuando se pretende identificanfumdizar en la comprension de
los subdominios del CME que el profesor pone eiactanto los objetivos como los
conocimientos son dos elementos centrales en eklmoda identificacion de los
objetivos da luz de la divisibn en episodios fenooh@gicamente coherentes,
permitiendo también identificar los eventos iniefly finales. A este respecto, las
acciones que toma el profesor juegan un papel mpgrtante porque sirven de apoyo
para comprender y moldear el objetivo del profepara ensefar el contenido
matematico. En cuanto a los conocimientos alusaloSME, éstos se convierten en
nuestro foco de interés. De tal forma que el mode® usaremos queda representado

en la llustracioén 2.

Cabe hacer notar que, cuando nuestro interés seaeah identificar y comprender los
subdominios del CME en la préactica del profesomppestos por Ball et al. (2008) —
CCC, CEC, HM, CC-Es, CC-En y CC- para obtener magpecificidad del CME,
identificamos y construimos ejemplos o subdesamgstaueden cuenta-tanto como
sea posible— de los distintos subdominos del CMifnocimientos o capacidades
especificas del profesor que son activados dueaniel momento particular de la clase

y que permiten la interpretacion de los subdomidm$orma detallada.
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[i.j] Descripcion del episodio. (linea de inicidirea de fin)

Objetivo general: Identificacion del objetivo del contenido materoétque pretende ensefiarn el
profesor.

Evento desencadenantezvento que funciona como causa de inicio del epsod
[A, i.j] ™ Accién tomada por el profesor para ensefiar elecitd matematico.

Conocimientos:
Identificacion de los conocimientos del profesddenciados durante ese episodio.

Conocimiento Comun del ContenidoGC)
Subdescriptores

Conocimiento Especializado del Conteni@EC)
Subdescriptores

Horizonte MateméaticoHM )

Subdescriptores

Conocimiento del Contenido y de los Estudian@s-Es)
Subdescriptores

Conocimiento del contenido y de la Ensefia@42-En)
Subdescriptores

Conocimiento CurricularGC)

Subdescriptores

Evento de término: Evento que funciona como causa de término de ésedip.

%9i.j.k] Descripcién del subepisodio. (linea de inie linea de fin)

Objetivo particular: Identificacion del objetivo del contenido materodtgue pretende ensefiar el profesor.
Evento desencadenanteEvento que funciona como causa de inicio del ssoelpb.

[A, i.j.k] Accion tomada por el profesor para ensedl contenido matematico.
Conocimientos:

Identificacion de los conocimientos del profesdderciados durante ese subepisodio.
CCC

Subdescriptores

CEC

Subdescriptores

HM

Subdescriptores

CC-Es

Subdescriptores

CC-En

Subdescriptores

CcC

Subdescriptores

Evento de término: Evento que funciona como causa de término de éspmodio.

S En la etiqueta de la acci6n, en esta adaptacibo hue anteceder la letra A para que no se confaretigueta del

subepisodio con la de la accion.
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llustracién Il1.2 — Representaciéon del modelo.

[11.3.2.2.2 Modelo para identificar los subdominiosdel CME

Nosotros usamos el modelo teérico propuesto por &ahl. (2008) como marco de
referencia para identificar los subdescriptores@ME correspondientes a cada uno de
los subdominios — CCC, CEC, HM, CC-Es, CC-En y @Q@presentados en la Figura
1), atentos a que surgieran otros subdominios rawsnpor el propio nivel educativo,
es decir, por situaciones peculiares del nivel iiachto. La explicacion teérica
referente a cada uno de los subdominios expuestoBall y sus colegas (2008), se
encuentra mas explicita en la seccion correspotedi@nmodelo de Ball et al. en el
apartado 11.2.3 del capitulo referente al Marcoriced

Conocimientodel Contenidc Conocimiento Didactico del Contenid

Conocimiento
del Contenido
Estudiantes

(CC-Es)

Conocimientd
Comun del
Contenido
(Cco)

Conocimiento
Especializado del
Contenido (CEC)

Conocimiento
Curricular
(CC)

Conocimiento
del Contenido |y
Ensefanza
(CC-En)

Horizonte
Matematico
(HM)

Figura Ill.1. Dominios del CME (MKT *%). (Ball et al., 2008)

16 En el caso en el que haya subepisodios, éstosnsiguenisma estructura interna que los episodiosp pe
cambiamos el tamafio de letra para diferenciarlo®slepisodios. La ubicacion de los subepisodigedde de la

propia naturaleza del objetivo general y/o paréicylde la accion que realice el profesor parafersal contenido.

7 sSiglas correspondientes a la expresion inglesati®matical Knowledge for Teaching”
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[11.4. Triangulacion de las fuentes de datos

Entendemos la triangulacion de las fuentes de dato® un proceso en el cual se hace
un “esfuerzo por ver si aquello que observamos de ue mformamos contiene el
mismo significado cuando lo encontramos en otrasuostancias”(Stake, 2007). En
particular, coincidimos con Denzin (1970) en queriangulacién de los datos esta
referida a la confrontacion de diferentes fuentesddtos en un estudio y que dicha

triangulacion se produce cuando existe concordandiacrepancia entre estas fuentes.

Una vez analizada la informacién obtenida de lased grabadas en video, analizamos
las notas de campo, los cuestionarios y la enteevisuscando aspectos que nos
brindaran informacion relevante respecto al objetie nuestra investigacion, es decir,
en cuanto a identificar y profundizar en la compi@m de los distintos subdominos del
CME que el profesor de bachillerato pone en accidm.ese analisis no surgieron
nuevos descriptores, pero si nos ayudd a sustlstagxistentes y a comprender y
explicar mejor cada uno de los dos casos estudiadossta investigacion. De tal
manera que la informacidn recogida con estos im&nios jugd un papel muy
importante al momento de triangular la informagbdma fundamentar los resultados de

esta investigacion.

[11.5. Rigor de la investigacion

Nosotros estamos interesados en asegurar el rgyda dhvestigacion y estamos en
concordancia con Rodriguez et al., (1996) en gyedo@ atender las siguientes tres

cuestiones:

1. Suficiencia y adecuacion de los datos. Suficieeni@uanto a la cantidad
de datos recogidos, antes que al numero de sufgtosonsigue cuando se llega
a un estado de “saturacion informativa” y la nugfarmacion no aporta nada
nuevo. La adecuacion es referida a la colecciofadeformacion de acuerdo
con las necesidades tedricas del estudio y el maeérgente.
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2. Presentar los primeros analisis que se realices amformantes y de esa
forma asegurar el rigor, verificando el estudio dos informantes para
confirmar de forma inmediata la pertinencia, adeciay validez del estudio.
De esta manera los informantes pueden ofrecer niafciones adicionales
aungue también cabe la posibilidad de que losgyaatites no estén de acuerdo

con los hallazgos.

3. A través del proceso de triangulacion, usando efifi's métodos, datos,

teorias o disciplinas.

En cuanto a la primera cuestion, la suficienciadgcaacion de los datos, nosotros
llegamos a un estado de “saturacion informativapdés de los cuatro instrumentos de
informacion que desarrollamos en este estudio.ugmajue teniamos las observaciones
de aula, las notas de campo, los cuestionarioegtlavista semi-estructurada, también
obtuvimos las fotocopias de los examenes califisati tema en estudio (Algebra) por
cada profesora y las fotocopias de las notas deskosliantes, pero ya no nos aportaban
nada nuevo. Por ello, decidimos no considerarlasocanstrumentos de recogida de
informacion. Respecto a la adecuacién de los datissurrimos también que esos
cuatro instrumentos de recogida de informacion e@ méas apropiados para
proporcionarnos la informacion acorde a nuestrdlproa, pregunta y objetivos de

investigacion.

Teniendo en cuenta la segunda cuestion, una vebplgugimos los primeros analisis,
por cuestiones de tiempo de las dos profesoragicaenos solo algunas partes del
analisis de clases, momentos puntuales de algwnassiclases, que desde el punto de
vista del investigador eran mas relevantes parenebtla informacion de los distintos
subdominios del CME, una vez validada esa inforamgcal obtener los resultados de
cada caso, la investigadora se reune por sepam@uaada una de las profesoras
(porque asi lo consideramos mas ético) para coafirla pertinencia, objetividad,
adecuacion y validez de esos resultados. Las diespras estuvieron de acuerdo en
mas del 95% de los resultados, y posteriormentetdeicasi 5% una vez discutidos los
resultados.
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Respecto a la tercera cuestion, para robustecatitiad de los resultados reportados en
esta investigacion, acudimos a la triangulaciéradduentes de datos. Nuestra principal

fuente de informacién fueron las transcripcionetadeclases grabadas, sin embargo, en
algunos momentos de redactar algunas afirmaciomdgseresultados, necesitabamos

del sustento de algunos aspectos de los subdondeloSME en bachillerato, y para

ello, acudimos a las notas de campo, los cuestamgpita entrevista.

En el siguiente capitulo presentamos el analisla ddormacion.
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CAPITULO IV. ANALISIS DE LA INFORMACION

IV.1. Anélisis de las clases grabadas en video

IV.1.1. Primer acercamiento al andlisis de la informacién

IV.1.2. Segundo acercamiento al analisis de la informacion

1VV.1.3. Tercer acercamiento al analisis de la informacién
1V.1.3.1. Modelacién del proceso de ensefianza de la profesora Emi
1V.1.3.2. Modelacion del proceso de ensefianza de la profesora Aly

IV.1.4. Cuarto acercamiento al andlisis de la informacién

IV.1.5. Quinto acercamiento al analisis de la informacion

IV.2. Anélisis de los cuestionarios, las entrevistas y las notas de campo
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CAPITULO IV. ANALISIS DE LA INFORMACION

IV.1. Andlisis de las clases grabadas en video

El andlisis de las clases grabadas es realizado a partir de cinco acercamientos. Para
analizar dichas clases, basados en las transcripciones de éstas, y utilizando la adaptacion
hecha al modelo de Ribeiro (2008) para organizar la informacion de las transcripciones
y proceder a identificar los distintos subdominios del conocimiento matematico para la
ensefianza (CME) propuesto por Ball et al. (2008) (y estando atentos por si aparecian
nuevos subdominios), en cada clase se hizo wuna division de episodios
fenomenoldgicamente coherentes de manera recurrente, identificando los eventos
iniciales y finales, después de haber identificado el objetivo declarado por el profesor o
interpretado por la investigadora, respecto al contenido matematico que la profesora
pretende ensefar en esa clase, y usando una metodologia de revision/comparacion
constante entre las divisiones anteriores y posteriores para garantizar una consistencia
interna de esa division. Después de tener la division de los episodios, en los episodios
que se requiera, se divide cada episodio en sub-episodios, siguiendo la misma

metodologia.

Consideramos necesarios cinco acercamientos para el analisis de la informacion porque
si bien es cierto que como expresa Kagan (1990), estudiar el conocimiento del profesor
requiere de varias fuentes de informacion, pensamos que también es necesario realizar
varios acercamientos al andlisis de la informacidén para revisar, comprobar y validar
constantemente lo que se va obteniendo de dicho anélisis. Y a su vez refinar y pulir
continuamente los distintos acercamientos para contrastar y confrontar la informacioén
analizada. Defendemos que en este tipo de estudios cualitativos es muy importante
exigirnos rigor en el analisis de la informacidon para robustecer la credibilidad de los

resultados de la investigacion.

Queremos hacer notar que en este caso no estamos hablando de triangular con distintas
técnicas de andlisis en si, sino de un refinamiento y validacion interna entre varios
acercamientos al analisis de la informacion dentro de una sola técnica.

A continuacion un esquema donde mostramos de manera sintética cada uno y después
comentamos en qué consiste cada uno de los cinco acercamientos al andlisis de la

informacion.
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ANALISIS DE LA INFORMACION

FUENTE PRIMARIA:
Clases grabadas y transcritas

Cuestionarios
Entrevista
Notas de campo

FUENTES SECUNDARIAS:

1°" acercamiento

las 30 clases (15 de
cada profesora).

Obtencién:
lista de descriptores.

Primera identificacion Seleccion
de los subdominios del clases
CME en cada una de analizar

Primera

profundidad.
Obtencion: Clases
seleccionadas.

2° acercamiento

de
para
en

3*" acercamiento

Focalizacién y descripcion
con mayor detalle de cada
uno de los subdominios
“visibles” del CME.

Obtencién: Registros de
subdescriptores  de  los
subdominios del CME
plasmados en esquemas de
modelaciones del proceso de
ensefianza de cada profesora.

4° acercamiento
Construccion ~ de  nuevos
descriptores y refinamiento de
los identificados en el primer
acercamiento  al analisis,
ademas de la verificacion de
que la informacion de los
subdescriptores corresponda a
esos descriptores.

Obtencién: Una clasificacion
refinada y etiquetada de
descriptores de los
subdominios del CME.

5° acercamiento

Codificacion de los
subdescriptores de los
subdominios del CME
plasmados en las modelaciones
del proceso de ensefianza de
cada profesora y verificacion de
que la adaptacion de la
informacion evidenciada de la
practica de las dos profesoras
corresponda con la recogida en
los subdescriptores y a su vez en
los descriptores.

Obtencién: Subdescriptores
codificados de los subdominios
del CME.
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1V.1.1. Primer acercamiento al analisis de la informacion

En este primer acercamiento realizamos una primera identificacion de los subdominios
del CME en cada una de las 30 clases grabadas y transcritas (15 de cada profesora). La
identificacion de los subdominios del CME en bachillerato asociados a cada episodio y
subepisodio fue efectuada después de haber dividido las observaciones de aula en
episodios y sub-episodios. Esta identificacion estd basada en el instrumento tedrico de
las dimensiones para el CME propuesto por Ball et al. (2008) y en alerta a que se

pudieran obtener nuevas dimensiones.
De este primer acercamiento se obtiene una primera clasificacion de descriptores
evidenciados en cada uno de los dos casos respecto a cada uno de los subdominios del

CME que presentamos enseguida.

Tabla IV.1. Primera lista de descriptores

CCC Saber o conocer cuando sus estudiantes tienen una respuesta
correcta/incorrecta.

Saber usar términos y notacion matematica (que aparece en las
definiciones formales).

Saber la definicion del concepto, regla, propiedad, teorema o método
que esta presentando.

Saber lo que piden en un ejemplo o ejercicio.

Saber a qué o hasta donde llegar en un ejemplo o gjercicio.

Saber hacer un ejemplo o ejercicio.

Saber que la notacion es muy importante en matematicas.

Saber la estrategia para hacer la demostracion de una regla o
teorema.

Saber hacer la demostracion de una regla (Cramer) o teorema.

CEC Distinguir, averiguar, valorar e interpretar la validez de diversas e
inesperadas preguntas que pueden dar los estudiantes, cuando los
estudiantes las expresan de forma oral o escrita. Saber responder
correctamente con conocimiento matematico las preguntas de los
estudiantes. (Depende de lo que responda matematicamente, si se
preocupa por saber o entender el pensamiento matematico que pudo
producir esa pregunta, saber qué matematica estd de fondo, si es
correcta esa matematica 0 no y si ese pensamiento matematico
funciona en general o no)

Identificar, distinguir, averiguar, valorar e interpretar la validez de
. . 1 .

diversas e inesperadas respuestas’ que pueden dar los estudiantes,

cuando los estudiantes las expresan de forma oral o escrita.

' RAE, Respuesta: Satisfaccion a una pregunta, duda o dificultad. Solucion: Desenlace o término de un proceso.
Resolver una duda.
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(Depende de lo que responda matematicamente, si se preocupa por
saber o entender el pensamiento matematico que pudo producir esa
pregunta, saber qué matematica estd de fondo, si es correcta esa
matematica 0 no y si ese pensamiento matemadtico funciona en
general 0 no).

Saber argumentar el “;por qué si o por qué no?” de un contenido con
fundamentos matematicos (Por ejemplo un ingeniero puede saber
multiplicar por 10 pero no necesita explicar por qué cuando
multiplicamos por 10 agregamos un cero).

Saber que pueden ver la propiedad tanto de un lado de la igualdad
como del otro

Capacidad para saber varias formas de solucionar un problema
matematico (y por ende saber cual es la “mejor”).

Identificar patrones sobre errores comunes que cometen los
estudiantes. (Depende si esos patrones estdn mas relacionados a
dificultades de los estudiantes entonces hay indicio del CC-Es y si
estan mas relacionados a la matematica pura propia del profesor
entonces hay indicio de CEC)

Entender diferentes formas/interpretaciones de las operaciones que
dan/hacen los estudiantes. (En el ejemplo de la resta de Ball et al.
(2008), unos alumnos lo hacen de un modo, otros de otro, es decir, el
profesor debe entender las diferentes interpretaciones del concepto
(resta) que hacen los alumnos en las operaciones).

HM

Conocer las similitudes (las relaciones) entre varios conceptos
matematicos de un mismo bloque o unidad (cuando la relacion es
entre conceptos de una misma unidad o bloque el HM es muy
cercano al CEC)

Saber que un contenido estd relacionado con otro mas general
(aunque no aborde esa forma mas general en este grupo porque el
programa no lo incluye).

CC-Es

Capacidad para escuchar e interpretar el conocimiento/pensamiento
matematico que expresan los estudiantes en su lenguaje (usual o en
proceso de adquisicion del nuevo concepto)

Prever las necesidades de los estudiantes sobre ese contenido
matematico (Ej. En el caso de E9 con Emi).

Prever las dificultades de aprendizaje que puede tener un estudiante
sobre el contenido matematico que esta ensefiando.

Prever que los estudiantes pueden suponer una idea errénea sobre
alguna propiedad matematica sobre ese contenido.

Habilidad para prever la confusion que pudiera tener el alumno con
algo que se esté viendo en clase o posteriormente en otras clases.

Habilidad para prever (anticipar) que los estudiantes no saben o no
recuerdan un concepto o propiedad matematica. (Ej. Emi anticipa
que los estudiantes no saben o no recuerdan a cudnto equivale un
area).

Habilidad para prever (anticipar) que los estudiantes se pueden
quedar con una imagen inadecuada del contenido y por ello luego
siente la necesidad de hacer una aclaracién o comentario.

Saber lo que les parecerd cansado y aburrido de un contenido
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matematico especifico.

Prever que los estudiantes pueden equivocarse al hacer determinado
calculo o de un niimero o de un signo (mas leve), provocado por un
despiste al hacer una(s) operacion(es)/transformacion(es); o por no
dominar el contenido que se les esta presentando (eg. retroceder en
lugar de avanzar al diagonalizar la matriz por Gauss-Jordéan).

Saber que los estudiantes deben proceder ordenadamente (eg Prever
que los estudiantes pueden cometer un error referente al adecuado
acomodo de los elementos de una matriz con base en su posicion).

Prever una posible situacion concreta susceptible de error para los
estudiantes, en ejercicios posteriores. Dicha situacion es mostrada a
los estudiantes como medida preventiva en situacion de riesgo de
error de los estudiantes.

Prever/saber que los estudiantes podrian hacer calculos
mecanicamente sin saber realmente lo que estdn haciendo.

Prever que a los estudiantes se les puede ocurrir una respuesta
intuitiva para resolver un problema.

Prever que los estudiantes no vean que un problema es equivalente a
otro; 0 que no vean que una igualdad la pueden usar en un sentido o
en otro.

Prever que los estudiantes pueden ponerse a hacer calculos sin antes
fijarse si pueden usar una propiedad.

Prever que para los estudiantes serd mas comprensible un tema si lo
ven con un ejemplo concreto que aparece en el libro de texto.

Prever que los estudiantes entenderan “mejor” el ejemplo si antes de
empezar a hacerlo les remarca las principales caracteristicas del
concepto que usara en el ejemplo.

Prever que los estudiantes pueden atascarse en algunos detalles de la
solucion del problema y perder el sentido del problema.

Prever que a los estudiantes les puede parecer extrafio usar la
primera vez un método/regla que estaba disefiado para otro
caso/situacion del contenido (eg. usar Cramer en un SCI).

Prever que los estudiantes al resolver problemas extensos, pueden
olvidar algin cdalculo que ya habian hecho y al inicio y no
aprovecharlo cuando se ocupe nuevamente para solucionar el mismo
problema.

Prever que los estudiantes se pueden confundir con cierta notacion y
entonces el profesor la cambia (Aly cree que los alumnos se pueden
confundir con la z y la t que ahora son parametros y por lo tanto
mejor cambia esas letras por Ay pu, A12, p6).

Habilidad para prever que algiin dato del ejercicio puede despistar a
los estudiantes al resolver el problema.

Habilidad para prever, anticiparles una respuesta incorrecta que
pueden dar (los estudiantes) en la solucion de un problema
particular. Prever una posible respuesta incorrecta de los
alumnos/prever que pueden equivocarse.

Prever que un proceso o procedimiento puede ser mas complicado de
entender o trabajar por los estudiantes (eg. trabajar la demostracion
conxl,x2,x3 ynoconx,Yy,z).

Prever que los estudiantes no entienden cierta simbologia y entonces
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la traduce a lenguaje comun (eg. Emi preve que no entienden x+y<9
entonces traduce “no puede superar el 97).

CC-En

Ejemplos

Capacidad para decidir con qué ejemplo o ejercicio empezar, cuando
y cuales usar para enfatizar, reforzar o generalizar cierta idea
matematica.

Habilidad para considerar la aplicacion del concepto en un ejemplo
para ir induciendo luego la definicién del concepto. (eg. Emi Clase
1, considera la aplicacion de matrices en el ejemplo de criptografia
para ir induciendo luego la definicion de matriz).

Aprovechar el ejemplo para hacerles notar, explicitamente al
desarrollar el ejemplo, los aspectos relevantes del contenido
matematico que pretende ensefiarles ese dia en clase.

Habilidad para seleccionar qué ejemplos y ejercicios dejarles de
deberes para que practiquen (mas faciles o mas dificiles desde el
punto de vista del profesor).

Habilidad para darles ayudas a los estudiantes, pueden ser ayudas
puntuales para dar solucion/resolver un ejercicio/problema. O de
plano llegar a ayudarles a hacer el ejercicio completo (en situaciones
especiales).

Habilidad para explicarles o hacerles hincapié en lo que quiere que
hagan en un ejemplo/ejercicio y para qué quiere que lo hagan. O
simplemente explicarles de lo que trata el ejemplo, ejercicio o
problema.

Capacidad para tratar de que los estudiantes vean que ciertos
resultados de un ejemplo o ejercicio tiene un significado concreto.

Habilidad para sefialar a los estudiantes algin dato del problema que
no aparece explicito y que luego se ocupard para (plantear el
problema) dar solucidén a un ejercicio o resolver un problema.

Gestion de la participacion

Preguntas

Capacidad para introducir una nueva pregunta para hacerles ver que
es equivocada la respuesta de un estudiante y orientar la pregunta a
la respuesta que el profesor(a) quiere escuchar.

Capacidad para ir haciendo preguntas a los estudiantes sobre cierta
idea, no necesariamente a cierto estudiante, (algunas veces las
contesta ella misma y otras los estudiantes).

Capacidad para introducir una nueva pregunta para introducir un
nuevo concepto o una nueva propiedad o una clasificacion de
sistemas.

Habilidad para involucrar a estudiantes pasivos, en particular para
hacer preguntas sobre el contenido a un estudiante que normalmente
no participa en clase.

Habilidad para gestionar por lo menos una participacion pasiva de
los demas estudiantes cuando existe un didlogo entre el profesor y un
determinado estudiante.

Habilidad para ir guiando la solucién a un ejercicio, resolver un
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problema o hacer una representacion grafica a través de preguntas.

Habilidad para transferir e interpretar la pregunta de un estudiante y
luego dar la respuesta a forma de explicacion para todos los
estudiantes.

Gestionar la participacion de los estudiantes en clase y que no so6lo
copien lo que ella hace, por ello les invita a que calquen una parte
del problema o que lo resuelvan completo.

Habilidad para invitar a los estudiantes a participar en la respuesta de
un ejercicio.

Saber cuando hacer una nueva pregunta.

Habilidad para interrumpir o ignorar la respuesta de un estudiante
(Aly prefiere que también los demads estudiantes intenten resolverlo
por ello “calla” a E1).

Habilidad para preguntarles a los estudiantes si tienen dudas, una vez
que termina de resolver un problema.

Capacidad para resolver un ejemplo mediante preguntas enfocadas a
eses contenido.

Respuestas

Capacidad para decidir qué respuestas de los estudiantes aceptar,
cuales interrumpir, cudles ignorar o cudles destacar.

Capacidad para orientar una respuesta correcta a un lenguaje
matematico aceptado en la matematica escolar, es decir, atendiendo
o enfocado a una convencion matematica.

Aprovechar una respuesta incorrecta para hacer ver las
consecuencias en el contenido.

Aprovechar la respuesta de un estudiante, corregirla y utilizarla para
explicar alglin aspecto del contenido.

Aprovechar la respuesta de un estudiante para corregir la de otro.

Aprovechar la discusion que se presenta en el grupo con la
intervencion de varios estudiantes para hacerles notar algun aspecto
incorrecto del contenido.

Capacidad para retomar la aportacion hecha por un estudiante
anteriormente.

Capacidad para ir guiando las respuestas de los estudiantes y
dandoles ayudas explicitas para abordar el contenido que desea
impartir el profesor en clase.

Capacidad para transferir e interpretar la pregunta de los estudiantes
y luego dar la respuesta a forma de explicacion.

Traducir

Capacidad para explicarles el contenido matematico en lenguaje
usual o bien, explicarles el contenido matematico de una manera mas
explicita o detallada.

Capacidad para “traducir” a los estudiantes lo que estd haciendo otro
estudiante (eg. como estd resolviendo E2 un ejercicio). O bien
“traducir” alguna parte del libro de texto a su lenguaje usual.

“Traduccion”/ Transformacion hasta llegar al término exacto que usa
comunmente en el grupo. (eg. “sale un sistema compatible
determinado, es decir, que tiene solucidn unica, es decir, que existe
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una unica solucion”).

Traducir a lenguaje usual un contenido matematico/ Traducir a
lenguaje mas coémodo para los estudiantes un contenido matematico.

Hacer notar/remarcar/destacar

Saber cuando remarcar, enfatizar, destacar, aclarar o reforzar cierta
idea acerca del contenido a ensefiar.

Capacidad para re-distinguir (distinguir nuevamente) un aspecto
relevante de un concepto o contenido especifico.

Remarcarles la caracterizacion de un concepto o de una propiedad o
de una regla (Cramer).

Hacerles notar la similitud que existe entre varios conceptos que esta
representando.

Habilidad para hacer notar o explicar herramientas o aspectos
relevantes en los datos de un problema.

Capacidad para hacerles hincapié en que observen primero el
problema (el determinante que hay que calcular) antes de hacer nada.

Remarcar nuevamente la esencia de propiedades matematicas (de
determinantes).

Alertar/Prevenir

Capacidad para alertar o prevenir a los estudiantes sobre situaciones
susceptibles de que los estudiantes puedan cometer algin error
(erroneamente dar por hecho que se cumple una propiedad
matematica sobre ese contenido, tener cuidado al hacer una
transformacion elemental).

Habilidad para plantearles una situacion hipotética para prevenirlos
de error.

Hacerles sefialamientos sobre errores que cometieron algunos
estudiantes en el examen, el decir en el grupo puede alertar a los
demdas sobre los errores que se cometen y de alguna forma
prevenirlos de ese error.

Recursos

Habilidad/capacidad para prepararles distintos recursos a los
estudiantes, materiales para que los estudiantes puedan comparar sus
soluciones paso a paso (fotocopias con ejercicios propuestos;
fotocopias con la solucién de los ejercicios propuestos, resueltos
paso a paso; fotocopias del examen resuelto; fotocopias de modelos
de examen para que practiquen y ensayen antes del examen y
posteriormente fotocopia con la soluciéon a esos modelos de examen
para que comparen si lo hicieron bien).

Forma de presentarlo/representarlo

Introducir un concepto mediante la relacion de conceptos
matematicos vistos anteriormente.

Estrategia de pregunta-respuesta para relacionar unos conceptos con
otros hasta llegar al deseado: Ej. Algebra—Sistemas de
ecuaciones—Matrices—Utilizacion de las matrices—Tipos de
ejercicios—Problemas—Grafos—Matriz.

Remarcarles a forma de resumen/concentrado para concluir un
ejemplo o la presentacion de un tema, los aspectos mas relevantes
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del contenido que acaban de ver.

Habilidad para recapitular aspectos relevantes del contenido que se
han realizado o conseguido hasta el momento y aprovecharlos para
orientar el contenido a ensefar posteriormente. (eg. Emi en la clase
1, da un repaso en el que menciona los tipos de matrices que han
estado haciendo y lo aprovecha para continuar).

Habilidad para “preparar terreno” para el siguiente ejemplo o
contenido matematico.

Habilidad para usar la analogia de un objeto matematico con un
objeto comun, para aproximarse mas al lenguaje usual de los
estudiantes y que logren entender “mejor” el significado de un
contenido matematico.

Capacidad para rescatar la idea de cierto contenido tras la digresion
en su discurso.

Usar una analogia o diferencia (la no conmutatividad del producto de
matrices en comparacion con los numeros reales) entre contenidos
matematicos previos y el actual para explicar este tltimo.

Comentarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion de ese
contenido en temas siguientes.

Presentar/representar la definicion de un concepto en forma genérica
y no con niimeros concretos.

Habilidad para comentar, describir o explicar una parte o toda la
estrategia de una demostracion o de la soluciéon de un ejemplo,
ejercicio o problema.

Usar el método de repeticion del procedimiento para aclarar la duda
de los estudiantes; o para reafirmar algunos aspectos del contenido.

Habilidad para comparar distintos métodos de resolucion de
ejercicios, decirles otra forma de resolver un mismo ejercicio.

Habilidad para usar la “comparacion” entre algunas formas de hacer
un ejercicio o entre varias representaciones, para hacerles notar a los
estudiantes en lo que se deben fijar.

Evocar a un tema, problema, ejercicio, ejemplo o procedimiento
equivalente visto anteriormente en clase para que los estudiantes
traigan a la mente ese contenido o se hagan una idea de como se
resuelve el nuevo problema.

Habilidad para usar un esquema (grafico) para presentar/representar
un contenido.

Habilidad/capacidad para decidir no resolver totalmente un ejercicio
sino solo repetir el procedimiento (después de ver que ningun
estudiante lo resolvid en casa, es decir, lo retoma e intenta explicar
como se haria para que ellos lo hagan en casa y no darselos ella
resuelto).

Capacidad para introducir el tema con algin dato historico o breve
resefia historica de ese contenido matematico (o dar una breve
resefa/anécdota historica para contextualizar un ejemplo).

Comparar la solucion que obtuvieron en un ejemplo con la del libro
de texto porque eso pudiera dar mas confianza a los estudiantes en el
resultado que han obtenido.

Proponerles a los estudiantes que ellos planteen el problema, pero al
final el profesor es el que termina plantedndolo a través de preguntas
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a los estudiantes.

Habilidad para aprovechar una propiedad, generalizarla y sacar otra
nueva propiedad; o para aprovechar lo que ha visto acerca del menor
para abordar lo del menor complementario.

Hacer uso de un tema anterior (ecuaciones de segundo grado, regla
de Rufini) para clarificar el contenido que estd ensefiando.

Habilidad para ensefiar por descubrimiento (heuristica), en
particular, para que los estudiantes descubran una férmula con el
apoyo del profesor(a) y no darles directamente la férmula.

CC Saber los contenidos que vienen en el libro de texto.
Capacidad para saber qué temas se veran posteriormente en el curso.
Saber qué contenido deben aprender los estudiantes aunque no
aparezcan en el libro de texto (método de Gauss-Jordan).

CPG Conocimiento Pedagdgico General.

Una forma motivante de presentar un concepto, una demostracion, o
un ejemplo.

Anunciarles lo que hicieron o falt6 ver en la clase de ese dia y lo que
veran en la proxima clase.

Dejarles deberes.

Conocimiento para controlar la indisciplina o distraccion en el aula,
para atraer la atencion de los estudiantes. /Llamar la atencion a los
estudiantes cuando estan haciendo cosas que no son de la clase.

Habilidad para tranquilizarlos y motivarlos, haciéndoles algun(os)
comentario(s) cuando ve a los estudiantes agobiados, decepcionados
de ellos mismos o preocupados por el trabajo de clase que tienen que
hacer; o porque se consideren incapaces de aprender un método para
hacer ejercicios o procedimientos.

Preparar a los estudiantes psicologicamente para que no se vayan a
inquietar cuando vean que el “nuevo” ejemplo tiene mayor grado de
dificultad o para que no se inquieten al saber que aun les falta
abordar otros métodos en ese bloque o simplemente anunciarles
el(los) tema(s) que veran en la clase para que los estudiantes se
hagan una imagen del contenido que se va a trabajar en ese dia o
posteriormente.

Una forma de motivar o exigir a los estudiantes que hagan una
demostracion, los ejemplos o los ejercicios (normales o de deberes).

Una forma de preguntarles si les ha quedado claro lo que acaban de
hacer (eg. ;se fijaron cémo salen las cuentas?), si tienen mas dudas
(eg ¢(alguna duda mas?), de explicarles las dudas (explicando en la
pizarra), ver si van entendiendo lo que han visto; acercarse al lugar
de los estudiantes cuando levantan la mano porque tienen alguna
duda; o porque ponen cara “rara’.

Tomar en cuenta a los que si hicieron sus deberes al momento de
revisar en clase algun ejercicio que habia dejado de deberes.

Controlar al estudiante que si hizo sus deberes para que también
trabajen otros estudiantes, al hacer o revisar los deberes en clase.

Una forma de acercarse a revisar lo que han hecho los estudiantes y
como lo han hecho: preguntandoles qué resultados han obtenido
ellos, después de que un estudiante ha hecho el ejercicio en la
pizarra; o antes de hacerlo ella en la pizarra.
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Aspirando al rigor y calidad de los estudios cualitativos, esta primera identificacion
obtenida a través de revision/comparacion constante sirve para dar paso al segundo

acercamiento, al analisis de los datos.

IV.1.2. Segundo acercamiento al analisis de la informacion

En el segundo acercamiento se hizo una primera seleccion de clases a analizar en
profundidad. Una vez que contdbamos con una primera identificacion de los
subdominios del CME queriamos aprovechar al maximo las que dieran mas informacion
a los objetivos de investigacion, es decir, nuestro interés giraba en torno a profundizar el
analisis en aquellas clases grabadas que mdés dieran cuenta de los subdominios del
CME, asi que en lugar de dar una segunda revision a todas esas clases, teniamos que
decidir cudles de ellas merecian mas la pena para ser analizadas con mayor detalle.
Primero pensamos que seria mejor analizar aquellas en las que las profesoras
evidenciaban mayor nimero de conocimientos. Luego nos dimos cuenta de que no era
suficiente dar mayor relevancia a aquellas en las que habia un mayor niimero de
conocimientos sino que también interesaba que fueran aquellas en las que quedaran
representados los distintos subdominios del CME (aquellas en las que hubiera mas
interaccion entre la profesora y los estudiantes para tratar de tener evidencia de
subdominios distintos al CCC y CC-En, que eran dos de los que comiunmente mas
aparecian en las clases, tomando en cuenta que cuando existe interaccion entre la
profesora y el estudiante se da una situacion en la que los estudiantes tienen mayor
oportunidad de participar cuando la clase es fundamentalmente de corte tradicional—
instrumentalista) y en las que quedaran representados al menos todos los descriptores
que habiamos obtenido en el primer acercamiento al andlisis de la informacién.
Posteriormente, notamos que también era importante que esas clases que
selecciondaramos para analizar en profundidad fueran aquellas en las que ademas,
quedaran representados los distintos subtemas que abordaron las profesoras durante el

tema de Algebra.

71



Capitulo 1IV. Anadlisis de la Informacion

Cabe hacer notar que cuando en las clases de los dos casos de estudio habia descriptores
parecidos, se elegia para analizar en profundidad la clase del caso que presentara mayor
riqueza de informacion de acuerdo con los criterios mencionados en el parrafo anterior.
Por ejemplo, en el subtema de matrices teniamos cuatro clases en cada caso, pero en el
caso de Emi se evidenciaban mayor numero y distintos descriptores del CME en tres de
ellas, mientras que en el caso de Aly sé6lo en una; por tanto, analizamos tres clases en
profundidad de Emi y una de Aly para ese subtema. Contrariamente, en el ultimo
subtema en cada caso, analizamos en profundidad cuatro clases de Aly y dos de Emi,

por las razones explicadas anteriormente.

A partir de los criterios de seleccion, finalmente analizamos en profundidad 8 de las 15
clases de cada profesora (es decir, 16 de las 30). De las 7 clases restantes de cada una,
decidimos rescatar sélo los aspectos que nos parecian distintos y relevantes en
comparacion con los que ya teniamos registrados en los descriptores obtenidos en el
primer acercamiento, asi que solo los consideramos para enriquecer los ya registrados; y
los aspectos que fueran parecidos a los ya registrados, los reservamos para tenerlos en

cuenta como apoyo para triangular la informacion en los resultados de la investigacion.

Seguidamente, presentamos la distribucion de clases grabadas de cada profesora acorde
a cada subtema. Marcamos con una X las clases analizadas en profundidad y

comentamos cuales clases corresponden a cada subtema.

C7|C8|CY9|Cl0]|CIl1|Cl2|C13|Cl4|CI5

X | X X X

C7 | C8

X | X
Emi: Clases Clases
Subtema grabadas analizadas
Matrices C1,C2,C3,C4yC5 Cl,C3yC4
Sistemas de Ecuaciones Lineales | C6, C7, C8 y C9 Co6,C7yC8
(SEL)
Programacion Lineal C10,CI11,C12,C13,C14y C15 | Cl11y C13

% Las Ci con i=1,...,15 indican la etiqueta a cada una de las clases, de acuerdo al orden en que fueron

grabadas.
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Aly: Clases Clases
Subtema grabadas analizadas
Matrices C1,C2,C3yC4 C4
Determinantes C5,C6,C7,C8y C9 C6,C7y C8
Resolucion de SEL C10,C11,C12,C13,Cl4y C15 | Cl11, CIl2,
Cl4yC15

1V.1.3. Tercer acercamiento al analisis de la informacion

Una vez que se decidi6 en qué clases profundizar el andlisis en términos de los criterios
mencionados en el segundo acercamiento al andlisis, en el tercer acercamiento, en esas
clases se intenta focalizar y describir cada uno de los subdominios “visibles” del CME
en las dos profesoras y se trata de considerar todos los aspectos que puedan aportar
informacion sobre alguno de los subdominios. De esto se obtienen registros de
evidencias que llamamos subdescriptores de los subdominios del CME. Estos los

plasmamos en las siguientes modelaciones del proceso de ensefianza de cada profesora.

Primero presentamos la modelacion del proceso de ensenanza de la profesora Emi y
luego la de la profesora Aly, para las cuales hicimos uso de la adaptacion realizada al
modelo de Ribeiro (2008) y del modelo de Ball et al. (2008), que mencionamos al inicio

de este capitulo y que presentamos en el capitulo III en el apartado I11.3.2.2.

Cabe mencionar que en las siguientes modelaciones del proceso de ensenanza de las dos
profesoras, cuando haya subepisodios, €stos siguen la misma estructura interna que los
episodios, pero cambiamos el tamafo de letra para diferenciarlos de los episodios.
Ademas, la ubicacion de los subepisodios depende de la propia naturaleza del objetivo

general y/o particular y de la accion que realice el profesor para ensefiar el contenido.

La estructura de la modelacion del proceso de ensefnanza para el anlisis de cada clase
consiste, grosso modo, en anotar primero la etiqueta y nombre del episodio, luego el
objetivo (declarado por la profesora o interpretado por la investigadora de lo que

pretende realizar para ensefiar el contenido matematico), evento desencadenante (evento
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inicial del objetivo), la accion que realice el profesor para conseguir su objetivo, los
conocimientos en accidon (subdescriptores evidenciados del CCC, CEC, HM, CC-Es,
CC-En y/o CC) y evento de término (evento final del objetivo).

I1VV.1.3.1. Modelacion del proceso de ensefianza de la profesora Emi

Andlisis de la clase 1 de Emi

[1.1] Introduccién del concepto de matriz a través de dos ejemplos. (1-231)
Objetivo general: Introducir el concepto de matriz a través de dos ejemplos.
Evento desencadenante: Iniciar la clase presentando un ejemplo de Criptografia.

[A, 1.1] Emi presenta el concepto de matriz en la pizarra usando un ejemplo de
Criptografia y otro referente a estudios sociologicos.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber la definicidon de una matriz. (1-231)

Saber usar términos y notacion matematica que corresponden al concepto de matriz. (1-
231)

CC-En
Decidir empezar con estos ejemplos para enfatizar/enfocar el concepto de matriz, con
el de Criptografia y con el de Sociologia. (35-231)

[1.1.1] Presentacion de la operatividad y utilidad de las matrices en un ejemplo de Criptografia.
(35-125)

Obijetivo particular: Presentar la operatividad y utilidad de las matrices en un ejemplo de Criptografia.
[A, 1.1.1] Emi explica en la pizarra como se haria un ejemplo de Criptografia usando matrices.
Conocimientos en accion:

CCC
Saber multiplicar matrices, aunque en este caso Emi se despista y comete un error numérico escribe 119
y debe ser 123 (el 123 es obtenido de (34)(2)+(11)(5)). (94-102)

Saber la operatividad de las matrices (producto de matrices XA=B y obtener X=BA™' y saber la utilidad
de la matriz inversa (para descifrar un mensaje en un ejemplo de Criptografia). En el ejemplo, Emi no
obtiene la matiz inversa (pues por el momento no es el objetivo) y solo comenta su funcionalidad
(ayudar a descifrar el mensaje) en este ejemplo. (120-125)

HM
Capacidad de relacionar varios conceptos matematicos hasta llegar al deseado.
Algebra — Sistemas de ecuaciones — Matrices — Tipos de ejercicios — Problemas— Grafos —
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Matriz. (13-34)

CC-Es

Capacidad para escuchar e interpretar el pensamiento que expresan los alumnos en su lenguaje usual. En
este caso, Emi pregunta qué es lo que recuerdan del tema anterior (sobre el planteamiento de problemas
de sistemas de ecuaciones), E1 contesta que habia que poner los datos en una especie de tabla y Emi
completa esa respuesta traduciendo y transfiriendo lo que dijo E1 (Emi: Que cuando nos plantean un
problema tii quieres decir que es util colocar los datos no de cualquier manera sino en una tabla que
nos facilita la toma de datos y luego el planteamiento del problema - Emi voltea a ver a E1 y le pregunta
- ¢No es asi?). (1-12)

CC-En

Capacidad de transferir y orientar la respuesta del estudiante para conducir dicha respuesta a lo que ella
explicara posteriormente. Emi acepta la respuesta de E1 y la completa utilizando términos o aspectos del
contenido que usard posteriormente. En este caso, Emi pregunta qué es lo que recuerdan del tema
anterior (sobre el planteamiento de problemas de sistemas de ecuaciones), E1 contesta que habia que
poner los datos en una especie de tabla y Emi completa esa respuesta traduciendo y transfiriendo lo que
dijo E1 (Emi: Que cuando nos plantean un problema tu quieres decir que es util colocar los datos no de
cualquier manera sino en una tabla que nos facilita la toma de datos y luego el planteamiento del
problema - Emi voltea a ver a E1 y le pregunta - ;/No es asi?). (1-12)

Introducir un concepto mediante la relacion de conceptos matematicos vistos anteriormente. Emi usa la
estrategia de pregunta-respuesta para relacionar dichos conceptos. En este caso, Emi para introducir el
concepto de matriz hace un recorrido deductivo, es decir, parte de lo general a lo particular relacionando
varios conceptos matematicos familiares a los estudiantes. Empieza por comentarles que el Algebra es
una parte de las matematicas que durante muchos siglos se ocupaba de resolver ecuaciones hasta
aterrizar en que a un grafo se le puede asociar una matriz (Algebra — Sistemas de ecuaciones —
Matrices — Tipos de ejercicios — Problemas— Grafos — Matriz). (13-34)

Considerar la aplicacion de matrices en el ejemplo de Criptografia para introducir luego la definicion de
matriz. (35-125)

A manera de cierre del ejemplo de Criptografia. Remarcarles a forma de resumen dos aspectos
importantes: 1. Que las matrices no sélo sirven para guardar datos, para almacenar informacion, sino que
con las matrices se pueden realizar operaciones que ayudan a proteger el descifrado de un mensaje y 2.
Que con la ayuda de la matriz inversa se puede volver de nuevo al mensaje original. (120-125)

Evento de Término: Emi termind de explicar la operatividad y utilidad de las matrices en el ejemplo de
Criptografia.

[1.1.2] Presentacion de la utilidad de las matrices en estudios sociol6gicos. (128-231)

Obijetivo particular: Presentar la utilidad de las matrices en estudios sociologicos.

Evento desencadenante: Iniciar a hacer otro ejemplo (en este caso uno de aplicacion de las matrices en
sociologia).

[A, 1.1.2] Emi “construye” junto con los estudiantes el ejemplo.
Conocimientos en accion:
CcCcC

Saber que las matrices tienen aplicacion en varios campos, en particular en sociologia y en economia.
(35-231)
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CC-En’

Emi da un prefacio para empezar este ejemplo. Aprovechar y a especie de repaso mencionarles los tipos
de matrices que han estado haciendo (matrices asociadas a grafos y matrices asociadas a problemas). Su
habilidad para orientar el contenido a ensefiar (recapitula y luego continta), en particular, para
relacionar, para hacer un puente entre el ejemplo que acaba de hacer (sobre criptografia) y el que hara
ahora (aplicado a Sociologia). (128-138 )

Hacerles énfasis en que vean que las matrices se usan en estudios sociologicos y hacerles notar su interés
(de la profesora) de que vean que las matematicas se aplican en campos muy diversos, en particular, en
sociologia; después de ver los dos ejemplos de aplicacion de matrices. (221-226)

Proponer un ejemplo cercano a los estudiantes que luego utiliza para hacer ver la aplicabilidad de las
matrices (del contenido matematico) en estudios socioldgicos. Todo esto puede coadyuvar a que el
alumno se familiarice con el concepto y tenga una mayor comprension del concepto para aplicarlo.
Posteriormente para que el estudiante vea que el concepto de matriz puede aparecer en distintos ambitos,
por ejemplo en estudios socioldgicos. (136-223)

Hacerles notar que aunque las matrices se pueden estudiar en campos muy diversos, en este curso se
centraran mas en el campo econdmico, es decir, en el uso de matrices en Economia. (226-231)

Evento de Término: Emi terminé de comentarles la aplicacion de matrices en este ejemplo, en este
caso, en un estudio sociologico.

[1.2] Presentacion de la definicion de matriz y explicar aspectos relevantes a ella
(orden de la matriz: posicion y forma de los elementos). (232-387)

Objetivo general: Presentar la definicion de matriz y explicar aspectos relevantes a ella
(orden de la matriz: posicion y forma de los elementos).

Evento desencadenante: Empezar a dar la definicion de matriz.

[A, 1.2.] Emi explica en la pizarra lo que es una matriz, luego explica lo que significa el

3 En el CC-En aparecen directamente (“en bruto”) los puntos de informacion evidenciados e identificados
en las clases de las profesoras. Estos nos dan pie, posteriormente a la redaccién de los descriptores de este
subdomio en términos de saber o conocer. Por ejemplo, el punto de informacion: “Emi da un prefacio
para empezar este ejemplo. Aprovechar y a especie de repaso mencionarles los tipos de matrices que han
estado haciendo (matrices asociadas a grafos y matrices asociadas a problemas). Su habilidad para
orientar el contenido a ensefiar (recapitula y luego contintia), en particular, para relacionar, para hacer un
puente entre el ejemplo que acaba de hacer (sobre criptografia) y el que hard ahora (aplicado a
Sociologia)”, nos da pauta para redactar el descriptor: Saber como aprovechar los aspectos relevantes del
contenido que se han realizado o conseguido hasta el momento, para orientar el contenido a ensefiar
posteriormente. En este subdominio en particular, el punto de informacion puede jugar un papel potente
para dar mas idea del descriptor y entenderlo, especificamente por tratarse del subdominio conocimiento
de contenido y ensefianza, y ser precisamente la ensefianza la que estamos observando al realizar esta
investigacion, al considerar como marco de referencia el modelo del CME de Ball et al. (2008) captado
directamente de la préactica (ensefianza). Inclusive, el hecho de que para analizar el CME lo hagamos a
través de la ensefianza de las dos profesoras, tiene una implicacion inmediata en los resultados, donde se

pude ver que del subdominio que obtuvimos mas descriptores fue el CC-En.
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“orden de una matriz” en el caso genérico (mxn) y en casos concretos (5x4 y 4x5) y
como localizar la posicion de un elemento de la matriz conociendo los subindices, por
ejemplo localizar el elemento ay4.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber que la notacidbn es muy importante en matematicas. Que en una matriz a
diferencia de una tabla es mejor decir elementos que datos y que la matriz se denota con
paréntesis. (234-235); (241-244)

Saber que en una matiz de dimension mxn, m y n son nimeros naturales. (247-268);
(258-364)

Saber que las matrices se denotan con letras mayusculas y sus elementos con letras
minusculas. (284-287)

Saber que los elementos de la matriz tienen la forma a;; con i=1, 2,...,my j=1,2,...,ny
que si el orden de una matriz es mxn, entonces m indica el numero de filas y n el
numero de columnas. (288-302)

Saber lo que en ajj, los subindices 1j indican la posicion del elemento en la matriz, la fila
y la columna respectivamente. (309-313)

Saber escribir la forma genérica desarrollada de los elementos de una matriz de orden
mxn |4 % - % (316-323)
Ay e Oy,

aZl

A Gy - G,

‘mn

Saber que los elementos de la matriz son nimeros reales. (351-356)

Saber en una matriz de 4x5:

1. El nimero de filas y columnas que tiene esa matriz.

2. Que los elementos de la matriz pueden ser enteros y fraccionarios.

3. Que para localizar un elemento solo hay que contar la fila y la columna para conocer
su posicion. (357-387)

CEC

Saber que al expresar el lenguaje matematico el error de los estudiantes puede provenir
de la falta de precision en el lenguaje en la matematica escolar. Saber que expresar el
pensamiento matematico con un lenguaje adecuado tiene gran peso. En este caso, Emi

les precisa que cuando se hable de matriz se hablara de elementos y no de datos. (234-
235)

CC-Es

Interpretar las respuestas de los estudiantes y guiarlas para llegar a las palabras que ella
quiere escuchar, por ejemplo: “;En lugar de datos decimos elementos?”” Pues pretende
que los estudiantes aprendan a ir usando el vocabulario adecuado matematicamente
para las matrices, en particular, en la definicion de matriz. (232-239)
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Prever las necesidades de los estudiantes, en este caso Emi sabe que E9 puede tener
problemas y acude a ella. Emi anticipa el problema de E9, en este caso, Emi se acerca a
E9 para mostrarle en el libro de E9 - en Braille- el ejemplo que se va a hacer. (348-350)

CC-En

Aprovechar la respuesta de E7, aceptarla y completarla para dar una definicién mas
precisa de matriz (Emi: Decidme, ;qué es una matriz? E7: Un conjunto de datos que se
disponen en columnas, Emi: ;En lugar de datos decimos elementos?, E7: También,
Emi: Seria practicamente lo mismo pero mads genérico, entonces es un conjunto
ordenado de elementos dispuestos en filas y columnas). (234-235)

Usar la analogia de una caja para aproximarse mas al lenguaje usual de los estudiantes,
para que logren entender “mejor” lo que significa “tamafo de la matriz o dimensién de
la matriz” y remarcarles que es importante la dimension que tenga la matriz. (247-268)

Introducir una nueva pregunta para hacerles ver que es equivocada la respuesta de un
estudiante y orientar la pregunta a la respuesta que quiere escuchar. En este caso, Emi
habla de que una matriz tiene dimension mxn y les pregunta qué tipo de nlimeros seran
m y n. E3 contesta que son enteros y entonces Emi les pregunta si tendra sentido que m
y n fueran nimeros negativos o decimales, a lo cual E8 contesta que son naturales y
Emi le confirma a E8 que en efecto son naturales. (258-264)

Transferir y orientar la respuesta del estudiante para llegar a lo que ella quiere (Emi:
(Cudl es la matriz mas pequeiia? de tamario, E3: mxI, Emi: ;jmx1?, una columna,

2Ix1?, E3: Si). (268-275)

Comentarles varios ejemplos de dimensiones de matrices (2x1, 3x2, 4x5, 6x6, etc.) para
que los estudiantes conozcan que existe una amplia gama, pero que las que trabajaran
en clase seran dimensiones pequenas, justificando que la teoria es la misma para todas.
(279-283)

Comentarles, antes de hacer un ejemplo, que los elementos de la matriz tienen la forma
ajconi=l, 2,..., myj=1, 2,..., ny les remarca que si el orden de una matriz es mxn,
entonces m indica el numero de filas y n el nimero de columnas. (288-302)

Abordar un ejemplo de una matriz de orden 5x4 para hacerles notar que la matriz
tendria en total 20 elementos distribuidos en 5 filas y 4 columnas. (303-309)

Hacerles notar que en la forma genérica desarrollada de los elementos de una matriz de
orden mxn se ve de forma explicita cuales son los elementos que componen la matriz,
tanto en filas como en columnas, a diferencia de la forma abreviada A=(a;) con i=1,
2,...,myj=1,2,...,n.(324-327)

Orientar una respuesta correcta a un lenguaje matematico aceptado en la matematica
escolar, es decir, atendiendo o enfocado a una convencion matematica. En este caso E3
da una respuesta correcta respecto a la ubicacion del elemento de la matriz con
subindices 2 y 3, E3 responde que ese elemento estaria en la tercera columna, segunda
fila, pero Emi orienta esa respuesta para que se vayan acostumbrando a decir primero el
numero de filas y luego el nimero de columna en concordancia con esa convencion
matematica. (332-335)
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Hacerles notar que los elementos de la matriz son nimeros reales, antes de seguir
avanzando en la presentacion del contenido de matrices. (351-356)

Hacerles notar en el ejemplo de la matriz de 4x5 que:

1. El numero de filas y columnas que tiene esa matriz.

2. Que los elementos de la matriz pueden ser enteros y fraccionarios.

3. Como localizar un elemento sabiendo los subindices, es decir, hacerles ver que para
localizar un elemento s6lo hay que contar la fila y la columna para conocer su posicion.
(357-387)

Explicar el contenido en lenguaje usual. Una forma de saber localizar un elemento
sabiendo los subindices (comentarles que para conocer la posicion del elemento a4 sélo
hay que ir contando por fila y columna y ubicarlo). (380-387)

Evento de Término: Emi terminé de presentar la explicacion del orden de una matriz
en cuanto a la posicion y forma de los elementos.

[1.3.] Presentacion de los principales tipos de matrices (cuadrada, fila, columna,
nula, triangular (superior e inferior), diagonal, escalar, unidad, traspuesta y
opuesta). (388-723)

Objetivo general: Presentar los principales tipos de matrices (cuadrada, fila, columna,
nula, triangular (superior e inferior), diagonal, escalar, unidad, traspuesta y opuesta).

Evento desencadenante: Empezar a presentar distintos tipos de matrices, en particular,
se comienza viendo la matriz cuadrada.

[A, 1.3.] Emi explica en la pizarra varios tipos de matrices: cuadrada, fila, columna,
nula, triangular (superior e inferior), diagonal, escalar, unidad, traspuesta y opuesta.

Conocimientos en accion:
CCC
Saber lo que es una matriz cuadrada (matriz que tiene el mismo numero de filas que de

columnas). (391-394)

Saber escribir un ejemplo genérico de matriz cuadrada de orden 2 (400-413); y de orden
3 (416-428)

Saber la definicion de diagonal principal de una matriz (elementos que ocupan una
posicion en la que el nimero de fila coincide con el nimero de columna). (444-446)

Saber lo que es una matriz fila (la que tiene una sola fila) y representarla de forma
genérica (a, .. a,).(447-463)

Saber lo que es una matriz columna (la que tiene una sola columna) y representarla de
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ap,

forma genérica { .

a

ml

} . (464-472)

Saber lo que es una matriz nula (aquella en la que todos sus elementos sean cero). (483-
486)

Saber lo que es una matriz triangular superior (matriz cuadrada en la que todos los
elementos que estan situados por encima de la diagonal principal son cero) y
representarla en forma genérica. (511-528)

Saber lo que es una matriz triangular inferior (matriz cuadrada en la que todos los
elementos que estdn situados por debajo de la diagonal principal son cero) y
representarla (apoyandose en un esquema grafico). (539-548)

Saber la definicion de matriz diagonal (matriz cuadrada en la que todos los elementos
que estan fuera de la diagonal principal son cero). (559-561)

Saber lo que es una matriz escalar (los elementos de la diagonal principal son todos
iguales). (581-582)

Saber lo que es una matriz unidad (matriz cuadrada en la que todos los elementos de la
diagonal principal son unos). (609-610)

Saber distinguir entre una matriz escalar, diagonal y unidad. (612-613)

Saber trasponer una matriz de orden 2x3. (649-683)

CC-Es

Prever las dificultades y necesidades de los estudiantes. En este caso Emi anticipa que
E9 por su deficiencia visual, podria tener problemas para entender o seguir lo que Emi
va explicando (matriz cuadrada y diagonal principal), por ello se acerca con E9 y
cuando Emi verifica que E9 va siguiendo lo que ella ha explicado hasta ese momento,
entonces Emi continta explicando en la pizarra. (434-439)

Prever las dificultades y necesidades de los estudiantes. En este caso Emi prevé que E9
por su deficiencia visual, podria tener problemas para entender y seguir la explicacion
de Emi, por eso ella se acerca a E9, para ayudarla a localizar este ejemplo en las notas
que ella le prepara a E9 — algunas veces en Braille-, Emi apoya el dedo de E9 y le va
sefialando con su dedo, estd es la matriz unidad que vamos a ver ahora y si todos los
numeros son distintos diagonal y si todos son iguales escalar. Y cuando Emi verifica
que E9 va siguiendo lo que ella ha explicado hasta ese momento, entonces Emi
continta explicando en la pizarra. (585-589)

CC-En

Transferir la respuesta de los estudiantes para orientarla, es decir, usar un lenguaje con
conceptos matematicos que le serviran posteriormente. En este caso, Emi acepta y
completa la respuesta de E7 (Emi: ;Qué sera una matriz cuadrada?, E7: La que tiene
forma de cuadrado, Emi: Muy bien, aquella matriz que tenga el mismo numero de filas
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que de columnas eh). (391-394)

Hacerles notar, al empezar a presentar las matrices cuadradas que hasta ese momento
habian trabajado con matrices rectangulares de orden mxn pero ahora en las matrices
cuadradas como el nimero de filas coincide con el nimero de columnas, entonces no
hablaran de orden mxn sino que sélo se dird de orden n. (395-399)

Decidir poner un ejemplo genérico de matriz cuadrada de orden dos, después de
comentarles como seria el orden de una matriz cuadrada (es decir, que si el nimero de
filas coincide con el numero de columnas es una matriz cuadrada). (400-413)

Abordar un ejemplo genérico de una matriz cuadrada de orden 2 y luego una de orden
3, esto ultimo para hacer énfasis en la notacion, en la forma genérica en la que estan
dispuestos los elementos y en lo que significan los subindices. (400-428)

Usar una analogia entre el cuadrado y la diagonal del cuadrado y una matriz cuadrada y
su diagonal principal, para que los estudiantes visualicen “mejor” la diagonal principal
de una matriz, en este caso, Emi sefala la diagonal principal en el ejemplo de matriz
genérica cuadrada de orden 2 y de orden 3. (441-446)

Hacer preguntas a los estudiantes (que muchas veces se las contesta ella y otras pocas
los estudiantes) para ir definiendo y representando la matriz fila (447-463) y la matriz
columna (464-472).

Rescatar la idea de matriz fila y matriz columna y la expresan en términos cercanos a
los estudiantes para tratar de que el estudiante fije la imagen de una matriz fila y una
matriz columna, haciéndoles ver que se fijen en la orientacion de los elementos,
horizontal en la matriz fila y vertical en la matriz columna. (473-476)

Hacer mencion de que puede haber matrices nulas de orden 2x2 y 3x3, después de
decirles lo que es una matriz nula, para que el estudiante se haga una idea de las
distintas dimensiones o tamafio que puede tener una matriz nula lo cual es relevante,
pues hay que cambiar del Oell al 0eM (M es el conjunto de matrices), lo cual

algunas veces no es tan trivial para los estudiantes, es decir, no es lo mismo 0 a
0 .. 0

]. Luego, Emi escribe en la pizarra una matriz nula de orden nxn. (483-489)
0 .. 0

Hacer preguntas e ir guiando (orientando) las respuestas para usar la analogia del
0el] y la matriz nula (0eM) y hacerles notar la importancia, el papel que jugara la

matriz nula en las operaciones con matrices, en particular, en la suma de matrices y
para ello les recuerda el papel del 0 en la suma y producto en los niumeros reales (que al
sumarlo con otro numero real lo deja invariante). (492-507)

Representar la definicién de matriz triangular superior en forma genérica y usar como
imagen la figura geométrica del tridngulo, para hacer notar por qué se le llama
triangular, en particular, triangular superior. Y posteriormente de forma andloga
triangular inferior, Emi nuevamente usa la geometria para representar la matriz
triangular inferior para visualizar la forma de dicha matriz (Emi dibuja un triangulo
grande y dentro de €l un cero grande por debajo de la diagonal principal). (511-548)
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Decidir hacer un ejemplo de una matriz diagonal de orden 3x3 para que los estudiantes
visualicen la forma que tiene una matriz diagonal. (562-569)

Decidir hacer un ejemplo de una matriz escalar de orden 3x3 y hacerles notar la forma

que tiene para que los estudiantes visualicen la forma que tiene una matriz diagonal.
(582-584)

Evocar conceptos equivalentes vistos anteriormente para presentar un nuevo concepto.
Emi les recuerda el ejemplo que pusieron para una matriz escalar y aprovecha eso para
presentarles la matriz unidad. (590-604)

Aprovechar una respuesta incorrecta para hacer ver las consecuencias que eso
conllevaria en el contenido. Emi toma en cuenta la respuesta de E3 a pesar de que no es
correcta a lo que ella pregunta, pero aprovecha para hacer ver qué pasaria en el caso
que plantea E3, es decir, que si en la diagonal principal de una matriz escalar en lugar
de unos fueran ceros entonces seria la matriz nula. (599-608)

Comentarles la direccidén/orientacion de ese contenido en temas siguientes. En este
caso, justificarles que en esta clase estan aprendiendo vocabulario de matrices
(principales tipos de matrices) porque éstas estdn relacionadas con el tema de
operaciones con matrices, que veran luego. (615-620)

Para presentar el concepto de matriz traspuesta, Emi inicialmente usa la analogia de una
“matriz” con una caja y de “traspuesta” con darle vuelta a la caja y luego se apoya de
una figura geométrica: el rectdngulo. Emi para presentar la matriz traspuesta les hace la
pregunta: ;Qué pasa si a una caja le doy una vuelta? Para que los estudiantes entiendan
“mejor” la idea de lo que diferencia una matriz de su traspuesta. En seguida se apoya de
figuras geométricas para representar el concepto de matriz traspuesta. Representa a una
matriz de mxn con un rectangulo y sobre la altura del rectangulo escribe m filas y al
lado contiguo n columnas y les pregunta: ;Qué pasa si yo le doy vuelta al rectangulo?
Luego Emi dibuja la nueva forma que tendria el rectangulo al darle vuelta, Emi mira a
los estudiantes esperando respuesta y E7 responde que se cambian las filas por las
columnas (respuesta que Emi queria escuchar). (624-644)

Y después de darles la caracterizacion de una matriz traspuesta (que lo Unico que se
cambia es la posicion de los elementos, es decir, se cambia a las filas por las columnas),
vuelve a remarcarles que trasponer una matriz es lo mismo que cambiar el rectangulo,
tumbarlo y ponerlo de pie. (645-648)

Decidir hacer un ejemplo de matriz traspuesta, luego de explicarles como se obtiene la
matriz traspuesta de una matriz. En este caso Emi se “inventa” un ejemplo con una
matriz A de orden 2x3 con valores concretos (es decir, no con la matriz genérica de
orden 2x3, para que con el ejemplo les quede claro a los estudiantes como trasponer una
matriz y entonces el orden de A' es 3x2. (649-683)

Luego Emi pretende mediante una pregunta (;Cuéndo va a coincidir una matriz con su
traspuesta?) introducir el concepto de matriz simétrica, pero E5 le hace una pregunta:
(Como asegurarse de que sea la traspuesta? A lo cual Emi da la respuesta (comparando
que las filas de una sean las columnas de la otra) y trata de reforzarla con un nuevo
ejemplo, una matriz de 3x3. Es decir, Emi ya no avanza con el siguiente concepto sino
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que nuevamente retoma lo de la matriz traspuesta y hace otro ejemplo (ahora para una
matriz cuadrada de orden 3). (685-713)

Usar un esquema grafico para indicar que la primera fila de A es ahora la primera
columna de A'y similarmente la segunda fila de A es ahora la segunda columna de A".
En este caso Emi encierra en un rectdngulo la primera fila y luego la segunda fila de A
y después encierra la primera columna de A' que seria la primera fila de A , para que
noten como la primera fila de A ahora es la primera columna de A'y similarmente
encierra en un rectangulo la segunda columna de A' que seria la segunda fila de A.
(663-674)

Aceptar la respuesta de E5 (que la traspuesta también serd una matriz cuadrada), la
completa (les comenta que la traspuesta también sera cuadrada y de orden 3) y les hace
notar la estrategia para escribir la traspuesta (ir tomando cada fila de la matriz y
anotarlas como columna de la traspuesta, respectivamente). (701-713)

CcC
Saber que el tema de matriz traspuesta viene en el libro de texto. (622-624)

Evento de Término: Se terminé la clase y les comenta que ya solo falta ver las
matrices simétricas (en cuanto a la clasificacion de matrices).

Andlisis de la clase 3 de Emi

[3.1] Presentacion de como se hace el producto de matrices a través de la
“resolucion” de dos ejemplos. (1-242)

Objetivo general: Presentarles como se hace el producto de matrices a través de la
“resolucion” de dos ejemplos.

Evento desencadenante: Iniciar la clase explicando cémo hacer el producto de dos
matrices.

[A, 3.1] Emi explica en la pizarra como hacer el producto de: a) Dos matrices
cuadradas de orden dos. b) Una matriz de orden 1x4 por una de orden 4x1.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber como se realiza el producto de dos matrices. (12-49)

Saber efectuar el producto de dos matrices cuadradas de orden dos, con numeros
concretos. (55-96)

Saber como obtener el orden de una matriz (contando las filas y las columnas que
tiene). (153-171); (186-188)

Saber efectuar el producto de dos matrices (una de orden 1x4 por otra de 4x1) con
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nimeros concretos y por ello saber que la respuesta de E3 es correcta (E3 le dice como
se efectud el producto y el resultado de la matriz producto). (202-218)

CC-En

Saber cuando destacar aspectos relevantes de un contenido matematico. En este caso, al
empezar a explicarles como se hace el producto de dos matrices, Emi les remarca la
condicién que se debe cumplir para efectuar el producto de dos matrices (que debe

coincidir el nimero de columnas de la primera con el numero de filas de la segunda
matriz). (5-11)

La forma de ir presentando/indicando coémo hacer el producto de dos matrices (12-49):
1. Separar la matriz A por filas y la matriz B por columnas.
2. Efectuar el producto de cada una de esas filas por cada una de esas columnas.
3. Decirles como efectuar ese producto (multiplicar una fila por una columna
elemento a elemento y sumar esos productos).
4. Repetir el proceso para completar la primera fila de la matriz producto.
Repetir el proceso, la segunda fila por cada una de las columnas, dara la
segunda fila de la matriz producto.
6. Repetir el proceso hasta llegar a la ultima fila por cada una de las columnas, da
la ultima fila de la matriz producto.

e

Decidir hacer como primer ejemplo, el producto de dos matrices cuadradas de orden
dos. (55-62)

Hacerles notar que una forma de garantizar que se puede hacer el producto es hacerlo
con matrices cuadradas. (63-66)

Una vez que Emi divide en filas la primera matriz y en columnas la segunda matriz
(=)(|), Emi calcula el primer elemento, luego se dirige a un estudiante en especifico
para que calcule el segundo elemento de la matriz producto, luego a otro estudiante el
tercer elemento y a otro el ultimo elemento. (67-96)

- 3. =X "
Usar un esquema grafico ; para representar la division de la
primera matriz en filas y de la segunda matriz en columnas, para efectuar el producto
de esas dos matrices. Emi usa ese esquema grafico porque considera que de esa forma
los estudiantes visualizan “mejor” o se haran una buena imagen mental de que deben
multiplicar una fila de la primera matriz por una columna de la segunda matriz al
efectuar el producto de ellas. (68-69); (202-209)

Proponerles un ejercicio que ella misma se “inventa”, les pide que escriban quien va a
ser la matriz A, la matriz B, ver si se puede efectuar el producto AB y en ese caso qué
significado tiene el producto. Luego Emi empieza a supervisar lo que van haciendo los
estudiantes. Enseguida Emi regresa a la pizarra para explicar en la pizarra los
resultados de los ejercicios, Emi le da un “empujoncito” a E8 para que le diga los
elementos de la matriz A, posteriormente Emi les hace notar de qué orden es esa
matriz. Después Emi pide a E4 le diga los elementos y el orden de la matriz B. Luego
les hace notar que el orden de A es 1x4 y de B 4x1 y por tanto se puede hacer el
producto AB, con ayuda de E3, Emi escribe el resultado de AB y les comenta el
significado del resultado en este ejemplo (significa el nimero de combinaciones de
vuelos desde Sevilla a Nueva York). (104-236)
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Comentarles lo que quiere que hagan en este ejemplo (Emi: ... tenéis que calcular A
por By después de calcular A por B, [...] quiero que me digan qué significado tiene el
producto). (129-132)

Involucrar a los estudiantes (que casi no participan) en la respuesta a este ejercicio
(Emi: 4 ver E8 me puedes decir cudles son los elementos de la matriz A, vamos

contando, ;jde Sevilla a Barcelona cuantos vuelos hay? Tres vuelos, entonces el primer
elemento es 3, jde Sevilla a Dublin?, E8: Cero, Emi: Cero). (139-148)

Comentarles una interpretacion de la matriz A que acaba de escribir Emi en la pizarra
con ayuda de E8. Emi les menciona que los elementos de esa matriz indican el nimero
de vuelos que hay desde la ciudad de Sevilla a cada una de las ciudades que han
llamado intermedias. (149-152)

Tras el hecho de que los estudiantes no le han podido decir correctamente cudl es el
orden de la matriz A, Emi les hace notar que en este caso cada columna tiene un solo
elemento pero se considera primera columna, segunda, tercera y cuarta,
respectivamente; y que por lo tanto el orden de la matriz A es 1x4 porque tiene una fila
y cuatro columnas. (153-171)

Hacerles notar el orden que tienen las dos matrices para que vean que en este caso si se
pueden multiplicar esas dos matrices (A tiene orden 1x4 y B tiene orden 4x1 entonces
se puede hacer el producto y la matriz producto tendra orden 1x1). (186-201)

Tratar de que los estudiantes vean que el resultado del producto tiene en algunos casos
un significado concreto. A pesar de que en este ejemplo que ella se invento para tal fin
puede resolverse sin necesidad de usar matrices, pues es un ejemplo en el que se
obtuvo el nimero de combinaciones de vuelos de Sevilla a Nueva York. (237-241)

Evento de Término: Emi termin6d de explicar en la pizarra el segundo ejemplo de
como hacer el producto de dos matrices (una matriz de orden 1x4 por una de orden
4x1).

[3.2] Consolidacion de la forma de hacer el producto de dos matrices (Emi
propone 3 ejercicios para que practiquen los estudiantes en clase). (243-467)

Objetivo general: Consolidar la forma de hacer el producto de dos matrices (Emi
propone 3 ejercicios para que practiquen los estudiantes en clase).

Evento desencadenante: Empezar a proponer un nuevo ejercicio para que los
estudiantes practiquen el producto de dos matrices cuadradas de orden tres.

[A, 3.2.] Emi propone a los estudiantes tres ejercicios que consisten en hacer productos
de matrices (a) A3x3Bi3ys, b)I3x3A3x3, C)A2X3B3X4).

Conocimientos en accion:

CCC
Saber calcular el producto de dos matrices cuadradas de orden tres, a pesar de que Emi

85




Capitulo 1V. Andlisis de la Informacion

reconoce que se despistd cuando calcularon el primer elemento de la tercera fila de la
matriz producto, pues el que habian calculado era el tercer elemento de la tercera fila y
lo habian anotado como primer elemento de esa fila. (359-381)

CC-Es
Saber los errores comunes que pueden cometer los estudiantes al hacer el producto de
dos matrices (multiplicar mal, sumar mal o confundirse de fila y columna). (400-406)

Saber que si usa esa analogia (la analogia del 1€ y la matriz identidad, en cuanto a

que al multiplicarlo por otro lo deja invariante) los estudiantes pueden entender “mejor”
el papel de la matriz identidad en matrices. (425-426)

CC-En

Decidir qué ejercicios proponerles para que practiquen como se hace el producto de dos
matrices. a) En el primer ejercicio propone dos matrices cuadradas pero de orden
mayor, de orden 3. b) En el segundo ejercicio propone la matriz identidad de orden tres
y otra matriz de orden 3x3 para que noten lo que le pasa a una matriz que es
multiplicada por la matriz identidad. c) En el tercer ejercicio les propone dos matrices
que no son cuadradas, una de orden 2x3 y la otra de orden 3x2 para que también
practiquen hacer el producto de dos matrices que no son cuadradas. (243-267)

Acercarse a los estudiantes que le piden ayuda para poder empezar a hacer el ejercicio
que les ha pedido que hagan. E1 no sabia como empezar a hacer el producto, pide
ayuda a Emi, y Emi le comenta que tiene que multiplicar la primera fila por la primera
columna y que luego tiene que ir multiplicando cada una de las filas por cada una de las
otras columnas. (268-274)

Acercarse a los estudiantes que le piden ayuda para poder empezar a hacer el ejercicio
que les ha pedido que hagan. E13 no sabia como empezar a hacer el producto, pide
ayuda a Emi, entonces E13 con su ayuda calcula los valores de la primera y segunda
fila de la matriz producto, pero al llegar al célculo de los valores de la tercera fila de la
matriz producto, E13 se siente perdida con “tantas filas, columnas y sumas de
productos”, entonces Emi vuelve a rescatarla y finalmente ayuda a E13 hasta terminar
de hacer el producto completo de esas dos matrices. (275-281)

Hacerle notar a E13 que la primera fila de la matriz producto se completa multiplicando
la primera fila de la primera matriz por cada una de las columnas de la segunda matriz,
con la intension de que E13 lo tenga presente cuando complete la segunda fila de la
matriz producto. (295-297)

Tratar de situar a E13, de hacerle ver de manera general, lo que han hecho para efectuar
el producto. Emi intenta que E13 se fije que obtuvieron ya la primera y segunda fila de
la matriz producto y que por tanto, la tercera fila se obtendrd de manera similar, es
decir, para que por analogia, E13 calcule los elementos de la tercera fila de la matriz
producto. (330-345)

Emi, al ver que E13 se queda callada y no hace nada a pesar de que ella trat6 de situarla
para hacerle ver de manera general, lo que han hecho para efectuar el producto, Emi le
repite como se obtiene la primera fila y segunda fila de la matriz producto y por tanto le
indica lo que tiene que hacer (explicitamente indicandole los productos con flechas que
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van de la tercera fila de la primera matriz a cada una de las columnas de la segunda
matriz), para calcular los valores de la tercera fila de la matriz producto. (347-355)

Tras la segunda equivocacion de E13 (de multiplicar solo el 2 por cada elemento de la
columna, y no multiplicar uno a uno, nimero-a-numero de la fila por nimero-a-nimero
de la columna) Emi finalmente le termina el ejercicio a E13 en su cuaderno. (368-381)

Ensefiar a precisar el lenguaje, a que se acostumbren a localizar/ubicar un elemento: a)
Indicando la posicion exacta diciendo fila y columna y b) que sea en ese orden, primero
la fila y luego la columna. (388-395)

T

Ty

oo =00 |
Usar el esquema grafico para hacerles notar que deben seguir un orden
establecido para hacer el producto de dos matrices para no confundir la fila y columna
que deben multiplicar. (403-406)

Comentar la analogia del 1) y la matriz identidad. Comentarles que en las matrices,
la matriz identidad tiene un papel parecido al 1€[] en cuanto a que al multiplicarlo por

otro (en este caso por otra matriz cuadrada del orden de la matriz identidad) lo deja
invariante. (425-426)

Repetir el procedimiento de como se hizo cierto calculo para aclarar la(s) duda(s) de los
estudiantes. En este caso Emi ve que E15 tiene duda sobre el 10 (valor obtenido de
multiplicar la primera fila, segunda columna) y Emi repite las operaciones que se

realizan para obtener ese valor y que E15 vea que efectivamente se obtiene ese valor.
(432-439)

Aprovechar el tltimo ejercicio en el cual las matrices no son cuadradas para hacer notar
(441-458):
1. Cuando se pueden multiplicar dos matrices (cuando el niumero de filas de la
primera matriz coincide con el nimero de columnas de la segunda matriz).
2. De qué orden va a quedar la matriz producto (en este caso, como A es de orden
2x3 y B de orden 3x4 entonces la matriz producto queda de orden 2x4).
3. Que si las matrices que van a multiplicar no son cuadradas pero cumplen la
condicion para poder multiplicarlas, es decir, que es posible hacer el producto
AB, si se cambia el orden del producto BA entonces ya no se puede hacer el
producto. Es decir, intenta que vean que el producto de matrices no es
conmutativo. En este caso como A es de orden 2x3 y B de 3x4, AB es posible
pero BA no es posible porque no se cumple la condicion de que el numero de
filas de la primera coincida con el nimero de columnas de la segunda.

Saber qué ejercicios dejarles de deberes (unos similares a los hechos en clase). (464-
466)

Evento de Término: Emi termindé de explicar en la pizarra los resultados de los
ejercicios sobre producto de matrices y con ello se termina la clase.
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Andlisis de la clase 4 de Emi

[4.1] Presentacion de las principales propiedades de las operaciones con matrices.
(2-564)

Objetivo general: Presentar las principales propiedades de las operaciones con
matrices.

Evento desencadenante: Iniciar la clase presentando las principales propiedades de las
operaciones con matrices.

[A, 4.1] Emi hace algunos comentarios como prefacio antes de empezar a presentar las
propiedades de la suma y del producto de matrices.

Conocimientos en accion:

CC-En

Usar como estrategia para introducir las propiedades de las operaciones con matrices la
familiaridad que pudieran tener los estudiantes con las propiedades de los numeros
reales, para hacerles notar que algunas de las propiedades de matrices se derivan
directamente de las propiedades de los nimeros reales. (13-17)

Emi retoma el proceso de como se hace la suma de 2 matrices, antes de dar las
propiedades en la suma de matrices. (18-42)

Emi usa la analogia de la suma en los nlimeros reales con la suma de matrices. (13-42)

CPG

Controlando la indisciplina. Al escuchar desorden en el grupo, Emi les dice que ese
contenido lo tienen en el libro, asi que no es necesario que lo copien y les pide que
atiendan al explicacion que ella hard y estén en silencio. (7-9)

Evento de Término: Emi terminé el prefacio y empezara a explicar las principales
propiedades de la suma de matrices.

[4.2] Presentacion de las principales propiedades de la suma de matrices. (18-118)
Objetivo general: Presentar las principales propiedades de la suma de matrices.

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de las principales propiedades de la
suma de matrices.

[A, 4.2] Emi explica en la pizarra las principales propiedades de la suma de matrices.
Conocimientos en accion:

CCC
Saber en qué consiste la propiedad asociativa para la suma de las matrices. (46-59)

Saber en qué consiste la matriz nula en matrices (aquella en la que todos sus elementos
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son cero). (66-74)
Saber en qué consiste la matriz opuesta en matrices. (79-88)
Saber en qué consiste la propiedad conmutativa para la suma de las matrices. (100-109)

CC-En
Para presentarles la propiedad asociativa para la suma de matrices, Emi les comenta la

analogia de la propiedad asociativa en la suma de los numeros reales y en las matrices.
(46-59)

Explicar por qué se cumple la propiedad asociativa en las matrices (en términos de
similitud con los nimeros reales). (60-65)

Para presentarles la matriz nula en la suma de matrices, Emi les comenta la analogia
del elemento neutro en la suma de los nlimeros reales y en las matrices. (66-74)

Para presentarles la matriz opuesta en la suma de matrices, Emi les comenta la analogia
del elemento opuesto en la suma de los nimeros reales y en las matrices. (79-88)

Para presentarles la propiedad conmutativa para la suma de matrices, Emi les comenta
la analogia de la propiedad conmutativa en la suma de los nlimeros reales. (100-106)

Explicar por qué se cumple la propiedad conmutativa en las matrices (en términos de
similitud con los nimeros reales). (110-112)

A forma de resumen y para terminar de presentar las principales propiedades de la
suma de matrices, Emi les remarca, en concreto, las implicaciones de esas propiedades
que acaba de explicarles. (114-118)

Evento de Término: Emi terminé de presentar a los estudiantes las principales
propiedades de la suma de matrices.

[4.3] Presentacion de las principales propiedades del producto de un escalar por
una matriz. (119-187)

Objetivo general: Presentar las principales propiedades del producto de un escalar por
una matriz.

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de las principales propiedades del
producto de un escalar por una matriz.

[A, 4.3] Emi explica en la pizarra las principales propiedades del producto de un
escalar por una matriz.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber la definicion del producto de un escalar por una matriz. (122-133)
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Saber por qué se cumple la propiedad AM(A+B)= AA+ AB (por como estan definidas la
suma de matrices y el producto por un numero real). (143-146)

Saber la definicion del producto de un escalar por una matriz, la suma y sus
propiedades en las matrices (164-165)

HM

Emi les anuncia que este tema esta relacionado con el de “estructuras algebraicas”, que
no se ve en esta especialidad de bachillerato (Ciencias Sociales) pero si en el Cientifico
Tecnologico. (169-187)

CC-Es
Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la definicion del producto de un
nimero por una matriz si se la dice en lenguaje comun. (132-133)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la propiedad A(A+B)= AA+ AB
si se la dice en lenguaje comun. (138-140)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la propiedad (Ap)A= A(nA) si
se la dice en lenguaje comun. (161-163)

CC-En
(Revoicing y traduccion) Explicarles la definicion del producto de un numero real por
una matriz en lenguaje comun, haciendo preguntas a los estudiantes. (119-133)

Hacer notar que en el producto de un escalar por una matriz existe una multiplicacion
de 2 ntimeros reales para luego anunciarles las propiedades de escalares por matrices.
(134-137)

Explicarles la propiedad A(A+B)= AA+ AB en lenguaje comin. (138-140)

Determinar el momento oportuno para aprovechar y comentarles una nueva propiedad.
(147-150)

Explicarles la propiedad (Ap)A= A(nA) en lenguaje comun. (161-163)

Comentarles la utilidad de las propiedades (las aplicaran cuando vean ecuaciones
matriciales). (184-187)

Evento de Término: Emi terminé de presentar a los estudiantes las principales
propiedades del producto de un escalar por una matriz.

[4.4] Presentacion de las principales propiedades del producto de dos matrices.
(188-562)

Objetivo general: Presentar las principales propiedades del producto de dos matrices.

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de las principales propiedades del
producto de dos matrices.
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[A, 4.4] Emi explica en la pizarra las principales propiedades del producto de dos
matrices.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber cémo se hace el producto de dos matrices. (195-346)

Saber la formula del producto de matrices. (305-316)

Saber la férmula abreviada del producto de matrices usando el simbolo de X (cij= X
aibyj desde k=1 hasta n) . (305-316)

Saber en qué consiste la propiedad distributiva en matrices, es decir, que
A(B+C)=AB+AC 6 (A+B)C=AC+AB. (389-396)

Saber que en el producto de matrices no se cumple en general la propiedad
conmutativa. (435-439)

Saber en qué consiste la matriz identidad (en la diagonal principal unos y fuera ceros).
(483-485)

Saber que AI=IA=A. (486-488)

Saber que para calcular la matriz inversa sera necesario hacer varios calculos y no sélo
una division o fraccidbn como en el caso del inverso multiplicativo en los niimeros
reales. (534-539)

CEC

Saber que por la propia forma de hacer las operaciones, es decir, por la propia forma en
que estan definidas las operaciones con matrices, habra algunas propiedades de los
nimeros reales que se trasmitan al producto de matrices y otras no. (350-366)

Saber que la multiplicacion de matrices es una operacion binaria, y por tanto en caso de
que haya que multiplicar tres matrices, se debe anotar paréntesis o simplemente tomar
en cuenta que se debe hacer primero el producto de dos matrices y luego el resultado
por la otra matriz, es decir, saber que no hay forma de multiplicar tres matrices
simultdneamente. (411-419)

Saber que al calcular la matriz inversa de otra, el error de los estudiantes puede
provenir de la extension del inverso multiplicativo en los nimeros reales a la matriz
inversa, en cuanto a que pueden pensar que como todos los nimeros reales excepto el
cero tienen inverso multiplicativo, en las matrices sea solo la matriz nula la que no
tenga inversa, pero en las matrices, ademas de la matriz nula (que seria similar al cero
en los reales), habra otras matrices que no tengan inversa. (556-562)

CC-Es

Prever que los estudiantes al involucrarse mas con la férmula abreviada del producto
de matrices y ver que es mas compleja (no sélo multiplicar nimero a nimero y ya), se
hagan una imagen de que algunas propiedades de la suma y producto en los nimeros
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reales se transmitiran al producto de matrices y otras no. (350-366)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la propiedad distributiva en
matrices si se la dice en lenguaje comun. (397-399)

Prever que los estudiantes se pueden confundir si Emi anota el orden de cada una de las
matrices, al anotar las propiedades del producto de matrices, por ello no lo anota y les
aclara que se supone que las matrices tienen el orden necesario para efectuar el
producto. (423-427)

Prever que algun estudiante no sepa o no recuerde en qué consiste la propiedad
conmutativa en los numeros reales. (430-434)

Prever que a los estudiantes les puede quedar mas clara la idea de que no se cumple la
conmutatividad en el producto de matrices, simplemente usando un ejemplo concreto
en el que a partir del orden se ve que no se cumple, mas que ponerse a desarrollar una
demostracion formal. (442-454)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la definicién de una matriz
identidad si se la dice en lenguaje comun. (483-485)

CC-En

Al presentarles el producto de dos matrices, hacerles notar/remarcarles que para hacer
el producto de dos matrices debe coincidir el nimero de columnas de la primera matriz
con el numero de filas de la segunda, es decir, hacer hincapié¢ en la importancia del
orden de las matrices para poder multiplicarlas. (195-208)

Esquema grafico para hacer el producto de dos matrices, en la primera matriz dibuja
solo lineas horizontales para representar filas y en la segunda puras lineas verticales
indicando columnas, Emi usa este esquema grafico para que tengan una mayor
visualizacion de que para hacer el producto de las dos matrices hay que multiplicar
“filas por columnas”. (218)

Hacerles notar por qué han visto en clase la féormula abreviada para multiplicar dos
matrices (en términos de hacerles ver que la férmula es compleja, es decir, que no es
tan sencillo como simplemente multiplicar nimero a nimero, como por ejemplo en el
caso del producto de un escalar por una matriz). (350-366)

Para presentarles la propiedad distributiva en matrices, Emi les comenta la analogia de
la propiedad distributiva en matrices de los niumeros reales. (375-387)

Explicarles en qué consiste la propiedad distributiva en lenguaje comun. (397-399)

Comentarles como y cuando usar la propiedad distributiva en matrices (en ecuaciones
matriciales). (400-406)

Hacerles notar que es importante el orden de las matrices para poder multiplicarlas,
pero que ella no lo anotard, dara por hecho que al escribir las matrices en las
propiedades se supone que cumplen la condicién del orden para multiplicarlas. (423-
427)
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Para presentarles la propiedad conmutativa en el producto de matrices, Emi les
comenta la analogia de la propiedad conmutativa en la suma y producto en los nimeros
reales. (430-434)

Antes de ver la “no conmutatividad” en el producto de matrices, Emi les comenta la
propiedad conmutativa en los numeros reales. (428-434)

Para mostrar facilmente sin necesidad de hacer una demostracion formal de que no se
cumple la conmutatividad en el producto de matrices, Emi les da un ejemplo para
hacerles notar que simplemente al cambiar el orden de las matrices, ya no es posible
hacer el producto, si A tiene orden 2x3 y B tiene orden 3x4, entonces se puede hacer
AB pero no BA. (442-454)

Al explicar las propiedades del producto de dos matrices, remarcarles que hay que
tener cuidado en el orden de las matrices para poder multiplicarlas. (457-460)

Explicarles en qué consiste la matriz identidad en lenguaje comun. (483-485)

Evocarles un ejercicio equivalente que hicieron anteriormente al multiplicar una matriz
A por Iy ver que AI=A. (489-491)

Para terminar de presentarles la matriz identidad, Emi les comenta la analogia entre la
matriz identidad en matrices y el 1 de los niimeros reales. (492-499)

Para presentarles la definicion de matriz inversa, Emi les comenta la analogia entre la
matriz inversa en matrices y la propiedad del inverso multiplicativo de los ntimeros
reales. (500-502); (508-533)

Hacerles notar la diferencia entre el inverso multiplicativo de los numeros reales y la
matriz inversa en matrices, para hacerles notar que para calcular la matriz inversa sera
necesario hacer varios calculos y no s6lo una division o fraccion como en los nimeros
reales. (534-539)

Hacerles notar la analogia entre el inverso multiplicativo en los nimeros reales y la
matriz inversa en cuanto a que la matriz nula no tiene inversa por la misma razén que
el cero no tiene inverso multiplicativo, pues a.0=0 en los nlimeros reales y en matrices
A.0=0 (este 0 en matrices es la matriz nula). (541-555)

Remarcarles la diferencia del inverso multiplicativo en los numeros reales y la matriz
inversa en cuanto a que todos los numeros reales excepto el cero tienen inverso
multiplicativo pero en las matrices, ademas de la matriz nula (que seria similar al cero
en los reales), habra otras matrices que no tengan inversa. (556-562)

Evento de Término: Emi termind de presentar a los estudiantes las principales
propiedades del producto de dos matrices.

[4.5] Presentacion del primer método para calcular la matriz inversa (método de
Gauss-Jordan). (565-881)
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Objetivo general: Presentar el primer método para calcular la matriz inversa (método
de Gauss-Jordan).

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion del método de Gauss-Jordan para
calcular la matriz inversa.

[A, 4.5] Emi explica en la pizarra el método de Gauss-Jordan.
Conocimientos en accion:

CCC
Saber que al hacer la transformacion elemental de cambiar una fila por otra, estan
cambiando la matriz, ya no es la misma matriz inicial. (576-577); (596-598)

Saber la notacion matematica para denotar la transformacion elemental de cambiar una
fila por otra (Fi—Fj). (579-583); (590-591)

Saber realizar la transformacioén elemental de intercambiar dos filas en una matriz.
(585-594)

Saber que en una matriz, con un nimero de filas mayor que dos, las filas se pueden
intercambiar entre ellas mediante transformaciones. (600-609)

Saber que al hacer la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por un
mismo numero, se realiza dicha transformacion so6lo a esa fila y no a toda la matriz.
(613-615)

Saber aplicar la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por un mismo
nimero en un ejemplo concreto (una matriz de orden 2x2). (616-626)

Saber la utilidad de las transformaciones elementales: 1) Hallar la matriz inversa, 2)
Determinar el rango de una matriz y 3) Resolver sistemas de ecuaciones. (628-634)

Saber la notacion matematica para denotar la transformacion elemental de sumar a una
fila otra multiplicada por un niimero (Fi+aF;). (635-638)

Saber aplicar la transformacion elemental de sumar a una fila otra multiplicada por un
nimero en un ejemplo concreto (una matriz de orden 2x2). (641-661)

Saber hacer los cambios y las transformaciones elementales necesarias para obtener la
inversa, en si, saber aplicar el método de Gauss-Jordan. (735-784); (799-809); (834-
843); (850-851)

CC-Es
Emi sabe que la teoria cansa y aburre a los estudiantes. (568-569)

Prever que los estudiantes se pueden equivocar al hacer la transformacién elemental de
sumar a una fila otra multiplicada por un namero, es decir, que no se fijen bien en cual
es la fila que van a cambiar. (642-646)
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Prever que los estudiantes se pueden equivocar al hacer las transformaciones
elementales para calcular la matriz inversa y les remarca que tienen que realizar las
transformaciones elementales a las dos matrices (A|l) simultdneamente, por ejemplo, si
cambian la fila de A entonces hay que cambiar la fila completa, incluyendo la fila
correspondiente de I. (730-732); (744-746)

CC-En
Utilidad. Emi les comenta para qué hay que saber las transformaciones elementales
(para calcular la matriz inversa). (573-575)

Al explicar las transformaciones elementales, Emi les hace notar que al hacer la
transformacion elemental de cambiar una fila por otra, estdn cambiando la matriz, ya
no es la misma matriz inicial. (576-577)

Hacerles notar que al hacer la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por
un mismo numero, se realiza dicha transformacion solo a esa fila y no a toda la matriz.
(613-615)

Hacerles notar en un ejemplo concreto de una matriz de orden 2x2 que al hacer la
transformacion elemental de multiplicar toda una fila por un mismo niimero, afecta
solo a esa fila y a la otra fila no le pasa nada. (625-626)

Comentarles la utilidad de las transformaciones elementales: 1) Hallar la matriz
inversa, 2) Determinar el rango de una matriz y 3) Resolver sistemas de ecuaciones.
(628-634)

Antes de introducir el método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa, Emi les
remarca nuevamente la utilidad de las transformaciones elementales para calcular la
matriz inversa. (683-686)

Emi les describe la estrategia para calcular la matriz inversa en un ejemplo que ella se
ha inventado con una matriz de 2x2 con el método de Gauss-Jordan, empezando con
una pregunta que ella misma contesta. (699-722)

Al hacer el ejemplo, remarcarles que tienen que realizar las transformaciones
elementales a las dos matrices (A|l) simultdneamente, por ejemplo, si cambian la fila de
A entonces hay que cambiar la fila completa, incluyendo la fila correspondiente de I.
(730-732); (744-746)

Remarcarles nuevamente la estrategia/idea general para conseguir la matriz inversa y
les hace notar lo que se ha logrado en el primer objetivo (obtener el primer 1 de la
matriz identidad a la que quiere llegar para hallar la matriz inversa). (752-765)

Emi repite el proceso de una transformacion elemental ante una situacion en la que los
estudiantes estan en “estado de shock”, como deslumbrados e impresionados porque no
entienden los cambios y transformaciones elementales que estd haciendo Emi en la
pizarra para conseguir la matriz inversa con el método de Gauss-Jordan. (778-789)

Emi repite lo que se ha hecho hasta ese momento para contestar la pregunta de ES.
(790-797)
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Cada vez que Emi va consiguiendo un cambio para obtener la matriz inversa, ella se
detiene y repasa lo que se ha hecho hasta el momento y luego seguir en la solucion del
ejercicio. (812-817)

Tras una situacion de tension Emi decide terminar el ejercicio, se trata de una situacion
en la que por un lado los estudiantes no estaban entendiendo lo que Emi hacia en la
pizarra y por otro lado la presion de Emi de que ya tenia que terminar pues el tiempo
para esa clase habia terminado hace varios minutos. (844-849)

Emi concluye el ejemplo remarcandoles lo que se tenia y a lo que se llegd (A|)—(I|A
1. (855-859)

Remarcar o repasar de forma general lo que se hizo, a manera de cierre del ejemplo.
(870-881).

Decidir qué dejarles de deberes. En este caso, dada la situacion de tension que se
suscito al hacer el ejemplo de hallar la inversa, Emi decide dejarles deberes sobre las
propiedades de las operaciones con matrices pero no de calculo de matriz inversa.
(882-887)

CPG
Control de indisciplina y motivaciéon. Emi controla la indisciplina en el grupo y luego
trata de motivarlos para continuar y terminar la teoria de matrices. (567-572)

Tranquilizar y motivar. Conocimiento para tranquilizar a los estudiantes y motivarlos,
en situaciones de tension, tener frases como: “si practican entonces podran hacer los
ejercicios similares a estos con facilidad”. (860-881)

Evento de Término: Termind la clase y con ello termind de presentar a los estudiantes
un ejemplo en el que calcul6 la matriz inversa con el método de Gauss-Jordan para una
matriz de orden 2x2.

Andlisis de la clase 6 de Emi

[6.1] Consolidacion del tema de matrices apoyandose de fotocopias con ejercicios
propuestos y soluciones a ejercicios anteriores para que practiquen y se preparen
para el examen de este tema. (1-91)

Objetivo general: Consolidar el tema de matrices, proporcionandoles materiales
(fotocopias) con ejercicios propuestos y soluciones a ejercicios anteriores para que
practiquen y se preparen para el examen de este tema.

Evento desencadenante: Iniciar la clase proporcionandoles materiales (fotocopias)
para que se preparen para el examen del tema de matrices.

[A, 6.1] Emi suministra fotocopias con ejercicios propuesto y soluciones a ejercicios
anteriores para que practiquen y se preparen para el examen del tema de matrices.
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Luego Emi les comenta aspectos relevantes sobre el contenido que aparece en las
fotocopias.

Conocimientos en accion:

CC-En

Recursos: Proporcionarles en fotocopias las soluciones a ejercicios propuestos
anteriormente en las que aparecen detalladas las soluciones paso a paso con la
intencion de que aquél que los haya resuelto, revise sus soluciones. O también para que
sirva de motivacion para el que alin no empieza a hacerlos, que sepa que ahi puede
mirar como se resuelve. Es decir, darles un apoyo/recurso a los estudiantes para que
comprueben su aprendizaje sobre ese contenido matematico. (1-12)

Saber qué ejercicios proponerles en la nueva fotocopia. Emi, después de
proporcionarles una fotocopia en la que detalla paso a paso las soluciones a ejercicios
anteriores, les da una nueva fotocopia con ejercicios propuestos donde ha incluido un
poco mas de laboriosidad y complejidad (matrices de orden 3). (13-17)

Explicarles la estrategia de solucion del ejercicio (aplicar: una matriz y su inversa para
proteger una palabra). (38-69)

CPG

Controlando la indisciplina. Es una clase en viernes después del recreo, motivo por el
cual los estudiantes estdn mdas inquietos y les cuesta trabajo estar en silencio, Emi
intenta callarlos para poder trabajar. (18-20)

Emi sabe que comentarles que ya se aproxima el examen puede motivar a los
estudiantes a hacer los ejercicios de ese contenido matematico (matrices). (70-79)

Evento de Término: Emi termind de hacer los comentarios sobre los apoyos
(fotocopias) que les proporciond para que se preparen para el examen del tema de
matrices.

[6.2] Presentacion del tema de Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL), en
particular, el planteamiento del problema. (92-529)

Objetivo general: Presentar el tema de Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL), en
particular, el planteamiento del problema. (92-529)

Evento desencadenante: Iniciar el primer ejemplo de SEL para practicar como se hace
el planteamiento del problema.

[A, 6.2] Emi les explica como ir obteniendo cada una de las ecuaciones, a través de
ayudas que ella les va proporcionando, es decir, los conduce/orienta poco a poco hasta
llegar al planteamiento del problema.

[6.2.1] Presentacion del primer ejemplo de SEL para practicar como se hace el planteamiento del
problema. (92-322)

Objetivo particular: Presentar un primer ejemplo de SEL para practicar como se hace el planteamiento
del problema.
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[A, 6.2.1] Emi les explica en la pizarra como ir obteniendo cada una de las ecuaciones.
Conocimientos en accion:

CCC
Saber que no es necesario convertir las areas en otra unidad de medida, siempre y cuando usen las
mismas unidades de medida en todas las ecuaciones. (252-254)

CC-Es
Prever que los estudiantes no saben o no recuerdan a cuanto o a qué equivale un area (un decametro
cuadrado = cien metros cuadrados). (156-157)

Prever que los estudiantes pueden entender “mejor” el enunciado del problema si se los explica en
lenguaje comun, en lenguaje que sea mas familiar a los estudiantes. (153-162)

Prever que los estudiantes pudieran hacerse la imagen inadecuada de que los problemas que resolveran
en clase serian del tipo del primer ejemplo (“antiguos y dificiles”) y por ello Emi les aclara eso. (225-
229)

CC-En

Usar una mini-resefia historica/anécdota histdrica para empezar el tema y luego los sita y orienta el
tema/contenido (les comenta, que desde siempre el hombre ha intentado resolver problemas por métodos
distintos pero que ya cuando empezaron a funcionar las matematicas lo hicieron planteando ecuaciones).
(98-108)

Iniciar con un ejemplo de un problema historico (“El problema de los bueyes™) y dar una breve reseiia
historica del problema. (116-151)

“Traducir” una parte del enunciado del problema a lenguaje comun, a lenguaje mas familiar para los
estudiantes, intentando que los estudiantes comprendan “lo que dice” el problema. (153-162)

Sefialar a los estudiantes datos implicitos de un problema (de SEL) porque son relevantes para resolver
el problema/ejercicio, y que luego ocupara para hacer el planteamiento del problema. (159-162); (216-
217)

Comentarles la estrategia para empezar a resolver un problema (comprender el enunciado del problema y
pensar cuales son las incognitas para plantear las ecuaciones. (191-194)

Darles un “empujoncito” o ayudas puntuales. Emi les da un empujoncito diciéndoles cudles son las
incognitas necesarias para el planteamiento del problema. (201-209)

Explicarles el por qué usara esas incognitas que acaba de mencionar en este problema de SEL. (210-220)

Darles la idea de por donde empezar a plantear las ecuaciones, es decir, les da otro “empujoncito”. (233-
234)

Gestion de la participacion. Emi lanza una pregunta al grupo: jconformes? Como una forma de tomar
en cuenta a los demas estudiantes y hacerles una “llamada” a los estudiantes para atraer su atencion y
que la vayan siguiendo, es decir, para evitar que la explicacion se convierta en un didlogo entre Emi y
E2 y los estudiantes no sigan lo que va haciendo (es decir, intenta gestionar por lo menos una
participacion pasiva de los estudiantes). (265)

Hacerles ver/notar que con las dos primeras ecuaciones se forma un sistema de 2x2 y hacerles recordar
los distintos métodos que ya conocen para resolver un sistema de 2x2 (reduccién y sustitucion). (306-
319)

Remarcarles que lo que se va a usar para resolver SEL sera la técnica matricial, porque es una técnica
mas avanzada y mas eficiente para resolver SEL, en comparacion con el método de sustitucion y
reduccion. (320-322)
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CPG

Anunciarles que el nuevo tema que iniciaran en esta clase (SEL) vendra en el siguiente examen
(aproximadamente 3 6 4 semanas después), para que no se presionen tanto pero para que lo tomen en
cuenta luego. Esto tras equiparlos de fotocopias que les prepar6 con ejercicios propuestos y soluciones a
ejercicios anteriores, para que practiquen el fin de semana y estudien para el examen que tendran la
siguiente semana. (93-96)

Mientras Emi busca las fotocopias que les preparo, en la que aparece el planteamiento de este problema
paso a paso, intenta mantener la atencion de los estudiantes. (168-173)

Controlando la indisciplina. Es una clase en viernes después del recreo, motivo por el cual los
estudiantes estan mas inquietos y les cuesta trabajo estar en silencio, Emi intenta callarlos para poder
trabajar. (236-239)

Evento de Término: Emi terminé el planteamiento del problema del primer ejemplo y ahora presentara
un nuevo problema, es decir, un nuevo ejemplo.

[6.2.2] Presentacion del segundo ejemplo de SEL para practicar como se hace el planteamiento del
problema. (32-529)

Obijetivo particular 6.2.2: Presentar un segundo ejemplo de SEL para practicar como se hace el
planteamiento del problema.

Evento desencadenante: Iniciar el segundo ejemplo de SEL.

[A, 6.2.2] Emi les suministra una fotocopia para apoyarse de ésta al explicarles el planteamiento de este
problema (matriz input/output), con este recurso los conduce/orienta poco a poco hasta llegar al
planteamiento del problema.

Conocimientos en accion:

CcCcC
Saber lo que son las matrices input/output (insumo-producto). (340-352); (434-438)

Saber lo que seria una situacion de equilibrio en un modelo cerrado de Leontief (gastos=ingresos). (441-
462); (508-516)

CC-Es

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” el problema si les explica en lenguaje comun,
lenguaje mas familiar a los estudiantes, lo que son las matrices input/output (insumo-producto). (340-
352)

CC-En

En el segundo problema Emi trata de dar una pequefia introduccion del problema, tratando de explicarles
que dicho problema viene de un modelo (input/output) con una sociedad concreta (1 agricultor, 1
carpintero y 1 sastre), donde se pretende que haya un estado de equilibrio (gastos=ingresos). Para llegar
al planteamiento del problema, Emi se apoya de una fotocopia que les prepard, pero ademas va
desarrollando el planteamiento en la pizarra a través de preguntas, Emi se va por partes, primero trata de
plantear un lado de la igualdad de las ecuaciones (los gastos) y luego la otra parte (los ingresos) hasta
llegar al planteamiento de las tres ecuaciones, luego aprovecha para tratar de representar las tres
ecuaciones en forma matricial. (325-529)

Recursos: Suministrarles una fotocopia en la que viene explicado este ejemplo paso a paso. (334)

Presentarles una pequeia introduccion al ejemplo, les habla de Leontief y su premio novel por la teoria
econdmica sobre matrices input/output (sobre esta matriz hara el ejemplo). (335-338)

Explicarles en lenguaje comun lo que son las matrices input/output (insumo-producto). (340-352)
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Recapitular y orientar el ejemplo a realizar, una vez que les explica lo que son las matrices input/output.
(353-358)

Sefialarles un dato del problema que no aparece explicito y que luego ocupara para plantear el problema.
Emi explica que para simplificar el problema, la cantidad total que produce cada una de esas personas en
un afio se considerara como una unidad respectivamente. (361-370)

Recursos: Apoyarse de la fotocopia para explicar un poco la tabla donde vienen dados los datos del
problema del ejemplo que estd haciendo. (371-378)

Hacerles notar aspectos relevantes de la tabla de datos del problema:

1. Leer en filas: “consumidos”.

2. Leer en columnas: “producidos”.

3. Lo que produce cada persona al sumarlo da 1.

4. Que cada uno es el que consume mas de lo que cada uno hace, excepto el carpintero, es decir, el
agricultor es el que mas alimentos consume y el sastre el que mas ropa consume. (404-433)

Explicarles de lo que se trata este problema de SEL, y en particular les habla de lo que seria una
situacion de equilibrio en un modelo cerrado de Leontief (gastos=ingresos). (441-462); (508-516)

Hacerles hincapié en lo que quiere que hagan en este problema (plantear las ecuaciones). (463-464)

Recursos: Usar como recurso de apoyo la fotocopia que ella les prepard para que vean las ayudas, los
pasos a seguir para llegar a cada una de las ecuaciones del sistema. (465-529)

Gestion de la participacion. Emi lanza una pregunta al grupo: ;Estais los demas conformes con lo que
dice E2? Como una forma de tomar en cuenta a los demds estudiantes y hacerles una “llamada” a los
estudiantes para atraer su atencion y que la vayan siguiendo, es decir, para evitar que la explicacion se
convierta en un didlogo entre Emi y E2 y los estudiantes no sigan lo que va haciendo (es decir, intenta
gestionar por lo menos una participacion pasiva de los estudiantes). (478)

Aprovechar el poco tiempo que queda para que termine la clase para representar las ecuaciones en forma
matricial y que los estudiantes ya se vayan haciendo una imagen de esa representacion, aunque eso ya no
sea parte del objetivo inicial propiamente, que era llegar al planteamiento de las ecuaciones del
problema. (530-566)

A manera de cierre de los dos ejemplos, remarcarles que lo que tienen en comun los dos ejemplos vistos
hoy en clase, es que los plantearon con el mismo tipo de ecuaciones (lineales), y aprovecha para
comentarles que en este tema haran el planteamiento y luego la resolucion del problema viendo qué
método aplicar en cada caso. (530-538)

Remarcarles la estrategia para resolver SEL (hacer el planteamiento del problema, luego representarlo en
forma matricial y resolverlo), a través de un sistema matricial de las ecuaciones. (567-571)

Saber qué dejarles de deberes a los estudiantes (estudiar el fin de semana y haced los ejercicios que les
propuso en fotocopias para que practiquen y se preparen para el examen que haran los estudiantes la
siguiente semana). (574-575)

CcC
Saber los contenidos que vienen en el libro de texto. Saber que este es un ejemplo del libro. (339)

Evento de Término: Se termino la clase.

Andlisis de la clase 7 de Emi

| [7.1] Presentacién del método de reduccién de Gauss para resolver sistemas de |
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ecuaciones lineales a través de un ejemplo. (1-246)

Objetivo general: Presentar el método de reduccion de Gauss para resolver sistemas
de ecuaciones lineales a través de un ejemplo.

Evento desencadenante: Iniciar la clase presentando a los estudiantes una
introduccion para abordar luego el método de Gauss para resolver sistemas de
ecuaciones lineales a través de un ejemplo.

[A, 7.1] Emi explica en la pizarra cuando dos ecuaciones son equivalentes, luego les
hace notar el tipo de trasformaciones que pueden realizar en las ecuaciones sin
modificar la solucion al sistema, después ella propone un sistema de ecuaciones para
explicarles la solucion por el método de reduccion de Gauss en la pizarra.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber qué transformaciones elementales se pueden realizar en un sistema sin modificar
la solucidn del sistema de ecuaciones:

1) Saber que si cambia el orden de las ecuaciones en un sistema no altera la
solucion del sistema. (10-12)

2) Saber que multiplicar o dividir una ecuacion por un numero distinto de cero, no
cambia las soluciones de la ecuacion porque con esas transformaciones el
sistema es equivalente. (28-31)

3) Saber que se pueden sumar las ecuaciones unas con otras porque también las

ecuaciones que resultan son equivalentes, es decir, tienen la misma solucion.
(33-37)

Saber la utilidad de las transformaciones elementales en matrices (porque para
encontrar el valor de x, y, z debo despejar, y una forma muy facil de despejar es
haciendo un sistema escalonado). (51-54)

Saber la estrategia para encontrar la solucion en un sistema escalonado (si el sistema ya
estd escalonado entonces si ya se tiene el valor de z, se sustituye en la segunda
ecuacion y se obtiene y, finalmente se sustituye el valor de y, z en la primera ecuacion
y se obtiene el valor de la x). (55-68)

Saber la estrategia para resolver un sistema de ecuaciones lineales con el método de
Gauss (trabajar con la matriz ampliada y conseguir hacer ceros por debajo de la
diagonal principal). (109-110); (123-125)

Saber que pueden dividir todo por 10 y asi manejar cantidades mas pequenas al hacer
las operaciones. (126-129)

Saber hacer las transformaciones elementales para llegar al sistema escalonado. En este
caso las transformaciones elementales son a) F,-F; y b) F3-F;. (133-159)

Saber obtener los valores de X, y, z a partir del sistema escalonado, es decir, saber
“despejar”. (187-216)

CC-Es
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Prever que los estudiantes se pueden equivocar al escribir el sistema en forma
matricial, es decir, que no pongan las equis debajo de las equis (x’s), las y’s debajo de
las y’s y las z's debajo de las z's. (184-186)

Prever que algiin estudiante pudiera escribir la solucion del sistema sin seguir la
convencion matematica de que siempre se anota el valor de las incognitas en el orden
en que aparecen dadas, en este caso (X, y, z). (221-225)

CC-En
Remarcarles lo que significa hallar la solucion de un sistema (hallar la soluciéon comun
para todas las ecuaciones que aparecen en el sistema. (1-7)

Saber cuando hacerles una aclaracion sobre el contenido, es decir, cuando
aclararles/recalcarles que cuando se habla de ecuaciones equivalentes se refiere a ver si
tienen la misma solucion, en este caso les hace esa aclaracion después de preguntarles
si dos ecuaciones particulares (12x+4=28 y 6x+2=14) son equivalentes. (17-22)

Relacionar matrices con las matrices del sistema, es decir, relaciona matrices con
sistemas de ecuaciones [relacionando las transformaciones elementales con matrices (1.
Intercambiar una fila por otra, 2. Multiplicar una fila o dividir por un niimero distinto
de cero y 3. A una fila sumarle otra por un nimero) con las transformaciones de las
ecuaciones (1. Al cambiar las ecuaciones no se altera la solucion del sistema, 2.
Multiplicar o dividir una ecuacion por un numero distinto de cero, no cambia las
soluciones de la ecuacion, pues con esas transformaciones el sistema es equivalente. 3.
Se pueden sumar las ecuaciones unas con otras y las ecuaciones que resultan son
equivalentes, es decir, tienen la misma solucion)]. (8-50)

Justificarles para qué van a aplicar esas transformaciones elementales. Les hace notar
la utilidad de las transformaciones elementales en matrices (porque para encontrar el
valor de x, y, z debo despejar, y una forma muy facil de despejar es haciendo un
sistema escalonado). (51-54)

Trabajar junto con los estudiantes a través de preguntas, la estrategia para encontrar la
solucion en un sistema escalonado (si el sistema ya estd escalonado entonces si ya se
tiene el valor de z, se sustituye en la segunda ecuacion y se obtiene y, finalmente se
sustituye el valor de y, z en la primera ecuacion y se obtiene el valor de la x). (55-68)

Confirmarles/reafirmarles la estrategia para encontrar la solucion en un sistema
escalonado, lo cual le servira para cuando resuelvan el sistema con el método de Gauss
(Entonces este método que consiste en escalonar el sistema, si lo aplicamos a las
matrices, ;jqué es lo que debemos hacer?, ;qué queremos conseguir? Que desaparezca
la x de la segunda ecuacion, y de la tercera ecuacion desaparecer la x y la y, es decir,
hacer cero la x y la y en la tercera ecuacion). (69-74)

1.Hacerles notar que las transformaciones que pueden hacer en las ecuaciones de
un sistema son transformaciones elementales que pueden hacer en las matrices
(matrices del sistema).

2.Darles un ejemplo de un sistema de ecuaciones para escribirlo luego en forma
matricial.

3.Utilizar el problema de ese ejemplo para resolverlo usando el método de
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reduccion de Gauss. (1-220)

Usar el esquema ()()=() para mostrar a los estudiantes la forma matricial en la que se
puede escribir el sistema de ecuaciones (Emi escribe un paréntesis grande indicando
una matriz al lado de la matriz de coeficientes que acaba de escribir, luego el igual y
enseguida otros paréntesis grandes indicando que ahi ira otra matriz). (87-89)

Tratar de comprobarles que al multiplicar la matriz de coeficientes y la de las
incognitas e igualar los elementos de esa matriz resultado con la de términos
independientes, dan las tres ecuaciones y luego les remarca lo que se hace para pasar
un sistema de ecuaciones a forma matricial, escribirlo como en el ejemplo, una matriz
de coeficientes, la matriz de las incognitas y la matriz de términos independientes).
(96-104)

Comentarles grosso modo en qué consiste el método de reduccion de Gauss.
Comentarles la estrategia de trabajo en el método de Gauss para resolver sistemas de
ecuaciones lineales (trabajar con la matriz ampliada y conseguir hacer ceros por debajo
de la diagonal principal). (109-110); (123-125)

Remarcarles cudntas y cuales matrices tienen en un sistema de ecuaciones (en un
sistema de ecuaciones lineales tenemos en realidad cuatro matrices de las que
podemos hablar, la matriz de coeficientes, la matriz de las incognitas, la matriz de los
términos independientes y la matriz ampliada). (116-121)

Hacerles notar que la fila uno (F;) ha quedado como estaba y como ha quedado la fila
dos (F,), después de aplicarle la transformacion F»-F,. Luego Emi aprovecha esto que
les ha hecho notar para que se fijen como quedara la tercera fila después de aplicarle la
transformacion F3-F. (155-159)

Hacerles notar que el objetivo (conseguir hacer ceros por debajo de la diagonal
principal) se ha alcanzado con un solo cambio (que consiste en este caso de dos
transformaciones: a) F»-F; y b) F3-F)). (161-165)

Comentarles otra parte del método para continuar hallando la solucion del sistema de
ecuaciones (si antes pasabamos de las ecuaciones a la forma matricial, pues ahora de
la forma matricial pasaremos al sistema). (166-168)

Remarcarles que a pesar de las transformaciones, la solucion del sistema es la misma,
es decir, no cambian la solucion. (170-173)

Pedirles que escriban las ecuaciones del sistema escalonado que ha quedado, al mismo
tiempo ella va escribiendo las ecuaciones en la pizarra, escribe la primera ecuacion que
corresponde a la primera fila, luego les pregunta a los estudiantes jcomo quedaria la
segunda ecuacion del sistema? A lo cual E2 le responde como iria quedando y escribe
la segunda ecuacion, Emi la completa y luego ella misma se pregunta y se contesta
como queda la tercera ecuacion, escribiéndola en la pizarra. (174-183)

Saber cuando y qué hacerles notar a los estudiantes: la forma de escribir el sistema
escalonado (que escriban las equis debajo de las equis (x's), las y’s debajo de las y's y
las z's debajo de las z’s) justo después de haber escalonado el sistema. (184-186)
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Hacerles notar lo que queda en el sistema escalonado, en particular, el hecho de que en
este caso, en la segunda ecuacion, queda un sistema mas comodo porque no sélo ha
desaparecido la x de la segunda ecuacion, sino también la z (pues normalmente al
escalonar el sistema quedan en la segunda ecuacion la y y la z), como so6lo tienen la y
entonces pueden despejar directamente la y. (194-199)

Comparar la solucién que obtuvieron en este ejemplo con la del libro porque eso
pudiera dar mas confianza a los estudiantes en el resultado que han obtenido. (218-220)

Hacerles notar que al escribir la soluciéon del sistema, atiendan a la convencion
matematica a cerca de escribir el valor de las incognitas en la solucion del sistema en
el orden en que aparecen dadas en el sistema. (221-225)

Volver a repetir el procedimiento para aclararle la duda a ES, sobre como salio la x, es
decir, de donde se obtuvo que x=1,600. (231-240)

Comentarles su punto de vista sobre las ventajas del método, es decir, hablarles sobre
la utilidad del método de Gauss (El método de reduccion de Gauss, es muy simple y
comodo que facilita encontrar los valores de las incognitas de una forma muy rapida).

(243-246)

CcC
Saber que el ejemplo con el que les presenta el método de Gauss, viene resuelto en el
libro de texto. (218-220)

CPG

Motivarlos a que hagan los ejercicios. Invitarlos a que ellos intenten escribir el sistema
en forma matricial (Bueno, vamos a escribir el sistema matricial con estas ecuaciones,
Jcomo podemos ponerlo en forma matricial?, ;qué quedaria?, ;podéis intentadlo

vosotros, la forma matricial? -Emi pasa a supervisar el trabajo de los estudiantes). (75-
78)

Una forma de preguntarles si les ha quedado claro lo que acaban de hacer (encontrar
los valores de las variables a partir del sistema escalonado): ;/Se fijaron como salen las

cuentas? (217)

Una forma de preguntarles si les quedd claro el método, en particular el ejemplo que
acaban de hacer: ;jEntonces qué os parece este método? (226)

Una forma de preguntarles si tienen mas dudas: ;jAlguna duda mas? (241)

Evento de Término: Emi terminé de hacer el ejemplo a través del cual les presenta el
método de Gauss.

[7.2] Presentacion de otro ejemplo para resolver sistemas de ecuaciones lineales
usando el método de Gauss. (249-351)

Objetivo general: Presentar otro ejemplo para resolver sistemas de ecuaciones lineales
usando el método de Gauss.
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Evento desencadenante: Iniciar otro ejemplo para aplicar el método de Gauss para
resolver el sistema de ecuaciones lineales.

[A, 7.2.] Emi pide a los estudiantes que ellos intenten plantear el problema, pero ella se
desespera al ver que los estudiantes van demasiado lentos, que estan batallando mucho
para plantear el problema y entonces ella lo va resolviendo en la pizarra, en algunos
momentos con la participacion de algunos estudiantes.

Conocimientos en accion:

CC-Es
Prever las necesidades de E9, en particular, la ayuda a localizar en su libro de Braille el
problema que estdn resolviendo. (291-292)

Saber que los estudiantes suelen irse con la pinta y representar a las variables con algo
que no tiene sentido, es decir, hacer calculos mecanicamente sin saber realmente el
sentido de las variables en el problema. (311-318)

CC-En
Proponerles que ellos planteen el problema, pero al final la que lo plantea es ella
mediante algunas preguntas a los estudiantes. (249-339)

Hacerles notar lo que tienen hasta el momento (la tabla con la informacién del
problema, es decir, los datos) y lo que piden hacer en el problema (calcular el precio de
cada uno de los tres dispositivos solares) para hacerles ver hacia donde iran ahora (a
definir las variables). (307-310)

Aclararles (a raiz de la respuesta incorrecta de E2, al definir las incdgnitas como el
numero de dispositivos, dato que ya les dan y por tanto no es una incognita —E2 tal vez
quiso definir asi las incognitas por analogia con otros problemas) (Emi: no siempre las
incognitas van a ser el mismo valor, entonces cuando ponemos las incognitas x, y, z
que ponemos en todos los problemas, no tenéis que poner siempre x para los paneles
fotovoltaicos, y termosifones y z colectores, eso no tiene sentido -en este problema).

(311-318)

Comentarles una forma de identificar las incognitas del problema. Emi: regularmente
las incognitas se suelen corresponder con lo que nos preguntan. (325-328)

Decidir qué dejarles de deberes (lo que ya no dio tiempo a terminar en clase: escribir el
sistema en forma matricial y resolverlo con el método de reduccion de Gauss). (347-
351)

Evento de Término: Se termind la clase y solo se alcanzo a hacer el planteamiento del
problema, es decir, no se alcanz6 a resolverlo completo en clase.

Andlisis de la clase 8 de Emi
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[8.1] Revision de ejercicios que quedaron de deberes para consolidar en qué
consiste el método de Gauss. (1-45)

Objetivo general: Revisar los ejercicios que quedaron de deberes para consolidar en
qué consiste el método de Gauss.

Evento desencadenante: Empezar a hacer ¢l ejercicio que habia dejado de deberes la
clase anterior.

[A, 8.1] E10 escribe en la pizarra el sistema escalonado que obtuvo y Emi sin despejar
de ese sistema escalonado las variables, les dice directamente la solucion, es decir, el
valor de x, y, z.

Conocimientos en accion:

CC-En

Remarcarles lo que se ha conseguido (hacer ceros por debajo de la diagonal principal)
y a lo que se ha llegado (al sistema escalonado) y que de ahi ya sélo falta despejar y

sustituir para encontrar los valores de la incognitas. (29-45)

Decirles que las soluciones las tienen en el libro de texto, para que ellos tengan mas
seguridad, Emi prevé que eso les puede dar seguridad. (44-45)

Evento de Término: Terminan el ejercicio al decir los valores de las variables x, y, z.

[8.2] Consolidacién del método de reduccion de Gauss para escalonar un sistema a
partir de la matriz ampliada, es decir, dejar claro en qué consiste el método de
reduccion de Gauss y escalonar un sistema. (46-170)

Objetivo general: Consolidar en qué consiste el método de reduccion de Gauss para
escalonar un sistema a partir de la matriz ampliada, es decir, dejar claro en qué consiste
el método de reduccion de Gauss y escalonar un sistema.

Evento desencadenante: Empezar a dar un repaso general respecto a: en qué consiste
el método de reduccion de Gauss.

[A, 8.2] Emi explica algunos aspectos importantes (generales) sobre los sistemas de
ecuaciones y escalonar un sistema a través del método de reduccion de Gauss.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber grosso modo en qué consiste el método de reduccion de Gauss, es decir, saber
escribir la matriz ampliada, hacer ceros por debajo de la diagonal mediante
transformaciones elementales, escribir el sistema equivalente escalonado, resolverlo y
encontrar la solucion. (85-134)

CC-Es
Prever que un error comun en los estudiantes es pensar y escribir que al obtener el valor
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de x, y, z estan obteniendo 3 soluciones al sistema, sin hacer consciencia de que el valor
de esas tres variables constituye una solucion. (137-148)

CC-En
Empezar a dar un repaso mediante preguntas. (46-170)

Hacerles notar tres aspectos importantes acerca de los sistemas antes de remarcarles
nuevamente en qué consiste el método de Gauss. 1. Que no todos los sistemas de
ecuaciones lineales tienen solucion. 2. Ni todos los problemas se pueden resolver a
través de sistemas de ecuaciones lineales. 3. Y que una vez que se tiene un sistema de
ecuaciones, lo que se pretende es hallar la solucion. (46-84)

Remarcarles en qué consiste el método de reduccion de Gauss, es decir, hacerles notar
los pasos que hay que seguir: escribir la matriz ampliada, hacer ceros por debajo de la
diagonal mediante transformaciones elementales, escribir el sistema equivalente
escalonado, resolverlo y encontrar la solucion. (85-134)

Decidir aclararles por qué a un sistema se le llama sistema equivalente (porque tienen la
misma solucién) cuando pronuncia “sistema equivalente”, al estar explicando en qué
consiste el método de Gauss. (109-114)

Usar la analogia entre un sistema de ecuaciones y fracciones para explicar el
significado de equivalentes: Los sistemas son equivalentes porque tienen la misma
solucion y las fracciones por que al hacer la division de cada fraccion da el mismo
resultado. (115-131)

Tratar de hacerles ver que el valor de las tres incognitas forman una sola solucion. (137-
148)

Retomar la pregunta que les habia hecho antes (;Existe siempre solucion? -para un
sistema de ecuaciones lineales), al principio del repaso, para continuar con la
introduccion para presentar luego la clasificacion, es decir, empieza haciéndoles notar
que no siempre existe solucion al sistema. (149-150)

Escuchar y contestar la respuesta de E7, pero luego orientar el contenido a su objetivo.
(159-166)

Habilidad para no desviarse y continuar con la orientaciébn que tenia pensada para
alcanzar su objetivo (dar una introduccion para luego clasificar los sistemas). (159-166)
En este caso, Emi pregunta: ;Puede salir mas de una solucion en un sistema? Y E7
contesta que eso puede darse en las ecuaciones de segundo grado, cosa que es correcta
pero que no es lo que interesa ahora para el objetivo de Emi, pues ella lo que deseaba
escuchar es que un sistema de ecuaciones lineales puede tener infinitas soluciones, por
tanto, les comenta que la respuesta de E7 es correcta y orienta el discurso a su objetivo,
es decir, les comenta que cuando hablamos de ecuaciones lineales, puede darse el caso
¥ que hasta ahora no os ha salido, de que haya mas de una solucion, en realidad puede
ser que haya infinitas soluciones. (159-166)

Evento de Término: Emi termina el repaso y comenzara la clasificacion de sistemas.

[8.3] Presentacion (representacion) de la caracterizacion de un Sistema
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Compatible Determinado (SCD), Sistema Compatible Indeterminado (SCI) y
Sistema Incompatible (SI) en un esquema. (171-381)

Objetivo general: Presentar (representar) en un esquema la caracterizacion de un
Sistema Compatible Determinado (SCD), Sistema Compatible Indeterminado (SCI) y
Sistema Incompatible (SI).

Evento desencadenante: Empezar a escribir la clasificacion de sistemas de ecuaciones
lineales.

[A, 8.3] Emi explica en la pizarra la clasificaciéon de los sistemas de ecuaciones
lineales.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber como se representaria un sistema escalonado en matrices para identificar qué tipo
de sistema es. (306-356)

CC-En
Proponer (inventarse) un ejemplo de SCD escalonado y mediante preguntas a los
estudiantes obtiene con ayuda de E2, el valor de las incognitas x, y, z. (198-221)

Proponer (inventarse) un ejemplo de SCI escalonado y mediante preguntas a los
estudiantes trata de hacerles notar que la z va tomando varios valores y por lo tanto
también la y y la x, para que vean que el sistema tiene infinitas soluciones. (222-245)

Emi al no contestarle los estudiantes cudnto vale y de la segunda ecuacion y+z=2 si
z=A, Emi “Transfiere y traduce” a lenguaje comun, en una forma mas detallada (Emi: 4
ver hemos dicho que z puede tener cualquier valor ;no?, le podemos dar cualquier
valor que queramos a z, ya que en la ultima ecuacion no me sale un valor determinado
para z, entonces si despejamos y de la segunda ecuacion y z vale 4, ;jqué nos queda?
E3: 2-1), para explicarles lo que les acaba de preguntar, y de esa forma si obtiene la
respuesta correcta por parte de E3. (246-257)

Explicar para todos de una manera mas explicita como se obtuvo el valor de la y (Emi:
;Como despejar de aqui la y? —Emi senala la segunda ecuacion- Si tienes que y+z=2,
entonces y=2-z y si z vale A, pues entonces y vale 2-1). (258-260)

Explicarles como obtener el valor de la x y después Emi explica nuevamente, pero de
manera mas detallada, como se obtiene el valor de la x y posteriormente hace los
calculos para hacerles ver que x=1. (261-271)

Hacerles notar la forma de la solucion del SCI [(x=1, y=2-A, z=L)]. (271-272)

Cerrar el ejemplo retomando la solucién del sistema y remarcando el papel del
parametro A en un SCI (Emi: Como A no tiene un valor determinado, y puede ser
cualquiera —pues y=2-A, este sistema tiene infinitas soluciones y es por lo tanto un
SCI). (271-275)
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Tratar de enfatizar lo que pasa en la tercera ecuacion del ejemplo de sistema escalonado
que ella les propuesto (El sistema que Emi les propone es x+y+z=3, y+z=1, 0=1).
Mediante preguntas a los estudiantes los guia para que observen, en particular, lo que
pasa en la tercera ecuacion del sistema escalonado en un SI, para que noten que el
sistema no tiene solucion. (279-296)

Después de ver un ejemplo de sistema escalonado para cada tipo de sistemas, Emi les
remarca que en un sistema escalonado la tercera ecuacion indica de qué tipo es el
sistema (si es SCD, SCI 6 SI). (297-306)

Escribir la matriz de un SCD ya escalonado usando un esquema grafico y representarlo.
Diferencia la parte de los coeficientes de la parte de los términos independientes, los
coeficientes los representa con circulito y a los términos independientes con un cuadro,
® ® @

® @
0 0 @

quedando de la siguiente manera

Emi escribe eso a través de preguntas a los estudiantes que muchas de las veces ella
misma se contesta. (310-332)

Escribir la matriz de un SCI ya escalonado, usando el siguiente esquema grafico para
® ® @
0
0

representarlo
0 ® ®
0 0 0
Emi va haciendo preguntas para que los estudiantes se fijen en los elementos que
quedan en la tltima fila al escalonar un sistema que es SCI. (333-345)

“Revoicing” la respuesta de E2 respecto a como quedo la ultima fila de la matriz en el
sistema escalonado (Emi: Para que nos quede la ultima ecuacion 0=0, significa que los
elementos de la ultima fila son todos 0, tanto para los coeficientes como para el
término independiente) de un SCI. (341-345)

Escribir la matriz de un SI ya escalonado, usando el siguiente esquema geométrico para

® ® @
0
O

representarlo
0 ® ®
0 0 0
Emi va escribiendo la matriz con ayuda de los estudiantes a través de preguntas a los
estudiantes. (346-356)

Aceptar la respuesta de E2 y la completarla, con ello termina de representar el esquema
grafico (todos los elementos de la tercera fila son cero excepto el término independiente
que es un numero distinto de cero). (352-356)

Emi a través de una comparaciéon entre las distintas matrices que denotd con la
representacion grafica para cada sistema anteriormente, trata de hacerles notar/remarcar
en qué se tienen que fijar cuando obtengan el sistema escalonado en una matriz
ampliada para distinguir un SCD, un SCI y un SI, es decir, que en particular, deben
fijarse en la tercera fila del sistema escalonado. (357-381)

Evento de Término: Emi termind de representar a través de un esquema geométrico la
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matriz escalonada para cada tipo de sistema.

[8.4] Clasificacion de un sistema a partir del rango del sistema escalonado con el
método de reduccion de Gauss. (382-533)

Objetivo general: Clasificar un sistema a partir del rango del sistema escalonado con
el método de reduccion de Gauss.

Evento desencadenante: Empezar a estudiar el rango de la matriz de coeficientes y de
la matriz ampliada del sistema escalonado con el método de reduccion de Gauss.

[A, 8.4] Emi explica en la pizarra la clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales
a partir del rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada, luego empieza a
hacer un ejemplo que aparece en el libro de texto, que consiste en clasificar el sistema y
en su caso resolverlo, la clase se termina y sélo se queda indicada la matriz ampliada.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber lo que es el rango de una matriz (Emi: £/ rango es el numero de filas linealmente
independientes). (384-386)

Saber como se obtiene el rango de una matriz y el valor del rango de la matriz de
coeficientes ya escalonada, para cada tipo de sistema. (387-397)

Saber “las propiedades de sistemas”, es decir, saber el teorema de Rouché-Frobenius.
(434-466)

Escribir correctamente el sistema en forma matricial y la matriz ampliada. (496-511)

CC-En
Hacerles notar el valor del rango de la matriz ampliada ya escalonada, para cada tipo de
sistema. (398-414)

Hacerles notar cuanto vale el rango de la matriz de coeficientes ya escalonada para cada
tipo de sistema. (382-397)

Hacerles notar cuanto vale el rango de la matriz ampliada ya escalonada para cada tipo
de sistema. (398-414)

Con lo anterior, hace una comparacion entre el rango de la matriz de coeficientes y el
de la ampliada para deducir el teorema de Rouché-Frobenius que Emi le llama
“propiedades de sistemas”. (415-466)

Comentarles la utilidad de “las propiedades de sistemas”, es decir, del teorema de
Rouché-Frobenius (al escalonar la matriz podran decir qué tipo de sistema es y por
tanto saber cudntas soluciones tiene el sistema). (467-475)

Remarcarles la estrategia para poder clasificar un sistema (Emi: ...planteamos las
ecuaciones del problema, pondremos el sistema en forma matricial, aplicaremos las
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transformaciones elementales sobre la matriz ampliada, para conseguir un sistema

escalonado y sobre el sistema escalonado hallamos las soluciones y ya vemos de qué
tipo es, ;de acuerdo?). (476-480)

Decidir empezar con este ejemplo en el tema de clasificar el sistema y en su caso
resolverlo, Emi usa un ejemplo para clasificar qué tipo de sistema es pero suena el
timbre y ya no lo terminan, solo deja indicada la matriz ampliada y les comenta la
estrategia a seguir, les deja de tarea terminarlo, hacer transformaciones elementales
para escalonarlo y decir qué tipo de sistema es y si es posible hallar la solucion. (481-
533)

Comentarles parte de la estrategia a seguir en el ejemplo: localizar la diagonal principal
y luego hacer ceros por debajo de la diagonal. Ese ejemplo ya no lo terminaron de hacer
porque se termind la clase pero Emi quiere que los estudiantes intenten terminarlo en
casa. (522-525)

Saber qué dejarles de deberes: terminar el ejemplo que estaba haciendo ella en la
pizarra. (529-533)

Evento de Término: Se termind la clase y no se termind de hacer el ejemplo, sélo
quedd indicada la matriz ampliada, es decir, falté escalonar el sistema, estudiar el
rango, clasificar el sistema y en su caso resolverlo.

Andlisis de la clase 11 de Emi

[11.1] Presentacion de la estructura de solucion de un problema de programacion
lineal (PL) mediante un ejemplo. (2-428)

Objetivo general: Presentar la estructura de solucion de un problema de PL mediante
un ejemplo resuelto del libro de texto.

Evento desencadenante: Iniciar la clase presentando el tema de PL.

[A, 11.1] Emi explica en la pizarra un ejemplo resuelto de PL del libro de texto.

[11.1.1] Presentacion de la introduccién al tema de PL. (2-51)

Objetivo particular: Presentar la introduccion al tema de PL y leer el enunciado del ejemplo (problema
de transporte de PL).

[A, 11.1.1] Emi justifica a los estudiantes que usara el libro de texto para los problemas que haran en
este tema de PL (pues en temas anteriores Emi abordaba problemas/ejercicios/ejemplos de varias
fuentes, no so6lo del libro de texto). Les comenta que tomo esa medida considerando las necesidades de
E9 (estudiante con deficiencia visual), dado que en estos problemas de PL habra dibujos y graficas y E9
tiene ese libro en Braille, es decir, que de esa forma E9 contaria con ese apoyo.

Conocimientos en accién:

CC-Es
Prever que los estudiantes pueden tener la imagen de que los problemas de PL son muy dificiles. (2-11)
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Saber las necesidades de los estudiantes sobre ese contenido matematico. En este caso Emi prevé que a
E9 por su deficiencia visual le costara mucho trabajo visualizar y entender los problemas de PL, debido a
que habra dibujos y graficas y que por tanto, E9 necesita un apoyo para entender la explicacion, por lo
cual Emi tomara como recurso el libro de texto pues E9 tiene ese apoyo en Braille. (12-28)

Prever que los estudiantes entenderan “mejor” en qué consiste el problema de transporte si se los dice en
lenguaje comiin, lenguaje mas familiar a los estudiantes. (30-40)

CC-En
Hacerles notar que aunque veran una variedad de problemas en cada uno se trataran varios aspectos, pero
en cuanto al planteamiento y la solucién hay similitudes entre ellos. (2-11)

Comentarles a los estudiantes en qué consiste el problema en lenguaje comin, mas familiar a los
estudiantes. (30-40)

[11.1.2] Presentacién de la primera parte (datos, variables, tabla de distribucion y funcién
objetivo) de la estructura de solucién de un problema de programacién lineal (PL) mediante un
ejemplo. (52-275)

Obijetivo particular: Presentar la primera parte (datos, variables, tabla de distribucion y funcion
objetivo) de la estructura de solucidén de un problema de programacion lineal (PL) mediante un ejemplo
del libro de texto.

Evento desencadenante: Iniciar primera parte (datos, variables, tabla de distribucion y funcion
objetivo) de la estructura de solucion de un problema de programacion lineal.

[A, 11.1.2] Emi explica en la pizarra la primera parte (datos, variables, tabla de distribucion y funcion
objetivo) del ejemplo resuelto de PL del libro de texto.

Conocimientos en accion:
CCC
Simplificar las sumas y restas de términos semejantes (Emi sélo anota los resultados). (264-267)

CEC

Saber que al definir las variables en un problema, el error de los estudiantes puede
provenir del hecho de definir més de dos variables. En este caso, aunque en el
problema se pudieran definir seis variables, el hecho de haber unas condiciones de
demanda y de produccion hace que el problema se pueda resolver con dos variables. Es
al profesor al que interesa que los estudiantes se centren en resolver este tipo de
problemas de PL centrados en dos variables, mas que los estudiantes divaguen en
definir 6 variables y no logren resolver el problema. (146-153)

CC-Es
Prever que se les pudiera ocurrir a los estudiantes esa respuesta intuitiva (que todos los refrescos salgan
del supermercado mas cercano para que sea mas barato) para resolver el problema. (112-132)

Prever que a alglin estudiante se le puede ocurrir utilizar seis variables para resolver el problema, lo cual
no es factible en este problema que se resuelve con dos variables. (135-153)

Prever que si agrega en la tabla de distribucion otra fila y otra columna los estudiantes visualizaran
“mejor” la informacion y podran completar la tabla de distribucion. (175-187)

CC-En
Remarcarles la importancia (para tener claros los datos del problema) de escribir los datos en una tabla

como parte fundamental al comienzo del planteamiento. (52-63)

Comentarles que los puntos de distribucion normalmente son los supermercados, para que se
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familiaricen con el lenguaje de los problemas para escribir la tabla. (66)

Remarcarles que es importante leer el enunciado del problema un par de veces y entender los datos del
problema, antes de hacer otra cosa. Saber que un primer paso para resolver el problema es tener bien
claros los datos, es decir, entender de lo que trata el problema y una vez que tengan ese entendimiento,
luego intenten avanzar en las siguientes etapas de solucion, es decir, resolver el problema. (86-89)

Hacerles notar que se puede leer “entre lineas” en los datos del problema, es decir, que aunque no se diga
en el problema que tan lejos estén las fabricas de refresco de los supermercados, se puede saber cual
supermercado esta mas cerca de cada fabrica si se fijan en el coste, pues depende de la distancia es el
coste de transporte. (101-111)

Presentarles una respuesta intuitiva que pudieran dar los estudiantes al problema (que todos los refrescos
salgan del supermercado mas cercano para que sea mas barato) y comentarles que al dar esa respuesta
puede haber varios riesgos: 1. Que la produccién no fuese suficiente. 2. Que no se satisficiese la
demanda. (112-132)

Remarcarles nuevamente que al solucionar un problema de PL es muy importante entender y mostrar los
datos del problema. (133-134)

Hacerles notar lo que representa la tabla de distribucion (el nimero de cajas que salen de cada fabrica a
cada supermercado). (156-157)

Agregar en la tabla de distribucion otra fila y otra columna para que esa presentacion de la informacion
ayude a los estudiantes a visualizar la informacion y completar la tabla de distribucion en términos de las
variables x, y. (175-187)

Complementar la informacion de la tabla de distribucion, a través de preguntas a los estudiantes (que se
responden comparando la produccion y la demanda con las variables definidas x, y). (198-221)

Hacerles notar que s6lo con dos variables han conseguido obtener la tabla de distribucién y no con seis
(lo cual complicaria la resolucién). (222-226)

Completar la respuesta de E2 y orientarla a la presentacion del contenido (E2 responde que el objetivo en
este problema es encontrar el numero de cajas que deben enviarse, Emi completa esa respuesta
comentando que el nimero de cajas que deben enviarse pero al menor coste posible). (232-233)

Remarcarles lo que han hecho hasta el momento, es decir, los sitia para luego avanzar en la presentacion
del contenido (les hace notar que en la expresion de la funcion objetivo tienen lo correspondiente a la
fabrica A y que falta considerar lo de la fabrica B). (252-255)

Aclararles (sin que los estudiantes se lo pregunten) porque z se llama funcion objetivo (porque z es la
funcion coste del transporte, funcion que depende de las variables x, y; objetivo porque lo que se quiere
en el problema es conseguir que ese valor de la z sea minimo). (269-274)

Evento de Término: Emi terminé de presentar la primera parte (datos, variables, tabla de distribucion y
funcioén objetivo) de la estructura general de la “solucion” del ejemplo del libro de texto (un problema de
transporte de PL).

[11.1.3] Presentaciéon de la segunda parte (restricciones y region factible) de la estructura de
solucion de un problema de programacién lineal (PL) mediante un ejemplo. (276-400)

Obijetivo particular: Presentar la segunda parte (restricciones y region factible) de la estructura de
solucion de un problema de programacion lineal (PL) mediante un ejemplo del libro de texto.

Evento desencadenante: Iniciar segunda parte (restricciones y region factible) de la estructura de
solucién de un problema de programacion lineal.

[A, 11.1.3] Emi explica en la pizarra la segunda parte (restricciones y region factible) del ejemplo
resuelto de PL del libro de texto.
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Conocimientos en accién:

CcCcC
Saber transformar las desigualdades para dejar las incognitas de lado izquierdo. (316-360)

CEC

Saber que al hacer operaciones con desigualdades el error de los estudiantes puede
provenir de la extension de las propiedades para las igualdades a las propiedades de las
desigualdades y no tener en cuenta que en una desigualdad cuando se multiplica o se
divide por un nimero negativo, cambia de signo la desigualdad. (325-330)

CC-Es

Prever que si les comenta a los estudiantes esa analogia en el proceso de despeje de variables en
igualdades y desigualdades, los estudiantes pueden entender “mejor” o hacerse una mejor idea de lo que
quiere que hagan en las desigualdades (las variables a la izquierda y los términos independientes a la
derecha. (304-314)

Prever que los estudiantes no distingan la diferencia entre las desigualdades y las igualdades (que en las
desigualdades hay ciertas operaciones que transforman la desigualdad y cambian el sentido de la
desigualdad). (319-323)

CC-En
Aclararles (sin que ellos se lo pregunten) a que se le llama restricciones (a las condiciones que se dan en
el problema). (280-282)

Aclararles que en los problemas de transporte, a diferencia de otros problemas de PL hay que definir las
condiciones (restricciones) pues en otros problemas las restricciones las indica el mismo enunciado.
(300-302)

Comentarles la analogia en el proceso de despeje de variables en igualdades y desigualdades (las
variables a la izquierda y los términos independientes a la derecha). (304-314)

Hacer notar a los estudiantes lo que pasa en una desigualdad cuando se multiplica o se divide por un
nimero negativo (cambia de signo la desigualdad). (325-330)

Decidir hacer este problema de transporte como primer ejemplo del tema de PL (un ejemplo resuelto del
libro de texto). (29-428)

Decidir ir transformando las desigualdades en el primer ejemplo visto del nuevo tema (PL). (316-360)
Cerrar lo de las desigualdades, remarcandoles el conjunto de desigualdades que han obtenido. (361-362)

Cerrar lo que han hecho hasta el momento, es decir, recapitula lo que se ha hecho (datos, variables, tabla
de distribucion, funcion objetivo y restricciones) para luego comentarles lo que falta por hacer (region
factible y encontrar el minimo analiticamente). (370-428)

Decidir no resolver el sistema en ese momento, porque lo que quiere es mostrarles el aspecto de un
problema de PL, es decir, la estructura de solucion del problema y que los estudiantes se hagan una
imagen concreta de dicha estructura. Por ello va a suponer que han resuelto las desigualdades para
alcanzar a explicarles grosso modo lo que falta (region factible y encontrar el minimo analiticamente).
(377-385)

Resaltarles algunas caracteristicas de la region factible que usara luego: region cerrada, vértices y
frontera. (390-395)

Evento de Término: Emi termin6 de presentar la segunda parte (restricciones y region factible) de la
estructura general de la “solucion” del ejemplo del libro de texto (un problema de transporte de PL).

[11.1.4] Presentacion de la tercera parte (encontrar analiticamente el minimo de la funcién
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objetivo) de la estructura de solucién de un problema de programacion lineal (PL) mediante un
ejemplo. (401-428)

Objetivo particular: Presentar la tercera parte (encontrar analiticamente el minimo de la funcién
objetivo) de la estructura de solucion de un problema de programacion lineal (PL) mediante un ejemplo
del libro de texto.

Evento desencadenante: Iniciar a explicar la tercera parte (encontrar analiticamente el minimo de la
funcion objetivo) de la estructura de solucion de un problema de programacién lineal.

[A, 11.1.4] Emi explica en la pizarra la tercera parte (encontrar analiticamente el minimo de la funciéon
objetivo) del ejemplo resuelto de PL del libro de texto.

Conocimientos en accién:

CcCcC
Saber lo que es la region factible (region formada por vértices, si es acotada entonces el problema tiene
solucién y si es abierta entonces el problema no tiene solucion). (413-417)

CC-En

Hacer notar a los estudiantes la estrategia final para encontrar analiticamente el minimo, calculando el
valor de z en cada uno de los vértices y comparar sus valores, después de escuchar el timbre que indica
que la clase ha terminado y tratando de cumplir su objetivo. (425-428)

Saber qué y hasta donde dejarles de deberes (s6lo reproducir lo que han hecho en esta clase, con otro
problema del libro de texto). (429-439)

Evento de Término: Emi terminé de presentar la tercera parte (encontrar analiticamente el minimo de la
funcion objetivo) de la estructura general de la “solucion” del ejemplo del libro de texto (un problema de
transporte de PL).

Evento de Término: Se termind la clase, Emi terminé de ver la estructura general de
la “solucion” del ejemplo del libro de texto, un problema de transporte de PL.

Andlisis de la clase 13 de Emi

[13.1] Revision de ejercicios para lograr que los estudiantes sepan plantear
problemas de programacion lineal siguiendo las diferentes etapas (en el orden que
Emi les indico en clases anteriores) para ello. (1-186)

Objetivo general: Revisar los ejercicios que dejo de deberes en los que pretende que
los estudiantes sepan plantear problemas de programacion lineal siguiendo las
diferentes etapas (en el orden que Emi les indicd en clases anteriores) para ello.

Evento desencadenante: Inicia la revision del primer ejercicio que quedo de tarea (el
planteamiento de un problema de PL).

[A, 13.1] Emi pasa a la pizarra a E1 (que fue la que hizo sus deberes) para que explique
coémo planteo el problema, luego Emi termina de hacer el planteamiento al ver que E1
no lo hizo correctamente.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber que entre las restricciones se pueden juntar algunas inecuaciones, lo cual es
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valido matematicamente pero que ahora es mejor dejarlas por separado, tal y como las
han escrito, para resolver el problema (por ejemplo, saber que x>0, x<100 se puede
escribir como 0<x<100 pero que es mejor dejarlas como x>0, x<100 para solucionar el
problema). (154-162)

CEC

Saber que al escribir matematicamente, el error de los estudiantes puede provenir de
que no saben escribir correctamente lo que estan pensando, es decir, que para resolver
los problemas propuestos, no basta con pensar sino que ademas hay que saber escribir
correctamente ese pensamiento matematico. (45-46)

CC-Es

Prever que los estudiantes entenderan “mejor” el problema al “traducirles” en lenguaje
comun, “lo que dice” el problema, es decir, desmenuzarles los datos del problema en
lenguaje mas familiar a los estudiantes. (23-31)

Prever que los estudiantes divaguen en definir mas de dos variables. (37-40)

Prever que los estudiantes se pueden quedar con la imagen de que siempre las tablas de
distribucion deben ser grandes y por eso les aclara que no siempre tiene porque ser asi.
(112-113)

CC-En
Remarcarles lo que han hecho hasta el momento y qué es lo que sigue (que solo han
escrito los datos del problema y lo que sigue es definir las variables). (33-36)

Remarcarles nuevamente que el problema se resuelve definiendo sélo dos variables
(para evitar que los estudiantes divaguen en definir mas de dos variables). (37-40)

Hacerles notar la importancia de escribir adecuadamente el pensamiento matematico,
es decir, no s6lo pensarlo sino también escribirlo (ese es un aspecto importante en
matematicas), en este caso, saber definir adecuadamente las 2 variables para resolver el
problema propuesto. (45-46)

Emi aprovecha que no estan bien definidas las variables que ha escrito E1 en la pizarra,
para hacerles notar que deben definirlas correctamente, dar el significado exacto de
cada una de las variables. (45-52)

Emi trata de remarcarles que (54-65):

1. Se trata de un problema cuyo objetivo es diferente a los anteriores (antes se buscaba
el minimo y ahora el maximo).

2. Independientemente de que la funcién objetivo consista en buscar el maximo o el
minimo, el procedimiento para resolver el problema es el mismo.

3. La facilidad de identificar la funcién objetivo (donde diga méximo o donde diga el
minimo en el problema).

Remarcarles cada una de las etapas para resolver problemas, hasta las restricciones,
pero sobre todo hacerles hincapié en que deben seguir el orden que ella les dio. (76-80)

Aclararles lo que E1 ha anotado en la tabla de distribucion y aprovechar eso para
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decirles lo que es correcto, lo que no es necesario y/o que esté incorrecto de la tabla de
distribucion propuesta por E1. (81-110)

Comentarles sobre una columna que E1 habia escrito y que no es necesaria en la tabla
de distribucion, es decir, corrige lo que hizo E1 en la pizarra. (115-118)

Aprovechar la respuesta de E3 para corregir a E1, para hacerle notar que en la primera
restriccion es x>0 y no x>1, ademas de que y>0. (131-140)

Tratar de explicarle a E1 porque x>0 y no x>1. (141-144)

Tratar de explicarle a E1 su fallo en el planteamiento y aprovecha para destacarles el
hecho de que deben saber distinguir los datos que van en cada una de las etapas y no
forzar los datos para ponerlos todos en una etapa, por ejemplo no anotar datos en la
tabla de distribucion que no sean necesarios. (172-183)

Cerrar el ejemplo diciéndoles las etapas que conforman el planteamiento del problema
y comentandoles que ya solo les faltaria hacer la resolucion del problema para
terminarlo completamente. (184-186)

CcC
Saber los contenidos que vienen en el libro de texto. (15-22)

CPG
Tomar en cuenta a El porque ella hizo este ejercicio (fue la unica que hizo sus
deberes). (152-153)

Evento de Término: Emi termino de revisar el primer problema de los deberes (solo el
planteamiento).

[13.2] Revisidn de otro ejercicio para lograr que los estudiantes sepan plantear
problemas de programacion lineal siguiendo las diferentes etapas (en el orden que
Emi les indico en clases anteriores) para ello. (187-428)

Objetivo general: Revisar otro de los ejercicio que dejo de deberes en los que pretende
que los estudiantes sepan plantear problemas de programacion lineal siguiendo las

diferentes etapas (en el orden que Emi les indico en clases anteriores) para ello.

Evento desencadenante: Inicia la revision del segundo ejercicio que quedo de tarea
(s6lo hasta el planteamiento de un problema de programacion lineal).

[A, 13.2] Emi invita a los estudiantes a pasar a la pizarra, nadie pasa y entonces Emi les
da unos minutos (cerca de 5 minutos) para que cada estudiante intente hacer el
planteamiento del problema, pero Emi se desespera y ella lo hace en la pizarra.
Conocimientos en accion:

CCC

Saber la analogia entre el problema equivalente anterior y el que estd presentando, por
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ser los dos problemas de transporte en PL y que de esa forma se guien los estudiantes
en el procedimiento y solucion que tienen del anterior para resolver este. (249-270)

Saber que no es lo mismo 8000-(x+y) que (x+y)-8000 y que de acuerdo al problema
debe ser 8000-(x+y). (379-381)

Saber que hay que simplificar la expresion matematica extensa que han obtenido de la
funcién objetivo. (415-417)

CEC

Saber que el rol de “definir bien las variables” es muy importante para resolver
problemas de programacion lineal porque parte del éxito o fracaso en la solucion el
problema depende en como son definidas las variables. Esto es, el conocimiento

matematico que viene de la reflexion que tiene el profesor a cerca de la importancia de
definir bien las variables. (387-391)

CC-Es
Prever que los estudiantes no vean que este problema es equivalente a otro problema de
transporte que habian hecho anteriormente. (249-252)

Prever que E9 puede necesitar ayuda y acude a ella para ayudarle a identificar los datos
del problema en su libro de Braille. (318-319)

Interpretar el pensamiento matematico de E7, al aclararle que no estan anotando en la
tabla de distribucion el coste del transporte sino sélo el transporte, el movimiento que
hay de unos sitios a otros. (321-324)

CC-En

Hacerles preguntas para que identifiquen el tipo de problema del que se trata, pues si
identifican de qué tipo es, entonces tienen una idea de como se resuelve por ser un
problema equivalente. (202)

Pregunta-respuesta de ella misma para ir escribiendo los datos del problema en la
pizarra. (214-219). Preguntas a los estudiantes para ir anotando ella la tabla de
distribucion en la pizarra. (221-237)

Hacerles notar lo que tienen (los datos y la tabla de distribucion) y qué es lo que tienen
que determinar en el problema (las variables), es decir, que los estudiantes vayan
pensando como definir las variables en este problema. (239-246)

Hacerles notar que este problema es equivalente a otro que ya habian resuelto, aunque
los estudiantes aparentemente no lo vean tan equivalente al otro, es decir, hacerles una
analogia entre este problema y uno que ya habian hecho antes y comparar los datos de
ambos problemas, de tal forma que esa comparacion les sirva para ir resolviendo este
problema de PL. (249-270)

Hacerles notar una pequefia diferencia entre los dos problemas equivalentes, para que
los estudiantes se fijen que de Brujas sélo salen lotes de mantenimiento y de Munich
lotes de choque. (271-282)
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Hacerles notar que sélo ocupan de dos variables para resolver el problema, es decir,
que en este caso, daria igual que escojan una ciudad a que escojan otra dado que las
otras ciudades quedarian en relacion a esas. (296-297)

Hacerles preguntas a los estudiantes para ir anotando ella la tabla de distribucion en la
pizarra. (303-386)

Aclararle a E7 que no estan anotando en la tabla de distribucion el coste del transporte
sino solo el transporte, el movimiento que hay de unos sitios a otros. (321-324)

Aprovechar la discusion que se presenta con la intervencion de los estudiantes para
hacerles notar que no estan bien definidas las variables. (339-341)

Intentar hacer pensar a E15 sobre las consecuencias que pudieran existir si se definen
las variables (incorrectas) como €l propone. (347-352)

Evocar un ejemplo equivalente anterior. Emi vuelve a remarcarles que se fijen en el
problema que han estado comparando con este y vean como estd escrita la tabla de
distribucion. Emi ve que en ese momento los estudiantes se sienten
desubicados/desorientados para saber definir las variables y por ello les recomienda
fijarse en la tabla de distribucién del problema que han estado comparando, de esa
forma E2 logra definir adecuadamente las variables. Finalmente Emi les remarca que
estan bien definidas las variables que ha propuesto E2. (353-359)

Remarcarles la importancia de definir bien las variables, hacerles notar que
normalmente todos los problemas de transporte se resuelven de forma similar y eso les
puede servir para que se fijen como se definen las variables en este tipo de problemas
de PL. (387-391)

Saber qué ejercicios dejarles de deberes. (426-428)

Evento de Término: Se termind la clase.

IV.1.3.2. Modelacién del proceso de ensefianza de la profesora Aly

Analisis de la clase 4 de Aly

[4.1] Revision de dos ejercicios que dejo de deberes la clase anterior. (6-138)

Objetivo general: Corregir los ejercicios 3 y 5 de la pagina 60 del libro de texto
referentes a ecuaciones con matrices.

Evento desencadenante: Iniciar la clase revisando dos ejercicios sobre ecuaciones
matriciales que habian quedado de deberes.

[A, 4.1] Aly pasa a la pizarra a dos estudiantes para que hagan cada uno de los dos
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ejercicios que les habia dejado de deberes la clase anterior.
Conocimientos en accion:

CCC

Saber aplicar las propiedades de campo al despejar la X, es decir, saber que 3X-
2A+2A=5B+2A luego 3X=5B+2A y que se pueden multiplicar por el escalar 1/3 y
entonces X=(5B+2A)/3. (61-67); (77-79)

Saber hacer operaciones basicas con matrices (suma, division/multiplicaciéon por un
escalar). (80-87)

CEC

Saber que al aplicar la propiedad conmutativa en el producto de matrices, el error de
los estudiantes puede provenir de la extension de la propiedad conmutativa del
producto en los nimeros reales al producto en matrices. Aly usa este saber para alertar
a los estudiantes de la no conmutatividad en el producto de matrices. (118-123)

CC-Es

Prever que los estudiantes pueden pensar que la forma en que ella resuelve el ejercicio
es mas facil que la que usé E2 6 viceversa. El ejercicio consiste en hallar los valores de
la matriz X, sabiendo que 3X-2A=5B y dando los valores de la matriz A y B. (70)

CC-En
“Traducir” a los estudiantes lo que estd haciendo E2, es decir, como lo est4 resolviendo
E2. (35-39)

Remarcarles que la dificultad es la misma en la forma que lo hace E2 y en la forma que
lo ha hecho ella. (70)

Hacerles notar que el resultado es el mismo haciendo el ejercicio de la forma que lo
hizo E2 y de la forma que lo hizo ella y remarcarles que lo importante es saber hacer el
ejercicio. (88-90)

Evento de Término: Terminaron de revisar los 2 ejercicios que habia dejado de
deberes la clase anterior.

[4.2] Presentacion del primer método para calcular la matriz inversa. (139-362)

Objetivo general: Presentar a los estudiantes el primer método para calcular la matriz
inversa (AA"'=I), a través de un ejemplo que viene resuelto (desarrollado) en el libro
de texto.

Evento desencadenante: La presentacion de dos métodos para calcular la matriz
inversa de una matriz.

[A, 4.2] Aly explica el primer método para calcular la inversa de una matriz
apoyandose de un ejemplo resuelto que viene en el libro de texto.
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Conocimientos en accion:

CCC
Saber las propiedades del producto de matrices (asociativa y matriz identidad). (176-
191)

Saber que no siempre existe la matriz inversa, es decir, que no todas las matrices, a
pesar de ser cuadradas, tienen inversa. (201-202); (218-219)

Saber que A por A inversa es igual a la matriz identidad (AA'=I) y usar esa
caracterizacion como primer método para encontrar A inversa. (222-362)

Saber hacer la comprobacion, una vez que se obtiene la matriz inversa de A, comprobar
ese resultado. (319-342)

CEC

Saber que al aplicar la propiedad conmutativa y el elemento identidad en el producto de
matrices, el error de los estudiantes puede provenir de la extension de la propiedad
conmutativa y elemento identidad del producto en los numeros reales al producto en
matrices. Aly sabe que el producto de matrices no es conmutativo y que el elemento
identidad en el producto de matrices no existe para matrices de cualquier orden sino
solo para matrices cuadradas. (178-181); (187-191)

CC-Es

Prever que los estudiantes pueden pensar que el elemento identidad en el producto de
matrices existe para una matriz de cualquier orden (pero solo existe para matrices
cuadradas). (187-191)

Prever que los estudiantes pueden resolver facilmente 2 sistemas de 2 ecuaciones con 2
incognitas y sin escribir el procedimiento, Aly s6lo anota los valores resultantes de las
incdgnitas, cuyos valores representan la matriz inversa en el ejemplo. (299-305)

Prever que los estudiantes pueden equivocarse al colocar los valores resultantes de las
incognitas, es decir, que tal vez no tengan cuidado al acomodarlos adecuadamente en la
posicion inicial, en su posicidon propuesta al plantear con esas incognitas los elementos
de la matriz inversa. (306-308)

CC-En

Antes de empezar a explicar el primer método para calcular la matriz inversa, Aly les
enuncia lo que han visto (propiedades de la suma, de un producto por un nimero,
propiedades del producto) para aterrizar en que la que les faltaba ver es la matriz
inversa. Primero da un repaso de lo visto en dias anteriores (las propiedades de las
matrices que habian visto) para aterrizar en que, lo que les falta ver es la matriz inversa.

(139-152)

(Utilidad) Anunciarles que veran dos métodos para calcular la inversa pero luego dara
otro que sera el que usaran mas. (164-173)

Aly nuevamente repasa las propiedades pero en particular las del producto de matrices
hasta aterrizar en el tema que le interesa dar hoy, la matriz inversa. (174-191)
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Al abordar las propiedades del producto de matrices, Aly va resaltando los aspectos
mas importantes de 2 propiedades:
1. Que en el producto de matrices AB es distinto de BA (178-181)
2. Que el elemento neutro en el producto de matrices, es so6lo para matrices
cuadradas. (187-191)

Remarcarles que no siempre existe la matriz inversa, es decir, que no todas las
matrices, a pesar de ser cuadradas, tienen inversa. (201-203); (218-219)

Aly les plantea la cuestion de existencia de la matriz inversa para introducir el tema
(primer método para calcular la inversa). (194-209)

Aly decide presentarles el primer método para calcular la matriz inversa usando un
ejemplo que viene resuelto en el libro de texto. (206-209)

Hacerles notar que en matrices, en el caso concreto de AA'=A"A si se da la
conmutatividad. (221-228)

Comentarles la analogia del ejercicio a hacer con el ejercicio hecho anteriormente, es
decir, les comenta que este ejercicio es parecido a un ejercicio equivalente que hicieron
anteriormente. (231-232)

Ensefiando a hacer (ler. método) (240-291):
1. Anotar la condicion AA™'=I
Denotar como incégnitas a los elementos de la matriz A™
Verificar el orden de cada una de las matrices
Calcular AA™'=I
Plantear la estrategia para encontrar los valores de las incognitas de la matriz
inversa, es decir, resolver el sistema de ecuaciones que se obtienen y de ahi
encontrar los valores de A,

SNk we

Hacerles notar que se trata de 2 sistemas de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas, luego solo
anota los resultados porque quiere optimizar el tiempo y considera que lo pueden
resolver facilmente. (299-305)

Ensefiando a hacer: Aly les comenta lo que hay que hacer (AA™'=;?=I) para comprobar
el valor de la matriz inversa que acaban de encontrar usando el primer método y les
recomienda hacer dicha comprobacion si les queda tiempo en un examen. (317-318)

Remarcarles nuevamente la condicién que se debe cumplir para que A™' sea la inversa
de A (que AA'=I). (345-346)

CC
Saber que el método de Gauss-Jordan no es el mas rapido pero hay que verlo porque es
parte del curriculo. (216)

Evento de Término: Aly termin6 de presentar el primer método para calcular la
inversa.
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[4.3] Presentacion del segundo método para calcular la matriz inversa (Gauss-
Jordan). (363-572)

Objetivo general: Presentar a los estudiantes el segundo método para calcular la
inversa de una matriz (Gauss-Jordan).

Evento desencadenante: La presentacion del segundo método para calcular la matriz
inversa de una matriz (Gauss-Jordan).

[A, 4.3] Aly les suministra una fotocopia que ella les prepard para explicar el método
de Gauss-Jordan, en dicha fotocopia aparece una breve explicacion del método y tres
ejemplos resueltos considerando matrices de orden 3x3. Aly utiliza esa fotocopia para
ir explicando el método a través de un ejemplo. Para finalizar la presentacion de este
segundo método, concluye con un texto corto que aparece en el libro de texto, referente
al tema de matriz inversa.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber los cambios (un cambio puede tener una o mas transformaciones elementales)
que necesita realizar y sus respectivas transformaciones elementales para hallar la
matriz inversa, en si, saber el método de Gauss-Jordan. (422-512)

Saber que en la notacion de una transformacion elemental la primera fila que se denote
es la que sufre los cambios, por ejemplo en la transformacion F;-F;, la F; es la que se
modifica. (433)

Saber que dividir una fila de la matriz por 3 es lo mismo que multiplicarla por 1/3
(propiedad del producto de un escalar por una matriz). (527-528)

CC-Es

Prever que muchas de las veces al hacer la operacion 0-1, los estudiantes pueden
despistarse con ese cero y fallar en el resultado de la operacion, pues ven en una fila el
cero y en otra fila el 1 y saben que hay que restar 0 menos 1, pero al ver el cero pueden
despistarse y equivocarse en el resultado, escribir 1 en lugar de -1. (467-470)

Prever el error que pueden cometer los estudiantes, anticipa que al hacer ceros por
debajo y por encima de la diagonal, los estudiantes pueden retroceder en lo que ya se
tiene hecho, en lugar de avanzar. (492-498)

CC-En

Comentarles la utilidad de un contenido matematico abordado anteriormente, es decir,
evocarles ese contenido anterior para que se ubiquen y se hagan una idea de lo que se
va a hacer ahora. (348-351)

Ensefiando a hacer:
Descripcion del método (Gauss-Jordan). (374-512)
Para ello Aly se basa en lo que aparece en la fotocopia que ella les preparo.
1. Colocar la matriz A y al lado la matriz identidad.
2. Comentarles la estrategia a seguir para encontrar la inversa, es decir, hacer
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transformaciones elementales para hacer ceros en los elementos por debajo y
por encima de la diagonal de la matriz A y lograr hacer unos en la diagonal
principal.

3. Realizar los cambios y transformaciones elementales necesarias.

Remarcarles constantemente la estrategia para hallar la matriz inversa con el método de
Gauss-Jordan mientras va desarrollando el ejemplo, para que los estudiantes no se
pierdan cuando ella va haciendo las transformaciones elementales para conseguir la
matriz inversa. (382-393); (397-402)

Aly les da una breve descripcion de lo que veran en la fotocopia que ella les prepar6
para abordar la explicacion de este método. (410-414)

Explicarles porqué propone lo que propone en la primera transformacion elemental.
(424-428)

Remarcarles que en la primera transformaciéon F-F, la Fy, es decir, la primera fila que
se anote es la que sufre las modificaciones. (433)

Remarcarles que hay que hacer las transformaciones a la fila indicada de manera
completa, es decir, incluyendo a la fila correspondiente de la matriz identidad,
simultaneamente. (438-439)

Remarcarles lo que se ha hecho, en particular, lo que se ha conseguido con esa
transformacion elemental. (446-447)

Evocar que hacer transformaciones elementales es algo que ya han estado trabajando
anteriormente en clase, para que los estudiantes adquieran mayor seguridad al
desarrollar el método. (460); (489)

Situarlos, detenerse y hacerles ver que ya va quedando lo deseado (ceros por debajo y
por encima de la diagonal principal), ademas aprovecha para preguntarles como
conseguir el ultimo cero que falta hacer para terminar el ejemplo. (478-489)

Habilidad para plantearles una situacion hipotética para prevenirlos de error. En este
caso, suponer que hagan una transformacion elemental de manera incorrecta y que en
lugar de avanzar retrocedan al diagonalizar la matriz para calcular la matriz inversa.

(492-498)

Para concluir la aplicacion del método Aly vuelve a remarcarles de manera resumida lo
que se hizo en el ejemplo. (513-519)

Habilidad para plantearles una situacion hipotética, adelantandose a una situacion que
podrian tener los estudiantes en ejercicios posteriores, con el objetivo de que tengan
idea de lo que deben hacer ante una situacién similar a la que les plantea, Aly les
comenta el caso en el que en la diagonal principal obtuvieran 1, 3, 1 en lugar de 1, 1, 1;
y que en ese caso sOlo habria que multiplicar por 1/3 toda la fila en la que se encuentra

el 3. (520-533)

Remarcarles la parte final del segundo ejemplo resuelto en la fotocopia para hacerles
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notar la situacion en la que hayan logrado conseguir la diagonal 1, -1, 1 en lugar de 1,
1, 1. Aly intenta que tengan idea de coémo conseguir en la diagonal el 1, 1, 1, es decir,
que sepan convertir el -1 en 1, que en ese caso seria multiplicar por -1 toda la fila
donde esté el -1. (538-547)

Recursos (fotocopia): Aly al observar que en el libro no viene la explicacion para
calcular la inversa, decide plasmar en una fotocopia el método de Gauss-Jordan,
decirles en qué consiste y darles 3 ejemplos resueltos en los que aparecen las
transformaciones elementales necesarias hasta llevar a la matriz inversa y finalmente
concluye esa parte apoyandose del texto que aparece en el libro respecto a la matriz
inversa. (548-571)

CcC
Saber qué contenidos deben aprender los estudiantes aunque no aparezcan en el libro
de texto (método de Gauss-Jordan). (548-571)

Evento de Término: Aly termind de ver el método de Gauss-Jordan para calcular la
matriz inversa.

[4.4] Presentacion de dos propiedades que se cumplen con los nimeros reales pero
gue no se cumplen con matrices. (573-635)

Objetivo general: Presentar a los estudiantes dos propiedades que se cumplen con los
nameros reales pero que no se cumplen con matrices y remarcarselos varias veces para
que lo tomen en cuenta en ejercicios posteriores.

Evento desencadenante: La presentacion de dos propiedades que se cumplen con los
nimeros reales pero que no se cumplen con matrices.

[A, 4.4] Aly les explica porque esas dos propiedades que se cumplen con los nimeros
reales no se cumplen con las matrices, luego les propone un ejercicio para que
practiquen no importa que no lo terminen en clase, finalmente les deja, entre otros
deberes, que terminen en casa.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber que estas dos propiedades (A+B)’ y (A+B)(A-B) que se cumplen con los reales
no se cumplen con las matrices, es decir, que en matrices (A+B)* # A>+2AB+B’ y que
(A+B)(A-B) # A>-B. (582-594)

CEC

Saber que al aplicar la propiedad conmutativa en el producto de matrices, el error de
los estudiantes puede provenir de la extension de la propiedad conmutativa del
producto en los numeros reales al producto en matrices. En este caso, usa ese
conocimiento al remarcarles que el conocido desarrollo del cuadrado de un binomio y

la diferencia de cuadrados para numeros reales no se verifica para matrices [(A+B)* #
A +2AB+B? y (A+B)(A-B) # A*-B?]. (602-628)

CC-Es
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Prever que los estudiantes pueden equivocarse, es decir que donde mas se pueden
equivocar es al hacer los célculos, las operaciones en el procedimiento. (666-667)

CC-En

Decidir ver un ejercicio del libro porque sabe que los estudiantes pueden presuponer
que se cumplen esas dos propiedades (por herencia de los niimeros reales) y que en
matrices no se cumple. Las dos propiedades que no se cumplen en matrices son (A+B)
y (A+B)(A-B). (573-575)

Remarcarles que esas dos propiedades en general no se cumplen en matrices por que en
las matrices el producto no es conmutativo. (629-631)

Para concluir, cerrar el ejemplo, Aly les vuelve a remarcarles que tengan cuidado
cuando aparezcan esas dos propiedades en las matrices. (632-635)

Aly les explica lo que quiere que hagan (que calculen la matriz inversa con el método
de Gauss) en el ejercicio y para qué quiere que lo hagan (para que vean los pasos para
llegar a eso). (641-650)

Aly les comenta la estrategia para hacer un ejercicio, les da un “empujoncito”, pues ella
considera que es lo que ella debe hacer para que los estudiantes empiecen a hacer el

ejercicio. (654-656)

CPG
Controlar la indisciplina. (595-597)

Evento de Término: Se termind la clase.

Analisis de la clase 6 de Aly

[6.1] Entrega de los exdmenes del primer tema del primer bloque. (1-48)

Objetivo general: Entregarles los examenes y hacerles algunos sefialamientos sobre
las respuestas que dieron algunos estudiantes.

Evento desencadenante: Iniciar la clase entregando los examenes y su calificacion del
primer tema del primer bloque.

[A, 6.1] Aly comenta los principales errores cometidos por los estudiantes en el primer
examen del bloque.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber el rol que juega la matriz y el rango de la matriz para determinar la dependencia
o independencia lineal. Saber que si los estudiantes miran la matriz y el rango de la

matriz que acaban de obtener, de ahi pueden decidir la dependencia o independencia
lineal. (25-33)
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CC-En
Recursos: Darles una fotocopia con las soluciones a los ejercicios del examen para que
los estudiantes revisen como se resuelve. (1)

Hacer una serie de sefialamientos sobre errores que cometieron algunos estudiantes en
dicho examen, al decirlo en el grupo puede alertar a los demads sobre los errores que se
comenten y de alguna forma prevenirlos del error. (7-48)

Remarcarles en el examen que se fijen en la matriz, “mirad la matriz”, debido a que los
estudiantes acababan de obtener el rango de la matriz y de ahi podian decidir la
dependencia o independencia lineal. (25-33)

Evento de Término: Termind de comentar a los estudiantes algunos sefialamientos
sobre las respuestas que dieron en el primer examen del bloque.

[6.2] Presentacion de la definicion del determinante. (49-180)
Objetivo general: Presentar la definicion del determinante.
Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de la definicion del determinante.

[A, 6.2] Aly explica en la pizarra la definicion del determinante y luego se apoya del
libro de texto para calcular el determinante en dos ejemplos.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber que el determinante de una matriz se representa con un nimero. (62-72)

Saber como se obtiene el determinante de una matriz de orden 2x2. (74-81); (105-108);
(116-123)

Saber que la clasificacion de los sistemas de ecuaciones tiene mucho que ver con los
elementos de la matriz de coeficientes, saber que para conocer dicha clasificacion, hay
que hacer el determinante de la matriz de coeficientes y ver si el resultado es cero o
distinto de cero. (89-90); (97-99); (109); (124-129)

Saber usar la notacion matematica para representar el determinante. (104)
Saber la definicion del determinante de cualquier matriz cuadrada. (135-140)

Saber aplicar la definicién del determinante a un ejemplo concreto de una matriz de
2x2. (141-157)

CC-En

Hacerles notar que esta parte de los contenidos del curso es muy mecénica pero que
aun asi, en la parte de sistemas de ecuaciones se complica un poco porque hay muchas
operaciones algebraicas y ahi hay que pensar muy bien las operaciones y los cambios
de signos. (51-54)
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Remarcarles la idea de que el determinante de una matriz es un nimero. Para eso, ella
se los comenta y luego se los refirma con un trozo de texto que aparece en el libro, en
el que se menciona la idea que les remarca. (62-72)

“Traducir” hasta llegar al término exacto que usa cominmente en el grupo: “sale un
sistema compatible determinado, es decir, que tiene una solucidn unica, es decir, que
existe una unica solucion”. (87-88)

Utilidad. Remarcarles que posteriormente, para conocer la clasificacion de sistemas de
ecuaciones, lo importante serd hacer el determinante de la matriz de coeficientes y ver
si el resultado es cero o distinto de cero. (89-90); (97-99); (109); (124-129)

Hacerles notar que para poder calcular el determinante de una matriz, ésta debe ser
cuadrada. (133-134)

Mediante un ejemplo concreto de una matriz de 2x2, Aly trata de explicar lo que dice la
definicion del determinante para cualquier matriz cuadrada y luego les reafirma
nuevamente que se cumple lo que se menciona en la definicion para ese ejemplo. (141-

157)

Hacerles ver que con determinantes de matrices de orden 2x2 no hay mucha
complicacién pero si para calcular el determinante (los productos para obtener el
determinante) de matrices de orden mucho mayor, por ejemplo para calcular el
determinante de una matriz de orden 6x6, y asi hacerles notar que para ello se pueden
apoyar de las propiedades de los determinantes. (160-173)

CcC

Saber los contenidos que deben aprender y la orientacion de éstos, pues el tema que
esta presentando es determinantes pero sabe que eso se ocupard luego cuando explique
la clasificacion de sistemas. (97-99)

CPG
Motivacion: Animarlos a que hagan los deberes. (58-60)

Evento de Término: Aly terminé de presentar a los estudiantes los ejemplos del
determinante (después de darles la definicion).

[6.3] Presentacion de las propiedades de los determinantes para matrices de orden
2x2. (181-634)

Objetivo general: Presentar las propiedades de los determinantes para matrices de
orden 2x2.

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de las propiedades de los
determinantes para matrices de orden 2x2.

[A, 6.3] Emi explica en la pizarra las propiedades de los determinantes para matrices de
orden 2x2.

Conocimientos en accion:
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CCC
Saber la primera propiedad de los determinantes, que el determinante de una matriz A
coincide con el de su traspuesta. (218-222)

Saber la notacion matematica para representar la primera propiedad de los
determinantes (de una matriz cuadrada de orden 2). (218-222)

Saber aplicar la primera propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2). (224-264)

Saber que el det A = det A' se cumple por la conmutatividad del producto en los
nimeros reales, a pesar de que se haya cambiado el orden de los elementos de la
diagonal secundaria. (251-264)

Saber la segunda propiedad de los determinantes, si una fila o columna es cero
entonces el determinante vale cero. (278-283)

Saber la notacion matematica para representar la segunda propiedad de los
determinantes (de una matriz cuadrada de orden 2). (278-283)

Saber aplicar la segunda propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2). (272-292)

Saber la tercera propiedad de los determinantes, si se cambia una fila o columna
entonces el determinante cambia de signo. (301-310)

Saber la notacién matematica para representar la tercera propiedad de los determinantes
(de una matriz cuadrada de orden 2). (304-310)

Saber aplicar la tercera propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2). (320-337)

Saber la cuarta propiedad de los determinantes, si un determinante tiene dos filas o dos
columnas iguales, el determinante vale cero. (341-342)

Saber la notacidn matematica para representar la cuarta propiedad de los determinantes
(de una matriz cuadrada de orden 2). (343-346)

Saber aplicar la cuarta propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2). (347-352)

Saber la quinta propiedad de los determinantes, si existe un multiplo comun en toda
una fila o columna, ese multiplo puede salir del determinante y el determinante queda
mas simplificado (quedaria el niimero que se saca multiplicado por el determinante
simplificado). (355-365)

Saber la notacion matematica para representar la quinta propiedad de los determinantes
(de una matriz cuadrada de orden 2). (355-365)
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Saber aplicar la quinta propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2). (366-401)

Saber la sexta propiedad de los determinantes, si existe una proporcionalidad entre dos
filas o dos columnas, el determinante vale cero. (422-425)

Saber la notacién matematica para representar la sexta propiedad de los determinantes
(de una matriz cuadrada de orden 2). (426-431)

Saber aplicar la sexta propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2). (432-458)

Saber la séptima propiedad de los determinantes, si una fila o columna es suma de dos
numeros, su determinante puede descomponerse en la suma de los determinantes de
dos matrices. (469-471)

Saber la notacion matematica para representar la séptima propiedad de los
determinantes (de una matriz cuadrada de orden 2). (472-480)

Saber aplicar la séptima propiedad de los determinantes a un ejemplo concreto (de una
matriz cuadrada de orden 2) y proponer ella misma el ejemplo como el que pudiera
aparecer en cualquier libro de texto. (481-499)

Saber la octava propiedad de los determinantes, un determinante formado por dos filas
(o dos columnas) es el mismo que si a una de las dos filas (o columnas) le sumo una
combinacion lineal de la otra. (505-507)

Saber la notacién matematica para representar la octava propiedad de los determinantes
(de una matriz cuadrada de orden 2). (508-512)

Saber aplicar la octava propiedad de los determinantes a un ejemplo (de una matriz
cuadrada de orden 2) ) y proponer ella misma el ejemplo como el que pudiera aparecer
en cualquier libro de texto. (517-572); (582-606)

Saber la novena propiedad de los determinantes, el determinante de un producto de
matrices es igual al producto de los determinantes. (630-633)

CEC

Saber que al hacer cambio de fila o de columna en un determinante, el error de los
estudiantes puede provenir de la analogia de cuando hacian cambio de fila en una
matriz bajo una transformacion elemental. Si se hace un cambio de fila o de columna
en el determinante, el resultado del determinante se vera afectado, a diferencia de
cuando hacian cambio de fila en una matriz bajo una transformacion elemental. (294-
300); (314-318)

CC-Es

Prever que los estudiantes se pueden equivocar al hacer el cambio de fila o de columna,
al no considerar que ahora se verd afectado el resultado del determinante por un signo
menos, a diferencia de cuando hacian un cambio de fila en una matriz bajo una
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transformacion elemental. (294-300); (314-318)

Prever que los estudiantes empiecen a hacer célculos innecesarios cuando puedan
aplicar una propiedad de los determinantes. (326-333); (368-369)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la quinta propiedad de los
determinantes (para una matriz cuadrada de orden 2) si se las dice en lenguaje comun.
(360-365); (402-405)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la quinta propiedad si escribe
detalladamente los pasos de la solucion y utiliza términos mas conocidos para ellos, por
ejemplo “factor comun”. (376-395)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la quinta propiedad al
remarcarles en el ejemplo que pueden sacar el 5 como factor comin y recomendarles
que entre mas simplifiquen los niimeros del determinante mejor. (396-401)

Prever que los estudiantes se pueden quedar con la imagen de que hay que detallar
exhaustivamente los pasos al hacer un ejercicio y por eso Aly les comenta que al hacer
los ejercicios, en la practica, se aplica la propiedad directamente y no es necesario tanto
detalle (pues ella escribio detalladamente los pasos en el ejemplo: expresar primero 20
como 5 por 4 y 45 como 5 por 9 y luego al hacer el determinante, escribir todo el
proceso detallado para que los estudiantes vean que pueden extraer el 5 como factor
comun). (406-413)

Prever que los estudiantes pueden comprender “mejor” la octava propiedad de los
determinantes (para una matriz cuadrada de orden 2) si se las dice en lenguaje comun,
en lenguaje més comodo para los estudiantes. (508-515); (569-572)

Capacidad para escuchar e interpretar el conocimiento/pensamiento matematico que
expresan los estudiantes en su lenguaje usual, en particular, para escuchar e interpretar
la pregunta que hace E1. (607-619)

Prever que los estudiantes se hardn mas facilmente una idea de la octava propiedad, si
les remarca la esencia de esa propiedad (que el determinante no varia aunque realice
por en medio transformaciones elementales) en términos matematicos familiares a los
estudiantes, es decir, prever que de esa forma se les quede mas grabada esa propiedad
que usaran luego. (622-627)

CC-En

Hacerles notar que se cumple lo que dice la definicion del determinante para cualquier
matriz cuadrada para el caso de una matriz de orden 2, antes de explicarles las
propiedades de los determinantes de matrices cuadradas de orden 2. (194-207)

Explicarles nuevamente cémo se calcula el determinante para esas matrices y
remarcarles que la definicion del determinante se cumple para matrices de orden 2,
antes de explicar la primera propiedad para determinantes de matrices de orden 2. (183-
217)

Remarcarles nuevamente lo que dice la primera la primera propiedad de los
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determinantes para tratar de que les quede claro lo que dice y luego para explicarla usa
un ejemplo. (221-225)

Guiar las respuestas de los estudiantes y darles ayudas explicitas (Aly calcula el primer
producto para obtener el determinante de la matriz cuadrada de orden 2). (226-239)

Hacerles notar que el det A = det A' se cumple por la conmutatividad del producto en
los numeros reales, a pesar de que se haya cambiado el orden de los elementos de la
diagonal secundaria. (251-264)

Dar un ejemplo antes de decir la segunda propiedad, de hecho su estrategia para
presentar la segunda propiedad de los determinantes es:

Dar un ejemplo de cuando una fila sea 0, comentarles lo que dice la propiedad,
enseguida un ejemplo de cuando la columna sea cero, nuevamente remarcarles lo que
dice la propiedad y finalmente dar un ejemplo concreto en el que una fila sea cero y la
otra fila contenga nlimeros concretos. (272-293)

Remarcarles que la fila o columna cero hacen que el valor del determinante sea cero.
(293)

Hacerles notar que la tercera propiedad de los determinantes se cumple para cuando se
cambien filas pero también para cuando se cambien columnas. (312-313)

Explicarles la quinta propiedad de los determinantes (para una matriz cuadrada de
orden 2) en lenguaje comun. (360-365)

La forma de presentarles el ejemplo en la quinta propiedad de los determinantes (para
una matriz cuadrada de orden 2), de expresar primero 20 como 5 por 4 y 45 como 5 por
9 y luego al hacer el determinante, escribir todo el proceso detallado para que los
estudiantes vean que pueden extraer el 5 como factor comun. (376-395)

Remarcarles en el ejemplo para aplicar la quinta propiedad de los determinantes, que
pueden sacar el 5 como factor comtn y recomendarles que entre mas simplifiquen los
nimeros del determinante mejor. (396-401)

Remarcarles nuevamente la quinta propiedad de los determinantes (para una matriz
cuadrada de orden 2) en lenguaje comun. (402-405)

Comentarles que al hacer los ejercicios, en la practica, se aplica la propiedad
directamente y no es necesario tanto detalle (pues ella escribi6 detalladamente los
pasos en el ejemplo). (406-413)

Anunciarles que en los ejercicios “tipo” que hardn posteriormente, serdn de tipo
tedrico, en el que comunmente les den el valor de un determinante y con base en ese les
pidan calcular otro determinante, para que los estudiantes se vayan haciendo una idea
de los ejercicios que haran. (418-420)

Hacerles notar el hecho de que la fila dos es una fila que es proporcional a la fila uno,
es decir, F,=aF,. (426-430)
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Remarcarles nuevamente la esencia de la sexta propiedad (que una fila es proporcional
a la otra). (431)

Interpreta y transfiere lo que estd diciendo E2, lo transfiere y lo orienta y aprovecha
para remarcarles en este ejemplo el uso de la propiedad anterior. (436-444)

Hacerles notar en el ejemplo de la sexta propiedad, que esta propiedad se deduce de las
dos propiedades anteriores. (449-459)

Transfiere e interpreta la pregunta de E4 y luego da la respuesta a forma de explicacion
para todos los estudiantes. E4 pregunta a Aly si puede aplicar la propiedad viendo la

igualdad del otro lado («—) y Aly aprovecha para hacerles notar a los estudiantes que lo
pueden hacer. (460-467)

Hacerles notar a través del ejemplo por qué algunas veces interesa separar un
determinante en la suma de dos determinantes (pues en ocasiones, al separar en la suma

de dos determinantes uno da cero y pueden terminar los calculos mas facilmente).
(486); (492-499)

Explicarles la octava propiedad de los determinantes (para una matriz cuadrada de
orden 2) en lenguaje comun, en lenguaje mas comodo para los estudiantes. (508-515)

Proponer el ejemplo en la octava propiedad, es decir, inventarselo, lo va construyendo
con ciertas preguntas a los estudiantes, a diferencia de los ejemplos que utiliza en las
propiedades de la uno a la seis que los toma del libro de texto. (517-572)

Hacerles notar en el ejemplo que se puede justificar que el segundo determinante es
cero por cualquiera de las dos propiedades anteriores (la sexta o la séptima). En
particular, Aly toma en cuenta lo que dice EIl pero al final usa la propiedad que ella
tiene en mente. (561-566)

Para cerrar el ejemplo de la octava propiedad de los determinantes, Aly vuelve a
remarcarles lo que dice esa propiedad en lenguaje comun. (569-572)

Evocar ejercicios equivalentes que han hecho anteriormente en clase. (589-591)

Transfiere e interpreta la pregunta de E1 y luego da la respuesta a forma de explicacion
para todos los estudiantes. (607-619)

Remarcarles la esencia de la octava propiedad de los determinantes en términos de
transformacion elemental, es decir, usando un lenguaje matematico familiar a los
estudiantes (pues han estado haciendo transformaciones elementales a matrices, en
varias clases anteriores). (622-627)

Aly presenta la octava propiedad de los determinantes, luego un ejemplo genérico,
nuevamente les remarca la octava propiedad, enseguida un ejemplo concreto y
finalmente vuelve a remarcarles lo que dice la octava propiedad. (622-627)

Saber qué ejercicios y ejemplos del libro dejarles de deberes a los estudiantes. (636-
644)
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CC
Saber los contenidos que vienen en el libro de texto. (266-271)

Saber los contenidos que vienen en el libro de texto. (573)

Evento de Término: Termin6é la clase (Aly presentd 9 propiedades de los
determinantes para matrices de orden 2x2).

Andlisis de la clase 7 de Aly

[7.1] Presentacion de un ejemplo (con cuatro apartados) para usar las
propiedades de los determinantes de orden dos. (1-74)

Objetivo general: Presentar un ejemplo (ejercicio resuelto en el libro de texto, con
cuatro apartados) para usar las propiedades de los determinantes de orden dos.

Evento desencadenante: Iniciar a presentar un ejemplo (ejercicio resuelto en el libro
de texto) sobre propiedades de orden dos.

[A, 7.1] Aly explica en la pizarra la solucion del primer ejercicio resuelto en el libro de
texto (con sus 4 apartados) y hace algunas preguntas a los estudiantes para destacar
aspectos que considere necesario resaltar en los apartados.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber que no se puede resolver el determinante a partir de lo que esta [p q (en la
primera fila) y r s (en la segunda fila)] porque se tendria una ecuacion con cuatro
incognitas (en el ejercicio dan el dato que el determinante de p q (en la primera fila) y r
s (en la segunda fila) vale cuatro). (16-18)

Saber usar la propiedad de los determinantes de que se puede sacar del determinante el
término comun que exista entre filas o columnas, tantas veces como en filas o
columnas aparezca y eso multiplicarlo por el determinante que queda. (47-51)

Saber que |AA™[=|A||A™"|, es decir, saber la propiedad del producto de determinantes y
saber la propiedad de AA™'=Iy entonces usarla para:|A||[A”|=[I|=1 y entonces |A"[=1/4.
(67-74)

CEC

Saber que al aplicar la quinta propiedad de los determinantes (si existe un multiplo
comun en toda una fila o columna, ese multiplo puede salir del determinante y el
determinante queda més simplificado, quedaria el nimero que se saca multiplicado por
el determinante simplificado) de manera recursiva, el error de los estudiantes puede
provenir de la igualdad 7 =a|A|, es decir, de la idea matematica de sacar una sola
vez el multiplo comun del determinante y no recursivamente. En matrices, si A es una
matriz cuadrada de orden 2, entonces | a.Al =oc.oc|A|;t| aAl, es decir, | oAl #a|Al, pues
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ahora depende del orden de la matriz cuadrada A, el nimero de veces que quede
multiplicado el multiplo comin por ¢l mismo y todo ello multiplicado por el
determinante de la matriz cuadrada A. En este caso | 11Al =11.11|A]# 11| A, A es una
matriz cuadrada de orden 2. (21-46)

CC-Es

Prever que los estudiantes se pueden equivocar al calcular el valor del determinante en
el que en comparacion con el original, las columnas estdn cambiadas, es decir, prever
que los estudiantes pueden no fijarse en este aspecto que difiere entre las matrices y los
determinantes; que en los determinantes al cambiar filas 0 columnas el resultado se
altera, mientras que en las matrices podian cambiar filas mediante transformaciones
elementales sin cambiar de signo y entonces en los determinantes: si el determinante de
p q ( en la primera fila), r s (en la segunda fila), vale cuatro, entonces el determinante
de q p (en la primera fila), s r (en la segunda fila), vale menos cuatro. (60-66)

CC-En

Saber qué ejercicios proponerles para empezar a aplicar las propiedades de los
determinantes de orden dos. En este caso Aly se guia de los primeros ejercicios
propuestos por el libro de texto). (1-126)

Saber cudndo y cémo aclarar una idea a los estudiantes. ;Cuando? Cuando prevé que
los estudiantes se pueden equivocar y ;como? a través de preguntas a los estudiantes.
Aly pregunta: ;puedo decir que |11A|=11|A|? Para que a partir de ahi, los estudiantes
piensen en esa posible situacion. (21-46)

Alertarlos. Hacerles la recomendacion de que tengan cuidado cuando tengan que

calcular |11A| con una matriz de orden 3x3 porque en ese caso habria que sacar 3 veces
el 11. (47-51)

Plantearles una situacion hipotética de qué pasaria si tuvieran que calcular |11A| con
una matriz A de orden 3x3. Aly usa esa estrategia para prevenir a los estudiantes del
error. (47-51)

Resolver el ejemplo mediante preguntas a los estudiantes para remarcarles que se fijen
en que es un ejemplo en el que en ese determinante en comparacidon con el original,
esta cambiado el orden de las columnas. (52-65)

Evento de Término: Terminar de revisar el ejemplo (ejercicio que viene resuelto en el
libro de texto).

[7.2] Revision de ejercicios para usar las propiedades de los determinantes de
orden dos. (75-163)

Objetivo general: Revisar ejercicios (ejemplos) para usar las propiedades de los
determinantes de orden dos.

Evento desencadenante: Iniciar a revisar el primer ejercicio propuesto en el libro de
texto para usar propiedades de los determinantes de orden dos.

[7.2.1] Revisidn del primer ejercicio para usar las propiedades de los determinantes de orden dos.
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(75-126)

Objetivo particular: Revisar el primer ejercicio para usar las propiedades de los determinantes de orden
dos.

[A, 7.2.1] Aly pregunta si alguien quiere pasar a la pizarra a hacer el primer ejercicio. E12 pasa a la
pizarra a resolver los cuatro apartados del primer ejercicio que aparece propuesto para hacer en el libro
de texto.

Conocimientos en accion:

CCcC
Saber calcular el determinante de orden 2. (79-84)

Saber que las razones que da E12 para justificar por qué el determinante da cero en el apartado c), d), e) y
f) son correctas, es decir, saber las propiedades de los determinantes. En particular, saber que en el c), el
determinante da cero porque hay una columna de ceros; en el apartado d), el determinante da cero porque
dos columnas son iguales; en el apartado e), saber que el determinante da cero porque la segunda fila es
siete veces la primera. (96-112) Y en el apartado f), saber que el determinante da cero porque la columna
1 es menos 20 veces la columna 2. (118-119)

CC-En
Remarcarles a los estudiantes este hecho importante al hacer determinantes: decir que vale cero sin hacer
los calculos, implica justificar por qué vale cero. (94-95)

Hacerle notar a E12 a través de preguntas orientadas el porqué da cero el valor del determinante sin
necesidad de hacerlo (porque la segunda fila es siete veces la primera). (105-114)

Evento de Término: Terminar de revisar el primer ejercicio propuesto en el libro de texto.

[7.2.2] Revision del segundo ejercicio para usar las propiedades de los determinantes de orden dos.
(127-163)

Obijetivo particular: Revisar el segundo ejercicio para usar las propiedades de los determinantes de
orden dos.

Evento desencadenante: Iniciar a revisar el segundo ejercicio propuesto en el libro de texto para usar
propiedades de los determinantes de orden dos.

[A, 7.2.2] Aly pregunta: ;Quién quiere pasar a la pizarra para hacer el segundo ejercicio propuesto del
libro de texto? E9 pasa a la pizarra a resolver los cuatro apartados del segundo ejercicio.

Conocimientos en accion

CcCcC
Saber que la respuesta de E9 es correcta (que como piden calcular ese determinante que es el mismo que
el de partida solo que con las filas cambiadas, entonces cambia de signo y el resultado es 13). (131-138)

Saber que |6A]£6|A| que en este caso es 6(6)|A| pues A es de orden 2x2. (142-143)

Saber usar la propiedad del determinante (de sacar un término comiin de una columna del determinante)
para saber que es correcta la respuesta de E9. (148-158)

CEC

Saber que al aplicar la quinta propiedad de los determinantes (si existe un multiplo comun en toda una
fila o columna, ese multiplo puede salir del determinante y el determinante queda mas simplificado,
quedaria el nimero que se saca multiplicado por el determinante simplificado) de manera recursiva, el
error de los estudiantes puede provenir de la igualdad | oAl =al Al , es decir, de la idea matematica de
sacar una sola vez el multiplo comin del determinante y no recursivamente. En matrices, si A es una
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matriz cuadrada de orden 2, entonces | aAl =00l Al 2al Al , es decir, | aAl =0l Al , pues ahora depende
del orden de la matriz cuadrada A, el nimero de veces que quede multiplicado el maltiplo comun por él
mismo y todo ello multiplicado por el determinante de la matriz cuadrada A. En este caso
| 6Al =6.6 Al 26| Al, A es una matriz cuadrada de orden 2. (142-143)

Saber que cuando un estudiante escriba 36.-13 para expresar ese producto, debe usar paréntesis y
escribirlo como 36(-13). Saber que la notacion (saber escribir paréntesis para indicar el producto, sobre
todo cuando haya en los factores un nimero negativo) es muy importante en la matematica, y en
particular en la matematica escolar, pues es el profesor el que hace caer en la cuenta de esa notacion
matematica y plantearse si al hacer la operacion 36.-13, el error de los estudiantes puede provenir del
hecho de no usar paréntesis y ver la operacion como una resta y no como un producto. (144-145)

CC-En

Confirmar y reafirmar la respuesta de E9 a ese apartado del ejercicio (que les piden calcular ese
determinante que es el mismo que el de partida sdlo que con las filas cambiadas, entonces cambia de
signo y el resultado es 13). (131-138)

Hacer referencia a un ejercicio equivalente anterior a este, para que los estudiantes ubiquen el ejercicio
en la propiedad correspondiente mas rapidamente. (139-141)

Hacerles notar que es importante escribir adecuadamente en matematicas, en particular, le hace notar a
E9 frente al grupo que use paréntesis, cuando indique el producto de 36 por -13 pues E9 lo habia
expresado como 36.-13. (144-145)

Hacerles notar/remarcar la propiedad y decirles de donde se deduce (que se deduce de la definicion de
matriz inversa y de la propiedad de que el determinante de un producto es el producto de los

determinantes) y que por tanto pueden usar luego. (158-163)

CPG
Acercarse al lugar de los estudiantes cuando levantan su mano porque tienen dudas. (152-153)

Evento de Término: Terminar de revisar el segundo ejercicio propuesto en el libro de texto.

Evento de Término: Terminar de revisar dos ejercicios propuestos en el libro de texto.

[7.3] Presentacion de la regla de Sarrus. (164-378)
Objetivo general: Presentar la definicion de la regla de Sarrus y un ejemplo.

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de la definicion de la regla de Sarrus.

[7.3.1] Presentar la definicion de la regla de Sarrus. (164-236)
Objetivo particular: Presentar la definicion de la regla de Sarrus.
[A, 7.3.1] Aly explica en la pizarra la regla de Sarrus.
Conocimientos en accion:

CCcC
Saber en qué consiste la regla de Sarrus. (176-230)

CEC

Saber que al aplicar la quinta propiedad de los determinantes (si existe un multiplo comun en toda una
fila o columna, ese multiplo puede salir del determinante y el determinante queda mas simplificado,
quedaria el numero que se saca multiplicado por el determinante simplificado) de manera recursiva, el
error de los estudiantes puede provenir de la igualdad | oAl =al Al , es decir, de la idea matemdtica de
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sacar una sola vez el multiplo comin del determinante y no recursivamente. En matrices, si A es una
matriz cuadrada de orden 2, entonces | aAl =oi.0l Al 2al Al , es decir, | aAl =0l Al , pues ahora depende
del orden de la matriz cuadrada A, el nimero de veces que quede multiplicado el maltiplo comun por él
mismo y todo ello multiplicado por el determinante de la matriz cuadrada A. En este caso, saber que
cuando se les pida calcular el determinante de un niimero por una matriz (eg |6A|), por cada fila sale
siempre el nimero que este multiplicando la matriz A dentro del determinante, por ejemplo, si la matriz
A tuviera 5 filas pues quedaria el 6 cinco veces fuera. (169-173)

CC-Es
Saber que los estudiantes se pueden equivocar en el signo al calcular el determinante (en ese caso, al
calcular el determinante de orden 3). (182-186)

CC-En

Hacerles notar a los estudiantes que existe diferencia entre propiedad y regla. Aly acaba de estar
hablando sobre las propiedades de los determinantes en varias clases anteriores y ahora les presentara la
definicion de la regla de Sarrus. (168) ;O mas bien para que noten que ya han terminado con las
propiedades y que ahora sigue otro tema?

Comentarles la estrategia para calcular el determinante de orden 3, haciendo alusion a la definicion de
determinante (que se obtiene haciendo todos los productos posibles dentro de los nueve elementos de la

matriz, de manera que en esos productos aparezca siempre un elemento por cada fila y por cada
columna). (183-185)

Indicar con flechas los elementos que hay que ir multiplicando para explicar la regla de Sarrus. En el
caso en que los elementos a multiplicar no estén en la diagonal principal o secundaria, Aly forma un
triangulo en el cual cada elemento seria un vértice, primero los tridngulos que se forman dentro del
determinante en orientacion a la diagonal principal y luego los que se forman dentro del determinante en
orientacion a la diagonal secundaria. Usa un esquema grafico. (187-230)

Comentarles la comparacion entre la forma de presentarlo/representarlo entre ella y el libro (que en el
libro aparece un dibujo en el que se indica solo la trayectoria que hay que seguir para hacer la
multiplicacion de los elementos mientras que ella usa otro esquema grafico, el cual, en el caso en que los
elementos a multiplicar no estén en la diagonal principal o secundaria, Aly forma un tridangulo en el cual
cada elemento seria un vértice, primero los tridngulos que se forman dentro del determinante en
orientacion a la diagonal principal y luego los que se forman dentro del determinante en orientacioén a la
diagonal secundaria). (187-230); (232-236)

CcC
Saber que la regla de Sarrus viene en el libro de texto. (176-177)

Saber que la regla de Sarrus viene presentada en el libro de texto (un dibujo en el libro en el que se indica
solo la trayectoria que hay que seguir para hacer la multiplicacion de los elementos). (232-236)

Evento de Término: Terminé de presentar la definicion de la regla de Sarrus.

[7.3.2] Presentacion del primer ejemplo (les propone que intenten hacer el ejercicio 1 que viene en
el libro de texto) para usar la regla de Sarrus. (237-312)

Obijetivo particular: Presentar el primer ejemplo (les propone que intenten hacer el ejercicio 1 que viene
en el libro de texto) para usar la regla de Sarrus.

Evento desencadenante: Iniciar a hacer el primer ejemplo (les propone que intenten hacer el ejercicio 1
que viene en el libro de texto) para usar la regla de Sarrus.

[A, 7.3.2] Aly les pide hacer los dos apartados del primer ejercicio, que cada estudiante intente hacerlo,
mientras Aly pasa por los lugares de los estudiantes para supervisar lo que estan haciendo y les va
haciendo algunos sefialamientos que considere pertinentes hacerles para que los resuelvan (por ejemplo,
explicarles nuevamente la estrategia individualmente). Luego E10 pasa a la pizarra a resolver el primer
apartado del ejerciciol. Después E2 resuelve en la pizarra el apartado b) del ejercicio 1.
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Conocimientos en accién:

CcCcC
Saber que entre mas ceros haya dentro del determinante mejor, pues los calculos para encontrar el valor
del determinante son mas sencillos. (251-252); (289-290)

CC-Es

Anticipar que los estudiantes pueden ponerse a calcular el determinante sin antes echar un ojito por si se
pueden usar una propiedad y terminarlo mas rapido, es decir, no necesitarian hacer los célculos, sélo
justificar la propiedad que utilicen. (240-246)

CC-En
Hacerles notar que entre mas ceros haya dentro del determinante mejor, pues los calculos para encontrar
el valor del determinante son mas sencillos. (251-252); (289-290)

Destacar la aportacion de la respuesta de E1: que al calcular el valor de ese determinante, los sumandos
que van en el sentido de la diagonal secundaria (I') se anulan. (253-262)

Capacidad/habilidad para interrumpir o ignorar la respuesta de E1 (Aly prefiere que también los demas
estudiantes intenten resolver el ejercicio, por ello “calla” a E1). (263-268)

Aclararle a E1 sobre la notacion en el libro de texto, es decir, que en un enunciado de un problema, es lo
mismo que diga “calcular el determinante” que “ halle el valor del determinante”. (269-270)

Atender (responder) y explicar la duda de E11. E11 pregunta: ;cuales son los que van con el signo
negativo? (qué productos van precedidos del signo menos al aplicar la regla de Sarrus para calcular el
valor del determinante de orden 3). Aly le responde a forma de explicacion en la pizarra, que los que van
en direccion de la diagonal secundaria (). (271-277)

CPG

Controlar al estudiante que si hizo sus deberes, para que también trabajen los otros (Aly interrumpe e
ignora la respuesta de E1, Aly prefiere que también los demas estudiantes intenten resolver el ejercicio,
por ello “calla” a E1. (263-268)

Una forma de acercarse a los estudiantes para ver si tienen alguna duda y luego explicarsela: Aly primero
pregunta a E7 si ha entendido lo que debe hacer para resolver el problema, al ver que E7 no le responde y
observar a Aly, como esperando que le explique lo que debe hacer, Aly empieza a explicarle lo que hay
que hacer, luego le pregunta si ahora si ya sabe lo que hay que hacer para continuar resolviendo el
problema, E7 contesta que si. (278-284)

Una forma de decirles que si no entienden algo pues le pregunten (Aly dice: bueno si alguien no se entera
de algo que me llame). (300)

Una forma de acercarse a revisar lo que han hecho los estudiantes y como lo han hecho, preguntdndoles
qué resultados han obtenido ellos, después de que E10 ha calculado el determinante en la pizarra. (304-
312)

Una forma de acercarse a los estudiantes para saber si tienen dudas, preguntandoles a algunos
estudiantes: (tG como vas? (309-310)

Evento de Término: Aly termind de presentar el apartado b) del ejercicio uno.
[7.3.3] Presentacion del segundo ejemplo, del cual sacaran otra propiedad general de los
determinantes. (313-378)

Obijetivo particular: Presentar el segundo ejemplo, del cual obtendran una propiedad general de los
determinantes.
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Evento desencadenante: Iniciar a hacer el segundo ejemplo, para usar la regla de Sarrus y de ahi obtener
una nueva propiedad general de los determinantes.

[A, 7.3.3] Aly comienza a explicar en la pizarra el apartado b) del ejercicio 2 para hacer notar que ahi
estd implicita una nueva propiedad de los determinantes (luego de esa, deduce otra).

Conocimientos en accién:

CCC
Saber la propiedad de que el determinante de una matriz triangular superior es igual al producto de los
tres elementos de la diagonal principal. (317-323)

Saber que la propiedad se cumple porque el desarrollo de Sarrus siempre es el mismo y entonces eso
siempre va a pasar para determinantes de matrices de orden 3 (que el determinante de una matriz
triangular superior es igual al producto de los tres elementos de la diagonal principal). (337-350)

Saber que el valor del determinante de una matriz con ceros debajo de la diagonal secundaria, da como
resultado: menos el producto de la diagonal secundaria. Esto como deduccién de una anterior (que el
determinante de una matriz triangular superior es igual al producto de los tres elementos de la diagonal
principal). (351-366)

CC-Es

Prever que los estudiantes se pueden equivocar al aplicar la propiedad: El valor del determinante de una
matriz con ceros debajo de la diagonal secundaria, da como resultado menos el producto de la diagonal
secundaria), es decir, prever que los estudiantes apliquen esta propiedad incorrectamente, en particular,
prever que los estudiantes pueden olvidarse del signo menos al hacer ese calculo. (363-366)

Prever que al haber dicho “negativo” [cuando ella dijo que el resultado del valor del determinante era
negativo (en el valor del determinante de una matriz con ceros debajo de la diagonal secundaria, da como
resultado: el producto de la diagonal secundaria negativo)], los estudiantes se pueden quedar con la
imagen incorrecta de que siempre va a quedar en el resultado un numero negativo, pero €so no
necesariamente tiene porque serlo pues puede quedar como resultado un nimero positivo, lo tinico que
pasa es que en el resultado de este determinante le antecede un menos al producto de los elementos de la
diagonal secundaria. (374-378)

CC-En

Desarrollar cada uno de los productos al calcular el determinante de una matriz triangular superior, para
hacerles ver que de todos los productos, s6lo queda el producto de los elementos de la diagonal principal.
En este caso ayudo la pregunta de E6 para que Aly desarrollara el procedimiento completo para calcular
el determinante de orden 3 aplicando Sarrus. (328-336)

Aprovechar el ejemplo para generalizarlo en una propiedad (que el determinante de una matriz triangular
superior es igual al producto de los tres elementos de la diagonal principal). (337-350)

Representar la generalizacion de la propiedad usando un esquema geométrico. Aly escribe un
determinante y dentro de ¢él dibuja un tridangulo de la diagonal principal hacia arriba y debajo del
triangulo escribe un cero grande. (337-350)

Recapitular las propiedades obtenidas a raiz del ejercicio. Remarcarles nuevamente las dos propiedades
(1. Que el determinante de una matriz triangular superior es igual al producto de los tres elementos de la
diagonal principal. 2. Que el valor del determinante de una matriz con ceros debajo de la diagonal
secundaria, da como resultado: menos el producto de la diagonal secundaria) deducidas del apartado b)
del ejercicio dos. (367-373)

Aclararles que cuando ella dijo que el resultado del valor del determinante era negativo (en el valor del
determinante de una matriz con ceros debajo de la diagonal secundaria, da como resultado: el producto

de la diagonal secundaria negativo), negativo quiere decir que cambia de signo. (374-378)

Evento de Término: Aly termind de presentar el apartado b) del ejercicio dos.
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[7.4] Presentarles una nueva propiedad: generalizando una de un determinante de
orden dos para determinantes de orden tres, de la proporcionalidad a la
combinacion lineal. (383-433)

Objetivo general: Presentar una nueva propiedad: generalizando una de un
determinante de orden dos para determinantes de orden tres, de la proporcionalidad a la
combinacion lineal.

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de una nueva propiedad (generalizar
una propiedad de orden dos —proporcionalidad- a una de orden tres —combinacion
lineal).

[A, 7.4] Aly explica en la pizarra la generalizacion de una propiedad de determinantes
de orden dos para determinantes de orden tres (de proporcionalidad a combinacion
lineal).

Conocimientos en accion:

CCC

Saber que se puede generalizar una propiedad de los determinantes de orden dos para
determinantes de orden tres (de proporcional a combinacion lineal) y generalizar esa
propiedad. (383-398)

Saber por qué da cero esa nueva propiedad para determinantes de orden tres o
generalizacion de su equivalente en determinantes de orden dos. Saber que en la nueva
propiedad de los determinantes de orden tres (si en un determinante existe una
combinacion lineal entre las filas entonces el determinante vale cero), el determinante
vale cero porque al haber una combinacion lineal entre las filas, pueden separar ese
determinante como suma de dos determinantes y ver que en cada determinante
sumando existe una fila que es proporcional a otra y entonces cada uno de los
sumandos es cero. (402-416)

CEC

Saber que en un determinante de orden dos se puede hablar de proporcionalidad entre
filas pero eso, en un determinante de orden tres se traduce en hablar de combinacion
lineal, es el profesor a diferencia de otros profesionales, el que cae y hace caer en la
cuenta de que en el determinante de orden tres al haber tres filas, una se puede escribir
como combinacion lineal de las otras (cuando ese sea el caso) a diferencia de un
determinante de orden dos que sdlo tiene dos filas. (417-420)

CC-En
Aprovechar la propiedad de los determinantes de separar en suma de determinantes,

para justificarles porque da cero la propiedad que generaliz6é (de proporcionalidad a
combinacion lineal. (402-416)

Explicarles porque antes, en un determinante de orden dos no se podia hablar de
combinacion lineal sino de proporcionalidad, pues al hablar de combinacion lineal con
dos filas, no tenia sentido porque solo tenian dos filas, entonces solo se podria hablar de
proporcionalidad, no de combinacion lineal. (417-423)
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CC
Comentarles que esta nueva propiedad (de proporcionalidad a combinacién lineal)
viene en el su libro te texto como propiedad 9. (424-425)

Evento de Término: Aly terminé de presentarles esa propiedad de los determinantes
(de la proporcionalidad a la combinacion lineal, generalizacién de la propiedad para
determinantes de orden dos a una de determinantes de orden tres).

[7.5] Presentacién de un ejemplo con cuatro apartados para usar las propiedades
de los determinantes de orden tres. (433-464)

Objetivo general: Presentar un ejemplo (que consiste de cuatro apartados) para usar
las propiedades de los determinantes de orden tres.

Evento desencadenante: Iniciar a hacer el ejemplo para usar las propiedades de los
determinantes de orden tres.

[A, 7.5] Aly explica en la pizarra la respuesta a lo que piden en los distintos apartados
del ejemplo.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber por qué el |A|=0 en el apartado a), es decir, saber que es debido a que F>=0 (en

toda la fila dos los elementos son cero). (440-444)

Saber por qué el |A|=0 en el apartado b), es decir, saber que es debido a que F3=-2F;.
(445-448)

Saber por qué el |[A]=0 en el apartado c), es decir, saber que es debido a que
F3:10F2+F1. (451—455)

Saber que el |A|=0 en el apartado d), porque F1=10F,+F;. (456-462)

CEC

Saber que al escribir matematicamente, el error de los estudiantes puede provenir de
que no saben escribir correctamente lo que estan pensando, es decir, saber que ademas
de saber pensar matematicamente hay que saber escribir matematicamente, en este
caso, escribir la justificacion de por qué un determinante vale cero. (449-450)

CC-Es
Prever que si les dice de que trata el ejemplo en lenguaje mas comun, los estudiantes
entenderan “mejor” lo que deben hacer en el ejemplo. (436-439)

CC-En
“Traducirles” lo que “piden” hacer en el ejemplo: justificar sin desarrollar, porque
esos determinantes den cero, es decir, saber las propiedades para justificarlo. (436-

439)
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Saber qué dejarles de deberes. (463-464)

Evento de Término: Aly terminé de hacer los cuatro apartados del ejemplo y se
termind la clase.

Andlisis de la clase 8 de Aly

[8.1] Revision de ejercicios en clase donde se apliquen las propiedades de los
determinantes. (1-257)

Objetivo general: Revisar ejercicios en clase donde se apliquen las propiedades de los
determinantes.

Evento desencadenante: Iniciar a revisar las respuestas a los tres apartados del primer
ejercicio que les habia dejado de deberes.

[8.1.1] Revision del primer ejercicio en el que se aplican propiedades de los determinantes. (1-152)

Objetivo particular: Revisar el primer ejercicio en el que se aplican propiedades de los
determinantes.

[A, 8.1.1]. Aly pregunta a los estudiantes si hicieron la tarea, un estudiante dice que no sabe como
hacerlo y entonces Aly decide hacer el ejercicio en la clase (los tres apartados del ejercicio).

Conocimientos en accién:

CcCC

Saber aplicar la propiedad de los determinantes en la que si un nimero esta multiplicando a todos los

elementos en una fila entonces se puede sacar ese niimero del determinante, es decir, ak, _ F|. Enel
F, F,

primer apartado (14-18) y en el segundo apartado (27-30); (56-75)

Saber que una igualdad puede leerse en un sentido o en otro. En este caso, en una propiedad de los

determinantes, saber que si en general se tiene [#/1|_ |Fi| se puede decir que |#F1|_ |Fi| o bien que

Bl R Bl 1R
|F|_|eF] . 38-46)

Bl |E
Aplicar el otro sentido de la igualdad, es decir, B F| _|aF| para terminar el ejercicio. (47-55)
L I S
Saber la propiedad de los determinantes [ 10 ¢|_la ¢ 4 b el (84-100)
c+d f| |c f| |d f
Saber aplicar la propiedad [4t0 ¢|_|a ¢ + b el para dar respuesta al tercer apartado del ejercicio.
c+d fl] |c fl] |[d f

(101-145)

Saber la propiedad de que si en un determinante una fila es proporcional a otra, entonces el determinante
vale cero. (125-127)
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Saber que si en un determinante existen dos filas idénticas entonces el determinante vale cero. (142)

CEC
Saber que la igualdad |4 _ £| también puede verse como a F|_|aF|, es decir, que por la propiedad
23 T 5l A
simétrica: Si a=b entonces b=a. Para otros profesionales |@/1|_ |fi| puede ser simplemente una
I3 I 1

propiedad para aplicar, pero es el profesor el que hace caer en la cuenta de que hay dos formas de ver la
igualdad de esos determinantes, ya sea de derecha a izquierda o viceversa, es decir, hacerles notar y

reforzar que es lo mismo @1 _ £ que ||| (32-37); (42-46)
Bl 5 5| |
Saber que al aplicar la propiedad (910 ¢|_|a ¢ n b e| (que se cumple también para filas) cuando
c+d f| |c fl |[d f

en dos filas tienen sumandos, el error de los estudiantes puede provenir de usar la propiedad dos veces al
mismo tiempo, en lugar de usar la propiedad primero en una fila y luego en otra, porque la primera vez
deben dejar una fila quieta. Saber que no existe propiedad que les diga exactamente que “no deben usar
dos veces al mismo tiempo la propiedad”, pero es el profesor el que tiene conocimiento de que ese es un
error en los estudiantes, es decir, no es asunto propiamente de la matematica en si, pero si de la
matematica que ocupa el profesor para la ensefianza. En este caso, hay que calcular
X y z biend X y z
2x+5 2y 2z43/SEPENAOANC s 5 5l -
x+1 y+1 z+1 1 1 1
Aly (111-116):
Entonces hay que “descomponer” una fila y luego otra, asi tenemos que
X y z X y z X y z
2x+5 2y 2z+3|=|2x 2y 2z |+| 5 0 3
x+1 y+1 z+1| [x+1 y+1 z+1 |x+1 y+1 z+1

X y z
2x 2y 2z |=0 puesF, =2F
x+1 y+1 z+1

pero

X y z x 'y z| |x ¥y zl|x ¥y z

Entonces 2x+5 2y 2z43=| 5 0 3025 0 3l4ls o 3 (“descomponiendo” la tercera

x+1 py+1 z+1| |x+1 p+1 z+1] |x » z |1 1 1

fila)

Xy oz L ryoz
pero s 3:OpueSFl:F}yen el ejercicio dan el dato de que |5 3/
X y z 1 1 1

X y z
Entonces ) 5 5y, 2-43=1

x+1 y+1 z+1
CC-Es

Prever que en el segundo apartado del ejercicio hay un 3/5 que puede despistar a los estudiantes para
usar una propiedad de los determinantes, el determinante completo que tienen es (24-31):
X y z
510 3/5
1 1 1

Prever que los estudiantes pueden ver la igualdad de una propiedad en un sélo sentido, es decir, ver que
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aF,
F

2

4
F,

2

K
F,

2

_|aF,
“|E

2

pero no ver que .(32-37)

=a

Prever que los estudiantes se pueden confundir y creer que en los determinantes hay que multiplicar el 5

yooz , pues eso es lo que se hace en el
511 0 3/5
1 1 1
producto de un escalar por una matriz (tema que tienen “fresco” porque lo vieron tltimamente). Pero en
este caso, ese 5 que estd fuera del determinante puede entrar en el determinante pero multiplicando a
UNA fila 0 a UNA columna. (32-37)

por cada elemento del determinante, en la expresion

Prever una dificultad de los estudiantes, en este caso, sobre como extraer 1/5 de la segunda fila, es decir,
de 1,0, 3/5. (67-73)

Prever que los estudiantes pudieran equivocarse si aplican la propiedad dos veces al mismo tiempo,
porque en ese determinante aparecen dos filas en las que hay suma en los elementos, no se puede aplicar
la propiedad dos veces al mismo tiempo porque la primera vez debe dejar una fila quieta, es decir, deben
usar la propiedad primero en una fila y luego en otra. (93-116)

CC-En
Hacer peguntas para ir orientando la respuesta al apartado a) del ejercicio (eg Aly: Este es muy facil
Jno?, ;qué hay que hacer ahi?). (12-18)

Explicar por qué el resultado del primer apartado es 3, Aly utiliza el dato que le dan en el ejercicio y
aplica la propiedad de los determinantes en la que si un nimero esta multiplicando a todos los elementos
aki| _ |\F|. (14-18)

F, F,

2 2

en una fila entonces se puede sacar ese nimero del determinante, es decir, —u

Decidir explicar en la pizarra el segundo apartado del ejercicio a pesar de que El ha dicho el resultado
correctamente, debido a que considera que es un caso especial en el que se usa una sola propiedad dos
veces y al final el resultado del determinante no varia respecto al determinante que se tenia como dato en
el ejercicio. (20-79)

Hacer la comparacion entre dos formas de hacer un ejercicio a raiz de que E2 ha dicho otra forma de
hacer ese apartado (sacar primero 1/5 como factor comun, luego sacar 5 como factor comtin y queda 1,
de multiplicar 1/5 por 5) pero usando la misma propiedad. (56-64)

Decidir explicar a los estudiantes la otra forma de hacer el segundo apartado propuesto por E2 (E2: sacar
el 5y luego de la segunda fila sacar factor comun 1/5 extraerlo fuera del determinante y queda 1, por el
1 que vale el determinante pues es I). (64-66)

A forma de cierre de ese apartado, remarcarles en resumen las dos formas de resolver ese apartado del
ejercicio (Aly: ...se puede extraer dos veces, de dos filas un numerito o extraer el 5 y volver a ponerlo
dentro del determinante, vale). (78-79)

Remarcarles, antes de empezar a hacer el tercer apartado del ejercicio, Aly quiere recordarles la

a+b e + b e . (84-92)
c+d f d f

a e

c f

propiedad que se usara en este apartado, es decir, la propiedad

Hacer el mismo ejercicio (el mismo apartado de un ejercicio) de dos formas, primero ella propone una
forma de hacerlo, luego E2 propone otra forma y Aly decide explicar esa otra forma de hacerlo en la
pizarra para que los demas estudiantes vean esa otra forma de hacerlo y que de cualquier manera el
resultado es el mismo. (24-77)

Remarcarles nuevamente lo que no pueden hacer (descomponer al mismo tiempo la segunda y tercera
fila en la que aparecen los sumandos) y darles la estrategia para resolverlo (descomponer primero una y
luego otra). (103-105)
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Usar un esquema grafico para que se fijen (para visualizar) cual es la fila a la que van a aplicar la
propiedad y por tanto las otras dos filas quedan “quietas” (Aly encierra en un circulo la segunda fila).
(107)

Explicarles que 2y es 2y+0 para que lo visualicen mas facilmente los estudiantes cuando apliquen la
propiedad. (209)

Evento de Término: Aly terminé de hacer los tres apartados del primer ejercicio.

[8.1.2] Presentacion de ejercicios con determinantes de orden mayor que 3 para que utilicen las
propiedades de los determinantes. (152-257)

Objetivo particular: Presentar ejercicios con determinantes de orden mayor que 3 para que
utilicen las propiedades de los determinantes.

Evento desencadenante: Empezar a presentar otro ejercicio para calcular determinantes de orden mayor
que 3, usando las propiedades de los determinantes.

[A, 8.1.2]. Aly explica en la pizarra la solucion a cada uno de los 5 apartados del ejercicio.
Conocimientos en accion:

CCcC
Saber que si en un determinante dos filas son iguales entonces el determinante vale cero. (185-189)

Saber que si en un determinante existe una fila o columna en la que todos sus elementos son cero,
entonces el determinante vale cero. (194-200)

Saber que si en un determinante una fila o columna es combinacion lineal de otra, entonces el
determinante vale cero. (213-217); (250-252)

Saber que todas las propiedades que han visto para determinantes de orden 2 y 3, también se pueden
aplicar en general a cualquier determinante, es decir, de cualquier orden. (218-220)

Saber que las propiedades de los determinantes son importantes sobre todo para calcular determinantes
de orden mayor a tres. (234-236)

CC-En

Comentarles la estrategia para calcular esos determinantes de orden mayor que 3 (Aly: hay que buscar
ahi entre las filas y las columnas alguna relacion, alguna proporcionalidad, combinacion lineal, algo).
(181-182)

Remarcarles nuevamente que las propiedades son validas para cualquier determinante (se refiere a
cualquier orden del determinante). (190-191)

Repetir lo que ha dicho E1 (El: La ultima columna eh - E1 contesta nervioso- es la primera multiplicada
por 1000 mas la segunda por 100 y la tercera por 10) y refinarlo con el concepto de combinacion lineal
y con eso justifica por qué el determinante vale cero. (207-217)

Remarcarles nuevamente la validez de los determinantes para distinto orden y les aclara que al decir
cualquier determinante, se refiere a cualquier orden del determinante. (218-220)

Aprovechar la respuesta de E12 (E12: La ultima columna es combinacion lineal de la segunda),
corregirla y la utiliza para explicar e ir corroborando que la cuarta columna es nueve veces la segunda
columna, es decir, la cuarta columna es proporcional a la segunda. (224-231)

Remarcarles el hecho de que “sin tener que hacer cuentas”, al usar la propiedad de los determinantes el
determinante vale cero. (232-233); (241-243)
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Hacerles notar la importancia de las propiedades de los determinantes, sobre todo en determinantes muy
grandes. (234-236)

Interpretar la respuesta de E12 (E12: Que la 3 es 100 veces la 4 mas 10 veces la 1 mas la 2) y
completarla, para justificar que el determinante vale cero porque la tercera fila es 100 veces la cuarta fila
mas diez veces la primera fila mas la segunda fila. (248-252)

CPG
Control de la indisciplina. Aly: E3 por qué no atiendes hoy mejor, y copias en casa, porque aqui si
vienen a copiar es perder tiempo. (192-193)

Evento de Término: Aly terminé de hacer los cinco apartados de este ejercicio.

[8.2] Presentacién de como resolver (calcular) determinantes de orden mayor a
tres (que no se resuelven con las propiedades). (258-571)

Objetivo general: Presentarles como resolver (calcular) determinantes de orden mayor
a tres (que no se resuelven con las propiedades).

Evento desencadenante: Iniciar la presentacion de lo qué es un menor.

[8.2.1] Presentarles el concepto de menor, menor complementario y adjunto de un elemento. (261-
454)

Objetivo particular: Presentar el concepto de menor, menor complementario y adjunto de un elemento.

[A, 8.2.1]. Aly explica a través de un ejemplo en la pizarra lo que es un menor, menor complementario y
adjunto de un elemento, luego explica otro ejemplo donde se aplican esos conceptos.

Conocimientos en accion:
CCC
Saber lo que es un menor (Aly: Se llama menor al valor del determinante de cualquier submatriz que se

forma por el cruce de algunas columnas con alguna fila). (281-283); (306-308); (309-312)

Saber la notaciéon de un menor (en este caso, saber que se escriben como determinantes y no como
matrices). (302-305)

Saber como encontrar el menor complementario de un elemento. (328-361)
Saber la definicion de adjunto de un elemento de una matriz cuadrada. (364-373)

Saber generalizar todos los menores que pudieran salir de orden 2 (Aly: Cualquier submatriz de orden
2x2, su determinante eso seria un menor). (407)

Saber calcular el menor complementario de un elemento (incluye saber aplicar la regla de Sarrus para
calcular un determinante de orden 3). (408-426)

Saber calcular el adjunto de un elemento. (439-447)

Saber la utilidad de encontrar el adjunto de un elemento (Aly: Nos sirve para desarrollar determinantes
mayores que no sean de orden 3, que sean de orden 4, de orden 5). (452-454)

CC-Es
Prever que los estudiantes pueden confundir el menor complementario con el adjunto del menor
complementario, es decir, prever confusion con dos cosas distintas que acaban de definir. (374-375)
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CC-En
Para definir un menor, da ejemplos de submatrices que formarian el menor y finalmente define el menor
como el valor del determinante de una submatriz. (263-308)

Primero da un ejemplo de un menor de orden 2, luego define un poco las caracteristicas de la submatriz
que forma el menor y después vuelve a hacerles notar el ejemplo del menor que acaban de hacer. (263-
287)

Hacerles notar cémo obtener un menor de orden 4 (Aly: Seria toda la matriz completa de 4 filas y 4
columnas). (292-293)

Darles un ejemplo de un menor de orden 3. (294-299)

35 2
01 -
7 1 10

Remarcarles la esencia de los menores de orden 2 y de orden 3 (Aly: Entonces tenemos los menores que

son los de orden 2 y los de orden 3, cruzando filas y columnas, las que me digan o las que necesite,
vale). (300-301)

Cerrar los ejemplos anteriores haciéndoles ver que todo lo que han visto es para llegar a la definicion de
menor. (306-308)

“Traducir” la definiciéon formal que viene en el libro de texto, combinar tanto lenguaje formal con
lenguaje comin. (309-312)

Remarcar lo que indica el primer y segundo subindice (cosa que acababan de ver hace algunos dias en
matrices), (Aly: el primer subindice indica la fila y el segundo la columna). (322-324)

Definir el menor complementario auxilidndose de un ejemplo y luego ya lo denota en general por ;.
(327-342)

Remarcarles nuevamente como encontrar el menor complementario de un elemento (Aly: Entonces para
encontrar el menor complementario de un elemento, suprimo la fila y la columna donde esta el elemento
y el determinante de lo que queda es el menor complementario de ese elemento, vale). (343-345)

Hacerles preguntas como: ;donde se encuentra ese elemento?, jcudl seria el menor complementario ahi
con esa matriz del elemento a sub dos dos, es decir, cudl seria alfa dos dos? para calcular otro menor
complementario y ver si le van entendiendo los estudiantes. El estudiante E2 contesta y ella va
remarcando (repitiendo) la respuesta del estudiante y finalmente les remarca nuevamente a todos, como
han encontrado el menor complementario del elemento ay, (de la matriz genérica de orden 3x3). (347-
361)

Hacerles notar que el adjunto por la forma en que estd definido (en particular: (-1)), algunas veces
queda positivo y otras negativo. (376-381)

Comentarles la aplicacion que tienen los adjuntos de los menores complementarios, es decir, decirles
para qué les va a servir (Aly: ...esto la aplicacion que tiene es para desarrollar determinantes mayores
eh, determinantes de orden superior). (382-384)

Traducir”, en concreto, lo que piden encontrar en el primer, segundo y tercer apartado del ejemplo (Aly:
Un menor de orden dos de la matriz, luego el menor complementario y luego el adjunto). (396-397)

Aclararles este dato (el determinante de la submatriz) que le habia faltado decir y que es parte de lo que
forma un menor. (403-405)

Hacerles preguntas para que la vayan siguiendo pero luego ella misma se contesta, eg Aly: Bueno, jqué
tengo que hacer entonces para ver cudl es el menor complementario de ese elemento? Pues suprimimos
por ende esa columna y esa fila. (415-417)
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Explicar como calculd el determinante de orden 3 con la regla de Sarrus y que se obtiene 198, que es el
valor del menor complementario az,. Aly repasa nuevamente como calcular el determinante de orden 3
por Sarrus (tema visto hace algunos dias). (427-438)

Hacer una pregunta para que los estudiantes noten la diferencia entre menor complementario y su
adjunto (Aly: jqué es lo que hay de diferencia entre el menor complementario y el adjunto? El signo).
(440-442)

Saber qué dejarles de deberes (que hagan un ejercicio que viene en el libro, parecido al ejemplo que han
hecho) una vez que ha terminado de presentarles un primer ejemplo. (450-451)

Decirles para qué sirve lo que han hecho en el ejemplo y por tanto, en general, lo que han visto hasta
llegar al adjunto, es decir: menor, menor complementario y adjunto. Comentarles la utilidad de esos tres
conceptos: para desarrollar determinantes mayores que no sean de orden 3, que sean de orden 4, de
orden 5. (452-454)

CPG
Preguntarles para saber si van entendiendo (Aly: Otro menor de esta matriz, ;quién me lo dice? Un
menor de orden 3 jcomo podriamos hacer o encontrar un menor de orden 3 de ahi?). (288-291)

Una forma de preguntarles si entienden lo que se ha hecho (Aly: Se entiende ;jno?). (449)

Evento de Término: Aly termind de hacer ejemplos sobre calcular el adjunto de un elemento de una
matriz.

[8.2.2] Presentarles una nueva propiedad, es decir, una forma de calcular determinantes de orden
mayor o igual a tres. (457-571)

Obijetivo particular: Presentar una nueva propiedad, es decir, una forma de calcular determinantes de
orden mayor o igual a tres.

Evento desencadenante: Iniciar a presentarles como calcula determinantes de orden mayor o igual a
tres.

[A, 8.2.2]. Aly explica en la pizarra una forma de calcular determinantes de orden mayor o igual a tres
(mediante adjuntos) y la mayor parte de la demostracion (no termino la demostracion porque se termind
la clase, le falt6 alrededor de una tercera parte o poco menos).

Conocimientos en accién:

CCC
Saber calcular un determinante de orden tres mediante adjuntos eligiendo la primera fila. (475-480)

Saber como se escribiria la solucidn al calcular un determinante mediante adjuntos. (483-486)

Saber indicar los adjuntos por linea para calcular el determinante de una matriz genérica de orden tres.
(526-562)

CC-En

Comentarles que esta propiedad (para calcular determinantes mediante adjuntos) que van a ver, se puede
aplicar para calcular determinantes de orden tres o mas y que ella escribira la propiedad para el caso de
una matriz cuadrada de orden tres. (466-469)

Comentarles en lenguaje mas familiar como calcular el determinante de una matriz de orden mayor o
igual a tres (Aly: Bueno pues el valor del determinante es ir multiplicando los elementos de una fila o

columna por sus correspondientes adjuntos). (473-474)

Aclararles que también pueden calcular el determinante mediante adjuntos eligiendo otra fila. (481-482)
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Darles y explicarles otra forma de escribir (representar) como calcular un determinante mediante

adjuntos. Aly lo escribe de forma compacta |A| = z a.A. conifijo. (491-510)

[/}
J=1

Comentar la estrategia de la demostracion (Aly: Si en esto —Aly seifiala los adjuntos que habia escrito
para calcular el determinante de A con la primera fila- nos ponemos a escribir quiéen es el adjunto A;,
Ajs, Ajz van a ver que lo que nos va a quedar es el desarrollo por la regla de Sarrus). (516-523)

Comentarles su estrategia para escribir los resultados (Aly: ...primero voy a ir haciendo cada uno de los
adjuntos y luego ya los anotamos todos juntos, nos va a salir una formula muy grande). (535-536)

Comentarles lo que falta por hacer para ver si alguien se atreve a terminarlo en casa y sino ella lo
terminara la siguiente clase (ya se termind la clase y no alcanzo a terminar de hacer la demostracion).
(563-569)

Saber qué dejarles deberes. Aly los invita a que terminen lo que faltdé por hacer en la demostracion
(sustituir en la expresion que ya tienen escrita, los adjuntos que acaban de obtener y ver si al hacer el
desarrollo obtienen los mismos términos que con la regla de Sarrus, para calcular un determinante
genérico de orden tres). (570-571)

CcC
Saber que ese contenido viene en el libro de texto. (514-515)

Evento de Término: Se termin¢ la clase. Aly no termin6 de hacer la demostracion y les indica lo que
faltdo (aproximadamente una tercera parte o un poco menos) por si algin estudiante se atreve a
terminarlo.

Analisis de la clase 11 de Aly

[11.1] Presentacion ejercicios para aplicar el teorema de Rouché-Frobenius. (1-
207)-{186-187}

Objetivo general: Presentar ejercicios para aplicar el teorema de Rouché-Frobenius.

Evento desencadenante: Inicia la revision del ejercicio 1 (con 3 apartados) que Aly
dej6 de deberes la clase anterior.

[A, 11.1] Aly explica en la pizarra la solucion de cada uno de los 3 apartados del
ejercicio.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber estudiar el rango de una matriz:

Estudiar el rango de la matriz de coeficientes, es decir, en el apartado a) saber si existe
0 no rango 1, rango 2 6 rango 3. (26-31). Idem en el apartado b) del ejercicio (84-88).
Idem en el apartado c). (116-158)

Estudiar el rango de la matriz ampliada:

En el apartado a), aprovechar que ya se sabe que minimo existe rango 2 (porque la
matriz de coeficientes tiene rango 2) y para ver si la matriz ampliada tiene rango 3
basta con calcular el determinante de ésta. (32-36) Saber que el rango de la ampliada es
2 porque el determinante de la ampliada es 0, entonces el médximo menor encontrado
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fue de orden 2. (51-54)

En el apartado b), saber que el rango de la ampliada es 3 porque el maximo menor
encontrado es de orden 3. (89-105)

En el apartado c), saber que el rango de la ampliada es 3 porque el maximo menor
encontrado es de orden 3. (159-177)

Saber que la tltima columna es combinacion lineal de las anteriores (Cs=C;-C,). (41-
45)

Saber el teorema de Rouché-Frobenius (que si el rango maximo encontrado coincide
con el numero de incognitas entonces el sistema es compatible determinado). (55-64)

Saber que de la escritura de la matriz ampliada pueden ir analizando el rango de la
matriz de coeficientes y de la matriz ampliada (para no escribir primero la matriz de
coeficientes y luego la ampliada, es decir, para escribir so6lo la ampliada y de ahi
analizar el rango de ambas). (77-83)

Saber la regla de Sarrus para calcular un determinante de 3x3. (95-99); (171-175)
Saber el Teorema de Rouché-Frobenius. (99-107); (178-179)

Saber que no se puede escribir el determinante de una matriz que no sea cuadrada.
(121-128)

Saber que en el sistema de 3x4 al ampliar la matriz de coeficientes con la cuarta
columna, el determinante del menor de orden 3 vale cero, porque existe una
combinacion lineal en las columnas (Cs=C;-C,). (147-153)

CC-Es

Prever que los estudiantes pueden ponerse a hacer célculos sin antes fijarse si pueden
usar una propiedad, es decir, sin ver si existe alguna relacion entre las filas o las
columnas para ver si se puede aplicar una propiedad de los determinantes y no hacer
todo el calculo. En el apartado a) (38-40); en el apartado b) (91-92); en el apartado c)
(133-134); (168-169)

Prever que los estudiantes se pueden quedar con una imagen inadecuada del contenido
y por ello luego siente la necesidad de hacer una aclaracion o comentario, es decir,
prever que los estudiantes no tomen en cuenta que la matriz debe ser cuadrada para
calcular su determinante, pues el determinante de una matriz que no sea cuadrada no
esta definido). (121-128)

CC-En

Transferir y orientar la respuesta del estudiante (E5) a una convencién matematica del
contenido, es decir, ES dice el orden de la matriz de coeficientes pero primero dice las
columnas y luego las filas (2x3), entonces Aly acomoda la respuesta y remarca que el
orden es de 3x2. (10-16)

Transferir y orientar la respuesta del estudiante para conducir dicha respuesta a lo que
el profesor explicaréd posteriormente. (10-17)
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Comentarles la estrategia de “solucion” del ejercicio (tienen la matriz de coeficientes y
la matriz ampliada, lo que tienen que hacer unicamente es estudiar el rango de ellas y
ver si los rangos de ellas coinciden porque entonces el sistema es compatible). (22-25)

Recomendarles a los estudiantes que observen primero el problema, que se detengan un
momentito antes de hacer nada y vean si existe alguna relacion entre las filas o las
columnas para ver si se puede aplicar una propiedad de los determinantes y no hacer
todo el célculo, pues de existir una combinacion lineal entre filas o columnas el
determinante vale 0. (38-40)

Anunciarles que veran un poquito mas sobre eso (saber resolver el sistema) mas
adelante cuando vean la regla de Cramer (en ese apartado del ejercicio solo piden decir
de qué tipo es el sistema de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius). (65-68)

Ensefiando a hacer (escribir menos). Comentarles que pueden escribir la matriz
ampliada directamente (incluyendo la matriz de coeficientes) y de ahi ir analizando el
rango de ambas, de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada. (77-83)

Hacerles hincapié en que no importa tanto el valor exacto del determinante sino el
hecho de que de cero o distinto de cero. (99-101); (175-176); (185)

Cerrar el ejercicio de los tres apartados (a), b) y c¢)) remarcandoles la utilidad del
Teorema de Rouché-Frobenius. (180-181)

CPG
Incitarlos a que hagan los deberes y asi no tengan tanto problema cuando hagan el
examen. (72-73)

Evento de Término: Aly termind de explicar “la solucion” al ejercicio 1 (los 3
apartados).

[11.2.] Presentacion de la regla de Cramer, demostracién de la regla para un
sistema genérico de 4x4 y un ejemplo para aplicar dicha regla. (186-187); (208-
554)

Objetivo general: Presentar la regla de Cramer, demostrarla para un sistema genérico
de 4x4 y un ejemplo para aplicar dicha regla.

Evento desencadenante: Empezar a presentar la definicion genérica de la regla de
Cramer.

[11.2.1] Presentacion de la regla de Cramer. (186-187); (208-295)
Obijetivo particular: Presentar la definicion de la regla de Cramer.

[A, 11.2.1] Aly explica en la pizarra la definicion de la regla de Cramer.
Conocimientos en accion:

CcC
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Saber el Teorema de Rouché-Frobenius. (188-207)

Saber la relacion entre un sistema de Cramer y los rangos (considerando que un sistema sera de Cramer
cuando el nimero de ecuaciones sea igual al nimero de incognitas y ademas eso sea igual al rango de la
matriz de coeficientes e igual al rango de la matriz ampliada, es decir, todos coinciden). (214-220)

Saber la definicion de la regla de Cramer para un sistema genérico de 4x4. (237-295)

Saber escribir el sistema de 4x4 de forma genérica. (238-249)

Saber como calcular x seglin la regla de Cramer (x=|A,|/|A]). (258-260)

Saber como se calcula el |A,|. (263-275)

Saber como calcular y seglin la regla de Cramer (y=|A,|/|A]). (278-288)

Saber como calcular z seglin la regla de Cramer (z=|A,|/|A]). (289-291)

Saber como calcular t segun la regla de Cramer (t=|A{/|A]). (293)

CC-Es

Prever que los estudiantes entenderan “mejor” la definicion de un sistema de Cramer si se las dice en
lenguaje mas familiar a los estudiantes. (221-223)

CC-En

Comentar a los estudiantes que la regla de Cramer es el método mas practico y mas eficaz para resolver

un sistema. (209-210)

Aclararles “traducir” lo que dice la definicion de un sistema de Cramer a lenguaje mas familiar a los
estudiantes. (221-223)

Aclararles porque el sistema de la definicion de la regla de Cramer se trata de un sistema compatible
determinado. (224-231)

Ignorar la respuesta de E8 que es incorrecta y que no aporta nada a la explicacion que Aly esta dando.
(282-283)

CcC

Saber los contenidos que vienen en el libro de texto. Saber que la regla de Cramer viene en el libro de
texto, en la pagina 102. (214-220)

Evento de Término: Aly terminé de presentar la definicion de la regla de Cramer.

[11.2.2.] Presentacion de la demostracion de la regla de Cramer. (296-464)

Obijetivo particular: Presentar la demostracion de la regla de Cramer para que los estudiantes se
acostumbren a ver y estudiar demostraciones.

Evento desencadenante: Iniciar la demostracion de la regla de Cramer para un sistema de 4x4.

[A, 11.2.2] Aly explica en la pizarra la demostracion de la regla de Cramer, ella hace mayor énfasis en la
explicacion del |A,|, lo desarrolla paso a paso hasta obtener x=|A|/|A|, pero para obtener y=|A/|A| y
7z=|A,J/|A| s6lo explica la idea para hacerlo pues es similar a la estrategia utilizada para obtener
x=|AL/|Al.

Conocimientos en accion:
CCC

Saber hacer la demostracion de la regla de Cramer para un sistema de 4x4. (299-460)
Saber la propiedad de los determinantes de que si todos los elementos de una fila o columna estan
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formados por dos sumandos, dicho determinante se descompone en la suma de dos determinantes. (372-
416)

Saber la propiedad de los determinantes de que el |A|=0 si una fila o columna es proporcional a otra.
(405-416)

Saber la propiedad de los determinantes de que si se multiplica un determinante por un niimero real,
queda multiplicado por dicho nimero cualquier fila o columna, pero s6lo una. (420-428)

Saber la estrategia para encontrar y=|A|/|A| partiendo del |A,|. (448-458)

CC-Es

Prever que los estudiantes no ven facilmente el otro sentido de la igualdad («<—, en este caso particular, en
la expresion a;;x+ayta;zzta t=C;, no ven que esa expresion también se puede ver como
Cl=al lx+312y+a13z+a14t). (333-337)

Prever que puede ser mas complicado o producir confusion a los estudiantes trabajar con Xi, X, X3, X4,
por eso al hacer la demostracion de la regla de Cramer para un sistema de 4x4 usa la notacion x, y, z, t en
lugar de x;, X,, X3, X4. (339-340)

CC-En

Hacerles notar parte de la estrategia para la demostracion de la regla de Cramer. Remarcarles que en el
primer elemento de la primera columna so6lo han escrito lo que vale C; en términos de la ecuacion (pues
ajx+apy+a ;ztat=C), es decir, les hace notar que ha escrito a C; como combinacién lineal, lo cual es
el punto clave en el |A,]. (321-324)

Comentarles la estrategia o parte de ella para hacer la demostracion de la regla de Cramer, usar las
propiedades de los determinantes (en particular: 1. Separar en sumas de determinantes la columna
expresada en términos de combinaciones lineales. 2. Usar la propiedad de proporcionalidad entre
columnas y 3. Usar la propiedad de sacar término comun). (329-331)

Remarcarles que en matematicas es mejor demostrar cosas “largas” (extensas) con cuidado que las
cortas, porque en una afirmacion corta se tienen tan pocas cosas, tan pocos datos para trabajar que es
mas dificil, y no como las afirmaciones largas. En concreto, comentarles que no hay que asustarse al
tener que resolver un problema que en apariencia es extenso. (365-370)

Hacerles notar la proporcionalidad entre dos columnas del determinante para ver que entonces ese
determinante vale 0 y que lo mismo pasa con los siguientes dos determinantes, de tal forma que hay tres
determinantes que dan 0 y del determinante principal |A4| que tenian inicialmente ya sélo les queda un
determinante menos extenso. (405-419)

Hacerles notar que el término comiin que existe en la primera columna y que por tanto pueden usar una
propiedad de los determinantes para sacar el término comun (x) del determinante (si se multiplica un
determinante por un numero real, queda multiplicado por dicho nimero cualquier fila o columna, pero
sOlo una). (420-428)

Remarcarles a lo que han llegado con lo realizado hasta el momento (a que |AJ=x|A]). (434-435)

Comentarles la estrategia para calcular |A,|, que seria similar a la anterior (para calcular |A|) pero ahora
se obtendria |A,|=y|A| entonces y=|A,|/|A]. (448-458)

A forma de cierre de la demostracion de la regla de Cramer, comentarles que la estrategia para calcular
|A,|, seria similar a la anterior (para calcular |A,|) pero ahora se obtendria z=|A,|/|A|. (459-460)

Hacerles notar que una cosa es hacer una demostracion y otra hacer ejemplos concretos (con nimeros
especificos). (462-464)

CPG
Animarlos a que en la demostracion de la regla de Cramer, aunque vean que en apariencia tienen que
calcular un determinante muy amplio (JA,| expresado en la primera columna con combinaciones
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lineales), cuentan con propiedades de los determinantes para calcularlos mas rapido. (329-331)
Preguntarles a los estudiantes ;/qué pasa? cuando los ve con cara de duda. (332)

Animarlos a seguir haciendo la demostracion, que no se espanten porque en apariencia vean que el
determinante que esta quedando |A,| es muy amplio. (370)

Animarlos al hacerles ver que en un principio es largo de escribir el |Ay|, pero luego hay tres
determinantes que dan 0 y entonces s6lo les queda uno menos extenso. (417-419)

Nuevamente animandolos para que hagan la demostracion de la regla de Cramer. (Aly: Sé que no es lo

mas agradable —hacer la demostracion- pero porque vedis esto no pasa nada, no. Aly 11, p.10). (441-
442)

Evento de Término: Aly termind de presentar la demostracion de la regla de Cramer (para un sistema
de 4x4).

[11.2.3.] Presentacion de un ejemplo usando la regla de Cramer. (465-554)
Objetivo particular: Presentar un ejemplo usando la regla de Cramer.
Evento desencadenante: Iniciar un ejemplo para usar la regla de Cramer.

[A, 11.2.3] Aly explica en la pizarra los determinantes que hay que ir calculando para encontrar los
valores de X, y, z. Luego, explica el procedimiento de Sarrus para calcular el |A|. Para encontrar los
valores de x y de y, sin desarrollar el procedimiento para obtener el valor de los determinantes |A,| y [A,],
Aly anota sélo el resultado de éstos y los sustituye en x=|A|/|A|, y=|A,|/|A| para escribir el valor de x y
de y respectivamente. Finalmente pide a los estudiantes que ellos calculen el valor del |A,|ly luego
encuentren el valor de z.

Conocimientos en accion:

CcCcC
Saber que en una fraccion el denominador tiene que ser # 0 para que esté definida (determinada). (477)

Saber calcular el rango de la matriz de coeficientes (incluye saber determinar el menor de orden 1,2y 3,
es decir, hacer los respectivos determinantes). (481-487)

Saber como hacer la comprobacion de la respuesta (los valores obtenidos de X, y, z) en el sistema. (542-
554)

CC-Es

Prever que los estudiantes se pueden quedar con la imagen de que no necesitan hacer todo el
procedimiento para obtener los valores de x, y, z, debido a lo que acaban de ver en la estrategia de la
demostracion de la regla de Cramer, pues al hacer la demostracion, Aly hizo el desarrollo del
procedimiento completo para encontrar el valor de x pero para encontrar el valor de y y de z no hizo el
procedimiento completo sino que solo les comento la estrategia para calcularlos. (467)

CC-En

Remarcarles cuando un sistema es sistema de Cramer, antes de empezar a hacer el ejemplo, es decir, les
remarca eso para tener claro lo que hay que hacer en el ejemplo. (472-474)

Hacerles ver que primero hay que ver que el |A|#0 porque el |A| aparece en el denominador de las
expresiones x=|A/|A|, y=|A//|Al, z=|A,|/|A|, es decir, para poder encontrar los valores de X, y, z
respectivamente. (475-477)

Hacerles notar por qué el ejemplo es un sistema de Cramer (que el numero de ecuaciones coincide con el
nimero de incognitas y eso es igual al rango de la matriz de coeficientes e igual al rango de la ampliada).
Es decir, remarcarles eso antes de hacer propiamente el ejemplo. (491-493)
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Aly so6lo anota lo que da el |A,], es decir, no lo resuelve, solo lo indica y anota el valor de x.
Similarmente lo hace con el |A,|, lo indica y no lo resuelve en clase, s6lo anota el resultado de y. Para z,
indica el |A,| y les pide que ellos lo calculen. (503-505); (506-515); (516-535)

Gestion de la participacion. Saber que los estudiantes también deben participar activamente en clase y no
solo copiar lo que ella escribe en la pizarra. Aly los invita a que calculen el |A,| que ya ha indicado, para
que los estudiantes también hagan algo y no sélo copien lo que anota ella. (520)

Corregir la idea equivocada del estudiante E3, E3 pensaba que no era necesario hacer el |A,|, porque
daba 0, idea erronea de E3 que justificaba que debido a que en la demostracion de la regla de Cramer
habia un paso (para llegar a la expresion |A4=x|A|) en el que varios determinantes daban O (porque
existia proporcionalidad entre dos columnas) entonces el |A,|=0. (524-532)

Evento de Término: Aly termind el ejemplo incluyendo la comprobacién y se termind la clase.

Andlisis de la clase 12 de Aly

[12.1] Revisidn de un ejercicio usando regla de Cramer para resolver un sistema
de ecuaciones de 3x3. (1-97)

Objetivo general: Revisar un ejercicio usando regla de Cramer para resolver un
sistema de ecuaciones de 3x3.

Evento desencadenante: Empezar a hacer ejercicios usando la regla de Cramer.

[A, 12.1] Aly explica en la pizarra la solucién de un ejercicio que consiste en resolver
un sistema de 3x3 usando la regla de Cramer.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber estudiar el rango de la matriz de coeficientes. (12-33)

Saber calcular determinantes de 3x3 usando la regla de Sarrus. (16-18)

Al encontrar el valor de x, y, z, saber indicar |A|, |A,| y |A,| y simplificar lo que queda
en x=|A4/|A|, y=|A[/|A], z=|A,/|A|. (63-72), (72-82), (83-93), respectivamente.

CC-Es
Prever que los estudiantes se pueden confundir al tener poca experiencia en estudiar el
rango (rango 1, rango 2 y rango 3). (32-34)

CC-En

Interpretar y completar la respuesta de E1 (En este caso, acaban de indicar cémo
encontrar el valor de x usando Cramer y Aly pregunta: De la misma forma y, ja qué
sera igual?, E1: Al A sub y partido por A, Aly: y seria igual al determinante de A sub y
partido por el determinante de A). (51-54)

Indicarles el determinante A y comentarles que se resuelve con Sarrus y solo anotar el
resultado. (63-69)
Indicar nuevamente el determinante de A, y s6lo anotar el resultado, es decir, no
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escribir ni explicar el procedimiento de Sarrus para calcularlo. (73-79)
Similarmente al anterior, indicar el determinante A, y s6lo anota el resultado. (84-90)

Evento de Término: Aly termind de hacer el primer ejemplo usando la regla de
Cramer.

[12.2] Presentacion de un ejemplo de SCI usando la regla de Cramer. (98-374)
Objetivo general: Presentar un ejemplo de SCI usando la regla de Cramer.

Evento desencadenante: Empezar a presentar un ejemplo de SCI usando la regla de
Cramer.

[A, 12.2] Aly explica en la pizarra como hacer un SCI usando la regla de Cramer.
Conocimientos en accion:

CCC
Saber que se puede usar la regla de Cramer para un SCI. (98-107)

Saber calcular el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada. (130-225)

Saber usar los términos matematicos (E1 ha dicho que una columna es inversa de otra y
Aly le comenta que no inversa sino opuesta, en este caso C3=-C,). (159-161)

Saber usar términos adecuados en la explicacion, pues no es lo mismo decir
“eliminamos una columna” de la matriz que decir “a efectos del rango eliminamos una
columna” de la matriz. (175-178); (216-217)

Saber cuando un sistema es compatible indeterminado en términos del rango, es decir,
saberse el teorema de Rouché-Frobenius. (231-236)

Saber aplicar (usar) la regla de Cramer para resolver un SCI. (270-277)U(302-355)

Saber la estrategia para indicar los determinantes |A,|, |Ay| y |A,| para encontrar el valor
de x, y, z con la regla de Cramer: siempre los términos independientes se colocan en la
primera, en la segunda o en la tercera columna dependiendo de la incognita que se
busque. (311-313)

Saber resolver un SCI. (369-374)

CC-Es

Prever que para los estudiantes serda mas comprensible este tema (Uso de la regla de
Cramer en un SCI) si lo ven con un ejemplo concreto que aparece resuelto en el libro

de texto. (110-112)

Prever que no se fijen si existe alguna relacion entre filas o columnas y terminar mas
rapido el determinante justificando la propiedad que utilicen. (155,158); (164-167)

Prever que los estudiantes se pueden confundir con la z y la t que ahora son
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parametros, por tanto, mejor les dard nombre de pardmetro A y p, respectivamente.
(260-269)

CC-En
Comentarles que se puede usar la regla de Cramer para un SCI. (98-107)

Evocarles y remarcarles cuando un sistema es de Cramer, para luego hacerles ver que
se puede usar Cramer en un SCI. (98-107)

Decidir con qué ejemplo empezar a abordar este tema (con el primer ejemplo de este
tema que aparece resuelto en el libro de texto). (110-112)

Comentarles la estrategia de solucion en ejercicios de sistemas: primero hay que saber
de qué tipo es el sistema al comparar el rango de la matriz de coeficientes con el de la
ampliada. (119-123)

Remarcarles lo que tendrian que ver para ver si el rango de A es tres, es decir, ver si el
valor de ese determinante de orden tres es distinto de cero o no. (143-145)

Corregir el lenguaje matematico de los estudiantes (E1 ha dicho que una columna es
inversa de otra y Aly le comenta que no inversa sino opuesta, en este caso Cs=-C,).
(159-161)

Remarcarles lo util que puede ser si primero buscan relaciones entre filas o columnas
antes de empezar a hacer operaciones (Aly: ... todo lo que veamos asi - relaciones - es

muy bueno porque nos evita hacer muchas operaciones del determinante, vale). (181-
183)

Gestion de la participacion: Aly calla a E1 pues su respuesta no es correcta y ademas
no aporta nada a la respuesta correcta del ejercicio (E1 dice que el sistema entonces no
es compatible pero se trata de un SCI). (186-187)

Saber cuando ignorar o retomar una respuesta de los estudiantes. En esta ocasion la
respuesta de E1 es correcta (que el rango de la matriz de coeficientes es igual al rango
de la matriz ampliada), pero Aly la ignora para hacer el ejercicio. Posteriormente, al
escuchar Aly la justificacion de la respuesta de E1 (que la columna de los términos
independientes es igual a la anterior cambiada de signo, lo cual hace que el rango de la
matriz de coeficientes sea igual al de la ampliada) que ella ignoré por un momento, la
acepta y la retoma para mostrarles a todo el grupo por qué el rango de la matriz de
coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada. (201-225)

Resumirles lo que han hecho, a lo que han llegado hasta ahora lo que falta por hacer en
este ejemplo (apenas han estudiado el rango de la matriz de coeficientes y de la
ampliada y falta decir con base a eso qué tipo de sistema es y en su caso resolverlo).
(226-229)

Hacerles notar la ventaja de que puede resultar mas fécil resolver el sistema si el rango
es dos y el nlimero de ecuaciones y de incognitas es cuatro. (237-239)
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Evocarles un tema equivalente (SCI que resolvieron con el método de Gauss) para que
ellos comprendan mejor lo que les acaba de decir (que se trata de resolver un SCI como
los que habian resuelto antes por Gauss). (241-242)

Remarcarles el tipo de sistema del que se trata (SCI con dos pardmetros), antes de
empezar a hacerlo. (252-253)

Hacerles notar lo que tienen (una submatriz de orden dos que ya es de rango dos) y que
por tanto pueden usar Cramer (porque esa submatriz cumple con la condicidén para
aplicar esa regla). (271-275)

Empezar a decirles la estrategia para usar Cramer, calcular el valor de x que es igual al
|Axl/|A]. (276-277)

Interpretar las preguntas y respuestas de E1, pues El pregunta si ese SCI se puede
resolver con una reduccion, pero en su primera intervencion, pregunta si lo puede
resolver por Gauss pero posteriormente al responder a Aly, Aly transfiere su lenguaje
comun, es decir, su pensamiento matematico a lenguaje matematico (El: Una
pregunta, si por ejemplo se suma o yo lo quisiera resolver por Gauss ;se puede?, Aly:
Claro, lo hemos hecho ;no?, E1: Si pero me refiero por ejemplo a x-y, a la primera fila
v la segunda fila. Aly: Ah tu dices aplicar una reduccion. E1: Si, si.). (278-284)

Remarcarles que siempre tienen ahi (como reserva) el método de reduccion (que se ve
comunmente en secundaria) para cuando lo quieran usar (cuando lo consideren 1til).
(296-299)

Decidir resolver el sistema por el método de reduccion y por Cramer. Aly inicialmente
pensaba resolverlo s6lo por Cramer pero debido a la intervencion de E1 (que comenta
que se puede hacer una reduccion —método que hasta el momento los estudiantes tienen
mas trabajado-), decide hacerlo también por reduccion simple. (300-301)

Remarcarles la estrategia (siempre los términos independientes se colocan en la
primera, en la segunda o en la tercera columna dependiendo de la incognita que se
busque), para indicar los determinantes que aparecen en los numeradores, para
encontrar el valor de x, y, z con la regla de Cramer, es decir, para indicar los
determinantes |A,|, |Ay| y [A;]. (311-313)

Hacerles notar que en un SCI la solucion queda en términos de parametro(s). (348)

Remarcarles lo que se debe hacer, la estrategia a utilizar cuando los estudiantes tengan
que resolver un procedimiento de ese tipo, en este caso, saber escribir el sistema
compatible indeterminado, saber explicar cuales ecuaciones no participan en ese
menor, que ha dado distinto de 0, quitar las ecuaciones que sobran y obtener las
incognitas, pasar las incognitas que van a ser parametros a la derecha y terminar el
sistema como si fuera uno de orden 2. (369-374)

CC
Saber los contenidos que vienen en el libro de texto. En este caso, saber que este tema
(Uso de la regla de Cramer en un SCI) viene en el libro de texto. (110-112)
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Saber que el significado de orlar en una matriz, viene en el libro de texto. (137-140)

Evento de Término: Aly terminé de hacer el ejemplo de SCI usando la regla de
Cramer.

[12.3] Presentacion de otro ejercicio que consiste en resolver un SCI usando la
regla de Cramer, para que los estudiantes practiquen. (375-432)

Objetivo general: Presentar otro ejercicio que consiste en resolver un SCI usando la
regla de Cramer, para que los estudiantes practiquen.

Evento desencadenante: Empezar a hacer un nuevo ejercicio para resolver SCIL.

[A, 12.3] Aly invita a los estudiantes a empezar a hacer cada quien el ejercicio 1
propuesto por el libro.

Conocimientos en accion:

CCC

Saber parte de la estrategia para resolver SCI (Aly: ... las incognitas que van a quedar,
son las que estan en esa submatriz, es decir, que la ultima ecuacion la eliminamos,
entonces ;jahora qué hacemos con la z? Pues en este caso nuestras incognitas van a ser
X, v, ¥ la z pasa a ser un parametro, la vamos a llamar 1). (415-420)

CC-En
Ponerlos a hacer un ejercicio parecido al que acaban de hacer, justo después de hacer
uno similar a ese para que practiquen lo ensefiado. (375-383)

Comentarles en lo que se deben de fijar, tipo estrategia, al hacer un ejercicio sobre
sistemas de ecuaciones lineales (Aly: ... primero estudiar el rango es muy importante
saber con que menor distinto de 0 nos quedamos, ver las incognitas que participan en
ese menor, pues son las que verdaderamente nos van a quedan en el sistema). (380-

383)

Remarcarles que las incdgnitas que van a quedar son las que estan en la submatriz cuyo
determinante es distinto de 0 y por tanto en este caso, eliminar la tercera ecuacion y con
ello la z pasa a ser parametro. (415-420)

Dejarles de deberes terminar el ejemplo que no dio tiempo a terminar en la clase
(resolver el sistema por reduccion). (429-432)

Evento de Término: Se termind la clase, no se termind el ejercicio que estaban
haciendo y les deja de deberes que lo terminen.

Analisis de la clase 14 de Aly

[14.1] Revision de uno de los problemas (recientes) mas comunes que aparecen en
el examen de selectividad, sobre los udltimos temas abordados en clase
(clasificacion de un sistema con un pardmetro a estudiando el rango). (6-282)
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Objetivo general: Revisar (hacer) uno de los problemas (recientes) mas comunes que
aparecen en el examen de selectividad, sobre los ultimos temas abordados en clase
(clasificacion de un sistema con un parametro a estudiando el rango).

Evento desencadenante: Aly empieza a hacer uno de los problemas mas comunes que
aparecen en el examen de selectividad (este problema se los habia dejado de deberes
anteriormente).

[A, 14.1] Aly explica en la pizarra, paso a paso, la solucion del problema y a la vez
hace algunas preguntas a los estudiantes para saber los procedimientos que ellos usaron
y los resultados que ellos obtuvieron en ese problema.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber lo que dice el Teorema de Rouché-Frobenius. (26-30)

Saber que existe rango 1 y rango 2 en la matriz de coeficientes. (35-40)

Saber lo que se necesita para ver si el rango es 3 6 en qué caso (saber que hay que
calcular el determinante de la matriz de coeficientes y analizar para qué valores da cero
el determinante y para qué valores no). (35-40)

Saber calcular el determinante de orden 3. (41-43)

Saber que el rango de A es dos y el rango de la ampliada es tres (cuando a=1). (118-
145)

Saber que es cierta la afirmacion de E4, que si en el sistema, la primera ecuacion es
xty+z=0 y la tercera ecuacion es xty+z=1, no puede ser igual a 0 y a 1 al mismo
tiempo. Es decir, saber que un sistema es incompatible si por un lado se tiene que
x+y+z=0 y que x+y+z=1, porque la misma ecuacion no puede ser igual a 0 e igual a 1
simultaneamente. (135-137)

Saber que el sistema es incompatible (porque el rango de la matriz A es distinto del
rango de la matriz ampliada), es decir, saber lo que dice el teorema de Rouché-
Frobenius. (147-148)

Saber que el rango de A es dos cuando a=2. (159-163)

Saber que el rango de la matriz ampliada es dos cuando a=2. (164-174)

Saber lo que dice el Teorema de Rouché-Frobenius y por lo tanto deducir que con a=2
el sistema es un Sistema Compatible Indeterminado. (175-181)

Saber que si la solucion del sistema queda por ejemplo en términos de la expresion z/2,
entonces es conveniente hacer z=2A y no z=A para que la expresion quede mas sencilla.
(201-202)
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Saber que puede quitar la tercera ecuacion del sistema (porque el rango de la matriz de
coeficientes no es tres sino dos, entonces deja las dos ecuaciones con las que obtuvo
rango dos). (211-215); (216-219) y (porque una fila es combinacion lineal de las otras
dos). (220-225)

Saber que si el sistema de 3x3 tiene a lo mas rango dos, lo importante es quedarse con
las ecuaciones del menor de orden dos cuyo determinante es distinto de cero,
independientemente del orden, es decir, de si es la primera y la segunda ecuacion o la
segunda y la tercera ecuacion. (233-243)

Saber que en un sistema de 3x3, si queda rango uno pues habria una incognita y dos
parametros, si queda rango dos entonces dos incognitas y un parametro. (244-246)

CEC

Saber que si el valor del determinante se expresa como una ecuacion de segundo grado,
entonces se pueden aplicar propiedades de los numeros reales en la ecuacion. Es decir,
cambiar de signo al término -a2 y, por lo tanto a todos los términos de la ecuacion. Aly
hace notar a los estudiantes que el valor del determinante no puede cambiar de signo,
pero la ecuacion de segundo grado en si misma si (aplicando propiedades de campo de
los nimeros reales). E1 ha dicho: “Una pregunta, si el valor del determinante fuera, en
particular, a=0, tendriamos que igualar eso a 0, pero también se podria cambiar de
signo a la a al cuadrado”. La expresion del determinante de la matriz es -a2+3a-2, la
ecuacion seria expresada como -a2+3a-2=0. (44-56)

Saber que en un sistema compatible indeterminado, al dar soluciones a ese sistema con
distinto valor de parametro, en el conjunto de infinitas soluciones la solucion serd la
misma (seleccionen el menor que seleccionen siempre y cuando elijan el menor de
forma correcta —que el determinante sea distinto de cero). Es el profesor a diferencia de
otros profesionales, el encargado de explicar a los estudiantes (sobretodo cuando es la
primera vez que ven eso los estudiantes) que aunque aparentemente vean que las
soluciones son distintas (con distinto valor del pardmetro) en el conjunto de infinitas
soluciones es la misma. (254-262)

CC-Es
Prever que si les dice el Teorema de Rouché-Frobenius en lenguaje mas familiar para
ellos, entenderan “mejor” lo que dice el teorema. (26-30)

Prever que al cambiar de signo a la ecuacidon que representa el valor del determinante,
los estudiantes pueden hacerse una imagen inadecuada y cometer el error de cambiar
de signo el valor del determinante, es decir, hacerlo mecanicamente sin saber lo que
estan haciendo. (44-56)

Capacidad para escuchar e interpretar el conocimiento/pensamiento matematico que
expresan los estudiantes en su lenguaje usual. En este caso, interpretar que lo que E4
quiere decir es que un sistema es incompatible si por un lado se tiene que x+y+z=0y
que x+y+z=1, es decir, la misma ecuacion no puede ser igual a 0 e igual a 1
simultaneamente. (135-148)

Prever que se pueden quedar con la idea incorrecta de que resolvieron el problema
completo y por ello les aclara que so6lo lo han resuelto para a=2. (281-282)
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CC-En
Comentarles en lenguaje mas familiar a los estudiantes lo que dice el Teorema de
Rouché-Frobenius. (26-30)

Decirles la estrategia, lo que tienen que hacer para resolver el problema (estudiar el
rango de la matriz y en su caso ver para que valores da cero el determinante de la
matriz). (35-40)

Hacerles notar que este ejercicio no es diferente a los que han hecho en clase (como
decia ES5). (35-40)

Remarcarles que es muy importante lo que les comenta, que en el valor del
determinante no pueden cambiar el signo, pero cuando esta igualada a cero la ecuacion
que representa el valor del determinante entonces si. (44-56)

Comentarles que pueden usar un “truco” para resolver la ecuacion de segundo grado
sin necesidad de usar la formula general, pero que si se sienten perdidos pues entonces
usen la formula general, es decir, les da dos alternativas de solucion. (63-68)

Hacer notar a E2 que no es conveniente usar la regla de Rufini para resolver ecuaciones
de segundo grado y menos cuando las soluciones son fracciones o raices. (76); (85-91)

Remarcarles que no pierdan el verdadero objetivo del problema: Discutir el sistema
segun los valores de a y clasificarlo. (100-101)

Hacer énfasis en que es distinto que dos filas sean iguales a que sean linealmente
dependientes. En este caso si a=1 entonces la primera y la tercera fila son iguales.
(121-124)

Capacidad para transferir e interpretar la pregunta de los estudiantes y luego dar la
respuesta a forma de explicacion. En este caso, Aly interpreta lo que dice E4 y luego
responde explicando porque el sistema es incompatible (porque el rango de la matriz A
es distinto del rango de la matriz ampliada). (135-148)

Recapitular brevemente lo que han visto y lo que falta por ver (que han visto si a es
distinto de uno y de dos, que son los valores que anulan el determinante, luego si a es
igual a uno y a continuacién van a estudiar lo que pasa si a es igual a dos). (151-153)

Hacerles notar que el rango de A es dos porque precisamente obtuvieron el valor de
a=2 cuando igualaron el valor del determinante a cero para ver para qué valores se
hacia cero ese determinante), por tanto, como a es uno de los valores para el cual el
determinante de A es cero, entonces el rango de A es dos. (159-163)

Hacer notar el hecho de que en la matriz ampliada la primera columna y la tercera son
iguales (pues de ser asi, el determinante de la ampliada es cero y entonces el rango de
la ampliada es dos). (168-169)

Capacidad para transferir e interpretar la pregunta de los estudiantes y luego dar la
respuesta a forma de explicacion. Explicarles porque quita la tercera ecuacion del
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sistema (porque el rango de la matriz de coeficientes no es tres sino dos, entonces deja
las dos ecuaciones con las que obtuvo rango dos). (211-215); (216-219)

Capacidad para transferir e interpretar la pregunta de los estudiantes y luego dar la
respuesta a forma de explicacion. Explicarles la condicion para quitar una ecuacion del
sistema de 3x3 para resolverlo (garantizar que no existe rango tres y quedarse con las
dos ecuaciones con las que se obtuvo rango dos). (216-219)

Usar un ejemplo para hacer ver que en un sistema de 3x3 que tiene a lo mas rango dos
(y no rango tres), no se puede quitar cualquier fila (cualquier ecuacion de sistema) para
resolverlo, se tendria que quitar la que no garantice rango tres, es decir, dejar las dos
ecuaciones que garanticen rango dos. (226-232)

Capacidad para transferir e interpretar la pregunta de los estudiantes y luego dar la
respuesta a forma de explicacion. Explicarles que si el sistema de 3x3 tiene a lo mas
rango dos, lo importante es quedarse con las ecuaciones del menor de orden dos cuyo
determinante es distinto de cero, independientemente del orden, es decir, no importa si
es la primera y la segunda ecuacion o la segunda y la tercera ecuacion. (233-243)

Remarcarles que en un sistema de 3x3 que tiene a lo mas rango dos,
independientemente de que con las dos ecuaciones que se queden sea la primera y la
segunda o la segunda y la tercera (siempre y cuando garanticen el rango dos), la
solucion del sistema debe ser la misma. (239-243)

Hacerles notar la importancia de estudiar el rango (en un sistema de 3x3, si queda
rango uno pues habria una incognita y dos parametros, si queda rango dos entonces dos
incognitas y un parametro). (244-246)

Remarcarles que en un sistema compatible indeterminado, el conjunto de infinitas
soluciones les debe dar la misma solucidon (seleccionen el menor que seleccionen
siempre y cuando elijan el menor de forma correcta —que el determinante sea distinto
de cero). (254-262)

Aclararles que no resolvieron el problema completo sino que sdlo lo han resuelto para
a=2.(281-282)

CPG
Hacer algunas preguntas a los estudiantes para saber los procedimientos que ellos

usaron y los resultados que ellos obtuvieron en los dos apartados de ese problema. (6-
282)

Invitarlos a que practiquen y hagan los ejercicios. Aly un poco molesta de tanta
pregunta les pide que en lugar de hablar y hablar, de preguntar y preguntar qué pasaria
si... y qué pasaria si..., se pongan a hacer los ejercicios (a practicar), es decir, menos
hablar y mas hacer. (264-267)

Evento de Término: Aly terminé de explicar la solucion al problema.

[14.2] Presentacion del tema “Forma matricial” a través de un ejemplo. (283-509)
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Objetivo general: Presentar el tema “Forma matricial” a través de un ejemplo.

Evento desencadenante: Inicia a presentar el tema “Forma matricial” a través de un
ejemplo.

[A, 14.2] Aly explica en la pizarra que el sistema de ecuaciones se puede escribir en
forma matricial AX=C y que de ahi se pueden obtener los valores de las incognitas a
través de la forma XZA'IC, es decir, usando la matriz inversa de A.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber escribir el sistema del ejemplo en forma matricial AX=C. (304-315)

Saber que el sistema se puede escribir en forma matricial porque al hacer el producto e
igualar término a término (en AX=C) se obtiene el sistema inicial. (316-338)

Saber despejar la X de la ecuacion matricial AX=C, es decir, saber que X= A™'C. (349-
362)

Saber la analogia entre el elemento neutro de los numeros reales y la matriz identidad
en las matrices y su funcionalidad (que al multiplicar un elemento del mismo conjunto
por el elemento neutro o la matriz identidad, en los numeros reales o en matrices
respectivamente, lo/la deja invariante). (366-368)

Saber que X=A"'C es otra forma de calcular el valor de las incognitas y que para usar
esa forma, el sistema debe ser cuadrado (de 2x2, 3x3, etc.). (369-374)

Saber las condiciones para aplicar X=A"'C y encontrar el valor de x, y, z: el sistema
debe ser cuadrado, es decir, igual niimero de ecuaciones que de incognitas y existir A,
es decir, resolver el sistema de forma matricial. (375-381)

Saber que como el determinante de A es distinto de cero entonces existe A™. (386-392)

Saber calcular la matriz inversa con la expresion A'=(AdjA)Y|A|, incluye saber
calcular cada parte de esa expresion (AdjA, (AdjA)'y |A]). (386-464)

Saber encontrar el valor de X, y, z una vez que tiene A'l, es decir, obtener X del
producto A™'C y con ello saber el valor de x, y, z. (465-491)

Saber cual método puede ser mas rapido y por qué (por Cramer puede ser mdas rapido
pero depende de la dificultad de la matriz, si hay ceros en la matriz pues es mejor
hacerlo por Cramer, pero si piden hacerlo con la forma matricial pues entonces hay
que hacerlo con esa forma). (501-507)

CEC

Saber que al aplicar la propiedad conmutativa en matrices, el error de los estudiantes
puede provenir de la extension de la propiedad conmutativa del producto en los
numeros reales al producto en matrices, de tal manera que cuando despejan X de la
ecuacion matricial AX=C, deben tener cuidado al multiplicar A™ por la izquierda en
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ambos términos de la igualdad, especialmente en la segunda parte de la igualdad (en A
'C), pues en las matrices el producto no es conmutativo y entonces A" CACA™. Es el
profesor a diferencia de otros profesionales, el que se plantea la causa matematica del
error de los estudiantes al enfrentarse con la propiedad no conmutativa en el producto
de matrices. (349-362)

CC-Es
Prever que los estudiantes pudieran equivocarse al multiplicar por A™' sin considerar si
debe ser por la derecha o por la izquierda (para despejar X de AX=C). (349-362)

Prever que los estudiantes tienen mas trabajado el elemento neutro en los niimeros
reales y entonces al comentarles la analogia entre el elemento neutro de los nimeros
reales y la matriz identidad en las matrices, los estudiantes entenderan “mejor” la
funcionalidad de la matriz identidad en las matrices. (366-368)

Prever que pueden equivocarse en el signo, al escribir solo el valor del adjunto, sin
escribir todos los calculos, es decir, al hacerlo directamente. (413-416)

CC-En

Después de mostrarles, paso a paso, que el sistema se puede escribir como AX=C, Aly
retoma la idea principal del ejemplo: escribir el sistema en forma matricial AX=C para
resolver el sistema. (340-342)

Hacerles notar la analogia del elemento neutro de los nimeros reales y la matriz
identidad en las matrices, aprovecha que los estudiantes tienen mas trabajado el
elemento neutro en los numeros reales. (366-368)

Remarcarles lo que han obtenido hasta el momento (369-374):
1. QuelaX=A"C.
2. Que X=A"'C es otra forma de calcular el valor de las incognitas.
3. Que para usar la forma X=A"'C, el sistema debe ser cuadrado (de 2x2, 3x3,
etc.).

Resumirles lo méas importante de lo que han obtenido (las condiciones para aplicar
X=A"'C y encontrar el valor de x, y, z: el sistema debe ser cuadrado, es decir, igual
namero de ecuaciones que de incdgnitas y existir A™). (375-381)

Comentarles la estrategia a seguir para resolver el problema (calcular A para calcular
X=A"C). (393-394)

Repetir el proceso de calcular la inversa por adjuntos. Aly decide repetir el proceso por
los estudiantes que no asistieron la clase anterior, escribiendo paso a paso el
procedimiento para calcular la matriz inversa con la expresion A™'= (AdjA)Y|Al. (386-
464)

(Contestando a la pregunta de E2) Comentarles que pueden escribir solo el valor del
adjunto, si no desean escribir todos los célculos, pero que se fijen bien en el signo que

queda. (413-416)

Orientarlos sobre lo que tienen (la Adj A) y lo que hay que hacer para continuar el
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proceso para calcular A (calcular (AdjA)' y después (AdjA)7|A]). (451-452)

Retomar el objetivo del problema del ejemplo: resolver el sistema. Por lo tanto
recapitula lo que se ha hecho hasta el momento (obtener A™) y lo que falta por hacer
para resolver el sistema (hacer el producto A™'C para obtener el valor de x, y, z). (465-
470)

Remarcarles la importancia del orden de las matrices para poder multiplicarlas.
Ademas les hace notar el orden (3x1) del que quedara la matriz resultante del producto
A’'C en el ejemplo. (474-482)

Remarcarles la importancia de identificar en un enunciado cémo les piden resolver un
sistema, saber si hay que resolverlo de forma matricial o si es por Cramer, pues con
base en eso podrian saber qué método hay que usar. Comentarles que serd de forma
matricial, si dice resuelve el sistema de forma matricial, entonces hay que hacerlo de la
forma AX=C, encontrar X= Alc y de ahi obtener los valores de x, y, z. (492-496)

Evento de Término: Aly termino de hacer el ejemplo en el que resuelve el sistema con
la forma matricial AX=C entonces X=A"'C.

[14.3] Presentacion de la resolucion de un sistema homogéneo a través de un
ejemplo. (513-558)

Objetivo general: Presentar la resolucion de un sistema homogéneo a través de un
ejemplo.

Evento desencadenante: Inicia a resolver un ejemplo de un sistema homogéneo.
[A, 14.3] Aly explica en la pizarra, paso a paso, la resolucion del sistema homogéneo.
Conocimientos en accion:

CCC
Saber que hay que estudiar el rango para saber si el SH es determinado o
indeterminado. (534-537)

Saber que en el ejemplo de SH existe rango 1, rango2 y rango 3 (incluye saber calcular
los determinantes de orden 2 y 3). (538-552)

Saber el Teorema de Rouché-Frobenius, que si el Rango A = Rango A ampliada =
Rango méximo entonces es un Sistema Compatible Determinado y entonces el sistema
tiene solucion trivial. (552-558)

CC-Es
Prever que si les destaca a los estudiantes las principales caracteristicas de un SH antes

de hacer el ejemplo, entenderan “mejor”, “mas rapido” y “bien” el ejemplo de SH que
les va a presentar. (513-529)

CC-En
Hacerles notar que hay que estudiar el rango para saber si el SH es determinado o
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indeterminado. (534-537)
Saber qué dejarles de deberes. (560-561)

Evento de Término: Aly termind de resolver el sistema homogéneo y se terminé la
clase.

Andlisis de la clase 15 de Aly

[15.1] Revision de ejercicios para clasificar sistemas homogéneos estudiando el
rango de Ay en su caso resolverlo. (1-218)

Objetivo general: Revisar (hacer) ejercicios para clasificar sistemas homogéneos
estudiando el rango de A y en su caso resolverlo. En particular, revisar (hacer)
ejercicios para practicar los ultimos temas vistos en clase (Sistema Homogéneo, uso de
la regla de Cramer en SCI y discusion de sistemas segun el valor del parametro a,
clasificarlos y resolverlos).

Evento desencadenante: Aly empieza a hacer un apartado del primer ejercicio que
habia dejado de deberes.

[A, 15.1] Aly explica en la pizarra, la “solucion” del primer ejercicio que habia dejado
de deberes.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber en el apartado b) del ejercicio (1-14):
1. Que existe rangol y rango 2.
2. Que no existe rango 3 (saber la regla de Sarrus y calcular el determinante de la
matriz A de orden 3x3).
3. Que cuando Rango A = 2 = Rango de la ampliada entonces es un sistema
compatible indeterminado (saber lo que dice el Teorema de Rouché-Frobenius).

Saber que en el apartado c¢) existe rango 1, rango 2 y rango 3. (46-52)

Saber que el rango de A = 3 por mas que se agreguen filas porque el orden de A es 4x3,
entonces el rango maximo que puede tener es 3. (56-71)

Saber que si el rango de la matriz A no es el rango maximo, es decir, el rango A <
numero de incognitas, eso no significa que el sistema sea incompatible. (84-86)

Saber que en un sistema homogéneo el rango de A = rango de la matriz ampliada y
entonces siempre serd un sistema compatible y entonces lo que tienen que ver es si es
determinado o indeterminado. (87-89)

Saber que en el apartado d) existe rango 1, rango 2 y rango 3. (95-109)

Saber que se puede usar la regla de Cramer para resolver el SCI. (143-155)
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CC-Es

Prever que puede haber estudiantes que les preocupe o les sea mas importante ver cudl
seria esa dependencia lineal y pierdan el sentido del problema, es decir, que este dato
puede despistar a los estudiantes (ver que el determinante de la matriz A da 0 y que
entonces no puede tener rango 3, y que por tanto existe una dependencia lineal en las
filas o columnas de la matriz A). En este caso el determinante de orden 3 da 0 y no se
ve tan facilmente la dependencia linea entre filas o columnas. (21-23)

Saber que le permite interpretar el pensamiento de E1 y responderle. En este caso El
pregunta que si el sistema homogéneo es incompatible, pero al justificar E1 su
respuesta (E1 dice que es incompatible porque el rango de A va a ser menor que el
numero de incégnitas), Aly interpreta que E1 lo que intenta decir es que el sistema
homogéneo va a salir compatible indeterminado. (90-92)

Prever que a los estudiantes les puede parecer extrafio usar la regla de Cramer en un
SCI y que por ello no la utilicen a pesar de que se cumplan las condiciones para aplicar
la regla de Cramer. (150-155)

CC-En

Decidir revisar este ejercicio con sus tres apartados porque permite practicar y repasar
los ultimos temas vistos en clase, es un 3 en 1, es decir, 3 casos distintos en un solo
ejercicio. (1-205)

Remarcarles que es importante que se fijen en tomar el menor de orden dos que
garantiza el rango dos, una vez que saben que se trata de un SCI y que tiene rango 2.
(19-20)

Hacerles notar que aunque no se vea facilmente la dependencia lineal que existe entre
las filas o las columnas, lo que importa es que el determinante de orden tres da cero.
(21-23)

Aclararles que no se puede hablar de determinante de A, porque A no es una matriz
cuadrada, pero que van a calcular el determinante de la submatriz de A de orden tres
para estudiar el rango de A (A es de orden 4x3). (43-45)

Hacerles notar que como A no es una matriz cuadrada (A es de orden 4x3), entonces no
esta hablando en este caso del determinante de A, sino del determinante de la submatriz
de A de orden 3. (53-55)

Hacerles notar que ahora (el apartado d) del ejercicio) se trata de un sistema
homogéneo de 3x4, para que noten que el orden de este sistema es contrario al del
anterior (4x3). (74-76)

Aclararle a E1 que si el rango de la matriz A no es el rango maximo, es decir, el rango
A <numero de incdgnitas, eso no significa que el sistema sea incompatible. (84-86)

Aclararle a E1 que un sistema homogéneo nunca va a ser incompatible y que lo que
tienen que ver es si es determinado o indeterminado. (87-89)
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Traducir/interpretar lo que estd pensando E1 y responderle. En este caso E1 pregunta
que si el sistema homogéneo es incompatible, pero al justificar E1 su respuesta (E1
dice que es incompatible porque el rango de A va a ser menor que el niimero de
incognitas), Aly interpreta que E1 lo que intenta decir es que el sistema homogéneo va
a salir compatible indeterminado. (90-92)

Volver a remarcarle a E1 que el sistema sera compatible (y no incompatible que era lo
que ¢l decia antes). (93)

Decirles la estrategia de solucion, pues ya han hecho varios ejercicios equivalentes
(basicamente tienen una estrategia de solucion similar a este). Decirles: Bueno pues lo
mismo de siempre, empezamos a estudiar el rango de la matriz de coeficientes. (94-95)

Hacerles notar que en este ejercicio (sistema homogéneo) se trata de un SCI con un
pardmetro para que los estudiantes tengan una idea de como se va a solucionar ese
sistema. (115-118)

Comentarles otra parte de la estrategia de solucion (quedarse con las ecuaciones del
menor que garantiza rango 3 y desplazar la t a la derecha). (119-122)

Hacerles notar que ahora se trata de resolver un sistema con tres incognitas y un
parametro y les comenta a la vez que ya saben también el valor del determinante, para
luego preguntarles qué método serd conveniente usar para resolver el sistema. Aly
quiere escuchar Cramer pero no le contestan eso, Aly insiste para ver si le dicen
Cramer pero nada. (129-140)

Hacerles notar que a pesar de que se trata de un SCI, al pasar la t como parametro
queda un sistema de 3x3 con determinante distinto de 0 y entonces se puede usar la
regla de Cramer. (143-155)

Remarcarles que la regla de Cramer comunmente se usa en SCD pero que en este caso
se aplicard la regla de Cramer para este SCI con un parametro. (150-155)

Hacerles notar que en ejercicios anteriores les quedan sistemas de 2x2 que eran faciles
de resolver por reduccion, pero que ahora hay que usar otro método. Aly trata de
promocionar los métodos para resolver sistemas que han visto en este bloque de
Algebra y que vean que éstos pueden ser mas “comodos”, es decir, mas practicos para
resolver sistemas de ecuaciones, por ejemplo, la regla de Cramer. (174-176)

CPG

Acercarse a revisar lo que han hecho los estudiantes y como lo han hecho. Hacer
algunas preguntas a los estudiantes para mantener la atencion de los estudiantes y saber
los procedimientos que ellos usaron y los resultados que ellos obtuvieron en los dos
apartados de ese problema. (1-218)

Una forma de motivar a los estudiantes a hacer un ejercicio (Aly: ... ese es el sistema
que nos queda para resolver, ;como se resuelve esto ahora?, de estos no hemos hecho

ninguno). (124-126)
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Hacerles ese comentario, puede ser una motivacion para que los estudiantes vean que
este apartado del ejercicio es interesante (Aly: ;Este ejercicio nadie lo ha terminado
verdad?, Es: No, Aly: Pues este es interesante jeh!). (189-191)

Evento de Término: Aly termind de explicar la “solucion” al Gltimo apartado de este
ejercicio.

[15.2] Revision de un sistema de ecuaciones definido con un parametro a. (219-
401)

Objetivo general: Revisar (hacer) un sistema de ecuaciones definido con un parametro
a.

Evento desencadenante: Iniciar a hacer otro ejercicio (ejemplo).

[A, 15.2] Aly explica en la pizarra la solucién de este ejercicio, discutiendo con los
estudiantes el tipo de sistema que es dependiendo de los valores del parametro a, lo
clasifica y en el caso de que el sistema sea compatible lo resuelve.

Conocimientos en accion:

CCC
Saber que existe rango 1, rango 2 y en qué casos rango 3 (dependiendo de los valores
del parametro a). (223-248)

Saber que puede usar la regla de Cramer para resolver este SCD, es decir, que se
cumplen las condiciones para aplicar esa regla. (252-265)

Saber calcular x=|Ay|/|A], claramente incluye saber calcular |[A4| y |A]. (270-283)
Saber calcular y=|A,|/|A|, claramente incluye saber calcular [A,| y |A]. (284-288)
Saber calcular z=|A,|/|A|, claramente incluye saber calcular |A,| y |A]. (289-293)

Saber (339-346):
1. Que el rango de la ampliada es 3.
2. Que como el rango de A =2 # rango de la ampliada = 3, entonces el sistema es
incompatible y entonces no existe solucion.

Saber que con a=-3/4 la matriz A tiene rango 2. (362-365)

Saber que (381-387):
1. Elrango de la ampliada es 3.
2. Si el rango A = 2 # rango de la ampliada = 3, entonces el sistema es
incompatible y entonces no existe solucion.

CC-Es

Dar por hecho que los estudiantes pueden resolver facilmente una ecuacion de segundo
grado y por ello sdlo anotar el resultado de esas operaciones. Aly no resuelve la
ecuacion de segundo grado sdlo anota los valores que da, en este caso a=2 y a=-3/4.
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(235-236)

Saber que los estudiantes pueden no apreciar que cuando calcularon el determinante de
la matriz A y vieron para qué valores ese determinante vale cero, precisamente
encontraron que uno de esos valores es a=2, entonces A no puede tener rango 3. Es
decir, saber que los estudiantes pueden cometer el error de volver a calcular el
determinante de A y “estudiar desde cero” el rango de A. (301-328)

Prever que al tomar ahora otro menor distinto al que toman comuinmente puede
confundir a los estudiantes, al estudiar este sistema. (368-373)

CC-En

Hacerles notar que existe rango 2 aunque en otro menor de una submatriz que no
habian tomado anteriormente en clase (Aly: ... con la submatriz de orden 2 formada
por los 2 ultimos elementos de la segunda y tercera fila y de la segunda y tercera
columna vemos que hay rango 2 ;jos fijais?). Comunmente en los ejercicios anteriores
obtenian rango dos con la submatriz formada por los dos primeros elementos de la
primera y segunda fila y columna. (224-228)

Decirles parte de la estrategia a seguir al hacer este tipo de ejercicios, una vez que se
tiene el valor del determinante en términos del parametro, hay que ver para qué valores
ese determinante se hace cero. (232-234)

Decirles la estrategia para solucionar el problema. Analizar a) Si a#2 y a#-3/4, b) Si
a=2y c) Si a=-3/4. (244-250)

Hacerles notar lo que han hecho y lo que van a hacer ahora (situarlos para luego
continuar), (Aly: Entonces ya tenemos la solucion para el caso en que a#2 y a#-3/4.
Bueno y jqué vamos a hacer ahora? Pues vamos a estudiar qué pasa si a vale 2). (294-
297)

Hacerles notar que cuando calcularon el determinante de la matriz A y vieron para qué
valores ese determinante vale cero, precisamente encontraron que uno de esos valores
es a=2, entonces A no puede tener rango 3 pero si rango 2, lo cual se puede ver con el
determinante de la submatriz de orden 2 formada por los dos primeros elementos de las
dos primeras filas y columnas, que es distinto de 0. Y que por tanto lo que hay que
averiguar es el rango de la ampliada. (301-328)

Volver a remarcarles que ya tienen hecho el determinante de A y que por ello ya no es
necesario calcular ese determinante, porque el que les queda por hacer es el
determinante de la matriz ampliada (con la columna de los términos independientes).
(336-341)

Comentarles lo que van a hacer, evocando a lo que acaban de hacer (con a=2), es decir,
evocando al procedimiento equivalente para que los estudiantes tengan una idea de lo
que van a hacer ahora. (Aly: Bueno si a=-3/4, vamos a empezar a hacer lo mismo,
vamos a empezar con la matriz ampliada). (349-350)

Remarcarles nuevamente que no es necesario volver a calcular el determinante de la
matriz A porque ya saben que da cero. Pero que lo que si necesitan es garantizar que A
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tiene rango 2, luego les muestra con dos submatrices de A que existe rango 2. (357-
365)

Hacerles notar que también podrian trabajar con el menor que cominmente han
trabajado en ejercicios anteriores pero que ahora tomara otro menor. En este caso Aly,
a diferencia de otras ocasiones, toma una submatriz diferente, normalmente siempre
toma la submatriz de orden 2 formada por las primeras dos filas y columnas y ahora

tomo6 la submatriz de orden 2 formada por los dos elementos de la segunda y tercera
filas y columnas. (368-373)

Decirles esta estrategia de solucion: si me da que va a tener rango 3 —la matriz
ampliada- pues seria incompatible pues el rango de A es 2, que no, pues entonces hay
que resolver. Es decir, Aly les comenta lo que hay que hacer para dar respuesta a ese
ejercicio. (376-380)

Hacerles notar que pueden tomar un menor u otro para estudiar el rango de la matriz
(siempre y cuando el menor cumpla que su determinante sea distinto de cero), pero lo
importante es estudiar el rango. (390-397)

Saber qué dejarles de deberes (ejercicios sobre temas que han visto, para que
practiquen y repasen los tltimos temas vistos en clase). (398-401)

CPG

Acercarse a revisar lo que han hecho los estudiantes y como lo han hecho. Hacer
algunas preguntas a los estudiantes para mantener la atencion de los estudiantes y saber
los procedimientos que ellos usaron y los resultados que ellos obtuvieron en el primer
apartado de este ejercicio. (219-401)

Forma de preguntar sus dudas a los estudiantes (Aly: ;Queda claro esto?). (237)
Forma de preguntar sus dudas a los estudiantes (Aly: ;Esto lo entendéis todos?). (311)

Invitarlos a que no s6lo vean los ejercicios sino que los hagan. Los motiva invitandolos
a que los hagan para que se equivoquen y asi aprendan. (398-401)

Evento de Término: Aly termind de hacer el primer apartado de este ejercicio y se
termino la clase.
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1VV.1.4. Cuarto acercamiento al analisis de la informacion

Una vez obtenidos los subdescriptores de los subdominios del CME plasmados en las
modelaciones del proceso de ensefianza de cada profesora en el tercer acercamiento, el
cuarto acercamiento es la fase de construccion de nuevos descriptores y refinamiento de
los identificados en el primer acercamiento al andlisis, asi como de la verificacion de
que la informacion de los subdescriptores corresponda a esos descriptores en su
totalidad. En esta fase se van puliendo primordialmente de manera simultanea el primer
y tercer acercamiento al andlisis, aspirando a la calidad de estudios cualitativos. De este
acercamiento obtuvimos una clasificacion refinada y etiquetada de descriptores de los
subdominios del CME (etiquetamos a cada descriptor en los distintos subdominios, por
ejemplo en el conocimiento comun del contenido fuimos poniendo etiquetas CCClI,
CCC2, etc.; similarmente, en el caso del conocimiento especializado del contenido
CEC1, CEC2, etc.; y asi sucesivamente para los otros subdominios, para ordenar y

sistematizar la informacién y con ello facilitar su manejo).

IV.1.5. Quinto acercamiento al analisis de la informacion

En el quinto acercamiento, ya con la clasificacion refinada de descriptores obtenida en
el cuarto acercamiento al andlisis, intentamos codificar los subdescriptores de los
subdominios del CME plasmados en las modelaciones del proceso de ensefianza de
cada profesora (en el tercer acercamiento al andlisis) poniendo la etiqueta del descriptor
correspondiente (etiquetas obtenidas del cuarto acercamiento) a cada subdescriptor.
Ademas, volviamos a verificar que la adaptacion de la informacion evidenciada de la
practica de las dos profesoras fuera la recogida en los subdescriptores y que a su vez la
etiqueta colocada a cada uno de esos subdescriptores correspondiera adecuadamente a

esos descriptores en su totalidad.

De este acercamiento obtenemos los subdescriptores de los subdominios del CME ya

codificados.

Por ejemplo, en el caso de la primera modelacion del proceso de ensefianza de la

profesora Emi, en el primer subdominio del CME:
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Conocimientos en accion:

CCC
CCCL1. Saber la definicion de una matriz. (1-231)

CCC2. Saber usar términos y notacidon matematica que corresponden al concepto de
matriz. (1-231)

Para no ser tan repetitivos al presentar cosas tan parecidas aqui y luego en el apartado
V.1.2 del siguiente capitulo (Resultados, V.1.2.1. y V.1.2.2.), consideramos conveniente
presentarlos ya directamente en el apartado V.1.2. Cabe mencionar que alli, mostramos
los subdescriptores acomodados en el correspondiente descriptor etiquetado,
organizados por orden cronoldgico (conforme fueron apareciendo en las modelaciones
del proceso de ensefianza de cada profesora en el tercer acercamiento al analisis de la
informacion), a su vez, cada descriptor estd situado en cada subdominio del CME por

subtema, para cada uno de los dos casos (Emi y Aly).

Es decir, continuando con el ejemplo anterior, en el caso de Emi, para el primer

subtema, en el apartado V.1.2. aparece de la siguiente forma:

Matrices

Descriptores del conocimiento comun del contenido:

CCC1. Saber la definicion del concepto, regla, propiedad, teorema o método que
presenta.

[1.1] Saber la definicion de una matriz. (1-231)

CCC2. Saber usar términos y notacion matematica (que aparece en las definiciones
formales). [1.1] (1-231)
[1.1] Saber usar términos y notacién matemdtica que corresponden al concepto de

matriz. (1-231)
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Matrices es el nombre del subtema, CCC1l y CCC2 son las etiquetas del descriptor
“Saber la definicion del concepto, regla, propiedad, teorema o método que presenta” y
“Saber usar términos y notacidbn matematica (que aparece en las definiciones
formales)”, respectivamente. El [1.1] significa que ese descriptor corresponde al
episodio [1.1] y el subdescriptor del CCC1 es “Saber la definicion de una matriz” y el
subdescriptor del CCC2 es “Saber usar términos y notacion matematica que

corresponden al concepto de matriz”.

Ese desarrollo lo hicimos para el caso de Emi y luego para el caso de Aly. Para cada
subtema, en cada subdominio del CME escribiamos cada descriptor (etiquetado) con sus

correspondientes subdescriptores.

IVV.2. Andlisis de los cuestionarios, las entrevistas y las notas de campo.

Los cuestionarios, la entrevista y las notas de campo son fuentes secundarias de
informacion en nuestro estudio. Para analizarlos, con base en las respuestas plasmadas
por las profesoras directamente en los cuestionarios, las transcripciones de las
entrevistas y las notas de campo registradas, identificamos elementos que nos dieran
indicio de alguno de los distintos subdominios del CME o aspectos que nos ayudaran a
comprender alguno(s) de los descriptores que obtuvimos para cada subdominio y a su
vez a entender los propios subdominios. Ademas, estos instrumentos de recogida de

informacion nos aportan informacion a la hora de triangular los resultados.

En el siguiente capitulo presentamos los resultados de la investigacion.
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CAPITULO V. RESULTADOS Y DISCUSION

V.1. Presentacion de los subdominios del CME evidenciados en la préctica de las
profesoras Emiy Aly
V.1.1. Presentacion cronoldgica de los subdescriptores identificados en cada
subdominio del conocimiento matematico para la ensefianza (CME) por subtema,
para el caso de Emi y luego para el caso de Aly*
V.1.1.1 Presentacién cronolégica de los subdescriptores identificados en
cada subdominio del CME por subtema, para el caso de Emi
V.1.1.1.1. En el subtema de Matrices
V.1.1.1.2. En el subtema de Sistemas de Ecuaciones Lineales
V.1.1.1.3. En el subtema de Programacion Lineal
V.1.1.2 Presentacion cronoldgica de los subdescriptores identificados
en cada subdominio del CME por subtema, para el caso de Aly
V.1.1.2.1. En el subtema de Algebra de matrices
V.1.1.2.2. En el subtema de Determinantes
V.1.1.2.3. En el subtema de Resolucién de sistemas de ecuaciones
mediante determinantes
V.1.2. Presentacion del agrupamiento de los subdescriptores en descriptores,
ubicados en cada subdominio del CME por subtema, para el caso de Emi y
enseguida para el caso de Aly
V.1.2.1. Para el caso de Emi
V.1.2.2. Para el caso de Aly
V.1.3. Concentrado de los descriptores de cada subdominio del CME por subtema,
para el caso de Emi y posteriormente para el caso de Aly
V.1.3.1. Para el caso de Emi
V.1.3.2. Parael caso de Aly
V.2. Explicacion de cada caso
V.2.1. El caso Emi
V.2.2. El caso Aly
V.3. Comparacién de los dos casos (comparacion de los descriptores del CME
evidenciados en la profesora Emi y en la profesora Aly)
V.4. Discusion

! Por cuestiones de importancia y presentacién, consideramos pertinente pasar todo el apartado V.1.1. a la

seccion de Anexos (ANEXO VII).
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El apartado V.1.1. estd en la seccion de Anexos (ANEXO VII).

V.1.2. Presentacion del agrupamiento de los subdescriptores en
descriptores, ubicados en cada subdominio del CME por subtema, para el

caso de Emi y enseguida para el caso de Aly

V.1.2.1. Para el caso de Emi

Matrices

De los aspectos del conocimiento comun del contenido, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

CCCL. Saber la definicion del concepto, regla, propiedad, teorema o método que esta
presentando. [1.1] (1-231); [1.2] (258-364), (284-287), (288-302), (309-313), (351-
356); [1.3] (391-394), (444-446), (447-463), (464-472), (483-486), (511-528), (539-
548), (559-561), (581-582), (609-610), (612-613); [3.1] (12-49); (186-188); [4.3] (122-
133), (164-165); [4.4] (483-485).

[1.1] Saber lo que es una matriz (definicion). (1-231)

[1.2] Saber que en una matiz de dimensién mxn, m y n son numeros naturales. (247-
268); (258-364)

[1.2] Saber que las matrices se denotan con letras mayusculas y sus elementos con letras
minusculas. (284-287)

[1.2] Saber que los elementos de la matriz tienen la forma a;; con i=1, 2,..., m y j=1,
2,...,ny que si el orden de una matriz es mxn, entonces m indica el nimero de filas y n

el nimero de columnas. (288-302)

[1.2] Saber que en ajj, los subindices ij indican la posicion del elemento en la matriz, la
fila y la columna respectivamente. (309-313)

[1.2] Saber que los elementos de la matriz son nimeros reales. (351-356)

[1.3] Saber lo que es una matriz cuadrada (matriz que tiene el mismo nimero de filas
que de columnas). (391-394)

[1.3] Saber la definicién de diagonal principal de una matriz (elementos que ocupan una
posicion en la que el nimero de fila coincide con el nimero de columna). (444-446)

[1.3] Saber lo que es una matriz fila (la que tiene una sola fila). (447-463)
[1.3] Saber lo que es una matriz columna (la que tiene una sola columna). (464-472)

[1.3] Saber lo que es una matriz nula (aquella en la que todos sus elementos sean cero).
(483-486)
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[1.3] Saber lo que es una matriz triangular superior (matriz cuadrada en la que todos los
elementos que estan situados por encima de la diagonal principal son cero). (511-528)

[1.3] Saber lo que es una matriz triangular inferior (matriz cuadrada en la que todos los
elementos que estan situados por debajo de la diagonal principal son cero). (539-548)

[1.3] Saber la definicion de matriz diagonal (matriz cuadrada en la que todos los
elementos que estan fuera de la diagonal principal son cero). (559-561)

[1.3] Saber lo que es una matriz escalar (los elementos de la diagonal principal son
todos iguales). (581-582)

[1.3] Saber lo que es una matriz unidad (matriz cuadrada en la que todos los elementos
de la diagonal principal son unos). (609-610)

[1.3] Saber distinguir entre una matriz escalar, diagonal y unidad. (612-613)
[3.1] Saber como se realiza el producto de dos matrices. (12-49)
[4.3] Saber la definicion del producto de un escalar por una matriz. (122-133)

[4.3] Saber la definicion del producto de un escalar por una matriz, la suma y sus
propiedades en las matrices. (164-165)

[4.4] Saber en qué consiste la matriz identidad (en la diagonal principal unos y fuera
ceros). (483-485)

CCC2. Saber usar términos y notacién matematica (que aparece en las definiciones
formales). [1.1] (1-231), (284-287), (288-302), (309-313), (316-323), [1.3] (416-428),
(447-463), (464-472), (511-528); [4.4] (305-316); [4.5] (579-583); (590-591), (635-
638).

[1.1] Saber usar términos y notacion matemadtica que corresponden al concepto de
matriz y saber hacer el ejemplo referente a Criptografia y Sociologia. (1-231)

[1.2] Saber que las matrices se denotan con letras mayusculas y sus elementos con letras
minusculas. (284-287)

[1.2] Saber que los elementos de la matriz tienen la forma a;j con i=1, 2,..., m y j=1,
2,...,ny que si el orden de una matriz es mxn, entonces m indica el nimero de filas y n
el nimero de columnas. (288-302)

[1.2] Saber que en a;;, los subindices 1j indican la posicion del elemento en la matriz, la
fila y la columna respectivamente. (309-313)

[1.2] Saber escribir la forma genérica desarrollada de los elementos de una matriz de
orden mxn |“ % - %] (316-323)

@ Gy e Oy

aml amZ b amu
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[1.3] Saber escribir un ejemplo genérico de matriz cuadrada de orden 2 (400-413); y de
orden 3. (416-428)

[1.3] Saber representar una matriz fila (la que tiene una sola fila) de forma genérica
(@, - a,).(447-463)

[1.3] Saber representar una matriz columna (la que tiene una sola columna) de forma

J . (464-472)

ap,

genérica [ :

am]

[1.3] Saber representar una matriz triangular superior (matriz cuadrada en la que todos
los elementos que estan situados por encima de la diagonal principal son cero) en forma
genérica. (511-528)

[4.4] Saber la formula del producto de matrices. Saber la formula abreviada del
producto de matrices usando el simbolo de X (cj= X ayby; desde k=1 hasta n) . (305-
316)

[4.5] Saber la notacion matematica para denotar la transformacion elemental de cambiar
una fila por otra (Fi—F;). (5§79-583); (590-591)

[4.5] Saber la notacion matematica para denotar la transformacion elemental de sumar a
una fila otra multiplicada por un nimero (F;+aF;). (635-638)

CCCa. Saber que la notacidon es muy importante en matematicas. [1.2] (234-235), (241-
244).

[1.2] Saber que la notacién es muy importante en matematicas. Que en una matriz, a
diferencia de una tabla, es mejor decir elementos que datos y que la matriz se denota
con paréntesis. (234-235); (241-244)

CCCA4. Saber la operatividad, propiedades (en cuanto a su uso), utilidad o aplicacion de
un concepto. [1.1.1] (94-102); [1.1.1] (120-125); [1.1.2] (35-231); [1.2] (357-387); [3.1] (55-
96), (153-171), (186-188), (202-218); [3.2] (359-381); [4.2] (46-59), (66-74), (79-88),
(100-109); [4.3] (143-146); [4.4] (195-346), (389-396), (435-439), (486-488), (534-
539); [4.5] (576-577), (596-598), (585-594), (600-609), (613-615), (616-626), (628-
634), (641-661), (735-784), (799-809), (834-843), (850-851).

[1.1.1] Saber multiplicar matrices, aunque en este caso Emi se despista y comete un error numérico
escribe 119 y debe ser 123 (el 123 es obtenido de (34)(2)+(11)(5)). (94-102)

[1.1.1] Saber la operatividad de las matrices (producto de matrices XA=B y obtener X=BA™) y saber la
utilidad de la matriz inversa (para descifrar un mensaje en un ejemplo de Criptografia). En el ejemplo,
Emi no obtiene la matiz inversa (pues por el momento no es el objetivo) y s6lo comenta su funcionalidad
(ayudar a descifrar el mensaje) en este ejemplo. (120-125)

[1.1.2] Saber que las matrices tienen aplicacion en varios campos, en particular en sociologia y en
economia. (35-231)
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[1.2] Saber en una matriz de 4x5:

1. El numero de filas y columnas que tiene esa matriz.

2. Que los elementos de la matriz pueden ser enteros y fraccionarios.

3. Que para localizar un elemento s6lo hay que contar la fila y la columna para conocer
su posicion. (357-387)

[3.1] Saber efectuar el producto de dos matrices cuadradas de orden dos, con nimeros
concretos. (55-96)

[3.1] Conocer cémo obtener el orden de una matriz (contando las filas y las columnas
que tiene). (153-171), (186-188)

[3.1] Saber efectuar el producto de dos matrices (una de orden 1x4 por otra de 4x1) con
nimeros concretos y por ello saber que la respuesta de E3 es correcta (E3 le dice como
se efectuo el producto y el resultado de la matriz producto). (202-218)

[3.2] Saber calcular el producto de dos matrices cuadradas de orden tres, a pesar de que
Emi reconoce que se despisté cuando calcularon el primer elemento de la tercera fila de
la matriz producto, pues el que habian calculado era el tercer elemento de la tercera fila

y lo habian anotado como primer elemento de esa fila. (359-381)

[4.2] Saber la operatividad de la propiedad asociativa para la suma de las matrices. (46-
59)

[4.2] Saber la operatividad de la matriz nula en matrices (aquella en la que todos sus
elementos son cero). (66-74)

[4.2] Saber la operatividad de la matriz opuesta en matrices. (79-88)

[4.2] Saber la operatividad de la propiedad conmutativa para la suma de las matrices.
(100-109)

[4.3] Saber por qué se cumple la propiedad A(A+B)= AA+ AB (por como estan definidas
la suma de matrices y el producto por un ntimero real). (143-146)

[4.4] Saber como se hace el producto de dos matrices. (195-346)

[4.4] Saber la operatividad de la propiedad distributiva en matrices, es decir, que
A(B+C)=AB+AC 6 (A+B)C=AC+AB. (389-396)

[4.4] Saber que en el producto de matrices no se cumple en general la propiedad
conmutativa. (435-439)

[4.4] Saber aplicar AI=IA=A. (486-488)
[4.4] Saber que para calcular la matriz inversa sera necesario hacer varios calculos y no

s6lo una division o fraccién como en el caso del inverso multiplicativo en los numeros
reales. (534-539)
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[4.5] Saber que al hacer la transformacion elemental de cambiar una fila por otra, estan
cambiando la matriz, ya no es la misma matriz inicial. (576-577); (596-598)

[4.5] Saber realizar la transformacion elemental de intercambiar dos filas en una matriz.
(585-594)

[4.5] Saber que en una matriz, con un numero de filas mayor que dos, las filas se
pueden intercambiar entre ellas mediante transformaciones. (600-609)

[4.5] Saber que al hacer la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por un
mismo numero, se realiza dicha transformaciéon sélo a esa fila y no a toda la matriz.
(613-615)

[4.5] Saber aplicar la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por un
mismo niimero en un ejemplo concreto (una matriz de orden 2x2). (616-626)

[4.5] Saber la utilidad de las transformaciones elementales: 1) Hallar la matriz inversa,
2) Determinar el rango de una matriz y 3) Resolver sistemas de ecuaciones. (628-634)

[4.5] Saber aplicar la transformacién elemental de sumar a una fila otra multiplicada por
un nimero en un ejemplo concreto (una matriz de orden 2x2). (641-661)

[4.5] Saber hacer los cambios y las transformaciones elementales necesarias para
obtener la inversa, en si, saber aplicar el método de Gauss-Jordan. (735-784); (799-
809); (834-843); (850-851)

De los aspectos del conocimiento especializado del contenido, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

CECA4. Saber la causa matematica de los errores comunes de los estudiantes. [1.2] (234-
235); [4.4] (556-562).

[1.2] Saber que al expresar el lenguaje matematico el error de los estudiantes puede
provenir de la falta de precision en el lenguaje en la matematica escolar. Saber que
expresar el pensamiento matematico con un lenguaje adecuado tiene gran peso. En este
caso, Emi les precisa que cuando se hable de matriz se hablara de elementos y no de
datos. (234-235)

[4.4] Saber que al calcular la matriz inversa de otra, el error de los estudiantes puede
provenir de la extension del inverso multiplicativo en los niimeros reales a la matriz
inversa, en cuanto a que pueden pensar que como todos los nimeros reales excepto el
cero tienen inverso multiplicativo, en las matrices sea solo la matriz nula la que no tenga
inversa, pero en las matrices, ademds de la matriz nula (que seria similar al cero en los
reales), habra otras matrices que no tengan inversa. (556-562)

CEC2. Saber los pasos ocultos: conocer la procedencia y las razones matematicas por
las que funcionan los procedimientos. [4.4] (350-366).
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[4.4] Saber que por la propia forma de hacer las operaciones, es decir, por la propia
forma en que estdn definidas las operaciones con matrices, habra algunas propiedades
de los numeros reales que se trasmitan al producto de matrices y otras no. (350-366)

CECI1. Saber el significado de los conceptos. [4.4] (411-419).

[4.4] Saber que la multiplicacion de matrices es una operacidon binaria, y por tanto en
caso de que haya que multiplicar tres matrices, se debe anotar paréntesis o simplemente
tomar en cuenta que se debe hacer primero el producto de dos matrices y luego el
resultado por la otra matriz, es decir, saber que no hay forma de multiplicar tres
matrices simultaneamente. (411-419)

De los aspectos del horizonte matematico, podemos abstracr los siguientes
descriptores en términos mas generales:

HM1. Conocer las similitudes (las relaciones) entre varios conceptos matematicos de un
mismo tema o unidad. [1.1.1] (13-34).

[1.1.1] Capacidad de relacionar varios conceptos matematicos hasta llegar al deseado.
Algebra — Sistemas de ecuaciones — Matrices — Tipos de ejercicios — Problemas— Grafos — Matriz.
(13-34)

HMZ2. Saber coémo un contenido esta relacionado con otro mas general (incluso aunque
no aborde esa forma mas general en ese grupo porque el programa no lo incluye). [4.3]
(169-187).

[4.3] Emi les anuncia que este tema esta relacionado con el de “estructuras algebraicas”,
que no se ve en esta especialidad de bachillerato (Ciencias Sociales) pero si en el
Cientifico Tecnologico. (169-187)

De los aspectos del conocimiento del contenido y estudiantes, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

CC-Esl. Saber escuchar e interpretar el conocimiento o pensamiento matematico que
expresan los estudiantes en su lenguaje (comun o en proceso de adquisicion del nuevo
concepto —mezcla de lenguaje comin con matematico). [1.1.1] (1-12); [1.2] (232-239).

[1.1.1] Saber escuchar e interpretar el pensamiento que expresan los alumnos en su lenguaje usual. En
este caso, Emi pregunta qué es lo que recuerdan del tema anterior (sobre el planteamiento de problemas
de sistemas de ecuaciones), E1 contesta que habia que poner los datos en una especie de tabla y Emi
completa esa respuesta traduciendo y transfiriendo lo que dijo E1 (Emi: Que cuando nos plantean un
problema tu quieres decir que es util colocar los datos no de cualquier manera sino en una tabla que nos
facilita la toma de datos y luego el planteamiento del problema - Emi voltea a ver a E1 y le pregunta -
¢No es asi?). (1-12)

[1.2] Interpretar las respuestas de los estudiantes y guiarlas para llegar a las palabras que
ella quiere escuchar, por ejemplo: “;En lugar de datos decimos elementos?” Pues
pretende que los estudiantes aprendan a ir usando el vocabulario adecuado
matematicamente para las matrices, en particular, en la definicion de matriz. (232-239)
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CC-Es2. Saber las necesidades y dificultades de los estudiantes sobre el contenido
matematico. [1.2] (348-350); [1.3] (434-439), (585-589).

[1.2] Saber las necesidades de los estudiantes, en este caso Emi sabe que E9 puede tener
problemas y acude a ella. Emi anticipa el problema de E9, en este caso, Emi se acerca a
E9 para mostrarle en el libro de E9 - en Braille- el ejemplo que se va a hacer. (348-350)

[1.3] Saber las dificultades y necesidades de los estudiantes. En este caso Emi anticipa
que E9 por su deficiencia visual, podria tener problemas para entender o seguir lo que
Emi va explicando (matriz cuadrada y diagonal principal), por ello se acerca con E9 y
cuando Emi verifica que E9 va siguiendo lo que ella ha explicado hasta ese momento,
entonces Emi continda explicando en la pizarra. (434-439)

[1.3] Saber las dificultades y necesidades de los estudiantes. En este caso Emi prevé que
E9 por su deficiencia visual, podria tener problemas para entender y seguir la
explicacion de Emi, por eso ella se acerca a E9, para ayudarla a localizar este ejemplo
en las notas que ella le prepara a E9 — algunas veces en Braille-, Emi apoya el dedo de
E9 y le va senalando con su dedo, esta es la matriz unidad que vamos a ver ahora y si
todos los numeros son distintos diagonal y si todos son iguales escalar. Y cuando Emi
verifica que E9 va siguiendo lo que ella ha explicado hasta ese momento, entonces Emi
continta explicando en la pizarra. (585-589)

CC-Es3. Prever la confusion que pudiera tener el alumno con algtn aspecto especifico
del contenido que se esté viendo en clase. [3.2] (400-406); [4.4] (423-427).

[3.2] Saber los errores comunes que pueden cometer los estudiantes al hacer el producto
de dos matrices (multiplicar mal, sumar mal o confundirse de fila y columna). (400-406)

[4.4] Prever que los estudiantes se pueden confundir si Emi anota el orden de cada una
de las matrices, al anotar las propiedades del producto de matrices, por ello no lo anota
y les aclara que se supone que las matrices tienen el orden necesario para efectuar el
producto. (423-427)

CC-Es4. Prever (anticipar) que los estudiantes no saben o no recuerdan un concepto o
propiedad matematica. [4.4] (430-434).

[4.4] Prever que algn estudiante no sepa o no recuerde en qué consiste la propiedad
conmutativa en los nimeros reales. (430-434)

CC-Es5. Prever (anticipar) que los estudiantes se pueden quedar con una imagen o idea
inadecuada del contenido. [4.4] (461-479), (556-562).

[4.4] Prever que los estudiantes se puedan hacer/quedar con la imagen inadecuada de
que en el producto de matrices la conmutatividad no se da porque su orden no permite
hacer el producto al conmutarlos y por ello, Emi les comenta que aun y cuando las
matrices sean cuadradas, aunque el orden permita hacer el producto de las matrices
conmutadas, en general el resultado sera distinto. (461-479)
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[4.4] Prever que los estudiantes podrian pensar, inadecuadamente, por analogia entre el
inverso multiplicativo en los niimeros reales y la matriz inversa, que solo la matriz nula
no tiene inversa. (556-562)

CC-Es6. Saber lo que a los estudiantes les parecerd cansado y aburrido de un contenido
matematico especifico. [4.5] (568-569)

[4.5] Emi sabe que la teoria cansa y aburre a los estudiantes. (568-569)

CC-Es7. Saber que los estudiantes pueden equivocarse al hacer determinado célculo o
de un niimero o de un signo (mas leve), provocado por un despiste al hacer una(s)
operacion(es)/transformacion(es), o por no dominar el contenido que se les esta
presentando. [3.2] (400-406), [4.5] (642-646), (730-732); (744-746).

[3.2] Saber los errores comunes que pueden cometer los estudiantes al hacer el producto
de dos matrices (multiplicar mal, sumar mal o confundirse de fila y columna). (400-406)

[4.5] Saber que los estudiantes se pueden equivocar al hacer la transformacion
elemental de sumar a una fila otra multiplicada por un niimero, es decir, que no se fijen
bien en cudl es la fila que van a cambiar. (642-646)

[4.5] Saber que los estudiantes se pueden equivocar al hacer las transformaciones
elementales para calcular la matriz inversa y les remarca que tienen que realizar las
transformaciones elementales a las dos matrices (A|l) simultineamente, por ejemplo, si
cambian la fila de A entonces hay que cambiar la fila completa, incluyendo la fila
correspondiente de 1. (730-732); (744-746)

De los aspectos del conocimiento del contenido y ensefianza’®, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

Ejemplos

CC-Enl. Saber con qué ejemplo o ejercicio empezar, cudndo y cuales usar para
enfatizar, reforzar o generalizar cierta idea. [1.1] (35-231); [1.2] (303-309); [1.3] (400-
428), (483-489), (562-569), (582-584), (649-683); [3.1] (104-236); [3.2] (243-267);
[4.4] (442-454); [4.5] (625-626).

[1.1] Saber que empezar con el ejemplo de Criptografia y con el de Sociologia para
enfatizar/enfocar el concepto de matriz. (35-231)

[1.2] Saber hacer un ejemplo de una matriz de orden 5x4 para hacerles notar que la
matriz tendria en total 20 elementos distribuidos en 5 filas y 4 columnas. (303-309)

2 .. . . ’ . . .

En este subdominio pudimos establecer varias categorias asociadas con un “issue”: Ejemplos; ayudas;
gestion de la participacion (preguntas, respuestas, preguntas y respuestas, para que hagan los
ejercicios); traducir; hacer notar/remarcar/destacar; alertar/prevenir; preparar actividades; forma de

presentarlo/representarlo.
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[1.3] Saber hacer un ejemplo genérico de una matriz cuadrada de orden 2 y luego una de
orden 3, esto ultimo para hacer énfasis en la notacion, en la forma genérica en la que
estan dispuestos los elementos y en lo que significan los subindices. (400-428)

[1.3] Saber qué ejemplos usar para hacerles notar lo que es una matriz nula, para hacer
énfasis en las distintas dimensiones o tamafos que puede tener una matriz nula y luego
escribir en la pizarra una matriz nula de orden nxn. (483-489)

[1.3] Saber hacer un ejemplo de una matriz diagonal de orden 3x3 para que los
estudiantes visualicen la forma que tiene una matriz diagonal. (562-569)

[1.3] Saber hacer un ejemplo de una matriz escalar de orden 3x3 para hacerles notar la
forma que tiene para que los estudiantes visualicen la forma que tiene una matriz
diagonal. (582-584)

[1.3] Saber hacer un ejemplo de matriz traspuesta, para luego explicarles como se
obtiene la matriz traspuesta de una matriz. En este caso Emi se “inventa” un ejemplo
con una matriz A de orden 2x3 con valores concretos (es decir, no con la matriz
genérica de orden 2x3, para que con el ejemplo les quede claro a los estudiantes como
trasponer una matriz y entonces el orden de A' es 3x2. (649-683)

[3.1] Saber proponer un ejercicio que ella misma se “inventa”, para luego pedirles que
escriban quien va a ser la matriz A, la matriz B, ver si se puede efectuar el producto AB
y en ese caso qué significado tiene el producto. Luego Emi empieza a supervisar lo que
van haciendo los estudiantes. Enseguida Emi regresa a la pizarra para explicar en la
pizarra los resultados de los ejercicios, Emi le da un “empujoncito” a E8 para que le
diga los elementos de la matriz A, posteriormente Emi les hace notar de qué orden es
esa matriz. Después Emi pide a E4 le diga los elementos y el orden de la matriz B.
Luego les hace notar que el orden de A es 1x4 y de B es 4x1 y por tanto se puede hacer
el producto AB, con ayuda de E3, Emi escribe el resultado de AB y les comenta el
significado del resultado en este ejemplo (significa el nimero de combinaciones de
vuelos desde Sevilla a Nueva York). (104-236)

[3.2] Saber qué ejercicios proponerles para que practiquen como se hace el producto de
dos matrices. a) En el primer ejercicio propone dos matrices cuadradas pero de orden
mayor, de orden 3. b) En el segundo ejercicio propone la matriz identidad de orden tres
y otra matriz de orden 3x3 para que noten lo que le pasa a una matriz que es
multiplicada por la matriz identidad. c¢) En el tercer ejercicio les propone dos matrices
que no son cuadradas, una de orden 2x3 y la otra de orden 3x2 para que también
practiquen hacer el producto de dos matrices que no son cuadradas. (243-267)

[4.4] Saber qué ejemplo usar para hacerles notar que simplemente al cambiar el orden
de las matrices, ya no es posible hacer el producto, si A tiene orden 2x3 y B tiene orden
3x4, entonces se puede hacer AB pero no BA. Es decir, Emi les da un ejemplo para
mostrar facilmente sin necesidad de hacer una demostracién formal de que no se cumple
la conmutatividad en el producto de matrices (442-454)

[4.5] Saber qué ejemplo usar para hacerles notar (en un ejemplo concreto de una matriz

de orden 2x2) que al hacer la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por
un mismo numero, afecta sélo a esa fila y a la otra fila no le pasa nada. (625-626)
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CC-En2. Saber que la aplicacion del concepto en un ejemplo le es util para inducir
luego la definicion del concepto. [1.1.1] (35-125); [1.1.2] (136-223).

[1.1.1] Saber que la aplicacion de matrices en el ejemplo de Criptografia le es util para introducir luego la
definicion de matriz. (35-125)

[1.1.2] Saber que la aplicacion de matrices en un ejemplo cercano de estudios socioldgicos le es util para
hacer ver la aplicabilidad de las matrices (del contenido matematico) en sociologia. Saber que todo esto
puede coadyuvar a que el alumno se familiarice con el concepto y tenga una mayor comprension del
concepto para aplicarlo y para que el estudiante vea que el concepto de matriz puede aparecer en distintos
ambitos, por ejemplo en estudios sociologicos. (136-223)

CC-En3. Saber que una de las potencialidades de un ejemplo, en concreto al
desarrollarlo, es utilizarlo para destacar los aspectos relevantes del contenido
matematico que pretende ensenarles ese dia en clase. [1.2] (357-387); [1.3] (395-399),
(400-428), (649-683); [4.4] (442-454); [4.5] (625-626), (730-732); (744-746).

[1.2] Saber que el ejemplo de la matriz de 4x5 puede usarlo para destacar:

1. El nimero de filas y columnas que tiene esa matriz.

2. Que los elementos de la matriz pueden ser enteros y fraccionarios.

3. Coémo localizar un elemento sabiendo los subindices, es decir, hacerles ver que
para localizar un elemento solo hay que contar la fila y la columna para conocer
su posicion. (357-387)

[1.3] Saber usar el ejemplo para hacerles notar, al empezar a presentar las matrices
cuadradas que hasta ese momento habian trabajado con matrices rectangulares de orden
mxn pero ahora en las matrices cuadradas como el nimero de filas coincide con el
nimero de columnas, entonces no hablaran de orden mxn sino que sélo se dird de orden

n. (395-399)

[1.3] Saber utilizar el ejemplo para abordar un ejemplo genérico de una matriz cuadrada
de orden 2 y luego una de orden 3, esto ultimo para hacer énfasis en la notacion, en la
forma genérica en la que estan dispuestos los elementos y en lo que significan los
subindices. (400-428)

[1.3] Saber usar un ejemplo de matriz traspuesta para explicarles como se obtiene la
matriz traspuesta de una matriz. En este caso Emi se “inventa” un ejemplo con una
matriz A de orden 2x3 con valores concretos (es decir, no con la matriz genérica de
orden 2x3, para que con el ejemplo les quede claro a los estudiantes como trasponer una
matriz y entonces el orden de A' es 3x2. (649-683)

[4.4] Saber usar un ejemplo para mostrar facilmente sin necesidad de hacer una
demostracioén formal de que no se cumple la conmutatividad en el producto de matrices,
Emi les da un ejemplo para hacerles notar que simplemente al cambiar el orden de las
matrices, ya no es posible hacer el producto, si A tiene orden 2x3 y B tiene orden 3x4,
entonces se puede hacer AB pero no BA. (442-454)

[4.5] Saber usar un ejemplo para hacerles notar en un ejemplo concreto de una matriz de

orden 2x2 que al hacer la transformacién elemental de multiplicar toda una fila por un
mismo nimero, afecta solo a esa fila y a la otra fila no le pasa nada. (625-626)
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[4.5] Saber utilizar el ejemplo para remarcarles que tienen que realizar las
transformaciones elementales a las dos matrices (A|l) simultaneamente, por ejemplo, si
cambian la fila de A entonces hay que cambiar la fila completa, incluyendo la fila
correspondiente de I. (730-732); (744-746)

CC-En4. Saber usar ejemplos con datos concretos, en lugar de desarrollar propiedades
de forma general o con ejemplos genéricos, para explicar el contenido. [1.3] (649-683);
[4.4] (442-454); [4.5] (625-626), (699-722).

[1.3] Saber usar un ejemplo de matriz traspuesta con nimeros definidos, luego de
explicarles como se obtiene la matriz traspuesta de una matriz. En este caso Emi se
“inventa” un ejemplo con una matriz A de orden 2x3 con valores concretos (es decir, no
con la matriz genérica de orden 2x3, para que con el ejemplo les quede claro a los
estudiantes como trasponer una matriz y entonces el orden de A' es 3x2. (649-683)

[4.4] Saber usar un ejemplo para mostrar facilmente sin necesidad de hacer una
demostracioén formal de que no se cumple la conmutatividad en el producto de matrices,
Emi les da un ejemplo para hacerles notar que simplemente al cambiar el orden de las
matrices, ya no es posible hacer el producto, si A tiene orden 2x3 y B tiene orden 3x4,
entonces se puede hacer AB pero no BA. (442-454)

[4.5] Saber usar un ejemplo para hacerles notar en un ejemplo concreto de una matriz de
orden 2x2 que al hacer la transformacion elemental de multiplicar toda una fila por un
mismo numero, afecta solo a esa fila y a la otra fila no le pasa nada. (625-626)

[4.5] Saber usar un ejemplo para describir la estrategia para calcular la matriz inversa en
un ejemplo que ella se ha inventado con una matriz de 2x2 con el método de Gauss-
Jordan, empezando con una pregunta que ella misma contesta. (699-722)

CC-En5. Saber que al explicar un ejemplo o un ejercicio, es importante que los
estudiantes vean que los resultados obtenidos del ejemplo o ejercicio tienen un
significado concreto. [3.1] (149-152), (237-241).

[3.1] Saber que al explicar un ejemplo para interpretar la matriz A que acaba de escribir
es muy importante que los estudiantes vean que los elementos de esa matriz indican el
numero de vuelos que hay desde la ciudad de Sevilla a cada una de las ciudades que han
llamado intermedias. (149-152)

[3.1] Saber que al explicar un ejemplo sobre el producto de matrices es muy importante
que los estudiantes vean que el resultado del producto tiene en algunos casos un
significado concreto. A pesar de que en este ejemplo que ella se inventd para tal fin
puede resolverse sin necesidad de usar matrices, pues es un ejemplo en el que se obtuvo
el nimero de combinaciones de vuelos de Sevilla a Nueva York. (237-241)

CC-En6. Saber qué ejercicios dejarles de deberes para que practiquen. [3.2] (464-466);
[4.5] (882-887).

[3.2] Saber qué ejercicios dejarles de deberes (unos similares a los hechos en clase).
(464-466)
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[4.5] Saber qué dejarles de deberes. En este caso, dada la situacion de dificultades que
se suscitd al hacer el ejemplo de hallar la inversa, Emi decide dejarles deberes sobre las
propiedades de las operaciones con matrices pero no de calculo de matriz inversa. (882-
887)

Ayudas

CC-En7. Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o
dificultad, para que puedan dar solucion a un ejercicio o resolver un problema. [3.1]
(104-236); [3.2] (268-274), (275-281), (368-381).

[3.1] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o dificultad.
Proponerles un ejercicio que ella misma se “inventa”, Emi les pide que escriban quien
va a ser la matriz A, la matriz B, ver si se puede efectuar el producto AB y en ese caso
qué significado tiene el producto. Luego Emi empieza a supervisar lo que van haciendo
los estudiantes. Enseguida Emi regresa a la pizarra para explicar en la pizarra los
resultados de los ejercicios, Emi le da un “empujoncito” a E8 para que le diga los
elementos de la matriz A, posteriormente Emi les hace notar de qué orden es esa matriz.
Después Emi pide a E4 le diga los elementos y el orden de la matriz B. Luego les hace
notar que el orden de A es 1x4 y de B es 4x1 y por tanto se puede hacer el producto AB,
con ayuda de E3, Emi escribe el resultado de AB y les comenta el significado del
resultado en este ejemplo (significa el nimero de combinaciones de vuelos desde
Sevilla a Nueva York). (104-236)

[3.2] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusién o dificultad.
Acercarse a los estudiantes que le piden ayuda para poder empezar a hacer el ejercicio
que les ha pedido que hagan. E1 no sabia como empezar a hacer el producto, pide ayuda
a Emi, y Emi le comenta que tiene que multiplicar la primera fila por la primera
columna y que luego tiene que ir multiplicando cada una de las filas por cada una de las
otras columnas. (268-274)

[3.2] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o dificultad.
Acercarse a los estudiantes que le piden ayuda para poder empezar a hacer el ejercicio
que les ha pedido que hagan. E13 no sabia como empezar a hacer el producto, pide
ayuda a Emi, entonces E13 con su ayuda calcula los valores de la primera y segunda fila
de la matriz producto, pero al llegar al calculo de los valores de la tercera fila de la
matriz producto, E13 se siente perdida con “tantas filas, columnas y sumas de
productos”, entonces Emi vuelve a rescatarla y finalmente ayuda a E13 hasta terminar
de hacer el producto completo de esas dos matrices. (275-281)

[3.2] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusién o dificultad.
Tras la segunda equivocacion de E13 (de multiplicar s6lo el 2 por cada elemento de la
columna, y no multiplicar uno a uno, nimero-a-numero de la fila por nimero-a-niimero
de la columna) Emi finalmente le termina el ejercicio a E13 en su cuaderno. (368-381)

CC-En8. Saber que una “buena” estrategia para que los estudiantes comprendan o
hagan un ejemplo, ejercicio o problema, consiste en explicarles o hacerles hincapié en
lo que quiere que hagan y para qué quiere que lo hagan o simplemente explicarles de lo
que trata el ejercicio o problema. [3.1] (129-132).
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[3.1] Saber que es bueno comentarles lo que quiere que hagan en este ejemplo (Emi: ...
tenéis que calcular A por By después de calcular A por B, [...] quiero que me digan
qué significado tiene el producto). (129-132)

Gestion de la participacion.

Preguntas

CC-Enl10. Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico, para
hacer ver a los estudiantes que la respuesta de un estudiante es equivocada y orientar la
pregunta a la respuesta que el profesor(a) quiere escuchar. [1.2] (258-264).

[1.2] Saber qué preguntas formular para hacerles ver que es equivocada la respuesta de
E3 y orientar la pregunta a la respuesta que quiere escuchar. En este caso, Emi habla de
que una matriz tiene dimensién mxn y les pregunta qué tipo de nimeros serdn m y n. E3
contesta que son enteros y entonces Emi les pregunta si tendra sentido que m y n fueran
nimeros negativos o decimales, a lo cual E8 contesta que son naturales y Emi le
confirma a E8 que en efecto son naturales. (258-264)

CC-Enll. Saber qué preguntas formular, no necesariamente a cierto estudiante, para
presentar o mostrar especificamente lo mas importante del contenido que estd
ensefando (algunas veces las contesta ella misma y otras los estudiantes). [1.1.1] (1-12);
[1.2] (234-235), (268-275), (332-346); [1.3] (391-394), (464-472), (492-507), (624-
648); [4.3] (119-133); [4.4] (350-366), (492-499), (517-533), (541-555), (556-562);
[4.5] (642-646).

[1.1.1] Saber qué preguntas formular para transferir y orientar la respuesta del estudiante para conducir
dicha respuesta a lo que ella explicara posteriormente. Emi acepta la respuesta de E1 y la completa
utilizando términos o aspectos del contenido que usara posteriormente. En este caso, Emi pregunta qué es
lo que recuerdan del tema anterior (sobre el planteamiento de problemas de sistemas de ecuaciones), El
contesta que habia que poner los datos en una especie de tabla y Emi completa esa respuesta traduciendo
y transfiriendo lo que dijo E1 (Emi: Que cuando nos plantean un problema tu quieres decir que es util
colocar los datos no de cualquier manera sino en una tabla que nos facilita la toma de datos y luego el
planteamiento del problema - Emi voltea a ver a E1 y le pregunta - ;/No es asi?). (1-12)

[1.2] Saber qué preguntas formular para aprovechar la respuesta de E7, aceptarla y
completarla para dar una definicion mas precisa de matriz (Emi: Decidme, ;qué es una
matriz? E7: Un conjunto de datos que se disponen en columnas, Emi: ;En lugar de
datos decimos elementos?, E7: También, Emi: Seria prdcticamente lo mismo pero mas

genérico, entonces es un conjunto ordenado de elementos dispuestos en filas y
columnas). (234-235)

[1.2] Saber qué preguntas hacer para transferir y orientar la respuesta del estudiante para

llegar a lo que ella quiere (Emi: ;Cudl es la matriz mads pequeria? de tamario, E3: mx1,
Emi: jmx1?, una columna, ;1x1?, E3: Si). (268-275)

[1.2] Saber qué preguntas hacer para orientar una respuesta correcta a un lenguaje
matematico aceptado en la matemadtica escolar, es decir, atendiendo o enfocado a una
convencion matematica. En este caso E3 da una respuesta correcta respecto a la
ubicacion del elemento de la matriz con subindices 2 y 3, E3 responde que ese elemento
estaria en la tercera columna, segunda fila, pero Emi hace preguntas y orienta esa
respuesta para que se vayan acostumbrando a decir primero el nimero de filas y luego
el nimero de columna en concordancia con esa convencion matematica. (332-346)
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[1.3] Saber qué preguntas formular para transferir la respuesta de los estudiantes para
orientarla, es decir, usar un lenguaje con conceptos matematicos que le servirdn
posteriormente. En este caso, Emi acepta y completa la respuesta de E7 (Emi: ;Qué
serd una matriz cuadrada?, E7: La que tiene forma de cuadrado, Emi: Muy bien,
aquella matriz que tenga el mismo numero de filas que de columnas eh). (391-394)

[1.3] Saber qué preguntas formular (que muchas veces se las contesta ella y otras pocas
los estudiantes) para ir definiendo y representando la matriz fila (447-463) y la matriz
columna. (464-472)

[1.3] Saber qué preguntas hacer para ir guiando (orientando) las respuestas para usar la
analogia del 0eR y la matriz nula (0e M) y hacerles notar la importancia, el papel que

jugard la matriz nula en las operaciones con matrices, en particular, en la suma de
matrices y para ello les recuerda el papel del 0 en la suma y producto en los nimeros
reales (que al sumarlo con otro nimero real lo deja invariante). (492-507)

[1.3] Saber qué preguntas formular para presentar el concepto de matriz traspuesta. Emi
inicialmente usa la analogia de una “matriz” con una caja y de “traspuesta” con darle
vuelta a la caja y luego se apoya de una figura geométrica: el rectdngulo. Emi para
presentar la matriz traspuesta les hace la pregunta: ;Qué pasa si a una caja le doy una
vuelta? Para que los estudiantes entiendan “mejor” la idea de lo que diferencia una
matriz de su traspuesta. En seguida se apoya de figuras geométricas para representar el
concepto de matriz traspuesta. Representa a una matriz de mxn con un rectangulo y
sobre la altura del rectangulo escribe m filas y al lado contiguo n columnas y les
pregunta: ;Qué pasa si yo le doy vuelta al rectdngulo? Luego Emi dibuja la nueva forma
que tendria el rectangulo al darle vuelta, Emi mira a los estudiantes esperando respuesta
y E7 responde que se cambian las filas por las columnas (respuesta que Emi queria
escuchar). Y después de darles la caracterizacion de una matriz traspuesta (que lo tinico
que se cambia es la posicion de los elementos, es decir, se cambia a las filas por las
columnas), vuelve a remarcarles que trasponer una matriz es lo mismo que cambiar el
rectangulo, tumbarlo y ponerlo de pie. (624-648).

[4.3] Saber qué preguntas formular para explicarles la definicion del producto de un
numero real por una matriz en lenguaje comun. (119-133)

[4.4] Saber qué preguntas formular para hacerles notar por qué han visto en clase la
formula abreviada para multiplicar dos matrices (en términos de hacerles ver que la
formula es compleja, es decir, que no es tan sencillo como simplemente multiplicar
nimero a nimero, como por ejemplo en el caso del producto de un escalar por una
matriz). (350-366)

[4.4] Saber qué preguntas formular para terminar de presentarles la matriz identidad,
Emi les comenta la analogia entre la matriz identidad en matrices y el 1 de los numeros

reales. (492-499)

[4.4] Saber qué preguntas formular para hacerles notar que si existe A entonces A A™'=
ATA=L (517-533)

[4.4] Saber qué preguntas formular para hacerles notar la analogia entre el inverso
multiplicativo en los niumeros reales y la matriz inversa en cuanto a que la matriz nula
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no tiene inversa por la misma razén que el cero no tiene inverso multiplicativo, pues
a.0=0 en los niimeros reales y en matrices A.0=0 (este 0 en matrices es la matriz nula).
(541-555)

[4.4] Saber qué preguntas formular para remarcarles la diferencia del inverso
multiplicativo en los nlimeros reales y la matriz inversa en cuanto a que todos los
nimeros reales excepto el cero tienen inverso multiplicativo pero en las matrices,
ademads de la matriz nula (que seria similar al cero en los reales), habré otras matrices
que no tengan inversa. (556-562)

[4.5] Saber qué preguntas formular para alertarlos de que cuando hagan la
transformacion elemental de sumar a una fila otra multiplicada por un niimero se fijen
en cual es la fila que van a cambiar. (642-646)

CC-Enl2. Saber qué preguntas formular para presentar un nuevo concepto, una nueva
propiedad o una clasificacion. [1.3] (685-713); [4.1] (13-17); [4.2] (46-65), (66-74),
(79-88), (100-106); [4.3] (147-150); [4.4] (375-387), (500-502), (508-533); [4.5] (699-
722).

[1.3] Saber qué preguntas formular para introducir un concepto. Emi pretende mediante
una pregunta (;Cudndo va a coincidir una matriz con su traspuesta?) introducir el
concepto de matriz simétrica, pero E5 le hace una pregunta: ;Como asegurarse de que
sea la traspuesta? A lo cual Emi da la respuesta (comparando que las filas de una sean
las columnas de la otra) y trata de reforzarla con un nuevo ejemplo, una matriz de 3x3.
Es decir, Emi ya no avanza con el siguiente concepto sino que nuevamente retoma lo de
la matriz traspuesta y hace otro ejemplo (ahora para una matriz cuadrada de orden 3).
(685-713)

[4.1] Saber qué preguntas formulara para introducir las propiedades de las operaciones
con matrices. (13-17)

[4.2] Saber qué preguntas formular para presentarles la propiedad asociativa para la
suma de matrices, Emi les comenta la analogia de la propiedad asociativa en la suma de
los nimeros reales y en las matrices. (46-65)

[4.2] Saber qué preguntas formular para presentarles la matriz nula en la suma de
matrices, Emi les comenta la analogia del elemento neutro en la suma de los nimeros
reales y en las matrices. (66-74)

[4.2] Saber qué preguntas formular para presentarles la matriz opuesta en la suma de
matrices, Emi les comenta la analogia del elemento opuesto en la suma de los nimeros
reales y en las matrices. (79-88)

[4.2] Saber qué preguntas formular para presentarles la propiedad conmutativa para la
suma de matrices, Emi les comenta la analogia de la propiedad conmutativa en la suma

de los numeros reales. (100-106)

[4.3] Saber qué preguntas formular para comentarles una nueva propiedad. (147-150)
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[4.4] Saber qué preguntas formular para presentarles la propiedad distributiva en
matrices, Emi les comenta la analogia de la propiedad distributiva en matrices de los
numeros reales. (375-387)

[4.4] Saber qué preguntas formular para presentarles la definicién de matriz inversa,
Emi les comenta la analogia entre la matriz inversa en matrices y la propiedad del
inverso multiplicativo de los numeros reales. (500-502), (508-533)

[4.5] Saber qué preguntas formular para introducir un método. Emi les describe la
estrategia para calcular la matriz inversa en un ejemplo que ella se ha inventado con una
matriz de 2x2 con el método de Gauss-Jordan, empezando con una pregunta que ella
misma contesta. (699-722)

CC-Enl13. Saber qué preguntas formular sobre el contenido para involucrar a
estudiantes pasivos. [3.1] (67-96), (104-236), (139-148).

[3.1] Saber qué preguntas formular para considerar a estudiantes poco participativos.
Una vez que Emi divide en filas la primera matriz y en columnas la segunda matriz
(=){|]), Emi calcula el primer elemento, luego se dirige a un estudiante en especifico
para que calcule el segundo elemento de la matriz producto, luego a otro estudiante el
tercer elemento y a otro el ultimo elemento. (67-96)

[3.1] Saber qué preguntas formular para considerar a estudiantes pasivos. Proponerles
un ejercicio que ella misma se “inventa”, les pide que escriban quien va a ser la matriz
A, la matriz B, ver si se puede efectuar el producto AB y en ese caso qué significado
tiene el producto. Luego Emi empieza a supervisar lo que van haciendo los estudiantes.
Enseguida Emi regresa a la pizarra para explicar en la pizarra los resultados de los
ejercicios, Emi le da un “empujoncito” a E8 para que le diga los elementos de la matriz
A, posteriormente Emi les hace notar de qué orden es esa matriz. Después Emi pide a
E4 le diga los elementos y el orden de la matriz B. Luego les hace notar que el orden de
A es 1x4 y de B 4x1 y por tanto se puede hacer el producto AB, con ayuda de E3, Emi
escribe el resultado de AB y les comenta el significado del resultado en este ejemplo
(significa el nimero de combinaciones de vuelos desde Sevilla a Nueva York). (104-
236)

[3.1] Saber qué preguntas formular para involucrar a los estudiantes (que casi no
participan) en la respuesta a este ejercicio (Emi: A ver E§ me puedes decir cudles son
los elementos de la matriz A, vamos contando, ;de Sevilla a Barcelona cuantos vuelos
hay? Tres vuelos, entonces el primer elemento es 3, ;de Sevilla a Dublin?, E8: Cero,
Emi: Cero). (139-148)

Respuestas

CC-En16. Saber qué respuestas de los estudiantes aceptar, cudles interrumpir, cudles
ignorar o cudles destacar, para alcanzar los objetivos de la ensefianza del contenido
trazados por la profesora para esa clase. [1.1.1] (1-12); [1.2] (234-235), (268-275); [1.3]
(391-394), (624-648), (701-713); [4.3] (119-133).

[1.1.1] Saber qué respuestas aceptar para alcanzar su objetivo. Emi acepta la respuesta de El1 y la
completa utilizando términos o aspectos del contenido que usard posteriormente. En este caso, Emi
pregunta qué es lo que recuerdan del tema anterior (sobre el planteamiento de problemas de sistemas de
ecuaciones), E1 contesta que habia que poner los datos en una especie de tabla y Emi completa esa
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respuesta traduciendo y transfiriendo lo que dijo El (Emi: Que cuando nos plantean un problema tu
quieres decir que es util colocar los datos no de cualquier manera sino en una tabla que nos facilita la
toma de datos y luego el planteamiento del problema - Emi voltea a ver a E1 y le pregunta - ;No es asi?).
(1-12)

[1.2] Saber qué respuestas aceptar para alcanzar su objetivo. Aprovechar la respuesta de
E7, aceptarla y completarla para dar una definicion mas precisa de matriz (Emi:
Decidme, ;jqué es una matriz? E7: Un conjunto de datos que se disponen en columnas,
Emi: ;En lugar de datos decimos elementos?, E7: También, Emi: Seria practicamente
lo mismo pero mas genérico, entonces es un conjunto ordenado de elementos dispuestos
en filas y columnas). (234-235)

[1.2] Saber transferir y orientar la respuesta del estudiante para llegar a lo que ella
quiere (Emi: ;Cudl es la matriz mas pequeria? de tamario, E3: mx1, Emi: jmxI?, una
columna, ;1x1?, E3: Si). (268-275)

[1.3] Saber transferir la respuesta de los estudiantes para orientarla, es decir, usar un
lenguaje con conceptos matematicos que le serviran posteriormente. En este caso, Emi
acepta y completa la respuesta de E7 (Emi: ;Qué sera una matriz cuadrada?, E7: La
que tiene forma de cuadrado, Emi: Muy bien, aquella matriz que tenga el mismo
numero de filas que de columnas eh). (391-394)

[1.3] Saber qué respuestas aceptar para alcanzar su objetivo. Para presentar el concepto
de matriz traspuesta, Emi inicialmente usa la analogia de una “matriz” con una caja y de
“traspuesta” con darle vuelta a la caja y luego se apoya de una figura geométrica: el
rectangulo. Emi para presentar la matriz traspuesta les hace la pregunta: ;Qué pasa si a
una caja le doy una vuelta? Para que los estudiantes entiendan “mejor” la idea de lo que
diferencia una matriz de su traspuesta. En seguida se apoya de figuras geométricas para
representar el concepto de matriz traspuesta. Representa a una matriz de mxn con un
rectangulo y sobre la altura del rectdngulo escribe m filas y al lado contiguo n columnas
y les pregunta: ;Qué pasa si yo le doy vuelta al rectangulo? Luego Emi dibuja la nueva
forma que tendria el rectangulo al darle vuelta, Emi mira a los estudiantes esperando
respuesta y E7 responde que se cambian las filas por las columnas (respuesta que Emi
queria escuchar). Y después de darles la caracterizacion de una matriz traspuesta (que lo
unico que se cambia es la posicion de los elementos, es decir, se cambia a las filas por
las columnas), vuelve a remarcarles que trasponer una matriz es lo mismo que cambiar
el rectangulo, tumbarlo y ponerlo de pie. (624-648).

[1.3] Saber qué respuestas aceptar para alcanzar su objetivo. Aceptar la respuesta de ES
(que la traspuesta también sera una matriz cuadrada), la completa (les comenta que la
traspuesta también serd cuadrada y de orden 3) y les hace notar la estrategia para
escribir la traspuesta (ir tomando cada fila de la matriz y anotarlas como columna de la
traspuesta, respectivamente). (701-713)

[4.3] Saber qué respuestas aceptar para alcanzar su objetivo. Especificamente al
explicarles la definicion del producto de un niimero real por una matriz en lenguaje
comun. (119-133)

CC-Enl7. Saber como orientar una respuesta correcta a un lenguaje matematico
aceptado en la matematica escolar, es decir, atendiendo o enfocado a una convenciéon
matematica. [1.2] (332-335); [3.2] (388-395).
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[1.2] Saber como orientar una respuesta correcta a un lenguaje matematico aceptado en
la matematica escolar, es decir, atendiendo o enfocado a una convencidén matematica.
En este caso E3 da una respuesta correcta respecto a la ubicacion del elemento de la
matriz con subindices 2 y 3, E3 responde que ese elemento estaria en la tercera
columna, segunda fila, pero Emi orienta esa respuesta para que se vayan acostumbrando
a decir primero el nimero de filas y luego el nimero de columna en concordancia con
esa convencion matematica. (332-335)

[3.2] Saber coémo orientar una respuesta para precisar el lenguaje, para que se
acostumbren a localizar/ubicar un elemento: a) Indicando la posicién exacta diciendo
fila y columna y b) que sea en ese orden, primero la fila y luego la columna. (388-395)

CC-En18. Saber como aprovechar las respuestas incorrectas de los estudiantes para
hacerles ver las consecuencias de éstas en el contenido matematico. [1.3] (599-608).

[1.3] Saber como aprovechar una respuesta incorrecta para hacer ver las consecuencias
que eso conllevaria en el contenido. Emi toma en cuenta la respuesta de E3 a pesar de
que no es correcta a lo que ella pregunta, pero aprovecha para hacer ver qué pasaria en
el caso que plantea E3, es decir, que si en la diagonal principal de una matriz escalar en
lugar de unos fueran ceros entonces seria la matriz nula. (599-608)

Traducir

CC-En25. Saber usar lenguaje comtn o mas familiar a los estudiantes o una forma mas
explicita, mas detallada, al explicar el contenido matematico para que los estudiantes lo
comprendan “mejor”. [1.2] (247-268), (380-387); [1.3] (441-446), (529-538), (570-
577), (585-589), (624-648); [4.3] (119-133), (132-133), (138-140), (161-163); [4.4]
(397-399), (483-485).

[1.2] Saber usar la analogia de una caja para aproximarse mas al lenguaje usual de los
estudiantes, para que logren entender “mejor” lo que significa “tamafio de la matriz o
dimension de la matriz” y remarcarles que es importante la dimension que tenga la
matriz. (247-268)

[1.2] Saber como explicar el contenido en lenguaje usual. Una forma de saber localizar
un elemento sabiendo los subindices (comentarles que para conocer la posicion del
elemento a4 s6lo hay que ir contando por fila y columna y ubicarlo). (380-387)

[1.3] Saber cémo usar una analogia entre el cuadrado y la diagonal del cuadrado y una
matriz cuadrada y su diagonal principal, para que los estudiantes visualicen “mejor” la
diagonal principal de una matriz, en este caso, Emi sefiala la diagonal principal en el
ejemplo de matriz genérica cuadrada de orden 2 y de orden 3. (441-446)

[1.3] Saber como remarcarles la caracterizacion de una matriz triangular superior: que el
tridngulo que contiene todos los ceros es un tridngulo formado por ceros y estd por
encima de la diagonal principal. (529-538)

[1.3] Saber como hacerles notar por qué una matriz se llama diagonal (porque los

elementos no nulos estan en la diagonal principal) y que una matriz diagonal es una
matriz triangular superior e inferiormente. (570-577)
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[1.3] Saber como decirle a E9 esta caracterizaciéon para que distinga entre matriz
diagonal y matriz escalar (si todos los nimeros son distintos diagonal y si todos son
iguales, escalar). (585-589)

[1.3] Saber como presentar el concepto de matriz traspuesta. Emi inicialmente usa la
analogia de una “matriz” con una caja y de “traspuesta” con darle vuelta a la caja y
luego se apoya de una figura geométrica: el rectangulo. Emi para presentar la matriz
traspuesta les hace la pregunta: ;Qué pasa si a una caja le doy una vuelta? Para que los
estudiantes entiendan “mejor” la idea de lo que diferencia una matriz de su traspuesta.
En seguida se apoya de figuras geométricas para representar el concepto de matriz
traspuesta. Representa a una matriz de mxn con un rectdngulo y sobre la altura del
rectangulo escribe m filas y al lado contiguo n columnas y les pregunta: ;Qué pasa si yo
le doy vuelta al rectdngulo? Luego Emi dibuja la nueva forma que tendria el rectdngulo
al darle vuelta, Emi mira a los estudiantes esperando respuesta y E7 responde que se
cambian las filas por las columnas (respuesta que Emi queria escuchar). Y después de
darles la caracterizacion de una matriz traspuesta (que lo unico que se cambia es la
posicion de los elementos, es decir, se cambia a las filas por las columnas), vuelve a
remarcarles que trasponer una matriz es lo mismo que cambiar el rectangulo, tumbarlo y
ponerlo de pie. (624-648).

[4.3] Saber como explicarles la definicion del producto de un niimero real por una
matriz en lenguaje comun, haciendo preguntas a los estudiantes. (119-133)

[4.3] Saber que los estudiantes pueden comprender “mejor” la definicion del producto
de un numero por una matriz si se la dice en lenguaje comun. (132-133)

[4.3] Saber que los estudiantes pueden comprender “mejor” la propiedad M(A+B)= AA+
AB si se la dice en lenguaje comun. Explicarles la propiedad AM(A+B)= AA+ AB en
lenguaje comun. (138-140)

[4.3] Saber que los estudiantes pueden comprender “mejor” la propiedad (Apu)A= A(pA)
si se la dice en lenguaje comun. (161-163)

[4.4] Saber que los estudiantes pueden comprender “mejor” la propiedad distributiva en
matrices si se la dice en lenguaje comun. (397-399)

[4.4] Saber que los estudiantes pueden comprender “mejor” la definicion de una matriz
identidad si se la dice en lenguaje comun. (483-485)

Hacer notar/remarcar/destacar

CC-En26. Saber como (y cuando) hacerles notar, remarcar, destacar o aclarar,
puntualmente, lo mas importante del contenido que estd ensenando. [1.1.2] (221-226); [1.2]
(288-302), (351-356); [1.3] (395-399), (400-413), (483-489); [3.1] (5-11), (63-66),
(104-236), (153-171), (186-201); [3.2] (295-297), (403-406), (441-458); [4.3] (134-
137); [4.4] (195-208), (423-427), (428-434), (457-460), (534-539); [4.5] (576-577),
(613-615), (683-686), (730-732); (744-746).

[1.1.2] Saber hacerles énfasis en que vean que las matrices se usan en estudios socioldgicos y hacerles
notar su interés (de la profesora) de que vean que las matematicas se aplican en campos muy diversos, en
particular, en sociologia; después de ver los dos ejemplos de aplicacion de matrices. (221-226)
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[1.2] Saber comentarles, antes de hacer un ejemplo, que los elementos de la matriz
tienen la forma a;; con i=1, 2,..., my j=1, 2,..., n y les remarca que si el orden de una
matriz es mxn, entonces m indica el nimero de filas y n el nimero de columnas. (288-
302)

[1.2] Saber hacerles notar que los elementos de la matriz son numeros reales, antes de
seguir avanzando en la presentacion del contenido de matrices. (351-356)

[1.3] Saber hacerles notar, al empezar a presentar las matrices cuadradas que hasta ese
momento habian trabajado con matrices rectangulares de orden mxn pero ahora en las
matrices cuadradas como el numero de filas coincide con el nimero de columnas,
entonces no hablaran de orden mxn sino que s6lo se dird de orden n. (395-399)

[1.3] Saber hacerles notar que si el nimero de filas coincide con el nimero de columnas
es una matriz cuadrada. (400-413)

[1.3] Saber hacer mencién de que puede haber matrices nulas de orden 2x2 y 3x3,
después de decirles lo que es una matriz nula, para que el estudiante se haga una idea de
las distintas dimensiones o tamafio que puede tener una matriz nula. (483-489)

[3.1] Saber cudndo destacar aspectos relevantes de un contenido matematico. En este
caso, al empezar a explicarles como se hace el producto de dos matrices, Emi les
remarca la condicion que se debe cumplir para efectuar el producto de dos matrices (que
debe coincidir el numero de columnas de la primera con el nimero de filas de la
segunda matriz). (5-11)

[3.1] Saber hacer notar la condicién del orden de las matrices para poder hacer el
producto. Proponerles un ejercicio que ella misma se “inventa”, les pide que escriban
quien va a ser la matriz A, la matriz B, ver si se puede efectuar el producto AB y en ese
caso qué significado tiene el producto. Luego Emi empieza a supervisar lo que van
haciendo los estudiantes. Enseguida Emi regresa a la pizarra para explicar en la pizarra
los resultados de los ejercicios, Emi le da un “empujoncito” a E8 para que le diga los
elementos de la matriz A, posteriormente Emi les hace notar de qué orden es esa matriz.
Después Emi pide a E4 le diga los elementos y el orden de la matriz B. Luego les hace
notar que el orden de A es 1x4 y de B 4x1 y por tanto se puede hacer el producto AB,
con ayuda de E3, Emi escribe el resultado de AB y les comenta el significado del
resultado en este ejemplo (significa el nimero de combinaciones de vuelos desde
Sevilla a Nueva York). (104-236)

[3.1] Saber hacer notar tras el hecho de que los estudiantes no le han podido decir
correctamente cual es el orden de la matriz A, que en este caso cada columna tiene un
solo elemento pero se considera primera columna, segunda, tercera y -cuarta,
respectivamente; y que por lo tanto el orden de la matriz A es 1x4 porque tiene una fila
y cuatro columnas. (153-171)

[3.1] Saber hacerles notar el orden que tienen las dos matrices para que vean que en este

caso si se pueden multiplicar esas dos matrices (A tiene orden 1x4 y B tiene orden 4x1
entonces se puede hacer el producto y la matriz producto tendréd orden 1x1). (186-201)
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[3.2] Saber hacerle notar a E13 que la primera fila de la matriz producto se completa
multiplicando la primera fila de la primera matriz por cada una de las columnas de la
segunda matriz, con la intension de que E13 lo tenga presente cuando complete la
segunda fila de la matriz producto. (295-297)

fico D -
[3.2] Saber usar el esquema grafico para hacerles notar que deben seguir un
orden establecido para hacer el producto de dos matrices para no confundir la fila y
columna que deben multiplicar. (403-406)

[3.2] Saber aprovechar el ultimo ejercicio en el cual las matrices no son cuadradas para
hacer notar (441-458):
1. Cuando se pueden multiplicar dos matrices (cuando el numero de filas de la
primera matriz coincide con el numero de columnas de la segunda matriz).
2. De qué orden va a quedar la matriz producto (en este caso, como A es de orden
2x3 y B de orden 3x4 entonces la matriz producto queda de orden 2x4).
3. Que si las matrices que van a multiplicar no son cuadradas pero cumplen la
condicion para poder multiplicarlas, es decir, que es posible hacer el producto
AB, si se cambia el orden del producto BA entonces ya no se puede hacer el
producto. Es decir, intenta que vean que el producto de matrices no es
conmutativo. En este caso como A es de orden 2x3 y B de 3x4, AB es posible
pero BA no es posible porque no se cumple la condicion de que el nimero de
filas de la primera coincida con el nlimero de columnas de la segunda.

[4.3] Saber hacer notar que en el producto de un escalar por una matriz existe una
multiplicacion de 2 numeros reales para luego anunciarles las propiedades de escalares
por matrices. (134-137)

[4.4] Saber, al presentarles el producto de dos matrices, hacerles notar/remarcarles que
para hacer el producto de dos matrices debe coincidir el nimero de columnas de la
primera matriz con el nimero de filas de la segunda, es decir, hacer hincapié¢ en la
importancia del orden de las matrices para poder multiplicarlas. (195-208)

[4.4] Saber hacerles notar que es importante el orden de las matrices para poder
multiplicarlas, pero que ella no lo anotara, dara por hecho que al escribir las matrices en
las propiedades se supone que cumplen la condicidon del orden para multiplicarlas. (423-
427)

[4.4] Saber la importancia de remarcarles la propiedad conmutativa en los niimeros
reales, antes de ver la “no conmutatividad” en el producto de matrices. (428-434)

[4.4] Saber la importancia de remarcarles que hay que tener cuidado en el orden de las
matrices para poder multiplicarlas al explicar las propiedades del producto de dos
matrices. (457-460)

[4.4] Saber hacerles notar la diferencia entre el inverso multiplicativo de los nimeros
reales y la matriz inversa en matrices, para hacerles notar que para calcular la matriz
inversa sera necesario hacer varios calculos y no s6lo una division o fracciéon como en
los nimeros reales. (534-539)

198



Capitulo V. Resultados y Discusion

[4.5] Saber hacerles notar que al hacer la transformacion elemental de cambiar una fila
por otra, estan cambiando la matriz, ya no es la misma matriz inicial al explicar las
transformaciones elementales. (576-577)

[4.5] Saber hacerles notar que al hacer la transformacion elemental de multiplicar toda
una fila por un mismo numero, se realiza dicha transformacion sélo a esa fila y no a
toda la matriz. (613-615)

[4.5] Saber remarcarles nuevamente la utilidad de las transformaciones elementales para
calcular la matriz inversa, antes de introducir el método de Gauss-Jordan para calcular
la matriz inversa. (683-686)

[4.5] Saber remarcarles, al hacer el ejemplo, que tienen que realizar las
transformaciones elementales a las dos matrices (A|l) simultaneamente, por ejemplo, si
cambian la fila de A entonces hay que cambiar la fila completa, incluyendo la fila
correspondiente de 1. (730-732); (744-746)

Forma de presentarlo/representarlo o Estrategia diddctica
CC-En30. Saber como introducir un concepto mediante la relacion de conceptos
matematicos vistos anteriormente. [1.1.1] (13-34).

[1.1.1] Saber como introducir un concepto mediante la relacion de conceptos matematicos vistos
anteriormente. Emi usa la estrategia de pregunta-respuesta para relacionar los conceptos. En este caso,
Emi para introducir el concepto de matriz hace un recorrido deductivo, es decir, parte de lo general a lo
particular relacionando varios conceptos matematicos familiares a los estudiantes. Empieza por
comentarles que el Algebra es una parte de las matematicas que durante muchos siglos se ocupaba de
resolver ecuaciones hasta aterrizar en que a un grafo se le puede asociar una matriz (Algebra — Sistemas
de ecuaciones — Matrices — Tipos de ejercicios — Problemas— Grafos — Matriz). (13-34)

CC-En31. Conocer diferentes formas para introducir un topico matematico con algun
dato histérico o breve resefia historica de ese contenido matematico o saber dar una
breve resefia/anécdota histdrica para contextualizar un topico. [4.5] (689-695).

[4.5] Conocer una forma para introducir un tépico. Conocer una breve resefia historica
para introducir el tema: Método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa (Emi
habla un poco sobre Gauss). (689-695)

CC-En32. Saber distintas formas de presentar/representar la definicion de un concepto:
en forma genérica y no con niumeros concretos. [1.3] (511-548); [4.4] (350-366).

[1.3] Saber representar la definicién de matriz triangular superior en forma genérica y
usar como imagen la figura geométrica del tridngulo, para hacer notar por qué se le
llama triangular, en particular, triangular superior. Y posteriormente de forma analoga
triangular inferior, Emi nuevamente usa la geometria para representar la matriz
triangular inferior para visualizar la forma de dicha matriz (Emi dibuja un triangulo
grande y dentro de €l un cero grande por debajo de la diagonal principal). (511-548)

[4.4] Saber hacerles notar por qué han visto en clase la formula abreviada para
multiplicar dos matrices (en términos de hacerles ver que la formula es compleja, es
decir, que no es tan sencillo como simplemente multiplicar nimero a nimero, como por
ejemplo en el caso del producto de un escalar por una matriz). (350-366)
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CC-En33. Conocer la estrategia de pregunta-respuesta para relacionar unos conceptos
con otros hasta llegar al deseado. [1.1.1] (13-34)

[1.1.1] Conocer la estrategia de pregunta-respuesta para relacionar unos conceptos con otros hasta llegar
al deseado. Introducir un concepto mediante la relacion de conceptos matematicos vistos anteriormente.
Emi usa la estrategia de pregunta-respuesta para relacionar dichos conceptos. En este caso, Emi para
introducir el concepto de matriz hace un recorrido deductivo, es decir, parte de lo general a lo particular
relacionando varios conceptos matematicos familiares a los estudiantes. Empieza por comentarles que el
Algebra es una parte de las matematicas que durante muchos siglos se ocupaba de resolver ecuaciones
hasta aterrizar en que a un grafo se le puede asociar una matriz (Algebra — Sistemas de ecuaciones —
Matrices — Tipos de ejercicios — Problemas— Grafos — Matriz). (13-34)

CC-En34. Saber como remarcarles los aspectos mas relevantes del contenido para
concluir un ejemplo o la presentacion de un tema. [1.1.1] (120-125); [3.2] (441-458); [4.2]
(114-118); [4.5] (855-859), (870-881).

[1.1.1] A manera de cierre del ejemplo de Criptografia. Saber como remarcarles a forma de resumen dos
aspectos importantes: 1. Que las matrices no solo sirven para guardar datos, para almacenar informacion,
sino que con las matrices se pueden realizar operaciones que ayudan a proteger el descifrado de un
mensaje y 2. Que con la ayuda de la matriz inversa se puede volver de nuevo al mensaje original. (120-
125)

[3.2] Saber aprovechar el ultimo ejercicio en el cual las matrices no son cuadradas para
hacer notar (441-458):
1. Cuando se pueden multiplicar dos matrices (cuando el niumero de filas de la
primera matriz coincide con el nimero de columnas de la segunda matriz).
2. De qué orden va a quedar la matriz producto (en este caso, como A es de orden
2x3 y B de orden 3x4 entonces la matriz producto queda de orden 2x4).
3. Que si las matrices que van a multiplicar no son cuadradas pero cumplen la
condicién para poder multiplicarlas, es decir, que es posible hacer el producto
AB, si se cambia el orden del producto BA entonces ya no se puede hacer el
producto. Es decir, intenta que vean que el producto de matrices no es
conmutativo. En este caso como A es de orden 2x3 y B de 3x4, AB es posible
pero BA no es posible porque no se cumple la condicion de que el nimero de
filas de la primera coincida con el nimero de columnas de la segunda.

[4.2] Saber, a forma de resumen y para terminar de presentar las principales propiedades
de la suma de matrices, remarcarles en concreto, las implicaciones de esas propiedades
que acaba de explicarles. (114-118)

[4.5] Saber concluir el ejemplo remarcandoles lo que se tenia y a lo que se llegd
(AID—(JA™). (855-859)

[4.5] Saber remarcar o repasar de forma general lo que se hizo, a manera de cierre del
ejemplo. (870-881).

CC-En35. Saber como aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han
realizado o conseguido hasta el momento, para orientar el contenido a ensefiar
posteriormente. [1.1.2] (128-138); [1.1.2] (226-231); [1.2] (279-283); [4.1] (18-42); [4.3]
(134-137); [4.5] (752-765), (812-817).

[1.1.2] Saber como aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han realizado o conseguido
hasta el momento para orientar el contenido. Emi da un prefacio para empezar este ejemplo. Aprovechar
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y a especie de repaso mencionarles los tipos de matrices que han estado haciendo (matrices asociadas a
grafos y matrices asociadas a problemas). Su habilidad para orientar el contenido a ensefiar (recapitula y
luego contintia), en particular, para relacionar, para hacer un puente entre el ejemplo que acaba de hacer
(sobre criptografia) y el que hara ahora (aplicado a Sociologia). (128-138)

[1.1.2] Saber como aprovechar lo que ha visto hasta el momento para orientar el contenido. Hacerles
notar que aunque las matrices se pueden estudiar en campos muy diversos, en este curso se centraran mas
en el campo econdmico, es decir, en el uso de matrices en Economia. (226-231)

[1.2] Saber cémo aprovechar lo que ha visto hasta el momento para orientar el
contenido. Comentarles varios ejemplos de dimensiones de matrices (2x1, 3x2, 4x5,
6x6, etc.) para que los estudiantes conozcan que existe una amplia gama, pero que las
que trabajaran en clase serdn dimensiones pequefias, justificando que la teoria es la
misma para todas. (279-283)

[4.1] Saber cémo aprovechar lo que ha visto hasta el momento para orientar el
contenido. Emi retoma el proceso de como se hace la suma de 2 matrices, antes de dar
las propiedades en la suma de matrices. (18-42)

[4.3] Saber cémo aprovechar lo que ha visto hasta el momento para orientar el
contenido. Emi les hacer notar que en el producto de un escalar por una matriz existe
una multiplicacion de 2 numeros reales para luego anunciarles las propiedades de
escalares por matrices. (134-137)

[4.5] Saber como aprovechar lo que ha visto hasta el momento para orientar el
contenido. Remarcarles nuevamente la estrategia/idea general para conseguir la matriz
inversa y les hace notar lo que se ha logrado en el primer objetivo (obtener el primer 1
de la matriz identidad a la que quiere llegar para hallar la matriz inversa). (752-765)

[4.5] Saber cémo aprovechar lo que ha visto hasta el momento para orientar el
contenido. Cada vez que Emi va consiguiendo un cambio para obtener la matriz inversa,
ella se detiene y repasa lo que se ha hecho hasta el momento y luego seguir en la
solucion del ejercicio. (812-817)

CC-En36. Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del
contenido en temas siguientes. [1.3] (615-620); [4.3] (184-187); [4.4] (400-406); [4.5]
(573-575), (628-634).

[1.3] Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del contenido
en temas siguientes. Comentarles la direccion/orientacion de ese contenido en temas
siguientes. En este caso, justificarles que en esta clase estan aprendiendo vocabulario de
matrices (principales tipos de matrices) porque éstas estan relacionadas con el tema de
operaciones con matrices, que veran luego. (615-620)

[4.3] Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del contenido
en temas siguientes. Comentarles la utilidad de las propiedades (las aplicaran cuando
vean ecuaciones matriciales). (184-187)

[4.4] Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del contenido

en temas siguientes. Comentarles como y cudndo usar la propiedad distributiva en
matrices (en ecuaciones matriciales). (400-406)
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[4.5] Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del contenido
en temas siguientes. Utilidad: Emi les comenta para qué hay que saber las
transformaciones elementales (para calcular la matriz inversa). (573-575)

[4.5] Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del contenido
en temas siguientes. Comentarles la utilidad de las transformaciones elementales: 1)
Hallar la matriz inversa, 2) Determinar el rango de una matriz y 3) Resolver sistemas de
ecuaciones. (628-634)

CC-En37. Saber, tras la digresion en su discurso, rescatar la idea del contenido
matematico que esté presentando. [1.3] (473-476).

[1.3] Saber, tras la digresion en su discurso, rescatar la idea del contenido matematico
que esté presentando. Rescatar la idea de matriz fila y matriz columna y la expresan en
términos cercanos a los estudiantes para tratar de que el estudiante fije la imagen de una
matriz fila y una matriz columna, haciéndoles ver que se fijen en la orientacion de los
elementos, horizontal en la matriz fila y vertical en la matriz columna. (473-476)

CC-En38. Saber “poderosas” analogias para presentar o representar el contenido
matematico. Saber que al usar la analogia de un objeto matematico con un objeto comin
para aproximarse mas al lenguaje usual de los estudiantes, puede hacer que los
estudiantes logren entender “mejor” el significado de un contenido matematico. [1.2]
(247-268); [1.3] (441-446), (624-648).

[1.2] Saber “poderosas” analogias para presentar o representar el contenido matematico.
Usar la analogia de una caja para aproximarse mas al lenguaje usual de los estudiantes,
para que logren entender “mejor” lo que significa “tamafio de la matriz o dimension de
la matriz” y remarcarles que es importante la dimension que tenga la matriz. (247-268)

[1.3] Saber “poderosas” analogias para presentar o representar el contenido matematico.
Usar una analogia entre el cuadrado y la diagonal del cuadrado y una matriz cuadrada y
su diagonal principal, para que los estudiantes visualicen “mejor” la diagonal principal
de una matriz, en este caso, Emi sefiala la diagonal principal en el ejemplo de matriz
genérica cuadrada de orden 2 y de orden 3. (441-446)

[1.3] Saber “poderosas” analogias para presentar o representar el contenido matematico.
Para presentar el concepto de matriz traspuesta, Emi inicialmente usa la analogia de una
“matriz” con una caja y de “traspuesta” con darle vuelta a la caja y luego se apoya de
una figura geométrica: el rectdngulo. Emi para presentar la matriz traspuesta les hace la
pregunta: ;Qué pasa si a una caja le doy una vuelta? Para que los estudiantes entiendan
“mejor” la idea de lo que diferencia una matriz de su traspuesta. En seguida se apoya de
figuras geométricas para representar el concepto de matriz traspuesta. Representa a una
matriz de mxn con un rectangulo y sobre la altura del rectangulo escribe m filas y al
lado contiguo n columnas y les pregunta: ;Qué pasa si yo le doy vuelta al rectangulo?
Luego Emi dibuja la nueva forma que tendria el rectangulo al darle vuelta, Emi mira a
los estudiantes esperando respuesta y E7 responde que se cambian las filas por las
columnas (respuesta que Emi queria escuchar). Y después de darles la caracterizacion
de una matriz traspuesta (que lo inico que se cambia es la posicion de los elementos, es
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decir, se cambia a las filas por las columnas), vuelve a remarcarles que trasponer una
matriz es lo mismo que cambiar el rectangulo, tumbarlo y ponerlo de pie. (624-648).

CC-En39. Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y
el actual, para explicar este ultimo. [1.3] (492-507); [3.2](425-426); [4.1] (13-17), (13-
42); [4.2] (46-59), (60-65), (66-74), (79-88), (100-106), (110-112); [4.4](375-387),
(430-434), (489-491), (492-499), (500-502); (508-533), (534-539), (541-555), (556-
562).

[1.3] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Hacer preguntas e ir guiando (orientando) las
respuestas para usar la analogia del 0 € R y la matriz nula (0 € M) y hacerles notar la
importancia, el papel que jugard la matriz nula en las operaciones con matrices, en
particular, en la suma de matrices y para ello les recuerda el papel del 0 en la suma y
producto en los nimeros reales (que al sumarlo con otro nimero real lo deja invariante).
(492-507)

[3.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este Gltimo. Comentar la analogia del 1 € R y la matriz identidad.
Comentarles que en las matrices, la matriz identidad tiene un papel parecido al 1 € R en
cuanto a que al multiplicarlo por otro (en este caso por otra matriz cuadrada del orden
de la matriz identidad) lo deja invariante. (425-426)

[4.1] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Usar como estrategia para introducir las propiedades
de las operaciones con matrices la familiaridad que pudieran tener los estudiantes con
las propiedades de los numeros reales, para hacerles notar que algunas de las
propiedades de matrices se derivan directamente de las propiedades de los nimeros
reales. (13-17)

[4.1] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Emi usa la analogia de la suma en los nimeros reales
con la suma de matrices. (13-42)

[4.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este tltimo. Para presentarles la propiedad asociativa para la suma
de matrices, Emi les comenta la analogia de la propiedad asociativa en la suma de los
numeros reales y en las matrices. (46-59)

[4.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Explicar por qué se cumple la propiedad asociativa en
las matrices (en términos de similitud con los nimeros reales). (60-65)

[4.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Para presentarles la matriz nula en la suma de matrices,
Emi les comenta la analogia del elemento neutro en la suma de los nimeros reales y en
las matrices. (66-74)

[4.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Para presentarles la matriz opuesta en la suma de
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matrices, Emi les comenta la analogia del elemento opuesto en la suma de los numeros
reales y en las matrices. (79-88)

[4.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Para presentarles la propiedad conmutativa para la
suma de matrices, Emi les comenta la analogia de la propiedad conmutativa en la suma
de los nameros reales. (100-106)

[4.2] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Explicar por qué se cumple la propiedad conmutativa
en las matrices (en términos de similitud con los nimeros reales). (110-112)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este Gltimo. Para presentarles la propiedad distributiva en matrices,
Emi les comenta la analogia de la propiedad distributiva en matrices de los nimeros
reales. (375-387)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Para presentarles la propiedad conmutativa en el
producto de matrices, Emi les comenta la analogia de la propiedad conmutativa en la
suma y producto en los niimeros reales. (430-434)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Evocarles un ejercicio equivalente que hicieron
anteriormente al multiplicar una matriz A por I y ver que AI=A. (489-491)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Para terminar de presentarles la matriz identidad, Emi
les comenta la analogia entre la matriz identidad en matrices y el 1 de los nimeros
reales. (492-499)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Para presentarles la definicion de matriz inversa, Emi
les comenta la analogia entre la matriz inversa en matrices y la propiedad del inverso
multiplicativo de los nimeros reales. (500-502); (508-533)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Hacerles notar la diferencia entre el inverso
multiplicativo de los nimeros reales y la matriz inversa en matrices, para hacerles notar
que para calcular la matriz inversa sera necesario hacer varios calculos y no solo una
division o fraccién como en los nimeros reales. (534-539)

[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Hacerles notar la analogia entre el inverso
multiplicativo en los numeros reales y la matriz inversa en cuanto a que la matriz nula
no tiene inversa por la misma razén que el cero no tiene inverso multiplicativo, pues
a.0=0 en los nimeros reales y en matrices A.0=0 (este 0 en matrices es la matriz nula).

(541-555)
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[4.4] Saber usar una analogia o diferencia entre contenidos matematicos previos y el
actual, para explicar este ultimo. Remarcarles la diferencia del inverso multiplicativo en
los nimeros reales y la matriz inversa en cuanto a que todos los nimeros reales excepto
el cero tienen inverso multiplicativo pero en las matrices, ademas de la matriz nula (que
seria similar al cero en los reales), habra otras matrices que no tengan inversa. (556-562)

CC-En40. Saber como explicar una parte o toda la estrategia que se utiliza para hacer la
demostracion, método, procedimiento o solucion. [3.1](12-49); [4.5] (699-722).

[3.1] Saber como explicar la estrategia que se utiliza para hacer el producto de dos
matrices (12-49):
1. Separar la matriz A por filas y la matriz B por columnas.
2. Efectuar el producto de cada una de esas filas por cada una de esas columnas.
3. Decirles como efectuar ese producto (multiplicar una fila por una columna
elemento a elemento y sumar esos productos).
4. Repetir el proceso para completar la primera fila de la matriz producto.
Repetir el proceso, la segunda fila por cada una de las columnas, dara la segunda
fila de la matriz producto.
6. Repetir el proceso hasta llegar a la ultima fila por cada una de las columnas, da
la Gltima fila de la matriz producto.

e

[4.5] Saber como explicar la estrategia que se utiliza para calcular la matriz inversa en
un ejemplo que ella se ha inventado con una matriz de 2x2 con el método de Gauss-
Jordan, empezando con una pregunta que ella misma contesta. (699-722)

CC-En41. Saber qué es lo que hay que repetir y como, para aclarar dudas del contenido
a los estudiantes o reafirmar algunos aspectos del contenido. [3.2] (347-355), (432-439);
[4.5] (778-789), (790-797).

[3.2] Saber qué es lo que hay que repetir y como, para aclarar dudas del contenido a los
estudiantes. Emi, al ver que E13 se queda callada y no hace nada a pesar de que ella
tratd de situarla para hacerle ver de manera general, lo que han hecho para efectuar el
producto, Emi le repite como se obtiene la primera fila y segunda fila de la matriz
producto y por tanto le indica lo que tiene que hacer (explicitamente indicandole los
productos con flechas que van de la tercera fila de la primera matriz a cada una de las
columnas de la segunda matriz), para calcular los valores de la tercera fila de la matriz
producto. (347-355)

[3.2] Saber qué es lo que hay que repetir y como, para aclarar dudas del contenido a los
estudiantes o reafirmar algunos aspectos del contenido. Repetir el procedimiento de
como se hizo cierto célculo para aclarar la(s) duda(s) de los estudiantes. En este caso
Emi ve que E15 tiene duda sobre el 10 (valor obtenido de multiplicar la primera fila,
segunda columna) y Emi repite las operaciones que se realizan para obtener ese valor y
que E15 vea que efectivamente se obtiene ese valor. (432-439)

[4.5] Saber qué es lo que hay que repetir y como, para aclarar dudas del contenido a los
estudiantes o reafirmar algunos aspectos del contenido. Repetir el proceso de una
transformacion elemental ante una situacion en la que los estudiantes estan en “estado
de shock”, como deslumbrados e impresionados porque no entienden los cambios y
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transformaciones elementales que estd haciendo Emi en la pizarra para conseguir la
matriz inversa con el método de Gauss-Jordan. (778-789)

[4.5] Saber qué es lo que hay que repetir y como, para aclarar dudas del contenido a los
estudiantes o reafirmar algunos aspectos del contenido. Emi repite lo que se ha hecho
hasta ese momento para contestar la pregunta de ES. (790-797)

CC-En43. Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran
“mejor” algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una
imagen concreta sobre tal aspecto. [1.2] (247-268), (324-327); [1.3] (464-472), (473-
476), (483-489), (511-548), (562-569), (582-584), (624-648), (663-674); [3.1] (68-69),
(202-209); [3.2] (347-355); [4.4] (218), (350-366).

[1.2] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
alguin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Usar la analogia de una caja para aproximarse mas al
lenguaje usual de los estudiantes, para que logren entender “mejor” lo que significa
“tamafio de la matriz o dimension de la matriz” y remarcarles que es importante la
dimensidn que tenga la matriz. (247-268)

[1.2] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algtin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Hacerles notar que en la forma genérica desarrollada de los
elementos de una matriz de orden mxn se ve de forma explicita cudles son los elementos
que componen la matriz, tanto en filas como en columnas, a diferencia de la forma
abreviada A=(ajj) coni1=1, 2,...,myj=1, 2,...,n . (324-327)

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Usar una analogia entre el cuadrado y la diagonal del
cuadrado y una matriz cuadrada y su diagonal principal, para que los estudiantes
visualicen “mejor” la diagonal principal de una matriz, en este caso, Emi sefala la
diagonal principal en el ejemplo de matriz genérica cuadrada de orden 2 y de orden 3.
(441-446)

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Hacer preguntas a los estudiantes (que muchas veces se las
contesta ella y otras pocas los estudiantes) para ir definiendo y representando la matriz
fila (447-463) y la matriz columna. (464-472)

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Rescatar la idea de matriz fila y matriz columna y la
expresan en términos cercanos a los estudiantes para tratar de que el estudiante fije la
imagen de una matriz fila y una matriz columna, haciéndoles ver que se fijen en la
orientacion de los elementos, horizontal en la matriz fila y vertical en la matriz columna.
(473-476)
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[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizardn “mejor”
algtn aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Hacer mencion de que puede haber matrices nulas de orden
2x2 y 3x3, después de decirles lo que es una matriz nula, para que el estudiante se haga
una idea de las distintas dimensiones o tamafio que puede tener una matriz nula lo cual
es relevante, pues hay que cambiar del 0 e Ral 0 e M (M es el conjunto de matrices),
lo cual algunas veces no es tan trivial para los estudiantes, es decir, no es lo mismo 0 a

0 .. 0
0 .. 0

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Representar la definicién de matriz triangular superior en
forma genérica y usar como imagen la figura geométrica del tridangulo, para hacer notar
por qué se le llama triangular, en particular, triangular superior. Y posteriormente de
forma andloga triangular inferior, Emi nuevamente usa la geometria para representar la
matriz triangular inferior para visualizar la forma de dicha matriz (Emi dibuja un
tridngulo grande y dentro de €l un cero grande por debajo de la diagonal principal).
(511-548)

. Luego, Emi escribe en la pizarra una matriz nula de orden nxn. (483-489)

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Decidir hacer un ejemplo de una matriz diagonal de orden
3x3 para que los estudiantes visualicen la forma que tiene una matriz diagonal. (562-
569)

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Decidir hacer un ejemplo de una matriz escalar de orden 3x3
y hacerles notar la forma que tiene para que los estudiantes visualicen la forma que tiene
una matriz diagonal. (582-584)

[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algun aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Para presentar el concepto de matriz traspuesta, Emi
inicialmente usa la analogia de una “matriz” con una caja y de “traspuesta” con darle
vuelta a la caja y luego se apoya de una figura geométrica: el rectdngulo. Emi para
presentar la matriz traspuesta les hace la pregunta: ;Qué pasa si a una caja le doy una
vuelta? Para que los estudiantes entiendan “mejor” la idea de lo que diferencia una
matriz de su traspuesta. En seguida se apoya de figuras geométricas para representar el
concepto de matriz traspuesta. Representa a una matriz de mxn con un rectangulo y
sobre la altura del rectangulo escribe m filas y al lado contiguo n columnas y les
pregunta: ;Qué pasa si yo le doy vuelta al rectangulo? Luego Emi dibuja la nueva forma
que tendria el rectdngulo al darle vuelta, Emi mira a los estudiantes esperando respuesta
y E7 responde que se cambian las filas por las columnas (respuesta que Emi queria
escuchar). Y después de darles la caracterizacion de una matriz traspuesta (que lo unico
que se cambia es la posicion de los elementos, es decir, se cambia a las filas por las
columnas), vuelve a remarcarles que trasponer una matriz es lo mismo que cambiar el
rectangulo, tumbarlo y ponerlo de pie. (624-648).
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[1.3] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
alguin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Usar un esquema grafico para indicar que la primera fila de
A es ahora la primera columna de A'y similarmente la segunda fila de A es ahora la
segunda columna de A'. En este caso Emi encierra en un rectangulo la primera fila y
luego la segunda fila de A y después encierra la primera columna de A' que seria la
primera fila de A, para que noten como la primera fila de A ahora es la primera columna
de A'y similarmente encierra en un rectangulo la segunda columna de A' que seria la
segunda fila de A. (663-674)

[3.1] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
alguin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen

- (BN, XD
concreta sobre tal aspecto. Usar un esquema grafico ; para
representar la division de la primera matriz en filas y de la segunda matriz en columnas,
para efectuar el producto de esas dos matrices. Emi usa ese esquema grafico porque
considera que de esa forma los estudiantes visualizan “mejor” o se haran una buena
imagen mental de que deben multiplicar una fila de la primera matriz por una columna
de la segunda matriz al efectuar el producto de ellas. (68-69); (202-209)

[3.2] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
algtin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Emi, al ver que E13 se queda callada y no hace nada a pesar
de que ella tratd de situarla para hacerle ver de manera general, lo que han hecho para
efectuar el producto, Emi le repite como se obtiene la primera fila y segunda fila de la
matriz producto y por tanto le indica lo que tiene que hacer (explicitamente indicandole
los productos con flechas que van de la tercera fila de la primera matriz a cada una de
las columnas de la segunda matriz), para calcular los valores de la tercera fila de la
matriz producto. (347-355)

[4.4] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
alguin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Usar un esquema grafico para hacer el producto de dos
matrices, en la primera matriz dibuja sélo lineas horizontales para representar filas y en
la segunda puras lineas verticales indicando columnas, Emi usa este esquema grafico
para que tengan una mayor visualizacion de que para hacer el producto de las dos
matrices hay que multiplicar “filas por columnas”. (218)

[4.4] Saber que con determinada representacion los estudiantes visualizaran “mejor”
alguin aspecto del contenido que el profesor considere relevante o se haran una imagen
concreta sobre tal aspecto. Saber que los estudiantes al involucrarse mas con la férmula
abreviada del producto de matrices y ver que es mas compleja (no s6lo multiplicar
niimero a nimero y ya), se hagan una imagen de que algunas propiedades de la suma y
producto en los numeros reales se transmitiran al producto de matrices y otras no. (350-
366)

CC-En44. Conocer la potencialidad de los esquemas graficos para representar un
contenido. [3.1] (67-96), (68-69); (202-209); [3.2] (403-4006).
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[3.1] Conocer la potencialidad de los esquemas graficos para representar un contenido.
Una vez que Emi divide en filas la primera matriz y en columnas la segunda matriz
(=)(|), Emi calcula el primer elemento, luego se dirige a un estudiante en especifico
para que calcule el segundo elemento de la matriz producto, luego a otro estudiante el
tercer elemento y a otro el ultimo elemento. (67-96)

[3.1] Conocer la potencialidad de los esquemas graficos para representar un contenido.

(300 XD .
Usar un esquema grafico ; para representar la division de la
primera matriz en filas y de la segunda matriz en columnas, para efectuar el producto de
esas dos matrices. Emi usa ese esquema grafico porque considera que de esa forma los
estudiantes visualizan “mejor” o se hardn una buena imagen mental de que deben
multiplicar una fila de la primera matriz por una columna de la segunda matriz al
efectuar el producto de ellas. (68-69); (202-209)

[3.2] Conocer la potencialidad de los esquemas graficos para representar un contenido.

Usar el itico I s hacent i

sar el esquema grafico para hacerles notar que deben seguir un orden
establecido para hacer el producto de dos matrices para no confundir la fila y columna
que deben multiplicar. (403-406)

CC-En45. Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente
-en clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el
contenido que presenta, saber como evocar un concepto(s), un ejemplo, ejercicio,
problema o procedimiento equivalente visto(s) o hecho(s) anteriormente, para presentar
un nuevo concepto o un ejemplo del nuevo concepto, para que los estudiantes traigan a
la mente ese contenido o se hagan una idea de como se resuelve el nuevo problema.
[1.3] (492-507), (590-604); [3.2] (330-345), (425-426); [4.1] (13-17), (13-42); [4.2] (46-
59), (60-65), (66-74), (79-88), (100-106), (110-112 ); [4.4] (375-387), (430-434), (489-
491), (492-499), (500-502), (508-533), (541-555), (556-562).

[1.3] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Hacer preguntas e ir guiando (orientando) las respuestas para usar la
analogia del 0 € R y la matriz nula (0 € M) y hacerles notar la importancia, el papel que
jugard la matriz nula en las operaciones con matrices, en particular, en la suma de
matrices y para ello les recuerda el papel del 0 en la suma y producto en los numeros
reales (que al sumarlo con otro ntimero real lo deja invariante). (492-507)

[1.3] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Evocar conceptos equivalentes vistos anteriormente para presentar un
nuevo concepto. Emi les recuerda el ejemplo que pusieron para una matriz escalar y
aprovecha eso para presentarles la matriz unidad. (590-604)

[3.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Comentar la analogia del 1 € R y la matriz identidad. Comentarles que en
las matrices, la matriz identidad tiene un papel parecido al 1 € R en cuanto a que al
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multiplicarlo por otro (en este caso por otra matriz cuadrada del orden de la matriz
identidad) lo deja invariante. (425-426)

[3.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Tratar de situar a E13, de hacerle ver de manera general, lo que han hecho
para efectuar el producto. Emi intenta que E13 se fije que obtuvieron ya la primera y
segunda fila de la matriz producto y que por tanto, la tercera fila se obtendrd de manera
similar, es decir, para que por analogia, E13 calcule los elementos de la tercera fila de la
matriz producto. (330-345)

[3.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Saber que si usa esa analogia (la analogia del 1€ ] y la matriz identidad,

en cuanto a que al multiplicarlo por otro lo deja invariante) los estudiantes pueden
entender “mejor” el papel de la matriz identidad en matrices. (425-426)

[4.1] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Usar como estrategia para introducir las propiedades de las operaciones
con matrices la familiaridad que pudieran tener los estudiantes con las propiedades de
los nimeros reales, para hacerles notar que algunas de las propiedades de matrices se
derivan directamente de las propiedades de los nimeros reales. (13-17)

[4.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la propiedad asociativa para la suma de matrices, Emi
les comenta la analogia de la propiedad asociativa en la suma de los nimeros reales y en
las matrices. (46-59)

[4.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Explicar por qué se cumple la propiedad asociativa en las matrices (en
términos de similitud con los nimeros reales). (60-65)

[4.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la matriz nula en la suma de matrices, Emi les comenta
la analogia del elemento neutro en la suma de los numeros reales y en las matrices. (66-
74)

[4.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la matriz opuesta en la suma de matrices, Emi les
comenta la analogia del elemento opuesto en la suma de los numeros reales y en las
matrices. (79-88)

[4.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en

clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la propiedad conmutativa para la suma de matrices, Emi
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les comenta la analogia de la propiedad conmutativa en la suma de los nimeros reales.
(100-106)

[4.2] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Explicar por qué se cumple la propiedad conmutativa en las matrices (en
términos de similitud con los nimeros reales). (110-112)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la propiedad distributiva en matrices, Emi les comenta la
analogia de la propiedad distributiva en matrices de los numeros reales. (375-387)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la propiedad conmutativa en el producto de matrices,
Emi les comenta la analogia de la propiedad conmutativa en la suma y producto en los
numeros reales. (430-434)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Evocarles un ejercicio equivalente que hicieron anteriormente al
multiplicar una matriz A por I y ver que AI=A. (489-491)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para terminar de presentarles la matriz identidad, Emi les comenta la
analogia entre la matriz identidad en matrices y el 1 de los numeros reales. (492-499)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Para presentarles la definicion de matriz inversa, Emi les comenta la
analogia entre la matriz inversa en matrices y la propiedad del inverso multiplicativo de
los nimeros reales. (500-502); (508-533)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Hacerles notar la analogia entre el inverso multiplicativo en los nimeros
reales y la matriz inversa en cuanto a que la matriz nula no tiene inversa por la misma
razon que el cero no tiene inverso multiplicativo, pues a.0=0 en los nimeros reales y en
matrices A.0=0 (este 0 en matrices es la matriz nula). (541-555)

[4.4] Saber como evocar un contenido matematico previo (trabajado anteriormente -en
clases o cursos anteriores-) para que los estudiantes comprendan “mejor” el contenido
que presenta. Remarcarles la diferencia del inverso multiplicativo en los numeros reales
y la matriz inversa en cuanto a que todos los niimeros reales excepto el cero tienen
inverso multiplicativo pero en las matrices, ademas de la matriz nula (que seria similar
al cero en los reales), habra otras matrices que no tengan inversa. (556-562)
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De los aspectos del conocimiento curricular, podemos abstraer el siguiente
descriptor en términos mas generales:

CC1. Saber qué contenidos aparecen y como estdn organizados en el libro de texto.
[1.3](622-624)

[1.3] Saber que el tema de matriz traspuesta viene en el libro de texto. (622-624)

De los aspectos del conocimiento pedagdgico general, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

CPGL1. Conocer estrategias para controlar la indisciplina o distraccion en el aula, para
atraer la atencion de los estudiantes o llamar la atencion a los estudiantes cuando estan
comportandose de manera impropia para una clase. [4.1] (7-9); [4.5] (567-572).

[4.1] Controlando la indisciplina. Al escuchar desorden en el grupo, Emi les dice que
ese contenido lo tienen en el libro, asi que no es necesario que lo copien y les pide que
atiendan al explicacion que ella hard y estén en silencio. (7-9)

[4.5] Control de indisciplina y motivacion. Emi controla la indisciplina en el grupo y
luego trata de motivarlos para continuar y terminar la teoria de matrices. (567-572)

CPG2. Conocimiento y habilidad discursiva para hacer comentarios para tranquilizar y
motivar a los estudiantes cuando los ve agobiados, decepcionados de ellos mismos o
preocupados por el trabajo de clase que tienen que hacer; o porque se consideren
incapaces de aprender un método para hacer ejercicios o procedimientos. [4.5] (860-
881).

[4.5] Tranquilizar y motivar. Conocimiento para tranquilizar a los estudiantes y
motivarlos, en situaciones dificiles, tener frases como: “si practican entonces podran
hacer los ejercicios similares a estos con facilidad”. (860-881)

Emi

Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL).

De los aspectos del conocimiento comun del contenido, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

CCCL. Saber la definicion del concepto, regla, propiedad, teorema o método que esta
presentando. [8.2] (85-134); [8.4] (384-386), (434-466).

[8.2] Saber en qué consiste el método de reduccion de Gauss. (85-134)

[8.4] Saber lo que es el rango de una matriz (Emi: El rango es el numero de filas
linealmente independientes). (384-386)

[8.4] Saber “las propiedades de sistemas”, es decir, saber el teorema de Rouché-
Frobenius. (434-466)
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CCC4. Saber la operatividad, propiedades (en cuanto a su uso), utilidad o aplicacion de
un concepto. [6.2.1] (252-254); [6.2.2] (340-352), (434-438), (441-462), (508-516); [7.1] (10-12),
(28-31), (33-37), (51-54), (55-68), (79-95), (109-110), (123-125), (126-129), (133-159),
(187-216); [8.3] (306-356); [8.4] (387-397), (496-511).

[6.2.1] Saber que no es necesario convertir las areas en otra unidad de medida, siempre y cuando usen las
mismas unidades de medida en todas las ecuaciones. (252-254)

[6.2.2] Saber lo que son las matrices input/output (insumo-producto). (340-352), (434-438)

[6.2.2] Saber lo que seria una situacion de equilibrio en un modelo cerrado de Leontief (gastos=ingresos).
(441-462), (508-516)

[7.1] Saber realizar transformaciones elementales en un sistema sin modificar la
solucion del sistema de ecuaciones:

1) Saber que si cambia el orden de las ecuaciones en un sistema no altera la
solucion del sistema. (10-12)

2) Saber que multiplicar o dividir una ecuacion por un nimero distinto de cero, no
cambia las soluciones de la ecuaciéon porque con esas transformaciones el
sistema es equivalente. (28-31)

3) Saber que se pueden sumar las ecuaciones unas con otras porque también las
ecuaciones que resultan son equivalentes, es decir, tienen la misma solucion.
(33-37)

[7.1] Saber la utilidad de las transformaciones elementales en matrices (porque para
encontrar el valor de x, y, z debo despejar, y una forma muy facil de despejar es
haciendo un sistema escalonado). (51-54)

[7.1] Saber la estrategia para encontrar la soluciéon en un sistema escalonado (si el
sistema ya estd escalonado entonces si ya se tiene el valor de z, se sustituye en la
segunda ecuacion y se obtiene y, finalmente se sustituye el valor de y, z en la primera
ecuacion y se obtiene el valor de la x). (55-68)

[7.1] Saber escribir el sistema en forma matricial. (79-95)
[7.1] Saber la estrategia para resolver un sistema de ecuaciones lineales con el método
de Gauss (trabajar con la matriz ampliada y conseguir hacer ceros por debajo de la

diagonal principal). (109-110), (123-125)

[7.1] Saber que pueden dividir todo por 10 y asi manejar cantidades mas pequeiias al
hacer las operaciones. (126-129)

[7.1] Saber hacer las transformaciones elementales para llegar al sistema escalonado. En
este caso las transformaciones elementales son a) F»-F; y b) F3-F;. (133-159)

[7.1] Saber obtener los valores de X, y, z a partir del sistema escalonado, es decir, saber
“despejar”. (187-216)

[8.3] Saber como se representaria un sistema escalonado en matrices para identificar
qué tipo de sistema es. (306-356)
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[8.4] Saber como se obtiene el rango de una matriz y el valor del rango de la matriz de
coeficientes ya escalonada, para cada tipo de sistema. (387-397)

[8.4] Escribir correctamente el sistema en forma matricial y la matriz ampliada. (496-
511)

De los aspectos del conocimiento del contenido y estudiantes, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

CC-Es2. Saber las necesidades y dificultades de los estudiantes sobre el contenido
matematico. [7.2] (289-292).

[7.2] Saber las necesidades y dificultades de E9. Emi vuelve a leer los datos del
problema para empezar a llenar la tabla, pero les pide que cada quien vaya llenado la
tabla y mientras ella se acerca a ayudar a E9 a localizar en su libro de Braille el
problema que estan resolviendo. (289-292)

CC-Es4. Prever (anticipar) que los estudiantes no saben o no recuerdan un concepto o
propiedad matematica. [6.2.1] (156-157).

[6.2.1] Prever que los estudiantes no saben o no recuerdan a cuanto o a qué equivale un area (un
decametro cuadrado = cien metros cuadrados). (156-157)

CC-Es5. Prever (anticipar) que los estudiantes se pueden quedar con una imagen o idea
inadecuada del contenido. [6.2.1] (225-229).

[6.2.1] Prever que los estudiantes pudieran hacerse la imagen inadecuada de que los problemas que
resolveran en clase serian del tipo del primer ejemplo (“antiguos y dificiles”) y por ello Emi les aclara que
los problemas que veran no seran de ese tipo. (225-229)

CC-Es8. Saber que los estudiantes deben proceder ordenadamente respetando las
convenciones matematicas, para evitar confusiones y errores. [7.1] (184-186), (221-
225).

[7.1] Saber que los estudiantes se pueden equivocar al escribir el sistema en forma
matricial, es decir, que no pongan las equis debajo de las equis (x’s), las y’s debajo de
las y’s y las z’s debajo de las z's. (184-186)

[7.1] Saber que algin estudiante pudiera escribir la solucion del sistema sin seguir la
convencion matematica de que siempre se anota el valor de las incognitas en el orden en
que aparecen dadas, en este caso (X, y, z). (221-225)

CC-Es9. Saber que los estudiantes podrian hacer calculos mecdnicamente sin saber
realmente lo que estan haciendo. [7.2] (311-318); [8.2] (137-148).

[7.2] Saber que los estudiantes suelen irse con la pinta y representar a las variables con

algo que no tiene sentido, es decir, hacer calculos mecanicamente sin saber realmente el
sentido de las variables en el problema. (311-318)
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[8.2] Saber que un error comun en los estudiantes es pensar y escribir que al obtener el
valor de x, y, z estan obteniendo 3 soluciones al sistema, sin hacer conciencia de que el
valor de esas tres variables constituye una solucion. (137-148)

De los aspectos del conocimiento del contenido y enseflanza, podemos abstraer los
siguientes descriptores en términos mas generales:

Ejemplos

CC-Enl. Saber con qué ejemplo o ejercicio empezar, cudndo y cuales usar para
enfatizar, reforzar o generalizar cierta idea. [6.1] (13-17); [6.2.1] (116-151); [6.2.2] (353-358);
[7.1] (1-220); [8.4] (481-533).

[6.1] Saber qué ejercicios proponerles en la nueva fotocopia. Emi, después de
proporcionarles una fotocopia en la que detalla paso a paso las soluciones a ejercicios
anteriores, les da una nueva fotocopia con ejercicios propuestos donde ha incluido un
poco mas de laboriosidad y complejidad (matrices de orden 3). (13-17)

[6.2.1] Saber con qué ejemplo empezar. Iniciar con un ejemplo de un problema historico (“El problema
de los bueyes”) y dar una breve resefia historica del problema. (116-151)

[6.2.2] Saber con qué ejemplos reforzar el contenido. Recapitular y orientar el ejemplo a realizar, una vez
que les explica lo que son las matrices input/output. (353-358)

[7.1] Saber qué ejemplo usar para reforzar el contenido.

1. Remarcarles cuando dos ecuaciones son equivalentes (cuando tienen la misma
solucion).

2. Hacerles notar que las transformaciones que pueden hacer en las ecuaciones de un
sistema son transformaciones elementales que pueden hacer en las matrices
(matrices del sistema).

3. Darles un ejemplo de un sistema de ecuaciones para escribirlo luego en forma
matricial.

4. Utilizar el problema de ese ejemplo para resolverlo usando el método de
reduccion de Gauss. (1-220)

[8.4] Saber con qué ejemplo iniciar. Decidir empezar con este ejemplo en el tema de
clasificar el sistema y en su caso resolverlo, Emi usa un ejemplo para clasificar qué tipo
de sistema es pero suena el timbre y ya no lo terminan, sélo deja indicada la matriz
ampliada y les comenta la estrategia a seguir, les deja de tarea terminarlo, hacer
transformaciones elementales para escalonarlo y decir qué tipo de sistema es y si es
posible hallar la solucion. (481-533)

CC-En3. Saber que una de las potencialidades de un ejemplo, en concreto al
desarrollarlo, es utilizarlo para destacar los aspectos relevantes del contenido
matematico que pretende ensefiarles ese dia en clase. [7.1] (1-220).

[7.1] Saber una de las potencialidades de un ejemplo: Utilizarlo para destacar aspectos
relevantes del contenido.
1. Remarcarles cuando dos ecuaciones son equivalentes (cuando tienen la misma
solucion).
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2. Hacerles notar que las transformaciones que pueden hacer en las ecuaciones de un
sistema son transformaciones elementales que pueden hacer en las matrices
(matrices del sistema).

3. Darles un ejemplo de un sistema de ecuaciones para escribirlo luego en forma
matricial.

4. Utilizar el problema de ese ejemplo para resolverlo usando el método de
reduccion de Gauss. (1-220)

CC-En6. Saber qué ejercicios dejarles de deberes para que practiquen. [6.2.2] (574-575);
[7.2] (347-351); [8.4] (529-533).

[6.2.2] Saber qué dejarles de deberes a los estudiantes (estudiar el fin de semana y haced los ejercicios
que les propuso en fotocopias para que practiquen y se preparen para el examen que haran los estudiantes
la siguiente semana). (574-575)

[7.2] Saber qué dejarles de deberes (lo que ya no dio tiempo a terminar en clase: escribir
el sistema en forma matricial y resolverlo con el método de reduccion de Gauss). (347-
351)

[8.4] Saber qué dejarles de deberes: terminar el ejemplo que estaba haciendo ella en la
pizarra. (529-533)

Ayudas

CC-En7. Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o
dificultad, para que puedan dar solucidén a un ejercicio o resolver un problema. [6.2.1]
(201-209), (233-234); [7.2] (325-328).

[6.2.1] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o dificultad. Darles un
“empujoncito” o ayudas puntuales. Emi les da un empujoncito diciéndoles cuales son las incognitas
necesarias para el planteamiento del problema. (201-209)

[6.2.1] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o dificultad. Darles la idea de
por donde empezar a plantear las ecuaciones, es decir, les da otro “empujoncito”. (233-234)

[7.2] Saber qué ayudas dar a los estudiantes en situaciones de confusion o dificultad.
Comentarles una forma de identificar las incdgnitas del problema. Emi: .

regularmente las incognitas se suelen corresponder con lo que nos preguntan”. (325-
328)

CC-En8. Saber que una “buena” estrategia para que los estudiantes comprendan o
hagan un ejemplo, ejercicio o problema, consiste en explicarles o hacerles hincapié en
lo que quiere que hagan y para qué quiere que lo hagan o simplemente explicarles de lo
que trata el ejercicio o problema. [6.2.2] (441-462), (463-464), (508-516).

[6.2.2] Saber que es bueno explicarles de lo que se trata este problema de SEL, y en particular les habla
de lo que seria una situacion de equilibrio en un modelo cerrado de Leontief (gastos=ingresos). (441-
462), (508-516)

[6.2.2] Saber que es bueno hacerles hincapié en lo que quiere que hagan en este problema (plantear las
ecuaciones). (463-464)
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CC-En9. Saber como sefialar a los estudiantes algiin dato del problema que no aparece

explicito y que luego se usara para dar solucion a un ejercicio o resolver un problema.
[6.2.1] (216-217).

[6.2.1] Saber cémo sefialar a los estudiantes algun dato importante. Sefialar a los estudiantes datos
implicitos de un problema (de SEL) porque son relevantes para resolver el problema/ejercicio, y que
luego ocupara para hacer el planteamiento del problema. (159-162), (216-217)

[6.2.2] Saber como sefialar a los estudiantes algiin dato importante. Sefialarles un dato del problema que
no aparece explicito y que luego ocupara para plantear el problema. Emi explica que para simplificar el
problema, la cantidad total que produce cada una de esas personas en un aflo se considerard como una
unidad respectivamente. (361-370)

Gestion de la participacion

Preguntas

CC-Enl2. Saber qué preguntas formular para presentar un nuevo concepto, una nueva
propiedad o una clasificacion. [6.2.1] (191-194); [7.1] (166-168); [8.2] (149-150).

[6.2.1] Saber qué preguntas formular para introducir preguntas, al presentar el tema de SEL, para empezar
a resolver un problema (comprender el enunciado del problema y pensar cuéles son las incognitas para
plantear las ecuaciones. (191-194)

[7.1] Saber qué preguntas formular para introducir preguntas, al presentar la forma
matricial para resolver un SEL. (166-168)

[8.2] Saber qué preguntas formular para retomar la pregunta que les habia hecho antes
(¢Existe siempre solucion? -para un sistema de ecuaciones lineales), al principio del
repaso, para continuar con la introduccion para presentar luego la clasificacion, es decir,
empieza haciéndoles notar que no siempre existe solucion al sistema. (149-150)

CC-Enl4. Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para
gestionar por lo menos una participacion pasiva de los demas estudiantes, cuando existe
un didlogo entre el profesor y un determinado estudiante, para que se planteen el porqué
de lo que se va exponiendo en el didlogo. [6.2.1] (265); [6.2.2] (478).

[6.2.1] Saber qué preguntas formular para gestionar por lo menos una participacion pasiva de los demas
estudiantes. Emi lanza una pregunta al grupo: ;conformes? Como una forma de tomar en cuenta a los
demas estudiantes y hacerles una “llamada” a los estudiantes para atraer su atencion y que la vayan
siguiendo, es decir, para evitar que la explicacion se convierta en un dialogo entre Emi y E2 y los
estudiantes no sigan lo que va haciendo (es decir, intenta gestionar por lo menos una participacion pasiva
de los estudiantes). (265)

[6.2.2] Saber qué preguntas formular para gestionar por lo menos una participacion pasiva de los demas
estudiantes. Emi lanza una pregunta al grupo: ;Estais los demas conformes con lo que dice E2? Como
una forma de tomar en cuenta a los demas estudiantes y hacerles una “llamada” a los estudiantes para
atraer su atencion y que la vayan siguiendo, es decir, para evitar que la explicacion se convierta en un
dialogo entre Emi y E2 y los estudiantes no sigan lo que va haciendo (es decir, intenta gestionar por lo
menos una participacion pasiva de los estudiantes). (478)

CC-Enl5. Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir
guiando la solucion de un ejemplo o ejercicio, resolver un problema o hacer una
representacion grafica. [7.1] (174-183); [7.2] (249-339); [8.3] (198-221), (222-245),
(279-296), (310-332), (333-345), (346-356).
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[7.1] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la solucion de un problema. Pedirles que escriban las ecuaciones del sistema escalonado
que ha quedado, al mismo tiempo ella va escribiendo las ecuaciones en la pizarra,
escribe la primera ecuacion que corresponde a la primera fila, luego les pregunta a los
estudiantes: jcomo quedaria la segunda ecuacion del sistema? A lo cual E2 le responde
como iria quedando y escribe la segunda ecuacion, Emi la completa y luego ella misma
se pregunta y se contesta como queda la tercera ecuacion, escribiéndola en la pizarra.
(174-183)

[7.2] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la solucion de un problema. Proponerles que ellos planteen el problema, pero al final la
que lo plantea es ella mediante algunas preguntas a los estudiantes. (249-339)

[8.3] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la solucion de un problema. Proponer (inventarse) un ejemplo de SCD escalonado y
mediante preguntas a los estudiantes obtiene con ayuda de E2, el valor de las incognitas
X, y, z. (198-221)

[8.3] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la solucion de un problema. Proponer (inventarse) un ejemplo de SCI escalonado y
mediante preguntas a los estudiantes trata de hacerles notar que la z va tomando varios
valores y por lo tanto también la y y la x, para que vean que el sistema tiene infinitas
soluciones. (222-245)

[8.3] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la solucion de un problema. Tratar de enfatizar lo que pasa en la tercera ecuacion del
ejemplo de sistema escalonado que ella les propuesto (EI sistema que Emi les propone
es x+ty+z=3, y+z=1, 0=1). Mediante preguntas a los estudiantes los guia para que
observen, en particular, lo que pasa en la tercera ecuacion del sistema escalonado en un
SI, para que noten que el sistema no tiene solucion. (279-296)

[8.3] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la realizacion de una representacion grafica. Escribir la matriz de un SCD ya escalonado
usando un esquema grafico y representarlo. Diferencia la parte de los coeficientes de la
parte de los términos independientes, los coeficientes los representa con circulito y a los

términos independientes con un cuadro, quedando de la siguiente manera (f 2 zg

0 0 ®U

Emi escribe eso a través de preguntas a los estudiantes que muchas de las veces ella
misma se contesta. (310-332)

[8.3] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando
la realizacién de una representacion grafica. Escribir la matriz de un SCI ya escalonado,
® ® @
0 ® @
0 0 0]0

usando el siguiente esquema grafico para representarlo { Emi va haciendo

preguntas para que los estudiantes se fijen en los elementos que quedan en la ultima fila
al escalonar un sistema que es SCI. (333-345)
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[8.3] Saber qué preguntas formular al explicar el contenido matematico para ir guiando

la realizacion de una representacion grafica. Escribir la matriz de un SI ya escalonado,

usando el siguiente esquema geométrico para representarlo r) ® o
0 ® &

0 0 0|0

Emi va

escribiendo la matriz con ayuda de los estudiantes, haciéndoles preguntas. (346-356)

Respuestas

CC-En16. Saber qué respuestas de los estudiantes aceptar, cudles interrumpir, cudles
ignorar o cudles destacar, para alcanzar los objetivos de la ensefianza del contenido
trazados por la profesora para esa clase. [8.2] (159-166); [8.3] (341-345), (352-356).

[8.2] Saber qué respuestas de los estudiantes aceptar para alcanzar sus objetivos.
Aceptar y completar la respuesta de E7, pero luego orientar el contenido a su objetivo.
Habilidad para no desviarse y continuar con la orientacion que tenia pensada para
alcanzar su objetivo: dar una introduccidon para luego clasificar los sistemas. En este
caso, Emi pregunta: “;Puede salir mds de una solucion en un sistema?” Y E7 contesta
que eso puede darse en las ecuaciones de segundo grado, cosa que es correcta pero que
no es lo que interesa ahora para el objetivo de Emi, pues ella lo que deseaba escuchar es
que un sistema de ecuaciones lineales puede tener infinitas soluciones, por tanto, les
comenta que la respuesta de E7 es correcta y orienta el discurso a su objetivo, es decir,
les comenta que “cuando hablamos de ecuaciones lineales, puede darse el caso y que
hasta ahora no os ha salido, de que haya mas de una solucion, en realidad puede ser
que haya infinitas soluciones”. (159-166)

[8.3] Saber qué respuestas de los estudiantes aceptar para alcanzar sus objetivos.
Aceptar, completar y orientar la respuesta de E2 respecto a como quedo6 la ultima fila de
la matriz en el sistema escalonado (Emi: “Para que nos quede la ultima ecuacion 0=0,
significa que los elementos de la ultima fila son todos 0, tanto para los coeficientes
como para el téermino independiente’’) de un SCI. (341-345)

[8.3] Saber qué respuestas de los estudiantes aceptar para alcanzar sus objetivos.
Aceptar la respuesta de E2, completarla y orientarla para terminar de representar el
esquema grafico (todos los elementos de la tercera fila son cero excepto el término
independiente que es un numero distinto de cero). (352-356)

Traducir

CC-En25. Saber usar lenguaje comtn o mas familiar a los estudiantes o una forma mas
explicita, mas detallada, al explicar el contenido matematico para que los estudiantes lo
comprendan “mejor”. [6.2.1] (153-162); [6.2.2] (340-352); [8.3] (246-257).

[6.2.1] Saber que los estudiantes pueden entender “mejor” el enunciado del problema si se los explica en
lenguaje comin, en lenguaje que sea mas familiar a los estudiantes. (153-162)

[6.2.2] Saber que los estudiantes pueden comprender “mejor” el problema si les explica en lenguaje
comun, lenguaje mas familiar a los estudiantes, lo que son las matrices input/output (insumo-producto).
(340-352)

[8.3] Saber usar lenguaje comin o mas familiar a los estudiantes o una forma mas

explicita, mas detallada, al explicar el contenido. Emi al no contestarle los estudiantes
cuanto vale y de la segunda ecuacion y+z=2 si z=A, Emi “transfiere y traduce” a
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lenguaje comun, en una forma mas detallada (Emi: “A ver hemos dicho que z puede
tener cualquier valor ;no?, le podemos dar cualquier valor que queramos a z, ya que
en la ultima ecuacion no me sale un valor determinado para z, entonces si despejamos y
de la segunda ecuacion y z vale A, ;jqué nos queda?” E3: “2-17), para explicarles lo que
les acaba de preguntar, y de esa forma si obtiene la respuesta correcta por parte de E3.
(246-257)

Hacer notar/remarcar/destacar

CC-En26. Saber cémo (y cuando) hacerles notar, remarcar, destacar o aclarar,
puntualmente, lo méas importante del contenido que esta ensenando. [6.2.1] (306-319), (320-
322); [6.2.2] (404-433); [7.1] (1-7), (17-22), (1-220), (96-104), (116-121), (155-159), (170-
173), (184-186), (194-199), (221-225); [7.2] (311-318); [8.2] (46-84), (85-134), (109-
114), (137-148), (149-150); [8.3] (271-272), (279-296), (297-306), (333-345), (357-
381); [8.4] (398-414), (428-433), (382-397), (398-414).

[6.2.1] Saber como hacerles ver/notar que con las dos primeras ecuaciones se forma un sistema de 2x2 y
como hacerles recordar los distintos métodos que ya conocen para resolver un sistema de 2x2 (reduccion
y sustitucion). (306-319)

[6.2.1] Saber como remarcarles que lo que se va a usar para resolver SEL sera la técnica matricial, porque
es una técnica mas avanzada y mas eficiente para resolver SEL, en comparacion con el método de
sustitucion y reduccion. (320-322)

[6.2.2] Saber como hacerles notar aspectos relevantes de la tabla de datos del problema:
1. Leer en filas: “consumidos”.
2. Leer en columnas: “producidos”.
3. Lo que produce cada persona al sumarlo da 1.
4. Que cada uno es el que consume mas de lo que cada uno hace, excepto el carpintero, es decir, el
agricultor es el que mas alimentos consume y el sastre el que mas ropa consume. (404-433)

[7.1] Saber como remarcarles lo que significa hallar la solucion de un sistema (hallar la
solucidon comun para todas las ecuaciones que aparecen en el sistema. (1-7)

[7.1] Saber cuando hacerles una aclaracion sobre el contenido, es decir, cuando
aclararles/recalcarles que cuando se habla de ecuaciones equivalentes se refiere a ver si
tienen la misma solucion, en este caso les hace esa aclaracion después de preguntarles si
dos ecuaciones particulares (12x+4=28 y 6x+2=14) son equivalentes. (17-22)

[7.1] Saber como

1. Remarcarles cudndo dos ecuaciones son equivalentes (cuando tienen la misma
solucion).

2. Hacerles notar que las transformaciones que pueden hacer en las ecuaciones de un
sistema son transformaciones elementales que pueden hacer en las matrices
(matrices del sistema).

3. Darles un ejemplo de un sistema de ecuaciones para escribirlo luego en forma
matricial.

4. Utilizar el problema de ese ejemplo para resolverlo usando el método de
reduccion de Gauss. (1-220)

[7.1] Saber como comprobarles que al multiplicar la matriz de coeficientes y la de las

incognitas e igualar los elementos de esa matriz resultado con la de términos
independientes, dan las tres ecuaciones y luego les remarca lo que se hace para pasar un
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sistema de ecuaciones a forma matricial, escribirlo como en el ejemplo, una matriz de
coeficientes, la matriz de las incognitas y la matriz de términos independientes). (96-
104)

[7.1] Saber como remarcarles cuantas y cuales matrices tienen en un sistema de
ecuaciones (en un sistema de ecuaciones lineales tenemos en realidad cuatro matrices
de las que podemos hablar, la matriz de coeficientes, la matriz de las incognitas, la
matriz de los términos independientes y la matriz ampliada). (116-121)

[7.1] Saber como hacerles notar que la fila uno (F;) ha quedado como estaba y cémo ha
quedado la fila dos (F,), después de aplicarle la transformacion F,-F;. Luego Emi
aprovecha esto que les ha hecho notar para que se fijen como quedara la tercera fila
después de aplicarle la transformacion Fs-F;. (155-159)

[7.1] Saber como remarcarles que a pesar de las transformaciones, la solucion del
sistema es la misma, es decir, no cambian la solucién. (170-173)

[7.1] Saber cudndo y qué hacerles notar a los estudiantes: la forma de escribir el sistema
escalonado (que escriban las equis debajo de las equis (x's), las y’s debajo de las y's y
las z's debajo de las z’s) justo después de haber escalonado el sistema. (184-186)

[7.1] Saber como hacerles notar lo que queda en el sistema escalonado, en particular, el
hecho de que en este caso, en la segunda ecuacion, queda un sistema mas comodo
porque no solo ha desaparecido la x de la segunda ecuacion, sino también la z (pues
normalmente al escalonar el sistema quedan en la segunda ecuaciéon la y y la z), como
solo tienen la y entonces pueden despejar directamente la y. (194-199)

[7.1] Saber cémo hacerles notar que al escribir la solucion del sistema, atiendan a la
convencion matematica a cerca de escribir el valor de las incdgnitas en la solucion del
sistema en el orden en que aparecen dadas en el sistema. (221-225)

[7.2] Saber como aclararles (a raiz de la respuesta incorrecta de E2, al definir las
incognitas como el namero de dispositivos, dato que ya les dan y por tanto no es una
incognita —E2 tal vez quiso definir asi las incognitas por analogia con otros problemas)
(Emi: no siempre las incognitas van a ser el mismo valor, entonces cuando ponemos las
incognitas x, y, z que ponemos en todos los problemas, no tenéis que poner siempre x
para los paneles fotovoltaicos, y termosifones y z colectores, eso no tiene sentido -en
este problema). (311-318)

[8.2] Saber como hacerles notar tres aspectos importantes acerca de los sistemas antes
de remarcarles en qué consiste el método de Gauss. 1. Que no todos los sistemas de
ecuaciones lineales tienen solucion. 2. Ni todos los problemas se pueden resolver a
través de sistemas de ecuaciones lineales. 3. Y que una vez que se tiene un sistema de
ecuaciones, lo que se pretende es hallar la solucion. (46-84)

[8.2] Saber coémo remarcarles en qué consiste el método de reduccion de Gauss, es
decir, hacerles notar los pasos que hay que seguir: escribir la matriz ampliada, hacer
ceros por debajo de la diagonal mediante transformaciones elementales, escribir el
sistema equivalente escalonado, resolverlo y encontrar la solucion. (85-134)
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[8.2] Saber como aclararles por qué a un sistema se le llama sistema equivalente
(porque tienen la misma solucién) cuando pronuncia “sistema equivalente”, al estar
explicando en qué consiste el método de Gauss. (109-114)

[8.2] Saber cémo tratar de hacerles ver que el valor de las tres incognitas forman una
sola solucion. (137-148)

[8.2] Saber como retomar la pregunta que les habia hecho antes (¢Existe siempre
solucion? -para un sistema de ecuaciones lineales), al principio del repaso, para
continuar con la introduccidon para presentar luego la clasificacion, es decir, empieza
haciéndoles notar que no siempre existe solucion al sistema. (149-150)

[8.3] Saber como hacerles notar la forma de la solucién del SCI [(x=1, y=2-A, z=A)].
(271-272)

[8.3] Saber como tratar de enfatizar lo que pasa en la tercera ecuacion del ejemplo de
sistema escalonado que ella les propuesto (El sistema que Emi les propone es x+y+z=3,
y+z=1, 0=1). Mediante preguntas a los estudiantes los guia para que observen, en
particular, lo que pasa en la tercera ecuacion del sistema escalonado en un SI, para que
noten que el sistema no tiene solucion. (279-296)

[8.3] Saber como remarcarles, después de ver un ejemplo de sistema escalonado para
cada tipo de sistemas, que en un sistema escalonado la tercera ecuacion indica de qué
tipo es el sistema (si es SCD, SCI o SI). (297-306)

[8.3] Saber como hacer para que se fijen en los elementos que quedan en la tltima fila al
escalonar un sistema que es SCI, al escribir la matriz de un SCI ya escalonado, usando
el siguiente esquema grafico para representarlo {f 2 Zi} . (333-345)

0

0 0 0

[8.3] Saber como remarcarles qué se tienen que fijar cuando obtengan el sistema
escalonado en una matriz ampliada para distinguir un SCD, un SCI y un SI, es decir,
que en particular, deben fijarse en la tercera fila del sistema escalonado (a través de una
comparacion entre las distintas matrices que denotd con la representacion grafica para
cada sistema anteriormente). (357-381)

[8.4] Saber como hacerles notar el valor del rango de la matriz ampliada ya escalonada,
para cada tipo de sistema. (398-414)

[8.4] Saber como remarcarles las diferentes posibilidades de lo que puede ocurrir al
comparar el rango de la matriz de coeficientes con el rango de la ampliada, es decir,
puede ocurrir que los dos rangos sean iguales o que sean distintos, cuando son iguales
hay dos situaciones diferentes, puede ocurrir que el valor del rango coincida con el
numero de incognitas o que sea menor. (428-433)

[8.4] Saber como hacerles notar cuanto vale el rango de la matriz de coeficientes ya
escalonada para cada tipo de sistema. (382-414)
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Preparar actividades
CC-En29. Saber como prepararles un compendio de actividades a los estudiantes, para

que afiancen el contenido matematico que les esta ensefiando. [6.1] (1-12), (13-17);
[6.2.2] (334), (371-378), (465-529), (574-575).

[6.2.2] Saber como prepararles un compendio de actividades a los estudiantes, para que afiancen el
contenido matematico que les esta ensefiando. Apoyarse de la fotocopia para explicar un poco la tabla
donde vienen dados los datos del problema del ejemplo que esta haciendo (de los que ella les prepard).
(371-378)

[6.2.2] Saber como prepararles un compendio de actividades a los estudiantes, para que afiancen el
contenido matematico que les esta ensefiando. Usar como recurso de apoyo la fotocopia con ejercicios
que ella les prepard para que vean las ayudas, los pasos a seguir para llegar a cada una de las ecuaciones
del sistema. (465-529)

[6.1] Saber como prepararles un compendio de actividades a los estudiantes, para que
afiancen el contenido matematico que les estd ensefiando. Proporcionarles en fotocopias
las soluciones a ejercicios propuestos (preparados por ella anteriormente) en las que
aparecen detalladas las soluciones paso a paso con la intencién de que aquél que los
haya resuelto, revise sus soluciones; o también para que sirva de motivacion para el que
aln no empieza a hacerlos, que sepa que ahi puede mirar como se resuelve. Es decir,
darles un apoyo/recurso a los estudiantes para que comprueben su aprendizaje sobre ese
contenido matematico. (1-12)

[6.1] Saber qué ejercicios proponerles en la nueva fotocopia. Emi, después de
proporcionarles una fotocopia en la que detalla paso a paso las soluciones a ejercicios
anteriores, les da una nueva fotocopia con ejercicios propuestos donde ha incluido un
poco mas de laboriosidad y complejidad (matrices de orden 3). (13-17)

[6.2.2] Saber como prepararles un compendio de actividades a los estudiantes, para que afiancen el
contenido matematico que les esta ensefiando. Suministrarles una fotocopia en la que viene explicado un
ejemplo que ella les prepard donde explica el desarrollo paso a paso. (334)

[6.2.2] Saber qué dejarles de deberes a los estudiantes (estudiar el fin de semana y haced los ejercicios
que les propuso en fotocopias para que practiquen y se preparen para el examen que haran los estudiantes
la siguiente semana). (574-575)

Forma de presentarlo/representarlo o Estrategia diddctica
CC-En30. Saber cémo introducir un concepto mediante la relacion de conceptos
matematicos vistos anteriormente. [7.1] (8-50), (161-165).

[7.1] Saber como introducir un concepto mediante la relacion de conceptos matematicos
vistos anteriormente. Relacionar matrices con las matrices del sistema, es decir,
relaciona matrices con sistemas de ecuaciones [relacionando las transformaciones
elementales con matrices (1. Intercambiar una fila por otra, 2. Multiplicar una fila o
dividir por un niimero distinto de cero y 3. A una fila sumarle otra por un numero) con
las transformaciones de las ecuaciones (1. Al cambiar las ecuaciones no se altera la
solucion del sistema, 2. Multiplicar o dividir una ecuacién por un ntimero distinto de
cero, no cambia las soluciones de la ecuacidén, pues con esas transformaciones el
sistema es equivalente. 3. Se pueden sumar las ecuaciones unas con otras y las
ecuaciones que resultan son equivalentes, es decir, tienen la misma solucion)]. (8-50)
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[7.1] Saber cémo introducir un concepto mediante la relacion de conceptos matematicos
vistos anteriormente. Relacionar las transformaciones elementales con la matriz
escalonada, al hacerles notar que el objetivo (conseguir hacer ceros por debajo de la
diagonal principal) se ha alcanzado con un solo cambio (que consiste en este caso de
dos transformaciones: a) Fo-F; y b) F3-F;). (161-165)

CC-En31. Conocer diferentes formas para introducir un topico matematico con algun
dato historico o breve resefia historica de ese contenido matematico o saber dar una

breve resena/anécdota histdrica para contextualizar un topico. [6.2.1] (98-108), (116-151);
[6.2.2] (325-529), (335-338).

[6.2.1] Saber como introducir un tépico con algun dato histérico o breve resefia historica de ese
contenido. Usar una mini-resefia historica/anécdota histdrica para empezar el tema y luego los situa y
orienta el tema/contenido (les comenta, que desde siempre el hombre ha intentado resolver problemas por
métodos distintos pero que ya cuando empezaron a funcionar las matematicas lo hicieron planteando
ecuaciones). (98-108)

[6.2.1] Saber como introducir un topico con algin dato historico o breve resefia historica de ese
contenido. Iniciar con un ejemplo de un problema histérico (“El problema de los bueyes”) y dar una
breve resefia historica del problema. (116-151)

[6.2.2] Saber como introducir un topico con algin dato historico o breve resefia historica de ese
contenido. En el segundo problema Emi trata de dar una pequefia introduccion del problema, tratando de
explicarles que dicho problema viene de un modelo (input/output) con una sociedad concreta (1
agricultor, 1 carpintero y 1 sastre), donde se pretende que haya un estado de equilibrio (gastos=ingresos).
Para llegar al planteamiento del problema, Emi se apoya de una fotocopia que les prepard, pero ademas
va desarrollando el planteamiento en la pizarra a través de preguntas, Emi se va por partes, primero trata
de plantear un lado de la igualdad de las ecuaciones (los gastos) y luego la otra parte (los ingresos) hasta
llegar al planteamiento de las tres ecuaciones, luego aprovecha para tratar de representar las tres
ecuaciones en forma matricial. (325-529)

[6.2.2] Saber como introducir un tépico con algun dato histérico o breve resefia historica de ese
contenido. Presentarles una pequena introduccion al ejemplo, les habla de Leontief y su premio novel por
la teoria econdémica sobre matrices input/output (sobre esta matriz hara el ejemplo). (335-338)

CC-En34. Saber como remarcarles los aspectos mas relevantes del contenido para
concluir un ejemplo o la presentacion de un tema. [6.2.2] (530-538); [8.3] (271-275)

[6.2.2] Saber como remarcarles, a manera de cierre de los dos ejemplos, que lo que tienen en comun los
dos ejemplos vistos hoy en clase, es que los plantearon con el mismo tipo de ecuaciones (lineales). Emi
aprovecha para comentarles que en este tema haran el planteamiento y luego la resolucion del problema
viendo qué método aplicar en cada caso. (530-538)

[8.3] Saber como remarcarles, al cerrar el ejemplo retomando la solucién del sistema, el
papel del parametro A en un SCI (Emi: “Como A no tiene un valor determinado, y puede

ser cualquiera —pues y=2-A, este sistema tiene infinitas soluciones y es por lo tanto un
SCI”). (271-275)

CC-En35. Saber como aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han
realizado o conseguido hasta el momento, para orientar el contenido a ensefiar
posteriormente. [6.2.1] (98-108); [6.2.2] (353-358); [7.1] (161-165); [7.2] (307-310); [8.1]
(29-45).

[6.2.1] Saber como aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han realizado. Usar una mini-
resefia historica/anécdota historica para empezar el tema y luego los sitia y orienta el tema/contenido (les
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comenta, que desde siempre el hombre ha intentado resolver problemas por métodos distintos pero que ya
cuando empezaron a funcionar las matematicas lo hicieron planteando ecuaciones). (98-108)

[6.2.2] Saber como aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han realizado. Recapitular y
orientar el ejemplo a realizar, una vez que les explica lo que son las matrices input/output. (353-358)

[7.1] Saber como aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han realizado.
Hacerles notar que el objetivo (conseguir hacer ceros por debajo de la diagonal
principal) se ha alcanzado con un solo cambio (que consiste en este caso de dos
transformaciones: a) F»-F; y b) F3-F)). (161-165)

[7.2] Saber cémo aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han realizado.
Hacerles notar lo que tienen hasta el momento (la tabla con la informacién del
problema, es decir, los datos) y lo que piden hacer en el problema (calcular el precio de
cada uno de los tres dispositivos solares) para hacerles ver hacia donde irdn ahora (a
definir las variables). (307-310)

[8.1] Saber cémo aprovechar los aspectos relevantes del contenido que se han realizado.
Remarcarles lo que se ha conseguido (hacer ceros por debajo de la diagonal principal) y
a lo que se ha llegado (al sistema escalonado) y que de ahi ya sélo falta despejar y
sustituir para encontrar los valores de la incognitas. (29-45)

CC-En36. Saber como explicarles la utilidad, aplicacion, direccion/orientacion del
contenido en temas siguientes. [7.1] (51-54), (243-246); [8.4] (467-475).

[7.1] Saber cémo explicarles la utilidad, aplicacion, direccién/orientacion del contenido.
Justificarles para qué van a aplicar esas transformaciones elementales. Les hace notar la
utilidad de las transformaciones elementales en matrices (porque para encontrar el

valor de x, y, z debo despejar, y una forma muy facil de despejar es haciendo un sistema
escalonado). (51-54)

[7.1] Saber cémo explicarles la utilidad, aplicacion, direccién/orientacion del contenido.
Comentarles su punto de vista sobre las ventajas del método, es d