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RESUMEN

Sobre las curvas tensién-deformacion de hormigones y otros materiales
sometidos a ensayos de tensién uniaxial

Autor: Francisco J. Salguero Andujar
Director: Prof. Dr. Sixto Romero Sanchez

El hormigén, material estructural més usado en el mundo, es un material compuesto,
heterogéneo, multifase, anisotrépico y de una reologia harto compleja. A través de los
anos se ha considerado material eldstico, pldstico, elasto-pldstico, visco-elasto-pldstico
e incluso perfectamente frdgil. La curva que relaciona la deformacion relativa que se
produce en una probeta de hormigén con la tensién de compresion uniaxial aplicada
para producir dicha deformacién, depende de numerosos factores entre los que destacan
el tiempo de curado, la forma y proporciones de la probeta, la resistencia tultima de la
misma, la velocidad con que se impone la deformacion o la tasa de incremento de la
tension que se le aplica. Asi, desde los afios 50 del siglo pasado, se han ido construyendo
verdaderas dinastias de curvas tensién-deformacion, en el mejor de los casos basadas en
modelos tedricos de comportamiento y en otros, obtenidas simplemente mediante técnicas
de ajuste de curvas a partir de datos experimentales.

La existencia de mas de una treintena de férmulas que relacionan la deformacion
relativa que se produce en una probeta de hormigén cuando se le aplica una carga de
compresion uniaxial con la deformacion relativa que experimenta, incluyendo las pro-
puestas por la normativa oficial de muchos paises, parecia indicar que en este tema era
necesaria una investigacién unificadora y, al mismo tiempo, generalizadora. Otras tantas
expresiones pueden encontrarse a la hora de fijar o determinar el médulo de elasticidad
inicial del hormigoén, i. e., el médulo de elasticidad del hormigén cuando ain no se ha
aplicado sobre éste carga alguna. Resultaba a la vez paradéjico y alentador que, con la
precisién de los métodos actuales de ensayo, no hubiese dos instituciones de investigacion
en el mundo que se pusieran de acuerdo a la hora de fijar una férmula para su determi-
naciéon o un valor universalmente aceptado para el citado modulo de elasticidad inicial
del hormigon.

Recientemente, la Mecénica del Dafio Continuo —CDM— (Continuum Damage Me-
chanics), ha proporcionado enfoques que, junto a consideraciones propias de la fisica
estadistica, han permitido vislumbrar resultados hacia una generalizacién de las expre-
siones que relacionan la tensién aplicada con la deformacién producida en los ensayos
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de compresién del hormigén. La tesis que se propone es una generalizacion de dichas
expresiones.

Probada la bondad de los resultados en todo tipo de materiales y en ensayos, no sélo
de compresion, sin también de traccion, esta tesis presenta una ecuacién que relaciona
la deformacion que experimenta un material sometido a cargas uniaxiales aplicable a
todo tipo de sélidos —tanto los usados cominmente en ingenierfa estructural (ductiles
o fragiles) como los tipo goma e incluso a los denominados biomateriales (coldgeno,
tendones o arterias)—, que contempla cualquier tasa de deformacién impuesta en el
ensayo y libre de constantes eldsticas que haya que suponer inherentes a los materiales.
Ademas, la ecuacién permite modelar tanto la parte ascendente de la curva tensién-
deformacién como la descendente, incluyendo la zona post-fractura, es decir, incluye el
propio ensayo en la formulacion. La ecuacién propuesta ha sido obtenida a partir de una
generalizacién completa del concepto de respuesta de las particulas del material, de los
postulados del modelo de dafio continuo y de una funcién de distribucion estadistica de
amplia aplicabilidad. El trabajo de estructura en cinco capitulos:

e En el capitulo 1, de caracter introductorio, se exponen las caracteristicas generales
de los ensayos, se describen las variables que entran en juego en el proceso y se
presentan los resultados del ensayo de una probeta tipo que servird para comparar
la bondad de las ecuaciones que se analizan en el capitulo siguiente.

e En el capitulo 2 se realiza una revisién bibliografica de la literatura relacionada
con el objeto de la tesis, centrandonos en las ecuaciones propuestas para modelar
el comportamiento tenso-deformacional del hormigén bajo cargas de compresién
uniaxial y en las férmulas y valores mayoritariamente aceptados para el valor del
modulo de elasticidad inicial de dicho material.

e En el capitulo 3, se propone una funcién general que modela el comportamiento
del hormigén sometido a cargas uniaxiales de compresiéon basada en la CDM y en
una distribucién de probabilidad generalizada. Asimismo, se analiza la posibilidad
de incluir una funcién nicleo —kernel— para incluir el desarrollo del ensayo en la
formulacion y se analizan las consecuencias de esa inclusién en el papel que juega
el médulo de elasticidad inicial del hormigén en el proceso.

e El capitulo 4 constituye la verificacion experimental de los resultados, en primer
lugar, en el caso del hormigén, para lo que se somete a la ecuacién propuesta
al contraste con los resultados de una campana de ensayos realizada a tal fin.
A continuacién, se propone y realiza la extensién del modelo a otros materiales
y otro tipo de ensayo —traccién—, con especial atencion a materiales metalicos
estructurales —aceros al carbono, inoxidables, aleaciones de aluminio—, e incluso
a materiales no estructurales —polimeros, gomas, fibras de coldgeno o pelo humano.

e FEl capitulo 5 es el dedicado a exponer las conclusiones y a bosquejar posibles lineas
futuras de investigacion.



ABSTRACT

On the stress-strain curves for concrete and other materials under
uniaxial stress testing

Author: Francisco J. Salguero Anddjar
Supervisor: Prof. Dr. Sixto Romero Sanchez

Concrete, the world’s most used structural material, is a composite, heterogeneous, multi-
phase, and anisotropic highly complex rheology material. Over the years has been
considered an elastic, plastic, elasto-plastic, viscoelasto-plastic and even perfectly brit-
tle material. The stress-strain curve for a concrete specimen when applying a uniaxial
compressive load, depends on numerous factors among which stand the curing process,
the shape and proportions of the specimen, its ultimate strength or the imposed strain
rate. Thus, since the 50’s of last century have been built true dynasties of stress-strain
curves, the best based on behavior models and others, obtained simply by curve fitting
techniques using experimental data.

The existence of more than thirty stress-strain equations, including those proposed
by the Government regulations in many countries seemed to indicate that in this matter,
unifying, and at the same time, generalizing research was needed. So many expressions
can be found to fix or determine the initial modulus of concrete, i. e., the modulus
of elasticity of concrete when hasn’t been applied any load. Was both paradoxical and
encouraging that, with the precision of current tests methods, there weren’t two research
institutions in the world to agree in setting a formula for its determination or a universally
accepted value for the above mentioned initial elastic modulus of concrete.

Recently, Continuum Damage Mechanics —CDM—, has provided approaches, with
specific considerations of statistical physics, that allow to glimpse a generalization of
stress-strain equations for the uniaxial compression tests of concrete. The proposed
thesis is a generalization of these expressions.

Tested the goodness of the results in all kinds of materials and trials, not only in
compression but also in tension, this thesis presents an equation that relates the defor-
mation of a material under uniaxial load applied to all types of solids — both commonly
used in structural engineering (ductile or brittle) and the rubber-like materials and even
the so-called bio-materials (collagen, tendons or arteries )—, which holds good for any
strain rate imposed in the test and is free of elastic constants that have to be assumed
inherent to materials. In addition, the equation allows us to model both the ascending



xXvi

branch of the stress-strain curve as the descending, including post-fracture zone, i. e.,
includes the test itself in the formulation. The proposed equation has been obtained
from a complete generalization of the concept of response of the material particles, from
the continuum damage model postulates and from a statistical distribution function of
wide applicability. The work divided into five chapters:

In Chapter 1, as an introduction, we present general characteristics of the tests, with
special attention in the concrete compression test, describe the variables related to
process and present the results from a standard specimen that will serve to compare
goodness of the equations discussed in the next chapter.

In Chapter 2, we review the literature concerning the subject of the thesis, focusing
on the equations to model the stress-strain behavior of concrete under uniaxial
compressive loads and in the equations and values for the most widely accepted
value of the initial modulus of this material.

In Chapter 3, we propose a general function that models concrete behavior under
uniaxial compression loads based on the CDM and on a generalized probability
distribution. It also discusses the possibility of using a kernel function to include
the development of the test in the formulation and discusses the implications of
such inclusion on the role of the initial modulus of concrete in the process.

Chapter 4 is the experimental verification of results first in the case of concrete, in
which the proposed equation is submitted to the contrast with the results of a series
of tests conducted for this purpose. Then proposes and carries out the extension
of the model to other materials and other types of test —tension— with emphasis
on structural metallic materials —plain-carbon steels, stainless steels, aluminum
alloys—, and even non-structural materials —rubber-like materials, polymers, col-
lagen or human hair.

Chapter 5 is devoted to exposing the conclusions and outline possible future re-
search lines.
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CapiTULO 1
INTRODUCCION

No hace falta renunciar al pasado
al entrar en el porvenir. Al cambiar
las cosas no es necesario perderlas.

John Cage.

6lo considerando que la ingenieria cldsica —representada por el ingeniero practico
Sen el ejercicio de la profesién libre—, y la ingenieria cientifica —representada por

la teoria académica— simbolizan dos caras de una misma moneda, fue posible que
el actual sistema de ciencias de la ingenieria comenzara a surgir durante la Revolucion
Industrial. Su cooperacion supuso el punto de partida en la formacién del sistema de cien-
cias de la ingenieria y su posterior consolidacion en el conjunto de ramas del conocimiento
humano. Ello fue debido a que esta cooperacién marcé el fin de la dualidad entre inge-
nierfa cldsica e ingenieria cientifica, que tenia su base en la disputa entre ambos tipos de
ingenieros acerca de los principios generales sobre los que debia fundarse la disciplina.

Desde entonces, el punto de partida y el objetivo en la interpretacién y modelado
técnico de métodos, materiales y objetos fue el conocimiento de las relaciones causales
existentes entre éstos. Sélo de esta manera fue posible la interaccién entre lo analitico y
lo sintético; lo deductivo y lo inductivo; lo tedrico y lo practico; lo abstracto y lo concreto;
lo a posteriori y lo a priori y lo universal y lo particular, para producir un sistema de
ciencias ingenieriles efectivo en la préctica [1].

En términos, tanto del conocimiento empirico como del de cardcter marcadamente
tedrico, de las relaciones causales existentes como objetivo del modelado técnico, el cam-
bio de rumbo hacia las deseadas relaciones de objetivacién de materiales y métodos
técnicos se convirtieron en el ideal de conocimiento de la ingenieria cientifica.

En ese sentido, —y paraddjicamente, dado el tiempo transcurrido—, no encuentro
mejores palabras para introducir este trabajo que las de Julius Carl von Bach —nacido
en Stolberg el 8 de marzo de 1847 y fallecido en Stuttgart el 10 de octubre de 1931, fue
uno de los pioneros en el trabajo experimental sobre materiales— quien, en el prélogo de
su Elasticitit und Festigkeit', publicado en 1899, sentencia:

!Elasticidad y Resistencia
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Fig. 1. Julius Carl von Bach (1874-1931).

[...]puede que este trabajo mo sea mds que un paso en una nueva direccion
encaminado a exponer la importancia del conocimiento del comportamiento
real de los materiales y para clarificar lo inadecuado de utilizar unicamente
las leyes de proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones para construir el
corpus de conocimiento completo de la elasticidad y resistencia [de materiales]
sobre la base de las matemdticas. Al contrario, se mostrard la necesidad del
ingeniero de diseno de comprender, una y otra vez, las condiciones para las
que las ecuaciones concretas que utiliza, sobre la base de la experiencia, estdn
disponibles, i. e., cudndo calcula las dimensiones con pleno conocimiento de
las verdaderas relaciones, sin permanecer atado al corsé de formulas estandar.
También se demostrard la necesidad de critica para valorar las expresiones
obtenidas matemadticamente en relacion a su grado de exactitud en la medida
en la que esto sea posible, con el nivel de conocimientos actuales, y que si
aquellas —incluyendo la seleccion [de] y la formacion en nuevos métodos—
resultan inadecuadas, entonces nuestro primer objetivo deberia ser volver a
remitir nuestro interés hacia La Naturaleza —por el engrandecimiento de la
ingenieria y, por consiguiente, de la industria [2].

Considerado el fundador de la moderna FElasticidad y Resistencia de Materiales, en sus
articulos de entre 1895 y 1900 para la Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure? [3-7),
Bach fue el primero en proponer una ley potencial para la curva tension-deformacion del
hormigén —y de otros materiales—, con base en los numerosos experimentos realizados

2Revista de las Asociaciones de Ingenieros Alemanes.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

por él en el Materialpriifungsanatalt der Stuttgat Technische Hochschule®, patrocinado
por la firma Wayss & Freytag, que intentaba conseguir la supremacia en Alemania en
la construcciéon de obras de hormigdén armado a costa de su directo competidor, el em-
prendedor francés Frangois Hennebique [8]. La ecuacién propuesta —de la que da cuenta
Emil Morsch en su Der Betoneisenbau (también publicado por Wayss & Freytag) cuando
dice: las curvas de deformacion encontradas por Bach son tan requlares que pueden ser
representadas por una ecuacion exponencial [9]—, se escribia:

e=ao™ (1)

donde ¢ es la deformacion por unidad de longitud o deformacion relativa, o es la tension
aplicada o fuerza por unidad de superficie y @ y m son constantes que dependen de las
propiedades del material. En la representacién mas empleada actualmente tendriamos:

o= Ke" 2)

con K = am yn= % Los resultados obtenidos por los ensayos de Bach —expresados
en kp y cm?—, arrojaban unos valores medios de a = m y m = 1.15, lo que en
términos actuales supondria:

o = 60414.28¢%87 (3)

Retengamos en la memoria las ecuaciones (2) y (3) ya que —aunque propuestas en 1897—,
pareceran tener el don de la ubicuidad en el desarrollo de la tesis.

Sin embargo, —quiza influenciado por algunos hechos catastroficos acaecidos en torno
a 1900, como el colapso (con una decena de muertos) que sufrié en 1901 el recién termi-
nado edificio para el Hotel zum Bdren en Basilea, de 5 plantas y construido bajo licencia
Hennebique—, Morsch critica la adopcién de modelos de dimensionamiento que asuman
las verdaderas curvas tension-deformacién que se obtenian en los ensayos, argumentando
que tales asunciones —como la del diagrama parabélico o la consideraciéon de la resisten-
cia a traccion—, producen expresiones demasiado complicadas para los ingenieros de
célculo, aunque sus autores consideren dicha complejidad como una caracteristica par-
ticular de su exactitud. La linealizacién de la distribucién de esfuerzos de compresién
y la negacién de la resistencia a traccién, son suficientes para el modelo de célculo de
Morsch porque, aunque considera los ensayos fundamentales para el modelado cientifico
ingenieril, en su opinion, el propésito de cualquier calculo estructural es tnicamente,
verificar el cumplimiento de un coeficiente de seguridad aceptable, mientras que la de-
terminacion exacta de los esfuerzos y deformaciones que tienen lugar en el interior de
una edificacion para un estado de cargas determinado, serfa menos importante. Es decir,
se coloco la seguridad de las estructuras en lo mas alto del escalafén de prioridades de
la comunidad internacional de ingenieros dedicados al disefio y célculo de estructuras de
hormigén armado.

Desde entonces, el paradigma ha cambiado drasticamente. Una vez superada la fase
en la que la preocupacién fundamental era asegurar la seguridad de las estructuras, el
aumento exponencial que ha experimentado el uso del hormigén armado como material
estructural primario en la edificacién de estructuras complejas —como rascacielos, vasi-
jas para reactores nucleares o bases de plataformas petroliferas ocednicas—, ha hecho

3Instituto de Ensayo de Materiales de la Escuela Técnica Superior de Stuttgart, de la que fue director
entre 1885 y 1888.
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imprescindible el desarrollo de modelos de comportamiento cada vez mas sofisticados,
necesarios para la prediccion precisa de la respuesta del material ante una gran variedad
de situaciones de carga.

Por otra parte, los nuevos desarrollos que estan teniendo lugar en el area de la tec-
nologia de fabricacion de este material, estan dando como resultado una nueva generacion
de hormigones mejores en términos de rendimiento, prestaciones, resistencia y durabili-
dad, lo que acentia ain més la necesidad de disponer de modelos precisos y completos
para estos nuevos materiales. Como ejemplo pueden citarse los hormigones de alta re-
sistencia (HAR)* —de resistencia caracterfstica a compresién superior a los 50 MPa—, los
reforzados con fibras (HRF)®, los hormigones autocompactantes (HAC)®, los hormigones
ultra resistentes de polvo reactivo (RPC)” —armados con pequefias fibras metalicas y
que alcanzan una resistencia caracteristica a compresién de entre 200 y 800 MPa—, los
hormigones reciclados (HR), los sorprendentes hormigones translicidos (LTC)® o —por
qué no decirlo—, dada la continua innovacion en este terreno, los nuevos que se hayan
desarrollado desde que escribimos este parrafo hasta que se concluya el trabajo.

1.1 Alcance de la tesis

Antes de proseguir, queremos realizar algunas precisiones sobre el verdadero propésito y
alcance del presente trabajo de investigacién que nos ayuden a delimitar exactamente lo
que debe esperarse del mismo.

Si bien una ecuacion constitutiva es una relacién entre las variables termodindamicas o
mecdanicas de un sistema fisico, en Mecanica de los Medios Continuos, el término ecuacién
o modelo constitutivo ha derivado mas bien hacia relaciones entre magnitudes tensoriales
que no son derivables de leyes generales de conservacién o de otro tipo de leyes universales
y que son especificas del tipo de problema estudiado. Otra de las misiones normalmente
encomendadas a los modelos constitutivos es que, una vez establecidos, deben propor-
cionar predicciones sobre el comportamiento del sistema o material que modelan, de tal
manera que nos permitan disefiar o dimensionar elementos fabricados con dicho material
sin que el espécimen concreto haya sido ensayado previamente. En ese sentido, esta tesis
no preconiza un modelo constitutivo. Por un lado, porque las magnitudes con las que
se trabajard seran magnitudes escalares” y, por otro, porque, aunque de las relaciones
propuestas pueda derivarse una ecuacién constitutiva, preferimos hablar de una ecuacién
que modela la forma de la curva tensién-deformacion. Asi, la forma de dicha curva se
estudia aqui como lo haria un forense por lo que podriamos ver este trabajo a modo
de autopsia efectuada a la probeta a través de la huella impresa en el plano e-o por el
proceso de deformacion hasta su fatal desenlace. Es decir, se apuesta por un enfoque

4En inglés HSC: High Strength Concrete.

5En inglés FRC: Fiber Reinforced Concrete. También pueden citarse los HPFRCC: High-Performance
Fiber-Reinforced Cementitious Composites (compuestos cementicios de altas prestaciones reforzados con
fibras).

5En inglés SCC: Self-Compacting Concrete.

" Reactive Powder Concrete (hormigén de polvo reactivo), también conocidos como UHPC: Ultra-High
Performance Concrete (hormigén de prestaciones ultra-altas).

8 Light Translucent Concrete.

9Si bien la tensién es, en general, un vector, las tensiones uniaxiales de traccién o compresién aqui
estudiadas pueden ser correctamente representadas mediante un tnico escalar.
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fenomenolégico.

Por otra parte, esta tesis se denominaba en un principio: Sobre las curvas tension-
deformacion de hormigones sometidos a cargas monotdnicas de compresion uniazial,
titulo bastante md&s restrictivo que el que tiene actualmente. Aunque estd centrada
bésicamente en el ensayo de compresién de probetas estdndar de hormigén, el propio
desarrollo de la investigacién fue mostrando cémo las ecuaciones que ibamos obteniendo
se adaptaban de manera sorprendentemente precisa a otros materiales y a otras formas
de imprimir la deformacién que la compresién monotoénica, lo que nos obligd a extender el
campo de investigacién, incluyendo en el titulo otros materiales. Dado que los ensayos de
otros materiales —como el acero— se realizan mayoritariamente en traccién, decidimos
sustituir el término compresién por el de tensién, que en castellano engloba esfuerzos
tanto de compresion como de traccién.

Asi pues, presentamos aqui una ecuacién que relaciona la tensién con la deformacion
relativa que experimenta un material sometido a cargas uniaxiales —de compresion o
de traccién— aplicable a todo tipo de sélidos —tanto los usados comtinmente en inge-
nierfa estructural (dictiles o fragiles) como elastémeros (tipo goma) o poliméricos (tipo
PMMA!?) e incluso a los denominados biomateriales (coldgeno, tendones o arterias)—
que contempla cualquier tasa de deformacién impuesta en el ensayo y libre de constantes
elasticas que haya que suponer inherentes a los materiales. Ademads, después de asumir
que la propia realizacién del ensayo era una variable mas del proceso a tener en cuenta,
la ecuacién permite modelar tanto la parte ascendente de la curva tensién-deformacién
como la descendente, incluyendo la zona post-fractura.

1.2 Los ensayos de tensién uniaxial

1.2.1 El ensayo de compresion de probetas de hormigon

En el ensayo de compresién de probetas de hormigén, basicamente, se someten a cargas
cada vez mayores a probetas cilindricas o cibicas del citado material hasta su rotura.
Eventualmente, si se quiere obtener una gréfica de las deformaciones producidas mientras
se produce el proceso de carga, se colocan extensémetros o galgas extensiométricas sobre
la probeta para medir y registrar la deformacién que experimenta la misma durante el
ensayo.

Todas y cada una de las variables externas —i. e., que no son propias del material
en si— que intervienen en el ensayo de compresion de una probeta de hormigén —tipo
de maquina de ensayo, forma y proporciones de la probeta (si es cilindrica especialmente
su didmetro y su tasa de esbeltez'l), la tasa de incremento de la tension'? o la tasa de
incremento de la deformacion relativa'®, el didmetro del plato sobre el que se coloca
la probeta, la forma de contacto de la misma con dichos platos (que puede ser directa,
mediante refrentado con mortero de azufre, mediante lechos de arena o neopreno, etc)—,
modifican sustancialmente la forma de la curva tensién-deformacién que se obtiene tras el

10Polimetilmetacrilato.

HRelacién entre el didmetro y la altura de la probeta.

2Velocidad con la que se incrementa la carga aplicada (d—‘Z) Se mide en MPa/s. En los ensayos a
rotura normalmente es constante.

13Velocidad con la que se impone la deformacién relativa (%). En los ensayos en los que se pretende

obtener la curva completa de tensién-deformacién suele ser constante. Se mide en s~ 1.
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ensayo [10]. Por ello, los distintos estados e instituciones concernidos por la investigacién
y regulacion del uso del hormigén armado como material estructural, han desarrollado
distintas series de normativas, con objeto de posibilitar la contrastacién y comparacién
de resultados, aunque en la actualidad no existe acuerdo universal en el procedimiento
de realizacién de los tests ni en la forma de las probetas. En la Comunidad Europea
y, por ende, en Espana, la norma que regula la realizacién de ensayos para la deter-
minacién de la resistencia a compresién de probetas de hormigén es la UNE-EN 12390
—partes 1 a 4— [11-14]. El pardmetro que regula esta norma con més incidencia en
nuestra investigacion es la velocidad de carga o tasa de incremento de la tensién que se
fija en 0,6 £ 0,2 MPa/s, lo que conduce a un intervalo de (7068 < % < 14137), siendo
F' la fuerza aplicada por la méquina de ensayos en Newtons en el caso més general de
probetas cilindricas de 150 mm de didmetro por 300 mm de altura. Esto es lo prescrito
para hormigones de resistencia normal, puesto que la norma deja abierta la posibilidad
de emplear otras velocidades para hormigones de resistencia inferior a 20 MPa o superior
a 80 MPa.

1.2.2 Las curvas tension-deformacion del hormigon

Una probeta de hormigén cargada con una tasa de incremento de la tensién constante
romperd a su resistencia tltima —f/— debido a la liberacién de la energia eldstica al-
macenada en la maquina de ensayo. Esta resistencia tltima obtenida bajo las citadas
condiciones de incremento de carga constante no es una propiedad intrinseca de hormigén,
pues depende de la tasa impuesta [10].

punto de inflexion

tension
.

N

.E:0
deformacion relativa
Fig. 2. Tres curvas tipicas para hormigones sometidos a compresion uniaxial. La curva roja superior
es caracteristica de un proceso de carga donde la tasa de incremento de tensién se mantiene constante
durante el ensayo para un hormigén de resistencia media. La curva roja inferior se obtiene para el mismo
hormigén si lo que se mantiene constante es la tasa de incremento de deformacién. (Nétese la aparicién
de un punto de inflexion en la parte descendente de la curva). La curva azul corresponde ahora a un
hormigdn de baja resistencia sometido a ensayo con tasa de incremento de la deformacién constante donde

no suele aparecer punto de inflexién.
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La curva tension-deformacién que se obtiene procediendo de esta manera no suele
presentar un maximo, por lo que bajo estas condiciones, el hormigén parece mostrar un
comportamiento frdgil**. Por el contrario, si lo que se mantiene constante es la tasa de
incremento de la deformacion relativa, es posible obtener la denominada curva tensién-
deformacién completa del hormigén siempre que la rigidez de la maquina de ensayo sea
mayor que la rigidez del material. Esta curva suele presentar un punto de inflexion en
su parte descendente si la resistencia del hormigén es media-alta, mientras que no suele
presentarlo si la resistencia es baja (figura 2).

1.2.3 Las curvas tension-deformacion de aceros y otros materiales metdlicos

La figura 3(a) muestra la forma general de la curva tensién-deformacién relativa, obtenida
para la mayoria de metales y aleaciones, ensayados en condiciones de recocido y sin
ninguna deformacion previa.

I @ (b)

rotura

rotura

punto de [—
cedencia |

tension

tension

deformacion relativa deformacion relativa

Fig. 3 Curvas tensién-deformacién relativa de dos tipos de acero; (a) representativa de un metal dictil,

como el acero aleado; (b) representativa de un acero suave, mostrando su peculiar limite de cedencia.

Segin cualquier texto al uso [15], cuando la deformacién es pequena, se ve que la
tensién es directamente proporcional a la deformacién —ley de Hooke—. En esa zona,
el grafico es aprorimadamente una recta hasta un punto conocido como limite de pro-
porcionalidad. La pendiente de la recta se identifica con el mddulo de Young. La zona
de deformacion eldstica se define como la zona dentro de la cual la probeta recuperara
sus dimensiones originales cuando se retire la carga. Por encima del limite elastico, el
metal conservard una deformacion permanente. Las posiciones atribuidas tanto al limite
de proporcionalidad como al limite eldstico dependeran de la sensibilidad del aparato de
medida. Con metales recocidos, los verdaderos valores pueden ser muy bajos; pero para
fines practicos se puede considerar que los dos puntos coinciden y, con metales trabaja-
dos, la transicién de la deformacién elastica a la deformacién plastica tiene lugar dentro
de una regién bastante bien definida.

“Ppodriamos definir cualitativamente los materiales frigiles como aquellos que experimentan colapso
por fractura antes de que la curva tensién-deformacién haya alcanzado un maximo (aunque sea relativo).
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En ciertos materiales complejos, especialmente en los aceros suaves —figura 3(b)—,
la zona de transicién estd marcada mucho mas claramente en los ensayos de traccién
sobre piezas no trabajadas. Estos materiales presentan un escalén o punto de cedencia
definido —que es méas o menos pronunciado, segiin la rigidez de la maquina de ensayo—,
seguido inmediatamente por un alargamiento posterior bajo carga reducida.

Este alargamiento repentino, o regiéon de deslizamiento libre, se localiza en ciertas
zonas del metal, produciendo unas marcas superficialmente visibles conocidas como ru-
gosidades superficiales o bandas de Liider. Este fenémeno sélo se presenta en relativa-
mente pocos materiales, aunque el comportamiento del acero suave o de bajo contenido
en carbono, con un punto de cedencia superior y otro inferior es tan conocido debido a
la importancia comercial de este material —pues es el mayoritariamente utilizado en las
estructuras metdlicas de edificacién— y a la importancia que las pequenas deformaciones
tienen en ingenieria, que con frecuencia no nos damos cuenta que la figura 3(b) es excep-
cional, no tipica, desde el punto de vista general de los materiales metalicos.

1.2.4 El ensayo de traccion de probetas de acero y otros materiales

FEl ensayo de materiales metdlicos suele realizarse a tracciéon y su regulacién ha sido
recientemente actualizada [16] por la norma UNE-EN ISO 6982-1:2009. Sus normas
complementarias se relacionan en la referencias [17-20]. Dicho ensayo, mucho més tec-
nificado que el de probetas de hormigén, consiste basicamente en someter a una probeta
del material a ensayar a un esfuerzo de traccion, generalmente hasta su rotura, con el fin
de determinar una o varias de las caracteristicas mecénicas que definiremos mas adelante.
Salvo especificacién en contra, el ensayo se lleva a cabo a temperatura ambiente entre
10°C y 35°C. Para los ensayos realizados bajo condiciones controladas, la temperatura
ambiente debe mantenerse a 23°C£5°C.

Las probetas se obtienen, normalmente, mecanizando una muestra obtenida del pro-
ducto o de una muestra moldeada. Sin embargo, en los productos de seccién transversal
constante —secciones, barras, cables, etc.— o de muestras de ensayo moldeadas —v. g.
fundiciones de hierro y aleaciones no ferrosas— se pueden utilizar muestras sin mecanizar.
La seccion transversal de las probetas puede ser circular, cuadrada, rectangular, anular
0, en casos especiales, de otra forma constante.

En el ensayo de traccién de materiales metdlicos a temperatura ambiente se aplican
algunos de los términos y definiciones siguientes:

e Alargamiento: incremento en la longitud inicial entre puntos en cualquier momento
durante el ensayo.

e L; longitud entre puntos: longitud de la parte cilindrica o prismatica de la probeta
sobre la que se mide el alargamiento en cualquier momento durante el ensayo.

o Ly; longitud inicial entre puntos: marcas de la longitud entre puntos sobre la pro-
beta, medida a temperatura ambiente antes del ensayo.

e L,: longitud final entre puntos: marcas de la longitud entre puntos sobre la probeta
después de la rotura, a temperatura ambiente, y tras unir cuidadosamente las dos
partes de la probeta de forma que sus ejes estén en prolongacién.
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o L.; longitud calibrada: longitud de la parte calibrada de la probeta que presenta
una secciéon mas reducida.

e A; alargamiento porcentual de rotura: alargamiento remanente de la longitud entre
puntos después de la rotura, expresada como tanto por ciento de la longitud inicial

entre puntos. A = % x 100.

o L.; longitud base del extensometro: longitud base inicial del extensémetro que se
utiliza para la medicién del alargamiento con un extensémetro.

e Faxtension: incremento en la longitud base del extensometro en cualquier momento
del ensayo.

e [,: fuerza mdrima: en materiales sin escaléon de cedencia, la mayor fuerza que
soporta la probeta durante el ensayo. En materiales con escalén de cedencia, la
mayor fuerza que soporta la probeta durante el ensayo después del endurecimiento

por deformacién uniforme!®.

e (Carga unitaria: en cualquier momento del ensayo, cociente entre la fuerza y el area
de la seccién transversal inicial (Sp) de la probeta.

o AL,,; extension bajo fuerza mdxima.
o R,,; resistencia a la traccion: carga unitaria correspondiente a la fuerza mdxima.

e Rotura: fenémeno que se considera que ocurre cuando se produce la reparacion total
de la probeta en dos partes o cuando la fuerza disminuye hasta ser nominalmente
cero.

o ALy; extension en el momento de la rotura.
e mp; pendiente de la parte eldstica de la curva carga unitaria-extensién porcentuall®.

o Ay; extension pldstica porcentual bajo fuerza mdzima: alargamiento pldstico, obte-
nido bajo fuerza mdzima, expresado como tanto por ciento de la longitud base del

extensometro. Ag = (ALLE’” - ﬁ—’;) x 100. Ae.

e A.; extension porcentual del escalén de cedencia: en materiales que presentan es-
calén de cedencia, el alargamiento desde el comienzo de dicho escalén y el endurec-
imiento por deformacién uniforme, expresado en tanto por ciento de la longitud
base del extensometro.

o Ay extension total porcentual bajo fuerza mdzima: alargamiento total (alargamien-
to eldstico mas alargamiento plastico) obtenido bajo fuerza mdxima, expresado
como tanto por ciento de la longitud base del extensometro. Ay = ALL’” x 100.

e

15Para materiales con escalén de cedencia, pero para los que no pueda establecerse endurecimiento por
deformacioén uniforme, F,, no se define en la UNE-EN ISO 6892-1:2009.

16Retengamos en la memoria esta reveladora nota que aparece en este punto en la norma: “En la parte
elastica de la curva carga unitaria-extensién porcentual, el valor de la pendiente puede no representar
necesariamente el médulo de elasticidad. Este valor puede ser bastante similar al del médulo de elasticidad
si se utilizan condiciones éptimas (extensémetros calibrados con alta resolucién y a doble cara, alineacién
perfecta de la probeta, etc.)”.
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e Ay; extension total porcentual de rotura: alargamiento total (alargamiento eldstico
més alargamiento pldstico) en el momento de la rotura, expresado como tanto por
ciento de la longitud base del extensémetro. Ay = AL—Lef x 100.

Algunas de estas magnitudes pueden visualizarse en la figura 4:

Ae

: TN

ro|E
|®
>

s

Rm
]

At

Fig. 4 Definiciones de extensiones. Ae es la longitud de la meseta.

Otras definiciones necesarias a la hora de establecer los métodos para determinar
algunas caracteristicas mecanicas que pueden extraerse del ensayo son las siguientes:

o ¢ér_; velocidad de deformacion: incremento de la deformacién, medida con un ex-

tensometro, en la longitud base del extensometro por unidad de tiempo. ér, = dfﬁe .

o ér.; velocidad estimada de deformacion en la longitud calibrada: valor del incre-

mento de la deformacién, en la longitud calibrada de la probeta por unidad de

. . d
tiempo. é, = “F=.

e v.; velocidad de separacion de las mordazas: desplazamiento de las mordazas por
unidad de tiempo.

e R: velocidad de puesta en carga: incremento de la tensién por unidad de tiempo.
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o R.p; limite superior de cedencia: valor méas alto de la carga unitaria previo a la
primera caida de la fuerza.

o R.r; limite inferior de cedencia: valor mas bajo de la carga unitaria durante la
cedencia, despreciando los eventuales fenémenos transitorios (fig. 5).

ol ) — b)
L /b L b
-\ b
-/ a /s
I
@ _) — r _ w
e x o F
| | | 8 | | | 5
O-_ /_ C) U_ d)
_l\/ - /—
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23| 3 L
y p 1 | | 8 / 1 | | E

Fig. 5 Definiciones de limites superior e inferior de cedencia para distintos tipos de curvas. En las
graficas a) y b), a es un efecto transitorio inicial y b es un intervalo de alargamiento del escalén de

cedencia serrado conocido como efecto Portevin-Le Chatelier.

Al igual que en el caso del hormigdn, los valores de estas propiedades no parecen
ser intrinsecos del material, sino que dependen fuertemente de las tasas de incremento
de la tensién o de la deformacion. Por ello, la determinacién de dichos valores, segun la
norma UNE-EN ISO 6982-1:2009, puede hacerse mediante dos métodos denominados por
dicha norma, método A, basado en el control de la velocidad de deformacion y método
B, basado en la velocidad de puesta en carga.

En el método A existen dos tipos de controles de la velocidad de deformacién. El
primero es el control de la velocidad de deformacién en si misma, ér,, que se basa en
la informacién arrojada por un extensémetro. El segundo es el control de la velocidad
estimada de deformacién en la longitud calibrada, ér,_, que se obtiene controlando la ve-
locidad de separacion de las mordazas a una velocidad igual a la velocidad de deformacion
deseada multiplicada por la longitud calibrada.
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Si un material muestra un comportamiento homogéneo en deformacion y la fuerza
permanece nominalmente constante, la velocidad de deformacién ér,_, y la velocidad
estimada de deformacién en la longitud calibrada, ér,., son aproximadamente iguales.
Existen diferencias cuando el material presenta escalén de cedencial” o fluencia serrada
—por ejemplo, algunos aceros y aleaciones de AIMg en el intervalo de alargamiento del
escalon de cedencia, o materiales que presentan fluencias serradas como el efecto Portevin-
Le Chatelier!® [21, 22]— o si se produce estriccién. Si la fuerza es creciente, la velocidad
estimada de deformacién puede ser sustancialmente inferior que el rango de deformacion
buscada debido a la rigidez de la maquina de ensayo.

La velocidad de ensayo en este método A, debe cumplir los siguientes requisitos:

1. En el intervalo hasta e inclusive la determinacién de R, debe aplicarse la velocidad
de deformacién preestablecida, ér_ . En este intervalo, con el fin de eliminar la
influencia de la rigidez de la maquina de ensayo de traccién, es necesario utilizar un
extensémetro amordazado sobre la probeta de modo que haya un control preciso de
la velocidad de deformacién. (Para maquinas de ensayo que no puedan controlar
la velocidad de deformacion, se puede recurrir a un procedimiento que utilice la
velocidad estimada de deformacién en la longitud calibrada, ér,).

2. Durante el escaléon de cedencia, debera aplicarse la velocidad estimada de defor-
macion en la longitud calibrada, ér,. En este intervalo es imposible controlar
la velocidad de de deformacién utilizando el estensémetro amordazado sobre la
probeta porque pueden aparecer cedencias locales fuera de la longitud base del
extensémetro. La velocidad estimada de deformacion requerida en la longitud cal-
ibrada puede mantenerse en este intervalo de forma suficientemente precisa uti-
lizando una velocidad de separacién de las mordazas constante, v..:

Ve = LcéLc (4)

La velocidad de deformacién, ér_, debe mantenerse tan constante como sea posible
hasta e incluyendo la determinacion de R.p. Durante la determinacién de esta propiedad
del material, la velocidad de deformacién, ér,_, debe encontrarse en uno de los intervalos
establecidos siguientes (figura 6):

Intervalo 1: ér, = 0.00007 s~1, con una tolerancia relativa de £20%.

Intervalo 2: ér, = 0.00025 s~1, con una tolerancia relativa de +20%.

Si la maquina de ensayo no puede controlar la velocidad de deformacién directamente,
debe utilizarse la velocidad estimada de deformacién de la longitud calibrada, ér,, es
decir, una velocidad de separacién entre las mordazas constante. Esta velocidad debe
calcularse utilizando la ecuacién (4).

17Se define como escalén de cedencia a la zona del gréfico tensién-deformacién del acero, en la que
tiene lugar un aumento de deformacién sin aumento de carga.

18F] efecto Portevin-Le Chatelier describe un curva tensién-deformacién en diente de sierra o de flujo
espasmodico que presentan algunos materiales cuando se someten a deformacién plastica. Este efecto
ha sido ampliamente asociado con el envejecimiento por deformacién dindmica y consiste en episodios
alternativos de anclaje y desanclaje de dislocaciones cuando la velocidad de los defectos que obstaculizan
su movimiento y la velocidad de deslizamiento de las propias dislocaciones son del mismo orden de
magnitud.
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Para la determinacién del limite inferior de cedencia, R.r, y la extensién porcentual
del escalén de cedencia, A, (fig. 7), la velocidad estimada de deformacion, ér,_, debe
encontrarse en uno de los dos intervalos establecidos siguientes (fig. 6), hasta que finalice
el escalon de cedencia:

Intervalo 2: ér, = 0.00025 s71, con una tolerancia relativa de £20%.

Intervalo 3: ér. = 0.002 s7!, con una tolerancia relativa de +20%.

Para la determinacién de la resistencia a la traccién, R,,, el alargamiento porcentual
de rotura, A, la extension total porcentual bajo fuerza maxima, Ay y la extension plastica
porcentual bajo fuerza maxima, Ay, la velocidad estimada de deformacién en la longitud
calibrada, debe cambiarse a uno de los intervalos establecidos siguientes:

Intervalo 2: ér. = 0.00025 s™1, con una tolerancia relativa de £20%.
Intervalo 3: ér, = 0.002 s, con una tolerancia relativa de +20%.
Intervalo 4: ér, = 0.0067 s~%, con una tolerancia relativa de +20%.
.'g i
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Fig. 6 Representacion de las velocidades de ensayo que se deben emplear durante el ensayo de
traccién para determinar por el método A los valores de Rer, Rer. Rm, A, Ag, Agt y As; t es el el paso
del tiempo en el ensayo de traccién, t.. es el tiempo de control del extensémetro o tiempo de control de

separacién de las mordazas y t. es la velocidad de control de las mordazas.

Por otro lado, en el método B, se puede utilizar cualquier velocidad de ensayo con-
veniente hasta una carga unitaria equivalente a la mitad del limite elastico aparente
preestablecido. Las velocidades de ensayo por encima de este punto se especifican a
continuacién:

Para la determinacion del limite superior de cedencia, R, la velocidad de separacién
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de las mordazas debe ser lo mas constante posible y estar comprendida entre los limites
correspondientes a la velocidades de puesta en carga indicadas en la tabla 1.

Modulo de elasticidad del material | Velocidad de puesta en carga
E R
MPa MPa s !
min. max.
< 150000 2 60
> 150000 6 60

Tabla 1 Velocidades de puesta en carga.

Si sélo se va a determinar el limite inferior de cedencia, la velocidad de deformacién
de la parte calibrada de la probeta en la zona de cedencia, debe estar comprendica en-
tre 0.00025 s~! y 0.0025 s~!. La velocidad de deformacién de la parte calibrada debe
mantenerse tan constante como sea posible. Si esta velocidad no puede controlarse di-
rectamente, debe ajustarse regulando la velocidad de aplicacion de la carga justo antes
del comienzo de la cedencia, sin tocar los controles de la maquina hasta que se completa
la cedencia. En ningin caso la velocidad de puesta en carga en la zona elastica debe
superar los valores maximos fijados en la tabla 1.

Si se desea determinar en el mismo ensayo los dos limites de cedencia, superior e
inferior, se deben cumplir las condiciones establecidas en el parrafo anterior para el limite
de cedencia inferior.
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Fig. 7 Representacién de las velocidades de ensayo que se deben emplear durante el ensayo de
traccién para determinar por el método B los valores de Rer, Rer. Rm, A, Ag, Agt v As; t es el el
paso del tiempo en el ensayo de traccidn, te; es el intervalo de tiempo en comportamiento eldstico, ¢
es el intervalo de tiempo hasta rotura y t,; es el intervalo de tiempo en comportamiento pléstico de los

parametros enumerados.
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Si la maquina de ensayo no es capaz de medir o controlar la velocidad de deformaciéon
o de puesta en carga, debe utilizarse una velocidad de separaciéon de las mordazas equiv-
alente a la velocidad de puesta en carga indicada en la tabla 3 hasta la finalizacién de la
cedencia.

Para la determinacién de la resistencia a traccién, R,,, el alargamiento porcentual
de rotura, A, la extensién porcentual bajo fuerza maxima, Ay y la extensién porcentual
bajo fuerza méxima, A4, una vez determinadas las propiedades requeridas de limites de
cedencia/eldsticas convencionales, la velocidad puede incrementarse hasta una velocidad
de deformacion —o velocidad de separacion de las mordazas equivalente— no superior a
0.008 s~!. Si sélo se requiere medir la resistencia a traccién, la velocidad de deformacién
no debe superar los 0.008 s~ durante todo el ensayo.

Rerr v Rer, pueden determinarse a partir del diagrama fuerza-extension. Sus valores se
obtienen dividiendo la fuerza entre el drea de la seccién transversal inicial de la probeta,
So. Sin embargo, para el ensayo debe presentarse un valor nominal de R.; como la
carga unitaria més baja dentro del primer 0.25% de deformacién después de R.p, sin
tener en cuenta ningin efecto transitorio inicial. Tras determinar R.; mediante este
procedimiento, puede aumentarse la velocidad de ensayo a los intervalos 2, 3 6 4. Cuando
se usa este procedimiento abreviado, deberia indicarse en el informe de ensayo.

Por ultimo, cuando los materiales presentan escalén de cedencia, A. se determina
a partir del diagrama fuerza-extension restando la extensién correspondiente a R.p de
la extensién al comienzo del endurecimiento uniforme. La extensién al comienzo del
endurecimiento uniforme viene definida por la interseccién de una linea horizontal que
pasa por el ultimo punto minimo local —fig. 8 a)—, o por una linea de regresién que
atraviesa el escalén de cedencia antes del endurecimiento y una linea que corresponde a
la pendiente més alta de la curva al comienzo del endurecimiento uniforme —fig. 8 b)—.
Se expresa como un porcentaje de la longitud base del extensémetro, L.. En el informe
de ensayo deberia indicarse el método empleado.

o) a) o b)

T T
() [}
a4 o

L T
g g 7 5

Fig. 8 Diferentes métodos de evaluacién para la extension porcentual del escalon de cedencia, Ae. En

ambos casos, ¢ representa la pendiente més alta de la curva al comienzo del endurecimiento uniforme.
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1.3 Probeta y curva modelo

En el proximo capitulo realizaremos una revisién bibliografica de las distintas ecuaciones
cronoldgicamente propuestas para modelar la curva tensién-deformacién del hormigén,
verificando la bondad de dichas ecuaciones. Para ello, hemos elaborado, curado y en-
sayado a compresiéon una anasada modelo de hormigén de valores medios. Del ensayo
se han obtenido dos curvas patrén con las que compararemos las ecuaciones propues-
tas en la bibliograffa para estimar su mayor o menor grado de ajuste con los resultados
experimentales obtenidos al ensayar dichas probetas modelo.

Cuando hablamos de hormigén de valores medios, nos referimos a que en el diseno de
su dosificacién de ha empleado la media de los valores extremos permitidos o senalados
por la norma EHE-08 [23]. Asi, el contenido minimo de centento que permite la norma
es de 250 kg/m? y el maximo de 500 kg/m?, de donde resulta una dosificacién media
de 375 kg/m3. De la misma manera, la maxima relacién agua cemento permitida por la
citada norma es de 0.65, por lo que si consideramos un limite inferior de tal relacién para
que se produzca una hidratacion completa del cemento de 0.23, obtenemos una relacién
agua-cemento media de 0.44.

El cemento utilizado ha sido un cemento EN 197-1 CEM I 52,5 R designado asi de
acuerdo con la norma RC-08 [24], suministrado por la fébrica de cementos del Grupo
Cementos Portland Valderrivas en Alcald de Guadaira (Sevilla).

Los aridos son rodados y de naturaleza silicea, y proceden —tanto la grava como
la arena— de la cantera de Aridos y Transportes Cabanas, S. L. en Palos de la Fron-
tera (Huelva). La fraccién gruesa, designada conforme a la norma UNE 146901 [25],
corresponde a un arido AG-4/16-R-S y presenta un médulo granulométrico de 7.54. El
arido fino, designado de igual manera corresponde a un AF-0/4-R-S con médulo granu-
lométrico igual a 4.06. Utilizando el método racional'® y las consideraciones previas,
resulta la dosificacion expresada en la tabla 2:

Amasada | Cemento | A/C | Agua | Grava | Arena | Fluidificante

(kg) 1) (kg) (kg) (kg)
1 375 0.44 | 165 | 925.76 | 995.71 4.69

Tabla 2 Dosificacién por m® de un hormigén de caracterfsticas medias.

Por ultimo, cabe destacar que se ha afiadido un 1.25% en peso del cemento de un
adhitivo superplastificante/reductor de agua de alta actividad —del que daremos cuenta

19E] denominado Método Racional propugna que si M, es el médulo granulométrico del 4rido fino y
Mg es el médulo granulométrico del arido grueso y P, y P, son los porcentajes en peso del arido fino
y del arido grueso, respectivamente, en la composiciéon de la mezcla, para obtener un arido de médulo
granulométrico Mr —en nuestro caso el médulo granulométrico de un arido ideal de Fuller—, se ha de
cumplir:

P,Mq + PgMg = 100MFp

P, + P, =100
Resolviendo el sistema:
100(MF - Ma)
Py=—=; Pp=—
I ! M, -

a
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en el capitulo correspondiente a materiales—, para conseguir una mezcla mas décil sin
aumentar el agua de amasado.

Las probetas han sido fabricadas, curadas y ensayadas a compresion a los 28 dias de
edad siguiendo la normativa europea en vigor ya citada [11-14] excepto en una de ellas,
en la que se mantuvo constante la velocidad de deformacién en ¢ = 2 x 1079 s7! para
obtener la curva completa tensién-deformacién. Los resultados obtenidos se muestran en
la figura 9 y en la tabla 3:

o7 7 T T 1

sof g e e —

—4—=G=10602 N/s
——i=210"° s’

T | e e e ——— :

sof o -_— T —— — :

Tension (MPa)

20 b e e

0 T |

3 4 7
Deformacion relativa X« 107
Fig. 9 Curvas tensién-deformacién de dos probetas modelo de hormigén medio. La curva roja se ha

obtenido sometiendo a la probeta a un incremento de carga constante de 10602 N s™* (0.6 MPa s™'). La

curva azul corresponde a un ensayo en el que lo que se mantiene constante es la tasa de incremento de la

deformacién en 2 x 1076 7%,
Método de Densidad Vel. de transmi- | Resist. max. a Def. a
Probeta €nsayo p (kg/m?) | si6n de pulsos ul- | a compresién | resistencia
trasénicos v (m/s) L (MPa) méxima gg
M1 ¢ = 10602 MPa/s | 2350.30 4615.24 56.18 0.001921
M2 g=2x10"%s71 2335.21 4593.06 50.06 0.001852

Tabla 3 Valores caracteristicos obtenidos en los ensayos de las probetas de hormigén medio utilizadas
como patrones de comparacion.
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a naturaleza parece poco proclive a disenar constantes. Los fisicos nos aseguran

que s6lo un punado de ellas gobierna el funcionamiento de todo el universo y se

afanan permanentemente en reducir aiin mas ese pequeno numero de constantes,
por lo que parece poco probable que la naturaleza se haya tomado el trabajo de crear
una constante elastica propia para cada material. Por otra parte, pocas leyes de la
mecdnica se han revelado tan inexactas y, al mismo tiempo, han sido tan aplicadas como
la ley de Hooke [26]. Su desviacién de los datos experimentales extremos es debida, sin
duda, a haber sido obtenida a través de experiencias harto incompletas y su éxito, a
la facilidad que conlleva su introduccién en todo tipo de ecuaciones constitutivas, sobre
todo, si es posible admitir que las deformaciones del material durante el proceso en
estudio son suficientemente pequenas, aunque, como tendremos ocasion de comprobar,
incluso —y muy especialmente—, en la escala nanométrica de esfuerzos y deformaciones,
es donde la linealidad preconizada por esta ley no para de ponerse en entredicho a la luz
de experimentos cada vez més precisos [27-29]. Mientras que, sélo dos parrafos antes de
definir el médulo de elasticidad, el propio Young [30] especula sobre la posibilidad de la
existencia de sustancias con moédulo de elasticidad inicial incognoscible, v. g. infinito,
el devenir de esta cantidad prosperé exponencialmente, pasando de ser un mero factor
de proporcionalidad experimentalmente observado, a una constante intrinseca que los
materiales poseian per se, antes incluso de que un observador interactuase con el material
para comprobar su existencia. Mas atn, era entonces, cuando no se aplicaba ningin
esfuerzo sobre el material, cuando su mddulo eldstico existia pristina y verdaderamente,
lo que conllevé a la identificacion del médulo de elasticidad con la tangente a la curva
tensién-deformacion en el origen, i. e., £ = ‘fl—g, en € = 0, induciendo asi la creencia de
que los materiales, al menos, cumplen la ley de Hooke cuando nada los perturba. Asi, por
ejemplo, los ingenieros llevan més de un siglo intentando determinar cual es el médulo de
elasticidad inicial del hormigén, i. e., su valor cuando aiin no ha sido cargado y todavia
no se han puesto de acuerdo en un valor universalmente aceptado [31-33].



24 SOBRE LAS CURVAS o0-¢ DE HORMIGONES Y OTROS MATERIALES
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Fig. 10. Portada del nimero 33 (1899) de la revista Schweizerische Bauzeitung —Revista de la
Construccién Suiza— en el que K. W. Ritter propone por primera vez una ley de tipo exponencial para

la curva de deformacién del hormigén.
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2.1 Las primeras propuestas
2.1.1 Karl Wilhelm Ritter

Podria decirse que el accidente, ya mencionado en el capitulo anterior, que se produjo el
28 de agosto de 1901, en el que se derrumbd el edificio en construccion para el Hotel zum
Bdren en Basilea, causando la muerte de varios de los trabajadores que se encontraban
trabajando en la obra, marcé un antes y un después en la todavia incipiente investigacién
sobre el hormigén armado. Inmediatamente a la catdstrofe, siguié una amplia y agria
controversia en contra del nuevo material en la prensa suiza de la época realizada, entre
otros, por J. Rosshéndler [34], a la saz6n, ingeniero de una empresa de construccién de
estructuras metalicas, que ataca violentamente al sistema Hennebique.

El debate finalmente se tranquilizard gracias a la intervencién de dos profesores del
FEidgendssische Technische Hochschule', —archiconocido como ETH de Zurich—, Karl
Wilhelm Ritter y Frangois Schiile, expertos llamados al rescate del hormigén armado por
las autoridades politicas.

Fig. 11. Karl Wilhelm Ritter (1847-1906).

Ritter, profesor de estatica grafica y de construccién de puentes en el ETH, nos
interesa porque, ademas de haber asistido a las primeras demostraciones del sistema
Hennebique e intervenir en el debate que siguié al accidente de Basilea, fue uno de
los primeros en profundizar en el control cientifico del hormigén armado, proponiendo
en 1899, en la revista Schweizerische Bauzeitung [35] —figura 10— una ley de tipo
exponencial para la curva de deformacién del hormigon.

La ecuacion propuesta por Ritter se escribia:

o= f’(l - e—lOOOa) (5)

C

"nstituto de Tecnologfa Federal Suizo.
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donde f! representa la tensién méxima alcanzada en el ensayo de rotura a compresién de
la probeta de hormigén.

En favor de esta ecuacion, Ritter argumenta que, ademaés de ser la que més se ajusta a
la curva tensién-deformacién del hormigén, por analogia con el comportamiento eldstico
del hierro fundido, es coherente con la férmula de pandeo de columnas de hierro fundido
de Schwarz-Rankine:

(6)

(o
k = —-—
14 0.0001(4)?

donde oy}, es la tension admisible de pandeo, o es la tensién maxima admisible del material,
[ es la longitud efectiva de la columna e 7 es el radio de giro de su seccién transversal.

En efecto, calculando el mddulo de elasticidad como la derivada de la curva o-¢,
obtenemos:

d d
= | - 70 = pl1000e~ 1% = 1000(f; - o).
Si, ahora, en la férmula de la carga critica de pandeo de Euler:
w?El
b, = 12 (7)

sustituimos el mddulo de elasticidad por el valor obtenido derivando la ec. (5), obtenemos:

_ w1000(f; — o)1
— 2

Py

sustituyendo Py por Aoy —donde A es el drea de la seccién tranversal de la columna—,
I por i?A y 72 por 10, volvemos a obtener:

k= —fé
140.0001(%)*

lo que mostraria la coherencia de la ecuacién propuesta con la férmula para la tensién
critica de pandeo de Schwarz-Rankine.

En lo que afecta a nuestra investigacién, las caracteristicas destacables de la ecuacion
propuesta por Ritter son:

1. Su estructura implica un cierto modelo de dano, ya que tanto la evolucién de la
tensién o = f/[1—e~190] como la del médulo de elasticidad E = 1000(f.—o), estdn
gobernados por términos que evolucionan decreciendo monoténicamente hacia 1 en
el caso de la tension (1 — €71909)y hacia cero en el caso de médulo de elasticidad

(1000(f. — 0)).
2. El valor de la derivada de la funcién en el origen es un valor discreto que depende

de la resistencia méaxima del material:

0 000 7!
de le=0

3. La grafica de la ecuacién no presenta un maximo.
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El método de evaluacién de la bondad del ajuste de las curvas se basara en el calculo
de tres estimadores, a saber:

1.

Tension (MPa)
[§e] [x*] (4]
[=] o (=]

—
n

10

Fig.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

La Suma de los Errores Cuadraticos —Sum of Squared Errors (SSE)—, definida

como:
N 2
SSE = Z (Ui - 0'(87;))
i=1
donde o; representa cada uno de los valores de la tensién medidos experimental-
mente, o(e;) los correspondientes valores predichos por la curva que se analiza y N
el nimero de valores tomados para comparar.

. El Coeficiente de determinacién —R2—:
N 2
B __Elzl(%“—ﬂkﬂ) L SSE

N _ - N _
> iz (0 —0)? > i1 (0 —0)?
donde & es la media aritmética de los valores de la tensién medidos experimental-
mente.

. La Raiz del Error Cuadratico Medio — Root Mean Square Error (RMSE)—, es
decir:
2
N <O‘i - 0(5¢)>
MSE = -_—
RMS ; ¥

: : : : : : : =4 Experimental
--------------- prosreen s g T === Rifter -
———————————————— ———————— SSE=1764 -
| | : § § | § R’?=0.3876
............... breeeromecrec s g | RMSE=3.94 -]

. . 3
Deformacion relativa « 10

12. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta ensayada con tasa de incremento

de la tensién constante (M1) y la ecuacién propuesta por Ritter —ec. (5)—.
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La desviacion de la ecuacion de Ritter de los datos experimentales es debida a que el
valor f! es s6lo alcanzado por dicha ecuacién en el limite, cuando la deformacién tiende
a infinito, por lo que decfamos que no presenta un maximo?, aunque su ajuste probable-
mente fuese mucho mejor en la época en que fue propuesta, en la que la resistencia de
los hormigones era mucho mas baja que en la actualidad y los métodos y méquinas de
ensayo distaban mucho de los hoy empleados.

2.1.2 La ecuacion de Bach

Otra ecuacion, aparecida en los primeros afnios de investigacion cientifica relativa al hormi-
gbén en la que nos detendremos, corresponde con la ecuacién ya citada en el capitulo an-
terior, propuesta por Julius Carl von Bach en 1897, que en términos generales escribimos
€omo:

oc=Ke" (2)
con 0 < n < 1, cuya derivada resulta:
do Kne™
~Z - K n—1 — ]
de e € (8)

lo que implica que en el origen, la pendiente de la curva tensién-deformacién se haga
infinita.

Esta ecuacion, cuya eficacia ha sido puesta de manifiesto en numerosas ocasiones en
el caso de materiales que experimentan endurecimiento por deformacion, ha sido, sin
embargo, denostada por algunos autores, por lo que, en nuestra opinién, no es mas que
un prejuicio.

En efecto, Rowe [15] considera que suponer un médulo de Young E infinito es poco
tangible, mientras que Popovics [36], aunque admite que se corresponde bastante bien
con un grupo de datos experimentales desde tensiones no demasiado bajas hasta casi la
tension méxima —citando a Walker [31]—, la critica por dos razones:

Primero, porque la tangente a la curva representada por la ec. (2) en el origen
es vertical, lo que indica un mdédulo de elasticidad inicial infinitamente grande.
FEsto, por supuesto®, estd en conflicto con la experiencia. En sequndo lugar,
la ec. (2) no tiene un mdzrimo en € = €.

Aunque volveremos sobre este punto més adelante, diremos aqui que no sabemos a
qué experiencias se refiere Popovics con las que la ecuaciéon de Bach estd en conflicto,
ya que cuando € = 0, 0 = 0, es decir, no se ha podido interactuar con el material para
comprobar si un médulo de elasticidad impuesto como condicién de contorno estd de
acuerdo o no con unos datos experimenteles que atin no se han podido obtener.

Por el momento retengamos que la ecuacién de Bach no presenta un maximo —por
lo que también la compararemos tinicamente con la probeta M1—, y que su derivada en
el origen presenta un valor infinito.

La comparaciéon con los datos experimentales y los estimadores de la bondad del
ajuste de la curva a dichos datos se muestran en la figura 12.

2Hemos realizado la comparacién sélo con la probeta M1, ensayada con tasa de incremento de la
tensién contrante, ya que la ecuacién propuesta por Ritter no contempla la parte descendente de la
curva.

3El enfatizado es nuestro.
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Fig. 13. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta ensayada con tasa de incremento

de la tensién constante (M1) y la ecuacién propuesta por Bach —ec. (2)—.

Esta curva ha sido comparada actualizando y adaptando los pardametros propuestos
por Bach en 1897 para nuestro hormigén medio actual, con lo que el mejor ajuste se ha
obtenido tomando como valores de los pardmetros: K = 4923 N/mm? y n = 0.7035, con
lo que se obtiene la ecuacion:

o = 4926709

2.2 Smith y Young

La propuesta de Smith y Young merece un apartado exclusivo, por un lado, por ser
la mas citada entre todas las ecuaciones propuestas sobre el comportamiento tenso-
deformacional del hormigén y, por otro, por la estrecha relacion que dicha ecuacién
mantendra con la preconizada en la presente tesis. En un primer articulo de 1955, Smith
y Young [37], diseian un calculo en flexién basado en la ecuacién de Bach, proponiendo
que el valor del exponente n debe ser proporcional a la resistencia ultima a compresién
del hormigén. Inmediatamente después, abandonan la ecuacién de Bach en su articulo
de 1956 [38] para proponer una funcién exponencial en los siguientes términos: se habia
encontrado —sin cita alguna— que la relacién tenso-deformacional:

o =cMe e (9)

se ajustaba bastante bien a los resultados de los ensayos de rotura de probetas cilindricas
que presentaban un decrecimiento de la tension maés alla de la tension maxima. Los val-
ores de M y de N son constantes evaluadas en términos de las propiedades del hormigén,
imponiendo las siguientes condiciones de contorno:

o=fl=e=¢p
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d

o _,
dE £=€0

Con ello, la ec. (9) se transforma en:

o= fecel-3) (10)
€0

Que por razones que se veran claras més adelante, preferiremos expresar la ec. (10)
en la forma equivalente:

/
o= Locexp [— (5_50)] (11)
€0 €0

Compararemos la ec. (10), propuesta por Smith y Young con la curva experimental
obtenida al ensayar la probeta de hormigén medio con tasa de incremento de la de-
formacién constante (¢ = 2 x 1076 s7!) —curva M2—. En este caso, si presenta un
maximo.

i A D L A
o0 _ ________________ _______________________ _________________ —Smithy Young| |
45_ ___________________ NN T —¢—Experimental | i
i i § SSE=9265 1
A0y : : ] R°=0.2351 | 7
3 : : | | RMSE=12.03 1
A e i e —
| |
330 """""""" """"""""""""" """""""
5 .. i i
2 25 N R P
= L H H I H H
2 : : 1 1 1
20 o e G B B
et e e e —
10 i
5
% 1 2 3 4 5 6
Deformacion relativa x 107"

Fig. 14. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta ensayada con tasa de incremento

de la deformacién constante —curva completa (M2)— y la ecuacién propuesta por Smith y Young.

Las caracteristicas méas destacables de la ecuacién propuesta por Smith y Young
pueden resumirse en:

€0
ciona decreciendo monoténicamente hacia cero. —Se vera con mayor claridad en
el capitulo dedicado a materiales y métodos—.

1. Representa un modelo de dano, pues la tensién o = E—és exp [ — (&22)| evolu-
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2. El valor de la derivada de la funcién en el origen es un valor discreto que depende
f/
= lee,

de los datos experimentales f! y eq: (ciTg|a:D o

3. La gréfica de la ecuacién presenta un méaximo impuesto por las condiciones de
contorno en € = ¢g.

4. Alser f!y e datos experimentalmente obtenidos, la ecuacién no depende de ningtin
parametro, por lo que carece de grados de libertad para adaptarse a posibles cam-
bios de forma de la curva experimental producidos, por ejemplo, por fenémenos de
inestabilidad.

2.3 Modelos basados en funciones racionales
2.3.1 Introduccion

A partir de los anos sesenta del siglo pasado, comienzan a aparecer una gran cantidad
de propuestas basadas en funciones racionales del tipo:

_ P
Qo)

donde P(g) y Q(¢g) son polinomios de diversos grados de la deformacién relativa e.

Si seguimos a Yip [39], las diversas dinastias de propuestas basadas en funciones
racionales no son mas que aproximaciones a la propuesta de Smith y Young revisada
en el epigrafe anterior. En efecto, si desarrollamos en serie de potencias la ec. (10)
obtenemos:

> Lége(l_%) _ fre _ efle (1)

€0 (5-1) 2 3
o€ 1+<§)+%<§) +é(§) +...

donde, a veces directamente mediante truncamientos otras mediante algunas manipu-
laciones y algoritmos algebraicos irian surgiendo diversas propuestas que revisaremos a
continuacién.

€0

2.3.2 Sturman, Shah y Winter

En la propuesta de Sturman, Shah y Winter [40] de 1965, el denominador Q(e) de-
saparece por completo, transformandose el numerador en una parabola invertida. La
ecuacién propuesta por estos autores se escribia:

o = K1€ — K2€n (13)

donde n, K1 y K3 eran parametros desconocidos a determinar experimentalmente. Segin
sus autores, n, K1 y Ko fueron elegidos de tal manera que se minimizara la suma de los
cuadrados de las diferencias entre los valores de la tension calculados y los experimental-
mente medidos, llegando a los valores de K7 = 4000 ksi (27579.03 MPa), Ko = 517000
ksi (3564588.52 MPa) y n = 1.9, y concluyendo:
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Es posible que otras funciones distintas de la polindmica usada en la ec. (13)
puedan conducir a curvas tensidn-deformacion que muestren menores desvia-
ctones que la encontrada aqui. Sin embargo, el tipo particular de funcion
ciertamente no afectard a las conclusiones cualitativas y no parece producir
diferencias significativas cuantitativamente.

Por nuestra parte, hemos adaptado los valores de las constantes Ky, Ko y n al
hormigén medio que venimos usando como comparador y a los métodos de ensayo ac-
tuales, obteniendo como mejor aproximacién® a la curva experimental los valores de
Ky, = 57045.76 MPa y Ko = 8639149.24 MPa, manteniendo el exponente n = 1.9. Los
resultados se muestran en la figura 15.

BQfrersmenranenennaneesd e o cszs | === Sturman, Shah y Winter |+
: § i |~*=Experimental

QB LG L Rt LA reasnnsnn . R S — —
- [ssE=478200

dof —— g — NN RI=d84s

RMSE=86.44

° 05 1 15 2 25 3 35
Deformacion relativa y 1073

Fig. 15. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por
Sturman, Shah y Winter.

2.3.3 Desayt y Krishnan

El caso mas paradigmatico del truncamiento descrito en 2.3.1 es la propuesta de 1964 de
Desayi y Krishnan [41]:
Ke

U:ﬁ
1+ ()

(14)

donde se dice de K que® es una constante (el mddulo de elasticidad tangente inicial) tal

4El valor de K> se ha calculado de manera que la curva alcance un méximo de valor f. = 50.06 para
€0 = 0.001856 correspondiente al mostrado por la curva experimental de la probeta M2.

5En realidad, Desayi y Krishnan, en su articulo de 1964 emplean la letra E en vez de K, pero por
razones que se hardn claras més adelante, intentaremos no usar dicha notacién —salvo fuerza mayor—,
en lo que resta de tesis.
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_ 2f¢
que K = =

, de modo que la ec. (14) se reescribiria:
2fle
2
e |1+ (%)
que, como puede observarse, coincide con la ec. (12) si truncamos la primera potencia de

(5) v las de orden superior a dos, eliminamos el factor 3 del término (%)2 y sustituimos
el valor de € = 2.71828... por 2.

g =

F e e
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Fig. 16. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por

Desayi y Krishnan.

La ecuacién de Desayi y Krishnan goza, légicamente, de similares propiedades que la
propuesta por Smith y Young y, aunque en la parte ascendente de la curva parece adap-
tarse mejor a los datos experimentales que la de Smith y Young, en términos generales
se adapta tan mal que incluso muestra un valor de R? negativo.

2.3.4 Saenz

También en 1964, Saenz [42] introduce la siguiente ecuacién:

Ke
g = 3
K
v (5 -2)(5) + (5)

Comparandola con el desarrollo en serie de la ec. (12), rescata el término de la primera

potencia de (%) que habian eliminado Desayi y Krishnan, ponderandolo con el factor

(15)
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(1550 — 2) e introduciendo la constante K = % Los efectos de tales manipulaciones se

muestran en la fig. 17, resultando un valor de OK = 10550 MPa.

. 7N o
40 ;/ [\ Roco 5003

35 / / \ \ RMSE=6.085
o/ \ \L

] L\
20 [ \ 4
15 / / \‘a%
10 / / ey
11/

0 1 2 3 o4
Deformacion relativa X 10-3

Tension (MPa)

w
(2]

Fig. 17. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por

Saenz.

En este punto, creemos necesaria una aclaracion: como pone de manifiesto Popovics
[36] en su comentario a la ecuacién de Saenz, si ésta pretende cubrir la parte descendente
del diagrama tensién-deformacion, entonces, al menos habria que anadir un término de
(&%) elevado al cubo. Esto revela que la ecuacién de Saenz no estd disenada para modelar
la curva completa tension-deformacién del hormigén, por lo que, si la comparamos con
los resultados de la curva incompleta M1 obtenemos resultados parciales mucho mejores
que los obtenidos para la curva completa M2, con un valor de K = 36780 MPa, (fig. 18).

60 .
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Fig. 18. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M1 y la ecuacién propuesta por

Saenz.
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2.3.5 Generalizaciones de la ecuacion de Desayi y Krishnan: Tulin y Gerstle,
Popovics y Carreira y Chu

Con Tulin y Gerstle [43] aparece, en 1964, la primera generalizacién de la ecuacién de
Desayi y Krishnan, en el sentido de que el exponente cuadratico de (%) pasa a ser un
exponente genérico —n— que, junto con la aparicién de una constante adicional, permite
dotar de mayor flexibilidad a la ecuacion de Desayi y Krishnan para adaptarse a distintas

circunstancias de materiales o métodos. La ecuacién propuesta era:

K1€

o=—"—7 (16)
g
Ko + (5>
La comparacién® con los resultados experimentales se muestra en la siguiente figura,
(fig. 19):
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Fig. 19. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por
Tulin y Gerstle.

Por su parte, Popovics [44] —saltamos ahora hasta el ano 1972— utiliza la funcién
propuesta por Tulin y Gerstle ya que presenta un maximo en € = gg si Ko =n —1, lo
que le lleva a proponer la variante:

oo Mt a7)
n—1+ (%)

5Volvemos a hacer hincapié aqui en que si se compara la ecuacién con los resultados experimentales de
la probeta M1, con parte s6lo ascendente, el ajuste que se consigue es bastante mejor, aunque preferimos
mantener la comparacién con la probeta M2, ya que el objetivo de la tesis se centra en la curva tensién-
deformacién completa del hormigén.
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introduciendo, como novedad, que n y €9 puedan ser expresados como funcién aproximada
de la resistencia méxima del hormigén — f/—, mediante las férmulas:

n=Kifl+1, g0 = Kav/f!

La curva mas ajustada a los datos experimentales de la probeta M2 se ha obtenido
para los valores n = 4.089, K1 = 0.062 y K5 = 0.000696, con lo que se obtiene la grafica
que muestra la fig. 20:
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Fig. 20. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por

Popovics o Carreira y Chu.

Por ultimo, la funcién propuesta en 1985 por Carreira y Chu [45], es igual a la de
Popovics:

fe
o= Lﬂ (18)
B-1+(5)

donde el exponente 3 y el valor de gy vendrian ahora determinados por las férmulas:

_(feN? _ / 5
B= (a) Y155, eo = (Cofl +168)10

lo que arroja unos valores® de C; = 36.69 MPa y Cy = 0.345.

2.3.6 Alexander

La ecuacién de Alexander [46] de 1965 puede considerarse una variante de la de Saez de

"Carreira y Chu advierten en su articulo que la validez de las férmulas para f. y o se restringe a
hormigénes en los que f. < 34.47 MPa.
8Los valores propuestos por Carreira y Chu en su articulo de 1985 eran C; = 32.4 MPa y C, = 0.71.
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1964. En efecto: la ecuacién de Saez (eq. 15) se escribia:

Ke

(52 () ()

mientras que la ecuacién propuesta por Alexander es:

K15
_ K 19
T T Kot (et K32 (19)

Identificando términos, vemos claramente que la ecuacién de Alexander coincide con
la de Saenz haciendo K; = Ke3, K3 = 2f’ —¢goy Ko = €3 — K3, mas el monomio —Kye.

Utilizando técnicas de ajuste de curvas, hemos podido determinar los valores de las
constantes de la ecuacién de Alexander para mejorar un poco el ajuste que proporcionaba
la ecuacién de Saenz. Los valores encontrados son: K; = 0.067, Ky = 1.8 -107%, K3 =
—0.0011 y K4 = 1656. Los resultados se muestran en la figura 20:
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Fig. 21. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por

Alexander.

2.3.7 Tsaz

Segiin sus propias palabras [47], la ecuacién propuesta por Tsai en 1988 puede ser con-
siderada como una generalizacién de la de Popovics y de la de Saenz. Su expresién es la
siguiente:

Kfd5)

(20)
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En efecto, haciendo K = "7, la ec. (20) deviene en la de Popovics (ec. 17). Por otro
lado, si n = 2, se transforma en la de Saenz (eq. 15).
Siguiendo a Popovics, Tsai hace depender los parametros K y n de la resistencia

dltima del hormigén — f/— segtin las férmulas:

17. 4
K:1+7—,9, n:6f58—1.85>1

Utilizando estas féormulas, nuestra probeta de hormigén medio M2 arrojaba unos
valores de K = 1.358 y n = 5.644, con lo que se obtiene un ajuste peor al que se
logra si actualizamos dichos pardmetros a nuestro hormigén actual tomando K = 1.08
y n = 3.747. Con estos valores se ha trazado la curva de la figura 22, mostrandose los
resultados del ajuste en dicha figura.
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Fig. 21. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por

Tsai.

2.3.8 Primer modelo disociado: la ecuacién de Wang, Shah y Naaman®

Partiendo de la propuesta de la tesis doctoral de 1971 de Sargin [48] correspondiente a
ecuaciones ya estudiadas del tipo:

AX + BX?

Yy =
1+CX +DX?

(21)

donde Y = %, X = % y A, B, C y D son constantes, merece una especial atencion, la

reinterpretacion de 1978 de Wang, Shah y Naaman [49], porque es la primera vez que se

9Attard y Setunge [74] vuelven a proponer un enfoque practicamente idéntico en 1996.
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proponen dos ecuaciones o, mas bien, dos variantes de la misma ecuacién, distintas en
funcién de si modelan la parte ascendente o la descendente de la curva. En efecto: los
autores afirman que la exactitud de la ec. (21) se mejora mucho cuando A, B, C' 'y D
toman valores distintos segin evalien la parte ascendente o descendente de la curva.

En funcién de los parametros tipicos que venimos estudiando en esta revisién biblio-
grafica, la ec. (21) puede reescribirse como:

FLEL(E) + Ka(£)°
1+ K3(S) + Ka(£)°

(22)

Tanto para la parte ascendente como para la descendente, imponen las siguientes
condiciones de contorno:

do
o= fl<e=¢p, d—:()<:>6:50
3
lo que obliga a que K; = % y que Ky = Ko + 1, por lo que podemos elminar dos

constantes de la ec. (22) y reducirla a:
2
f| 1+ Hge + K2

€0 [1 + K3(5) + (K2 + 1)(%)2]

g =

(23)
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Fig. 23. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M2 y las ecuaciones propuestas por

Wang, Shah y Naaman.

Para la determinacién de las dos constantes de la parte ascendente se imponen estas
otras dos condiciones:

! do E €0
=045 < ¢ = 0.45=C — ==
7 Jes=¢ B, e~ f!

<=0
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donde F. representa la pendiente de la recta que pasa por el origen y por el punto de la
curva de ordenada igual a 0.45f, (fig. 23). Con estas condiciones, se obtiene un ajuste
de la parte ascendente casi perfecto para los valores Ko = —0.3508 y K3 = —0.5752.

Para la determinacion de los pardmetros Ko y K3 de la version descendente de la ec.
(23), las condiciones impuestas son:

U:fi<:>526i, O':f2i<:>6252i

donde f; y €; son, respectivamente, la tension y la deformacién del punto de inflexién y
f2i v €2 se refieren a un punto arbitrariamente elegido tal que: eq; —e; = ; —g¢ (fig. 23).
Asi se obtiene un ajuste aceptable de la parte descendente para los valores de Ko = 0.132
y K3 = —1.996.

Mediante este enfoque se pueden obtener dos expresiones parciales que se ajustan
bastante bien, cada una a una parte de la curva experimental, mediante el conocimiento
de cuatro puntos clave, a saber: tension y deformacién en el maximo de la curva, tensién
y deformacién para 0.45f, —o bien el denominado mddulo de elasticidad secante (E.)
en ese punto—, tensién y deformacién en el punto de inflexion y, por iltimo, tensién
y deformacién en un punto simétrico del maximo respecto del punto de inflexién. Los
resultados del ajuste se muestran en la figura 23.

2.4 Modelos basados en distribuciones estadisticas del concepto de dano
2.4.1 Introduccion

Originalmente propuesta por Kachanov [50] en 1956, modificada posteriormente por
Rabotnov [51] y desarrollada sobre todo a partir de los anos ochenta del siglo pasado
[52-55], 1a Mecanica del Dafio Continuo —CDM!— ha sido ampliamente aceptada para
simular el complejo comportamiento constitutivo de muchos materiales utilizados en in-
genieria. En especial, los modelos basados en una variable interna de dano representada
por una funcién escalar —dano isétropo—, se caracterizan por su simplicidad de imple-
mentacién y versatilidad. Esta variable de dano refleja el nivel de deterioro del material
a medida que se va deformando y transforma las tensiones reales en tensiones efectivas,
de tal manera que una ecuacién general que relacione tensiones con deformaciones puede
escribirse en la forma:

o = U(E)1 - w(e) (24)

donde V(e) representa la respuesta del material no danado y w(e) una funcién escalar de
dafio que varia entre 0 —cuando el material atin no ha sido tensionado— y 1 —cuando
se produce el colapso de dicho material—.

Las propuestas que presentaremos a continuacién, asumen que la funcién w(e) res-
ponde a una funcién de distribucién de probabilidad —CDF!— de ocurrencia del dafio de
las particulas del material y se diferencian dependiendo del tipo de distribucion estadistica
elejida para simular la evolucién de dicho dafio en funcién de la deformacién relativa
impuesta por el ensayo.

2.4.2 Shah y Winter

La ecuacién propuesta en 1966 por Shah y Winter [56] podria considerarse una mera

10 Cotinuum Damage Mechanics.
1 Cumulative Distribution Function.
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generalizacién de la de Smith y Young (ec. 11),

K1€—2

" (25)

o= Kjeexp | —(
donde K;, K2 y m han de determinarse experimentalmente.

Sin embargo, este articulo es de capital importancia para el desarrollo de esta tesis,
puesto que en él se deduce, por primera vez, la férmula exponencial —usada también por
Smith y Young con ligeras diferencias— a través de la teorfa estadistica de la resistencia
de materiales de Weibull [57, 58].

Shah y Winter introducen un microelemento estructural de hormigén, compuesto
de una particula cilindrica de drido rodeada por la matriz de mortero de cemento (fig.
24) con un comportamiento perfectamente eldstico y perfectamente fragil. Por razones
de simplicidad analitica, suponen ademas que el mddulo de elasticidad del arido y del
mortero es el mismo.

l————
l————
l————
f———
g
l————
—————
l————
l—————

mortero

d/2 2r d/2

AR

Umed

\j

|

Fig. 24. Esquema del microelemento estructural

de hormigén segtin Shah y Winter.

Sobre esta base, el hormigén podria ser concebido como un material compuesto por
un numero muy grande de estas unidades estructurales. La resistencia individual de cada
elemento podria determinarse por un ensayo de rotura, aunque si este ensayo se repitiese
para cada elemento, el valor de la carga de rotura no seria siempre exactamente el mismo
—debido, por ejemplo, a la variabilidad de la relacién g en cada elemento—, sino que
presentaria cierta dispersién en torno a un valor medio central. Por tanto, no es posible
indicar un valor exacto de la carga de rotura para el elemento, aunque si lo seria indicar

una probabilidad definida de rotura para cada valor o de la tensién aplicada.
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Fig. 25. Portada del articulo de Weibull de 1939.
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La idea de Shah y Winter fue adoptar la funciéon de distribucién de probabilidad
propuesta en 1939 por Weibull para la resistencia de las unidades estructurales elemen-
tales de que estaria compuesto el hormigdn, de manera que a medida que éste es cargado,
aquellas de dichas unidades que presenten menor resistencia, romperian en primer lugar,
mientras que aquellas con mayor resistencia continuarian resistiendo produciéndose una
redistribucion de esfuerzos y un proceso de rotura progresivo.

La funcién de distribucién de Weibull desplazada se puede escribir asi:

T — Tq

F(w;m, 20, 74) = 1 = exp | — ( )" (26)

o

por lo que si, como suponen Shah y Winter, el comportamiento de los microelementos es
linealmente eldstico hasta su rotura fragil, en la ec. (24), hacemos ¥(e) = K¢ e identi-
ficamos la funcién de dano w(e) con la funcién de distribucién de Weibull, obtenemos:

£ — Zq €— Xq

oo tte(i- (1 n [ (52 ) < s [ 52

En la formulacion definitiva de Shah y Winter, se modifica un tanto la expresion
anterior —entendemos que para que se cumplan algunas condiciones de contorno que no
especifican—, quedando finalmente en la forma:

K1€—2

o= Kjeexp | —( 7
2

)" (27)

= Shah y Winter
—+—Experimental

SSE=1316 1
R‘=0.8913 [ 7
RMSE=4.645 1

Tension (MPa)

Deformacion Relativa -3

Fig. 26. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por
Shah y Winter.
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El mejor ajuste se obtuvo (fig. 26) para los valores K; = 63690, Ky = 1124 y
m = 1.185.

Como colofén de esta breve resena del articulo de Shah y Winter nos quedamos con
su conclusién nimero 7:

La teoria de comportamiento [aqui expuesta| demuestra que la breve inelasti-
cidad del hormigon puede ser explicada sobre la base del microcomportamiento
frdgil sin tener que invocar ningin proceso de fluencia que [por otra parte]
no ha sido observado experimentalmente.

2.4.3 Las ecuaciones de Blechman

La serie de tres articulos [59-61] que publicé Blechman entre 1988 y 1989, destaca, mds
que por las ecuaciones propuestas, por sus consideraciones tedricas sobre el proceso de
rotura del hormigén en el ensayo de compresiéon unaxial.

En efecto: en primer lugar, parte de la firme conviccién de que el intento de encontrar
una simple y tnica ecuacién para modelar la curva tensién-deformacién completa del
hormigoén es un trabajo inutil, debido a que en ella se concitan tres estados esencialmente
diferentes, a saber: una primera fase perfectamente eldstica, otra en la que se produce un
fenémeno creciente de atrofia de las caracteristicas resistentes del material y, por ultimo,
la fase final en la que se produce un proceso de destruccidn macroscépica en la que el
hormigén no acepta incremento de carga alguno.

Por ello, divide la curva tension-deformacién en tres tramos. Kl primero —tramo
verde de la grafica de la figura 27—, gobernado por la Ley de Hooke hasta un cierto valor
de la deformacion, €,, que se determinard mas adelante, es decir:

o1=Ke<=0<e<¢g, (28)

Obteniéndose, para nuestro hormigén medio, el mejor ajuste con un valor aproximado
de K = 39990 MPa.

El segundo representaria el citado proceso de atrofia de las caracteristicas resistentes
del hormigén y que podemos identificar con el proceso de dafio presentado en 2.4.1
mediante la ecuacion:

Atr(e) =1 - G(e)

donde la funcién G(g) = exp[—e?/2¢2] es la funcién Gaussiana convencional para valores
positivos, también conocida como distribucién seminormal. El proceso de razonamiento
era como sigue:

Blechman parte de la extraordinaria similitud que observa entre la funcién de densidad
de probabilidad de Lord Rayleigh:

72

fz;d) = % exp [;?}

y la parte ascendente de la curva tensién-deformacion del hormigén. En términos de
tensiones y deformaciones tendriamos:

o = Keexp [;;22} (29)
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Imponiendo Z—g = 0, se obtiene d = ¢¢ y la ec. (29) se reescribe ahora:
e=¢g
—e2
— Keexp | 5] 30
o € exp 22 (30)

La ec. (30) serfa vélida si la atrofia del material se manifestase desde el principio,
es decir, desde € = 0. Sin embargo, Blechman mantiene que existe un intervalo, entre
0 y &4 en el que el comportamiento del hormigén es perfectamente eldstico, sin que se
produzca el fendmeno de atrofia. Por tanto, si € < g4, entonces G(¢) = 1y 01 = Ke.
Para el intervalo ¢, < € < gp tendremos:

Ge) = exp [ 5o 31

con lo que la funcién para las tensiones mas alld de ¢, valdra ahora:

o = Keexp {(52612%)2]

ecuacién a la que Blechman denomina funcion central.

Para que la gréifica propuesta por Blechman sea continua, las derivadas laterales
correspondientes de las ecuaciones (28) y (32) deben igualarse, por lo que la ec. (32)
debe modificarse y escribirse ahora como:

—(g —€4)? —(e — Ea)Q}

U:K(g—ea)exp[ P } —i—Ksaexp[ 5 (33)

Volviendo a imponer Z—g = 0, se obtiene d? = eq(eg — €4), por lo que la ec. (33) debe
E=EQ

reescribirse en la siguiente forma:

o9 = Keexp

e )2
(e 5a)):| (34)

2e0(e0 — €4

donde o9 es el modelo propuesto por Blechman para el tramo de la curva tensién-
deformacién entre €, y €9 —tramo verde de la grafica de la figura 27—.
Sabiendo que € = g9 <= o = f! es posible encontrar un valor bien definido para &g,
obteniéndose:
f

£ = 0 [1 +2In (K—goﬂ (35)

Si bien la concordancia de las ecuaciones propuestas por Blechman en estos dos
primeros tramos es excelente, su ajuste con los datos experimentales en la rama des-
centente de la curva deja bastante méas que desear, ademdas de proponer una estrategia
un tanto barroca.

Blechman parte de la base de que, mientras en el tramo entre el limite elastico g4, y el
limite maximo &g, las micro rupturas de sus granulos tensionados no afectan a su macro-
continuidad o macrorigidez, en la parte descendente la situacion cambia drasticamente,
déandose la aparicién y crecimiento de grietas macroscépicas —observables a simple
vista—, reduciéndose la rigidez global de la pieza y, en definitiva, produciéndose un
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mecanismo creciente de destruccion de la misma, gobernado fundamentalmente por la
forma de aplicar la tensién o la deformacion mediante la maquina de ensayo.

Por ello considera inaplicable el concepto de tensién en esta fase, reemplazando la
relacién tension-deformacién por la relacion deformacién-respuesta del hormigén, regida
por dos macrofunciones: o(e) —descrita por la funcion central de la ec. (32) adaptada
a las caracteristicas especificas de la rama descendente de la curva— y F'(¢), una funcién
especial que daria cuenta del estado de confinamiento de la probeta.

Estas dos macrofunciones podrian ser obtenidas sélo a través del algoritmo numérico
iterativo que se presenta a continuacion, comenzando en € = ¢y y computandose hasta
€maz —¢€l Ultimo punto obtenido de la curva—, en pasos de anchura Ae:

A¢ = R(e)Ae (36)

£ = EO+ZA£ (37)
Ge) = exp [ E] (38)
o(s) = KEG(©) (39)
AC, = AR(e)C(e) (40)
AC; = Kd<1 R(e )Ae (41)
F(e) = Z(A@—AG@ (42)
Cle) = 00+§:Aca (43)
e = 5 (44)

_ _ 2

Grie) = exp [“M%:O)} (45)
R(e) = £+ (1-£())Cr(e) (46)
o3(e) = o(e)+ F(e) (47)

donde:

&, AE: deformaciones efectivas en la rama descendente de la curva o-¢ del hormigén
y su incremento.

Co, C(g): Potencial de confinamiento por friccién, valor inicial y valor actual.

R(e), AR(e): funcién adimensional que describe la disminucién de macrorigidez de-
bida a la macrodestruccion de la probeta y su incremento.

F(e), f(e): funciones que describen la componente de la respuesta debida al confi-
namiento. —f(e) es adimensional—.

G(§): Gaussiana de la atrofia en la rama descendente.

AC,: incremento de la funcién de confinamiento debido a la manifestacién de un
potencial de friccién durante el proceso de macrodestruccion.

ACy: incremento del factor de consumo del confinamiento.
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K4: coeficiente experimental.

Gr(e): Gaussiana de la destruccién de la macrorigidez.

o3(€): respuesta resultante del hormigén en la rama descendente —tramo magenta
de la grafica de la figura 27—.

Para sortear la evidente circularidad del algoritmo, son necesarios los siguientes valo-
res iniciales: R(gg) =1, AR(g9) =0y F(g) = 0.

Las constantes a determinar experimentalmente en esta parte de la curva son K4, Cy
y d%. Desgraciadamante, en los articulos de Blechman no se proporcionan valores para
estas constantes, por lo que para establecer una comparacion con nuestros resultados
experimentales, hemos ido ajustdandolos a través de numerosas pruebas hasta obtener la
que estimamos mejor aproximacién, —mostrada en la fig. 27— para los valores Ky =
0.001, Cy = —10 y d% = 5.5 x 1070 que, aunque se ajusta bastante bien en las partes
inicial y final de la curva, no consigue hacerlo en la zona inestable del proceso.
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Fig. 27. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M2 y las ecuaciones y el algoritmo

incremental propuestos por Blechman.

2.5 Modelos multiexponente
2.5.1 Collins, Mitchell y MacGregor

La ecuacién propuesta por Collins, Mitchell y MacGregor [62] en 1993, en principio, no
se diferencia en nada de las ya examinadas de Popovics o Carreira y Chu:

e
7= n—l—l—(%)nk )

En efecto, basta hacer n = nk en la ec. (17) para obtener la de Popovics, o f = nk en la
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ec. (18) para identificarla como la de Carreira y Chu. Sin embargo, su enfoque diferente,
que estudiaremos a continuacién, justifica su inclusion en este apartado.

La variante se produce, por un lado, porque Collins et al. también consideran —
como Wang et al. o Blechman— que son necesarias dos expresiones distintas, una para
la parte ascendente de la curva y otra para la descendente, coincidiendo ambas en el pico
de tensién f!, y por otro, porque mientras que Wang et al., —ec. (23)— proponen que
han de cambiarse las constantes de la ecuacién segin el tramo considerado, Collins et al.
sostienen que lo que debe modificarse en dicha ecuacion es el exponente, para adaptarse
a la parte ascendente o descendente, segtin el caso.

Para la parte ascendente de la curva, el valor de k seria igual a 1, con lo que, en este
tramo, la ecuacion seria idéntica a la de Popovics o Carreira y Chu. Para el exponente
n, tanto en la parte ascendente como en la descendente, proponen la férmula:

f/
=08+ (12) 19
n + 17 (49)

Es en la parte descendente donde el exponente se adapta a la nueva forma de la curva
mediante:

k= 0.67 + (g;) (50)

Aunque en el articulo se proporciona una férmula para el cédlculo de gy, el mejor
resultado se ha obtenido tomando su valor experimental, y paran y k los valores n = 2.922
y k = 1.281. Sin embargo, como se aprecia en la figura 28, los resultados s6lo mejoran
muy ligeramente los de Popovics o Carreira y Chu.

i e r—r—r
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ol | ' : . ' ' i ]
2 1 : : 1 : 1
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T — — T — ]
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1 1 I 1 1 1
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ic i -3
Deformacion relativa 10

Fig. 28. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por
Collins, Mitchell y MacGregor.
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2.5.2 Tasnimsi

Otra formulacién idéntica corresponde a la propuesta por Tasnimi [63] en 2004. Partiendo
de la misma férmula que Popovics, Carreira y Chu o Collins et al. —en la que sélo se
modifica n, 8 o nk por nP%— y de similares consideraciones sobre partes ascendente y
descendente de la curva y variabilidad del exponente propone:

()

0 = 7Paq (51)
£
(5)" +mo—1
donde para la parte ascendente de la curva, el valor de nP? vendria dado por:
1
nP? = — (52)
=

siendo F = i—‘;| .—0» s decir, el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva en el
origen.

Tanto para la parte ascendente como para la descendente, el valor de n se mantiene
constante —ya que, segin Tasnimi, sélo depende de caracteristicas que se suponen gene-
rales del tipo de hormigén—, aunque p y ¢ variardn segin modelen la parte ascendente
o la descendente, atendiendo a los siguientes razonamientos:

En la ascendente, por conveniencia, asume p = 3 y ¢ = 1, mientras que en la descen-
dente, manteniendo fijo el valor de p = 3, Tasnimi determina el valor de ¢ de manera que
se mantenga la continuidad de la curva y, ademads, pase por el punto de inflexion si éste
se produce'?; es decir, si P; = (g;, fi) es el punto de inflexién, resolviendo las siguientes

ecuaciones:
3q

(&) (&) -

I
o

lo que conduce a:

g;+e
In [ln(ioo)}
_ In (%) 54

1= " Shn o)

Si bien en el articulo de Tasnimi se proporcionan formulas empiricas para el calculo de

go v E para tres grandes tipos de hormigones — de peso ligero, de peso normal y de alta

resistencia—, su desviacion de los datos experimentales actuales nos ha llevado a utilizar

nuestro valor experimental para £ y a buscar el valor de F —mediante iteraciones— que
produjese el mejor ajuste posible, encontrandose el éptimo para E = 41080 MPa.

Los resultados se muestran en la fig. 28 —representa la curva obtenida para los

valores calculados de n = 1.4297 y ¢ = 1.8443—, de la que cabe destacar que, mientras

el ajuste es bastante bueno en la parte ascendente y en la descendente hasta el punto de

inflexion, mas alla de éste la curva tiende a cero con excesiva rapidez.

128 la curva no presenta punto de inflexién, Tasnimi propone la siguiente expresién alternativa para

4 3
la curva tensién-deformacién del hormigén sin punto de inflexién: o = (28 — 3) (%) +(4-3p) (%) +
6(%)s con 5= Z2.

€0
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Fig. 29. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta M2 y la ecuacién propuesta por

Tasnimi.

2.6 El Cédigo Modelo y la EHE-08
2.6.1 Introduccion

Terminamos esta revisién, necesariamente selectiva, de las propuestas mas destacables
encontradas en la bibliografia sobre modelizacién matematica de las curvas tensién-
deformacién de hormigones sometidos a ensayos de compresién uniaxial realizando un
repaso sobre las propuestas oficiales, como las del Comité Furo-International du Béton
—CEB-—, la Fédération Internationale de la Précontrainte —FIP—, o la espanola!®
Instruccién de Hormigén Estructural EHE-08 [23].

El Cédigo Modelo para Estructuras de Hormigén fue una iniciativa de la época en
que no existian cédigos internacionales. Debido a que, en aquellos momentos iniciales,
CBE-FIP eran organizaciones destinadas a sintetizar y compilar las investigaciones y
experimentos cientificos internacionales, se consideré como un paso adelante importante
convertir esos conocimientos y experiencias en documentos practicos de diseno y calculo,
de tal manera que las comisiones normativas nacionales pudiesen aprovecharlos. De
hecho, los primeros cédigos —redactados en forma de recomendaciones— de 1964 y 1970
se usaron de esta manera. Finalmente, el primer Cdédigo Modelo para Estructuras de
Hormigén [64] fue publicado en 1978 después de su aprobacién por el CEB en su décima
novena Sesién Plenaria celebrada en Granada en septiembre de 1977 —su publicacién se
asocié con el octavo Congreso de la FIP celebrado en Londres en mayo de 1978—.

Desde aquella época, el Cédigo Modelo ha tenido un considerable impacto en las

3Para una revisién de las ecuaciones propuestas por las comisiones de algunos otros paifses véase, por
ejemplo [65].
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normativas nacionales de muchos paises y, mas concretamente en la armonizacion de los
procesos de normalizacién, como ejemplifican las actividades de la Comisién Europea, los
paises del este, el Comité Nérdico para la Regulacion de la Edificacion y los miembros de
la Asociacién Europea de Libre Comercio. En realidad, el Furocode 2: Design of Concrete
Structures, Part 1: General Rules and Rules for Buildings —publicado en Espana como
Norma UNE [66, 67]— utilizé como documento bésico de referencia el Cédigo Modelo de
1978.

Naturalmente, el trabajo del CEB de sintetizacion de resultados de investigacién e
informacién técnica, con el objetivo de trasladarlos a la practica, continué y, llegado un
cierto momento, se vio la necesidad de realizar una revisién del Cédigo Modelo. Asi, se
puso en marcha el objetivo de redactar el primer borrador completo del Cédigo Modelo
de 1990, poniéndose manos a la obra la tanto el CEB como la FIP y el primer borrador
completo del Codigo Modelo de 1990 fue presentado durante el undécimo congreso de
la FIP en Hamburgo en junio de 1990 y su aprobacién tuvo lugar durante la vigésima
séptima Sesién Plenaria del CEB en septiembre de 1990, en Paris. La versién definitiva
[68] fue ratificada en la siguiente Sesién Plenaria del CEB en septiembre de 1991.

2.6.2 El Codigo Modelo de 1990

La ecuacion propuesta por el Cédigo Modelo de 1990 tanto para la rama ascendente como
para una parte de la rama descendente se escribe:

1| £(5) - (;)2]
1+ (£ -2)(2)

donde E = fng y Es = %, es decir, la tangente del angulo que forma la recta que

(55)

g =

une el origen con el pico de tensién (eg, f7), denominado mddulo secante desde el origen
hasta el pico de tension.

Esta ecuacién, que puede ser derivada de la propuesta de Sargin'® haciendo en la ec.
(21) A= E%? B=1,C= (EES —2)y D =0, se declara valida sélo para el tramo compren-
dido entre el origen y una cierta deformacién limite, £;;,,, correspondiente a la tension de
0.5 que se produce pasado £ y para hormigones de resistencia caracteristica inferior a
80 MPa. Para el resto de la rama descendente, el cédigo propone otra ecuacién opcional
—vya que se transcribe en la columna izquierda del texto— dada por las expresiones:

f'e

2
() (5)"+ (2 -¢) (5)
€0 €0 €0

14En realidad coincide con la propuesta de Sargin y Handa [69] de 1969, que se escribia:
2
J [A(i) -(p-1)(3) ]
o= 5
1+ (A— 2)(;) + D(é)

haciendo A = E£ y D = 0 en la parte ascendente, aunque Sargin y Handa mantienen el parametro D # 0
en la parte descendente de la curva.

g =

(56)
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con
2
im E im E
4[(20) (£-2) +220—Es]

fSO <E5 )

Aunque el cédigo proporciona expresiones para F, €, v fija el valor de g9 = 0.0022,
los valores obtenidos con las expresiones del cédigo no se adaptan a los que arrojan
nuestros datos experimentales de la probeta M2, por lo que el mejor ajuste se ha obtenido
para los valores F = 41210 MPa y €1, = 0.00261. Los resultados se muestran en la figura
30:

1 v N v N | v v v N | N N v v 1 v v N v 1 v v v N |
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Eso‘
I N ]
& oz
225
= L
K
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L T e
) L — — e — I s
0 SN SN NS N U S S——— _— .
G 1 1 L 1 I 1 1
0 1 2 Slim 3 4 5 6
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Fig. 30. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M2 y las ecuaciones propuestas en
el Codigo Modelo CBE-FIP MC 90.

El Cédigo modelo de 1990 fue reformado parcialmente en 1995 por el Boletin de
Informacién no. 228 del CEB [70] en el que —siguiendo el modelo propuesto por Gysel
y Taerwe [71]—, se amplia el intervalo de validez de las ecuaciones a 50 MPa < f/ <
100 MPa, se propone la misma ecuacién que en el Codigo Modelo de 1990 para la rama
ascendente —ahora valida sélo hasta el pico de tensién f/— y se modifica la ecuacién de
la rama descendente mediante la siguiente expresién:

oo de (58)

()
n—1

donde n = €g+t y t se determina experimentalmente para cada resistencia caracteristica
del hormigén. El valor propuesto para un hormigén de f, = 50 MPa —como el de la
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probeta M2—, por Gysel y Taerwe era de ¢ = 0.00807. Nosotros hemos encontrado el
mejor ajuste de la curva —que se muestra en la fig. 31— para un valor de ¢t = 0.007236.

50 —Gysely Taerwe Il ||
I Gysely Taerwe | | |
45 —e— Experimental 7
7T, | AR S — A V. W SRR N SSE=1109 |- .
i _ | g g R2=0.8698
A5 _________________________ ______________________ _______________________ RMSE=3.7733 |.______ i
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| A B e e e B e ittt i T B -
‘15_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
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CO 1 2 3 4 5 6
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Fig. 31. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M2 y las ecuaciones propuestas por

Gysel y Taerwe —Boletin de Informacién no. 228 del CEB—.

2.6.3 El Codigo Modelo de 2010

En el momento que escribimos estas lineas, el Cédigo Modelo de 2010 es todavia un
borrador [72,73] pendiente de aprobacién por la Asamblea General de la fib'®, en el
que la ecuacién que se propone es la misma que la del Cédigo modelo de 1990, con
la diferencia de que su aplicabilidad se amplia ahora hasta hormigones de 120 MPa de
resistencia caracteristica. Por otra parte, se vuelve al campo de validez restringido del
Cédigo Modelo de 1990 —olvidando el modelo de Gysel y Taerwe del Boletin no. 288
del CEB—, un poco mas alld del pico de tensién, hasta un cierto &, cuyo valor se
proporciona en una tabla, siendo £y, = 0.0034 para hormigones de f. = 50 MPa. Para
la rama desdendente més alld de €, no se ofrece ecuacion pero si el siguiente comentario:

La parte descendente de la curva tension-deformacion depende fuertemente
de la probeta y su geometria, de las condiciones de contorno y de las posibi-
lidades de redistribucion de esfuerzos en la estructura. En los ensayos, puede
observarse una fuerte dependencia de la rigidez de la mdquina empleada. Du-
rante el proceso, mas alla de ey, se producen microfisuras en una zona de
fractura de extension y ancho limitados. Se supone decisiva para la fractura
de una determinada probeta una zona de fractura simple. La tension en la

15 Fédération internationale du béton. Asociacién creada en 1998, con sede en Lausana, procedente de
la fusién del CEB y la FIP.
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zona de fractura desciende con un desplazamiento a cortante en bandas locales
de cortante de anchura de fisura w. = 0.5 mm. La deformacion ultima, €y,
es debida al desplazamiento w. relacionado con una cierta longitud dada en la
Figura 4-4 del Boletin 42 de la fib. La parte descendente de la curva tension-
deformacion depende del tamano y, por tanto, no es sélo una propiedad del
material (véase la Figura 4-5 del Boletin 42 de la fib).

El diagrama tension-deformacion del hormigon, generalmente cumple con la
representacion esquemdtica mostrada en la Figura 5.1-3. La rama descen-
dente de la curva tension-deformacion deberia ser considerada como la en-
volvente de todas las posibles curvas tension-deformacion del hormigdn, que
tiende a suavizarse como consecuencia de su microfisuracion.

Adems4s de estas consideraciones, que nos servirdn de inspiracién a la hora de hacer
nuestra propuesta en el siguiente capitulo, lo méas destacable, siendo uno de los ejes
principales en esta tesis, es la inclusion, por primera vez, del enfoque basado en la teoria
del dano que aparece en el apartado dedicado a estados de tensiéon multiaxiales.

En efecto: en las paginas 124 a 126 del texto principal del borrador, después de
exponer las caracteristicas generales del modelo elasto-pléastico, el cual se declara apto
para describir el comportamiento triaxial no lineal del hormigén, también se admite el
modelo de dano para tal descripcién, partiendo de una ecuacién tensorial dada por:

o =Ee (59)

siendo E el tensor de elasticidad que variara de acuerdo con el modelo de dano. Como
caso especial se considera el dano isétropo escalar:

E = (1- D(8))Eo (60)

siendo Eg el tensor de constantes eldsticas del material no danado, 0 < D(f) < 1y 8
una medida de la deformacién equivalente con la restriccion 8 > 0. Ademas, en el caso
de estados simples de carga, se afirma que expresiones para D(f3) como:

0 B < Bo
D(B): ,(5*50
1—¢

)g (61)
K B> Bo

son apropiadas, donde los parametros By, 54y g pueden ser derivados del comportamiento
uniaxial del material. Notemos aqui que la expresién propuesta para D(5) —ec. (66)—
no es otra que la funcién de distribucién de Weibull desplazada —ec. (26)—.

2.6.4 La Instruccion de Hormigon Estructural EHE-08

El Real Decreto 1247/2008 de 18 de julio, por el que se aprueba la Instruccién de
Hormigén Estructural (EHE-08) [23], compila la reglamentecién técnica —de obligado
cumplimiento— relativa al proyecto y ejecucién de las estructuras de hormigén en nuestro
pais.

Como marco normativo de un pais perteneciente a la Comunidad Europea, su con-
tenido ha de adaptarse al grupo de normas ya citado EN-1992 “Eurocédigo 2. Proyecto
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de estructuras de hormigén” [66,67] que, a su vez, como ya se ha visto, tienen como do-
cumento basico de referencia el Cédigo Modelo. Por ello, la ecuacion propuesta —en los
comentarios de la Comisién Permanente del Hormigon, no en el articulado de obligado
cumplimiento— por la EHE-08 coincide con la propuesta por el Codigo modelo de 1990
con ligeras modificaciones. La ecuacién propuesta por la EHE-08 es:

22 - ()]

1+ (k-2)(2) o

g =

es decir, se ha sustituido el término E% de la ecuacion del Cédigo Modelo de 1990 —ec.

(55)— por el parametro k, que ahora se da mediante la ecuacién:

_ J;é)
k=1+2¢ (40 (63)
ademds, para el valor de g, se proporciona la expresion:

!
# (64)
10E0.4f1)

443k + /(4 +3k)2— 40

g0 —

donde E g4y es la tangente del dngulo que forma la recta que pasa por el origen y por
el punto de la curva de ordenada o = 0.4f/ con la horizontal.

Esta curva se declara valida sélo hasta una cierta deformacion limite, e, que, a
diferencia con el Cédigo Modelo de 1990, se obtiene de la ecuacién:

Elim =

1 +3.1e<k11)]go (65)

Al contemplarse su validez sélo para la parte ascendente méas un pequeno tramo de la
descendente —hasta e;,,—, excusamos su comparacion con nuestrros datos experimen-
tales.

2.7 Cuadro resumen

Finalizamos este capitulo mostrando en la tabla 4 un resumen de las ecuaciones anali-
zadas, ordenadas cronoldgicamente, conjuntamente con los valores de su tangente en el

origen , asi como los valores de la suma de los errores cuadraticos —SSE—, del

aog
) de
e=

coeficiente de determinacién —R?— y de la raiz del error cuadrético medio —RMSE—,
calculados al compararlas con nuestra curva modelo experimental completa —obtenida
al ensayar el hormigén medio de la probeta M2,

8 Excepto para la ecuacién de Ritter y la ecuacién de Bach, que se han comparado con la probeta M1,
al no ser aptas para representar la curva tensién-deformacién completa.
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Ref. | Ano | Autor(es) Ecuacién %‘Z’ 0 Ajuste
SSE=306.8
9 1897 Bach o= Ke" 00 R? =0.9805
RMSE=2.528
SSE=1764
35 | 1899 | Ritter o = f/(1 — e1000<) 103 7 R2 = 0.8876
RMSE=5.94
Smith SSE=9265
38 | 1956 y o= ;iése*(ioso) L R? = 0.2351
Young RMSE=12.03
Desayi SSE=16230
41 | 1964 y o= 2= L R2 = —0.3396
«o1+()’]
Krishnan RMSE=15.92
SSE=2333
42 | 1964 Saenz o= Ke . K R? =0.8074
(B2 -2) (5)+(5)
RMSE=6.085
Tulin SSE=462
43 | 1964 = K KL R? =0.9619
Y 7T e (3) =
Gerstle RMSE=2.752
Sturman, SSE=478200
40 | 1965 | Shahy 0= Kie — Kye" K R? = —38.48
Winter RMSE=86.44
SSE=1340
Ky Ky —
46 1965 Alexander g = m — K4€ m K4 R2 = (0.8894
RMSE=4.612
Shah SSE=1316
7(1(15—2)’” K 9
56 | 1966 y o=Kee \ L | R?=0.8913
el-%)
Winter RMSE=4.645
o = —ele/eo) SSE=1428
n=1+(5) ,
44 | 1972 | Popovics n=Kf +1 50{271 5 R2? = 0.8821
Ep = KQ \4/ fé RMSE=4.76
Wang, SSE=35.661
(122 ) ek, 2
19 | 1978 | Shahy |o= (32)erms S| 1428 | R2—o09041
o146 () +r4n) ()]
Naaman RMSE=0.9939
Carreira o= L/Eo)ﬁ SSE=1428
p1+(%)
45 | 1985 y g0 = (0.71f, + 168)1075 e R? = 0.8821
Chu B =(f!/32.4)% + 1.55 RMSE=4.76

Tabla 4 Cuadro resumen de las ecuaciones analizadas y sus resultados de ajuste.
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Ref. | Afio | Autor(es) Ecuacién i—g 0 Ajuste
c=Ke (0<e<e¢g,) SSE=1221
59-61 | 1988 | Blechman | o = Ke€%0( 20 (¢, < & < &) K R® = 0.834
ea =c0(1+2In (L))
algoritmo incremental (e > €g) RMSE=5.5068
o= cola) SSE=1381
() ()
47 | 1988 Tsai Kie R? = (.886
K =14 129 =
n=Jb 185>1 RMSE=4.72
TEL () _ (=)
o= sl (5)(5)] (€ < €lim) SSE=5504
1+ -2) (i)
68 1990 MC 90 = 5 K R? = —1.6994
T () (5) (a9 () '
“ €14 502 K EE-U K
¢ = 4[(%) (75_2)+2%_K7;] RMSE=8.62
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Tabla 4 (Continuacién). Cuadro resumen de las ecuaciones analizadas y sus resultados de ajuste.







CapriTULO 3
METODOLOGIA

¢Por qué se ha de temer a los
cambios? Toda la vida es un cambio.

H. G. Wells.

No existe en las ideas nada de
positivo que permita llamarlas falsas.

Spinoza.

los métodos o teorias en que se apoya, haciendo un pequeno repaso sobre sus

origenes y principales aplicaciones para continuar, en una presentacion in crescen-
do con el desarrollo de cada una de las propuestas parciales sobre las que se ird comple-
tando la ecuacion definitiva que se preconiza en el presente trabajo de investigacion.

En el proceso de construccion de esta ecuacion, eventualmente, serd necesario que
nos detengamos sobre algunos aspectos esenciales en el desarrollo de la misma, entre los
que destacamos el papel del médulo de elasticidad clasico y su relacién con la velocidad
de transmisién de los impulsos mecénicos a través del material ensayado, la naturaleza
del propio hecho de ensayar la probeta o la inmanencia de la incertidumbre que afecta a

E n este tercer capitulo, verdadero nicleo de la tesis, expondremos, en primer lugar,

todo el proceso.

3.1 La teoria estadistica de la resistencia de materiales de Weibull
3.1.1 Introduccion

Aungque el articulo mas famoso y més citado de Ernst Hjalmar Waloddi Weibull —nacido
en Vittskove, Kristianstads (Suecia) el 18 de junio de 1887 y fallecido en Annecy, Rhone-
Alpes (Francia) el 12 de octubre de 1979— fue el que public en el Journal of Applied
Mechanics [58], de la American Society of Mechanical Engineers en 1951, ya, en su
articulo de 1939 [57], su teoria estadistica de la resistencia de materiales estaba comple-
tamente desarrollada aunque, debido al estallido de la Segunda Guerra Mundial durante
aquellas fechas! y a haber aparecido en proceedings de relativamente poca distribucion,
el articulo quedé relegado al ostracismo, lo que originé que Weibull sintetizara los resul-

No olvidemos que la neutralidad de Suecia durante la Segunda Guerra Mundial ha sido puesta en
entredicho pues estuvo bajo la influencia alemana durante la mayor parte de la guerra y quedé aislada
del resto del mundo por medio de bloqueos.
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Fig. 32. E. H. Waloddi Weibull (1887-1979).

tados del articulo original y los volviese a publicar doce afos més tarde para la ASME.
La reaccién a este articulo de 1951 varié desde el escepticismo —siendo el propio autor
uno de los escépticos— hasta el rechazo total: la afirmacién de Weibull de que los datos
podrian seleccionar la distribucion y ajustar los parametros parecia demasiado buena
para ser verdad. No obstante, la fuerza aérea estadounidense reconocié el potencial de la
teoria y financié su investigacién hasta 1975. En la actualidad, el andlisis de Weibull es el
principal método a nivel mundial para el andlisis y ajuste de datos de ciclo de vida de todo
tipo de materiales, elementos de maquinas o sistemas mds complejos, tanto artificiales
como biolégicos. En el articulo original, las ideas principales de la teoria desarrollada
por Weibull pueden seguirse a través del sencillo experimento mental que exponemos a
continuacién:

Sea una barra de un determinado material de longitud [ y area de la seccién transversal
A sometida a una tensién que la lleva hasta rotura por accién de una fuerza F, y sea
o la tensién interna que experimentan los puntos materiales de la barra uniformamente
distribuida sobre el area de la seccién. Si este experimento se repite con otras barras,
el valor obtenido en cada experimento de la carga de rotura para las distintas barras no
sera exactamente el mismo, aunque los valores obtenidos podran ser agrupados en torno
a su valor medio e indefectiblemente mostrardan cierta dispersién que, en algunos casos,
serd bastante considerable. Asi pues, no es posible indicar un valor de la carga de rotura
absolutamente exacto —una afirmacién que, evidentemente, sigue siendo valida sea cual
sea la magnitud fisica de la que estemos hablando—, pero si es posible —o, al menos,
Weibull asume que lo es— indicar una probabilidad de ruptura definida para una tensién
dada. Si P es la probabilidad, entonces P = f(0), o también P = w(e), es decir, P serd
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una funcién monoténicamente creciente de la tensién o de la deformacién®. Si la tensién
—o0 la deformaciéon— es muy pequena, P ~ 0y, para tensiones —o deformaciones— muy
grandes, P = 1.

Sea ahora el sistema tensionado compuesto, no de una, sino de dos barras idénticas
colocadas una al lado de la otra. Supongamos que este sistema estd sometido a una
carga doble 2F, es decir, a la misma tensién que en el caso de la barra simple y, por
tanto, experimenta la misma deformacién. Si a la tensién o1, la deformacién alcanza un
valor €1 para el que podemos saber —por el experimento anterior— que la probabilidad
de ruptura de una séla de las dos barras idénticas es P = 0.5, la probabilidad de que
la barra resista la tension, es decir, su probabilidad de supervivencia serd S = 1 — P.
De acuerdo con la teoria de la probabilidad, la probabilidad P(1 M 2) de que dos sucesos
independientes, con probabilidades de ocurrencia individual P(1) y P(2) respectivamente,
ocurran simultdneamente se obtiene multiplicando las dos probabilidades individuales,
es decir:

P(1Nn2)=P(1)- P(2)

De ello se sigue que, en el caso que acabamos de mencionar, la probabilidad de que ambas
barras resistan la tensién es S(1N2) = S2. Asf pues, en este ejemplo, para la deformacién
€1, la probabilidad de supervivencia se ha reducido a 0.25, mientras que la de rotura ha
aumentado a 0.75.

Si el sistema esta compuesto por dos barras, ahora acopladas en serie y sometidas
a una fuerza F', produciendo una tensién o en ambas barras, el resultado serd exacta-
mente el mismo que en el caso en que las barras estaban acopladas en paralelo, es decir,
la probabilidad de rotura a la tensién o1, —que produce una deformaciéon ;— habra
aumentado del 50% al 75%. De una manera general, la curva de distribucién Py, para
cualquier longitud de barra L puede ser obtenida de la curva de distribucién P para la
longitud unitaria / de acuerdo con la férmula: 1 — P, = (1 — P)%, o también:

In(1—-Pr)=L-In(1—-P) (66)

Si tenemos un conjunto de barras acopladas en serie y en paralelo, el volumen V' del sis-
tema tensionado serd proporcional a la longitud total L y, si P, es la curva de distribucién
para la longitud de barra [ que corresponde al volumen unitario, tendremos:

In(l1—-Pr)=V-In(l - P,) (67)

Ahora, si hacemos B = —In(1 — P,) y lo llamamos riesgo de rotura, B serd propor-
cional al volumen V' y a In(1 — P,) que es funcién tnicamente de la tensiéon —o de su
correspondiente deformacién—.

Consideremos ahora el material desde un punto de vista fenomenoldgico y asumamos
que es un medio continuo, como habitualmente hacemos en teoria de la elasticidad y
asumamos, ademas, que las propiedades del material —desde un punto de vista macroscé-
pico—, sean tales que la probabilidad de que se produzca la rotura sea igual para todos
sus puntos: entonces diremos que el material es isétropo. Respecto de tales materiales,

2Aunque en el articulo de Weibull, la variable independiente es siempre o, nosotros, atendiendo al
objetivo de la tesis, tomaremos como variable independiente la deformacion relativa e que experimenta la
barra, sin pérdida de generalidad, ya que, precisamente, nuestro objetivo es encontrar la funcién o = o(¢)
que asumimos que existe.
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encontramos que el riesgo de rotura dB para un pequeno elemento de volumen dv se
determina por la ecuacién:

dB = —In(1— P,)dv (68)

Como ha sido mencionado anteriormente, In(1 — P,) es funcién sélo de o o de ¢ y es
negativo, ya que (1 — P,) < 1. Entonces podemos escribir

dB = w(e)dv (69)

luego si la distribucién de tensiones —o deformaciones— es arbitraria, el riesgo de rotura
sera:

B = /w(a)dv (70)

donde w(e) es una funcién caracteristica del material que contiene sus propiedades re-
sistentes.
La probabilidad de rotura de la barra sera, por tanto:

Po=1-eB=1_¢ JoOd (71)

ecuacion que, segin Weibull, expresa la ley fundamental de un material fragil isétropo.

Definiendo la funcién B = [w(e)dv o bien w(e) = % y tomandola como punto de
partida, hemos derivado la ec. (71) de manera puramente fenomenolégica. Sin embargo,
se puede vislumbrar una idea bastante grafica de dicha funcién poniéndola en relacion
con las hipdtesis de Griffith [75] y Smekal [76]. De hecho, asumiendo la existencia de
numerosas zonas débiles en el interior del material, ya sea, en forma de microfisuras —de
acuerdo con Griffith—, o en forma de dislocaciones en la malla atémica —de acuerdo
con Taylor® [77-79]—, la resistencia se reducirfa. Asumiendo ademds que todas esas
zonas débiles son de tal naturaleza que alcanzan la rotura en cuanto se encuentren en un
volumen sometido a la tensién ¢ y suponiendo que existen n zonas débiles por unidad de
volumen y que la tension o estd concentrada en el interior de un pequeno volumen dwv,
entonces la probabilidad de rotura del elemento de volumen sera dP = ndv. Si, en lugar
de uno, tenemos N elementos de volumen dv y la probabilidad de rotura es P, entonces,
la probabilidad de supervivencia serd S =1 — P = (1 —dP)" = (1 — ndv)", luego:

P=1—(1-ndv)".
El volumen total sometido a tensién, serd entonces V = Ndv y tendremos

nV\N nV\ mrnV
le—(l——) :1—(1——)
N N
Ahora bien, si N aumenta tal como dv disminuye indefinidamente hasta que V se

hace constante, obtenemos:

P=1-— lim

N
nV—>OO

A

( ’;\‘7/) W eV (72)

3En 1934, Egon Orowan, Michael Polianyi y Geoffrey Ingram Taylor, mas o menos al mismo tiempo,
pero independientemente, se dieron cuenta de que las deformaciones plédsticas de los materiales ductiles
podian ser explicados en términos de la teoria de dislocaciones desarrollada por Vito Volterra en 1921.
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Noétese que la ecuacién (72) concuerda con la ecuacién (71) por lo que w(e), en conse-
cuencia, puede ser interpretada como el niimero de zonas débiles por unidad de volumen
que causan la rotura a una tensiéon —o deformacién— menor o igual que ¢ —o que e—.
Consecuentemente, la funcién w(e) debe ser una funcién mondétonamente creciente de la
deformacién €.

3.1.2 La distribucion de Weibull

Finalizamos este apartado, repasando las consideraciones que llevaron a Weibull a pro-
poner la distribucién que lleva su nombre. En la segunda parte de su articulo fundacional,
sostiene que si bien las ecuaciones (71) 6 (72) estan basadas en especulaciones puramente
tedricas —y, por tanto, no estaran dotadas de ningun significado fisico a menos que sea
posible determinar mediante experimentos una funcién del material, w(e), cuya expresién
pueda ser supuesta valida con cierta seguridad para un determinado material— los resul-
tados de los ensayos pueden llevar a demostrar la existencia de una funcién de distribuciéon
caracteristica para cada material concreto y que, usando dichos datos experimentales es
posible encontrar la forma matemaética de esa funcién.

Para ello, elige un sistema de coordenadas que considera el mas adecuado a la hora de
calcular la funcién de distribucién atendiendo a la ec. (71), segun la cual, la probabilidad
de rotura era P = 1 — e~ J«@E4  Para una distribucién uniforme de tensiones en el
interior del volumen V, tenemos P =1 — e~ V«() y, por tanto:

Inln (ﬁ) =lnw(e)+InV (73)

Haciendo el cambio de variable y = Inln <ﬁ> obtenemos y = Inw(e) +InV, de forma

que una variacién del volumen V' de la probeta sélo implicard una traslacién paralela de
la funcién de distribucién.
En este momento, introduce su celebérrima propuesta: si elegimos la funcién w(e) de

la forma: B .
wie) = (5 805“) (74)

entonces, haciendo el cambio de variable x = In(e — ¢,), la ec. (73) se vuelve lineal en z,
resultando:
y=m(z —1Inegy) + K (75)

con K =InV. De esta manera, representando los datos en este nuevo sistema de coorde-
nadas, obtendremos una recta cuya pendiente nos proporcionaré el valor del exponente m
que, como preconizaba Weibull, son los datos los que nos dan la funcién de distribucion.

El método adolece del inconveniente de presuponer el conocimiento de la constante e,
la cual, por definicién, es desconocida. Para soslayar este inconveniente, Weibull aconseja
representar primero los datos en el sistema de coordenadas y = Inln (ﬁ), x=Ine. Si
de este modo la grafica obtenida sigue una linea recta, ello implicara que €, = 0. Si, por
el contrario, la grafica se sitda sobre una linea curva, ello querra decir que ¢, # 0 y habra
que hacer intentos sucesivos —fig. 33—, para encontrar el valor correcto de €, que haga
que la curva se convierta en linea recta?.

4 ~ . , . . 2

En los afios en que fueron escritos los articulos de Weibull este proceso era necesariamente grafico,
por lo que resultaba tedioso. Hoy en dfa, con el uso de un ordenador y software adecuado puede tomar
s6lo unos segundos.
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€4 demasiado alto

Inln(1/(1-P))

4 exacto

£q demasiado bajo

o
1C_)2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Ihe

Fig. 33. Valores, por defecto y por exceso, del parametro €, que hace a la distribucién de Weibull

lineal en el plano z =1Ine, y = Inln (ﬁ)

Si el valor estimado de la constante ¢, es demasiado alto, la curva obtenida sera
convexa, mientras que si es demasiado bajo, la curva se inclinard hacia el lado opuesto
mostrandose céncava, circunstancias que nos ayudaran a ir ajustando el valor de ¢, hasta
que la curva se aproxime a una linea recta tanto como sea posible.

Llegados a este punto, estamos en condiciones de escribir las expresiones de la dis-
tribucién de Weibull —desplazada®—, en funcién de la deformacién que experimenta una
probeta de volumen unitario de un material genérico.

e Funcién de distribucion:

F(g;e4,60,m) =1 —exp [— (8 ;)Ea)m} (76)

eFuncién de densidad:

m /€ —gg\m1 € — Egvm
f(5§5a7507m):€0< = ) exp[—( - ) } (77)
eEsperanza matematica:
1
E(X)=cq+ gor(1 n 7) (78)
m

donde I'(+) es la funcién Gamma de Euler.

® Aunque Weibull la escribié como en la ec. (76), en la actualidad se conoce de manera estdndar la
distribucién de Weibull como F(g;m,e0) =1 — e (=) ', es decir, sin el pardmetro de desplazamiento.
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3.1.3 La Distribucidon del Valor Extremo Generalizada

En estadistica, la Teoria del Valor Extremo analiza las condiciones bajo las cuales, los
extremos de una muestra aleatoria convergen hacia una distribucién limite no degenerada
cuando el tamano de la muestra n tiende hacia infinito. El desarrollo de los modelos
fundamentales de esta teoria se deben, entre otros, a Fréchet [80], Fisher y Tippett [81]
y Gnedenko [82].

El teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko —también conocido como teorema de Fisher-
Tippet o Teorema del Valor Extremo— es un resultado general de la Teoria del Valor
Extremo que llevé al desarollo de la distribucion asintética para modelizar maximos, o
minimos, denominada Distribucién Generalizada del Valor Extremo —GEVD%—. En la
Teoria del Valor Extremo, este teorema juega analogo papel que el Teorema Central del
Limite en el estudio de medias. Su enunciado puede formalizarse como sigue:

Sean X1, > ... > X;, > ... > X, , un conjunto de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con una funcién de distribuciéon comun F, es
decir, F(z) = P(X;, < z), y sea M,, el maximo de todas ellas, esto es, M,, = X1, =
max(X1p > ...> X;p > ... > X, ,), que tendrd como funcién de distribucién:

n
n<x;...;Xnn§x):HP(Xi,n§:E):F”(x)

I — I
i=1

PM,<z)=P(Xi1,<uz..;X;

El Postulado de Estabilidad establece que para obtener una distribucién limite no de-
generada, es necesario reducir el maximo mediante la aplicacién de una transformacién
lineal con coeficientes a,, € R, b, > 0 que dependan sélo del tamano de la muestra n,
esto es:

P

M, —
("7“" < g;) = F"(an + bpz) = F(z) (79)
n

en cuyo caso se dice de F(x) que es una distribucion maz-estable”.
Entonces, si existen las constantes a, € R y b, > 0, se cumple:

n—o0

G(z) = lim P(M”b;a” < x) (80)

donde G(x) es una distribucién asintética no degenerada que representa la funcién de dis-
tribucién estandar del valor extremo —GEVD— y que pertenece a alguna de las familias
siguientes: la distribucién de Gumbel [83], la distribucién de Fréchet o la distribucién de
Weibull.

Con mas propiedad, podria decirse que las distribuciones citadas son casos particu-
lares de una distribucién asintética general denominada Distribucién del Valor Extremo
Generalizada, cuyas ecuaciones pueden tomar la forma®:

S Generalized Extreme Value Distribution.

"Ya que F™ es la funcién de distribucién de M,, = max(X1,n > ... > Xin > ... > Xn.n), donde
Xi.» son variables independientes e idénticamente distribuidas con distribucién comin F', la propiead
de maz-estabilidad la satisfacen aquellas distribuciones para las cuales la operacién de tomar maximos
muestrales da lugar a una distribucién idéntica.

8En realidad, en Teorfa del Valor Extremo, la GEVD se expresa: G(z) = exp [ — (1 + 5(%)) Tl],
pero por coherencia con la Mecdnica del Dafio Continuo, en cuyo seno trabajaremos més adelante,
preferimos expresar su opuesta, restandola de la unidad. De la misma manera, tomamos £ en vez de %
por concordancia con la forma con que hemos venido expresando la distribucién de Weibull.
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e Funcién de distribucién:

l/x—ay, -
G(:L‘;an,bn,f)zl—exp[—<1+£< b )) ] (81)

eFuncién de densidad:

—¢ —£-1
g(z;an,by, &) = blnexp [— (1 + é(gj gj%)) ] [1 + 2<$ ;nan)] (82)

elisperanza matematica:

E(X) = an + &by [P(1 - 2) - 1] (83)

En efecto: tomando & = 0, la DGVD no esta definida, pero si el limite:

i 1+ 2(75)| =t
luego se obtiene
GEVDlzl—exp{—exp<—(x;an)ﬂ (84)

que es la GEVD de tipo I o distribucién —opuesta— de Gumbel.
Por otra parte, tomando m = &, obtenemos:

— —m
GEVDpp =1 —exp |- (=) ] (85)
Zo
que es la distibucién —opuesta— de Fréchet con z, = a,, + mb, y x¢o = mb,,, que dan
cumplimiento al Postulado de Estabilidad —ec. (79)—.
Por ultimo, haciendo m = —¢:

GEVDyp =1 —exp | - (* ;Ox“)m} (86)

que, como sabemos, es la expresién mas habitual de la distribucién de Weibull trasladada®
o GEVD tipo III.

3.2 Calculo fraccional
3.2.1 Introduccion

Mientras las derivadas e integrales tradicionales son, por no decir més, elementos béasicos
para el ingeniero, esenciales como medio de conocimiento y trabajo con sistemas tanto
artificiales como naturales, el cdlculo fraccional es un campo, de uso poco frecuente, de los
estudios matematicos que surge de las definiciones clasicas de los operadores del calculo

9 Al deducir la GEVD tipo III se obtiene z, = a, +mb,, y £o = —mb,, lo que estaria en contradiccién
con la exigencia de que b, > 0. La Teoria del Valor Extremo salva esta dificultad redefiniendo la
distribucién de Weibull como GEVDyyp =0« 2 > 0y GEVDyyp =1 —exp[—(*77¢)"] < 2 <0
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diferencial e integral de forma similar a cémo los exponentes fraccionarios se consideran
una ampliacion de los exponentes de valor entero.

Consideremos el significado del exponente: de acuerdo con nuestros profesores de pri-
maria, los exponentes proporcionan una notaciéon abreviada de lo que es, esencialmente,
una multiplicaciéon repetida de un valor numérico por si mismo. Pero esta definicion
fisica se vuelve confusa si consideramos exponentes de valor no entero antes de que, en
el bachillerato, se introduzcan los logaritmos. Mientras —casi— cualquiera puede com-
prender que 2° =z -z -z -z - z, es decir, la cantidad = multiplicada por s{ misma cinco
veces, jcémo podriamos describir el significado fisico de 223? O, todavia peor, ;cual
es el significado fisico del exponente trascendente ™7 No es facil concebir lo que seria
multiplicar una cosa o una cantidad por si misma 2.3 veces, o 7 veces!? y, sin embargo,
estas expresiones tienen un valor definido para cualquier valor de = verificable mediante
desarrollos infinitos en serie o, como es méas comun hoy en dia, usando una calculadora.

K]
1}: 10 ' . . -
0.9t 03
0.8t
0.25
0.7+
0.6t 0.2t
> 0.5}t >
0.15
0.4t
0.3t 01
0.2t
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01f \ e
0 Thaianatityenst . . 0
0.04 0.06 0.08 01
X X

Fig. 34. Analogia entre exponentes y érdenes de derivacién fraccionarios.

Para ilustrar el razonamiento, nos ayudaremos de la fig. 34. A la izquierda represen-
tamos la grafica de las funciones fi(z) = 2° y fo(x) = 2. Los exponentes fraccionarios
aparecen como funciones que van ocupando las posiciones intermedias entre fi y fo.
En el lado derecho se representan las derivadas primera y segunda de fi(z) = 2°, es
decir: f{(z) = ‘%5 =5xty fil(x) = % = d%(%) = 4 (52%) = 202®. Ahora cabria
preguntarse: jseria posible definir otras derivadas de orden fraccionario entre 1 y 2 que
ocupen las posiciones intermedias entre % y ‘if; de manera similar a como se definen
los exponentes fraccionarios entre 5 y 67

En esta pregunta sitian la mayoria de los autores el nacimiento del concepto de
célculo fraccional y fue formulada por primera vez en 1695 por Guillaume de I'Hopital
en una carta a Gottfried Wilhelm Leibniz en la que se interesaba por el significado de la
notacién —hoy en dia la méas popular— de Leibniz g;—}{ para la derivada de orden n €

No :={0,1,2,...} ;Qué pasarfa si n = %? —preguntaba I'Hopital—. En su respuesta,

0Por no nombrar la considerada férmula matemdtica mds bella del mundo, debida a Euler: € —1 = 0.
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fechada el 30 de septiembre de 1695, Leibniz contesté a ’'Hopital lo siguente: ...FEsta es
una aparente paradoja de la que, algun dia, se sacardn consecuencias muy utiles.

Las siguientes menciones a las derivadas fraccionales fueron hechas, en diversos con-
textos por —a modo de ejemplos—, Euler en 1730, Lagrange en 1772, Laplace en 1812,
Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liouville en 1832, Riemann en 1847, Greer en 1859,
Holmgren en 1865, Griinwald en 1867, Letnikov en 1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884,
Nekrassov en 1888, Krug en 1868 y Weil en 1917. Asi, por ejemplo, en su libro de texto
de 771 péginas titulado Traité de Calcul Différentiel et du Calcul Intégral [84], Silvestre
Francois Lacroix dedica dos paginas —409-410, fig. 35— al calculo fraccional, mostrando
finalmente que:

d2v  vdv 2y/v

dv? VT VT

Ademds de —evidentemente— a la teoria de las ecuaciones diferenciales, integrales e
integro-diferenciales y a las funciones especiales de la fisica matematica, asi como a sus
extensiones y generalizaciones en una o varias variables, algunas de las areas de aplicacion
actual del cdlculo fraccional incluyen el flujo de fluidos, la reologia, los procesos dindmicos
de estructuras porosas y auto-semejantes —fractales—, la teoria del transporte difuso,
las redes eléctricas, probabilidad y estadistica, teoria de control de sistemas dindmicos,
viscoelasticidad, electroquimica de la corrosion, fisico-quimica, éptica, procesamiento de
senales, etc.

3.2.2 Definiciones de derivada e integral de orden fraccional. Cdlculo diferintegral

Partiendo de la férmula de Cauchy para el calculo de la integral iterada:

D) = [ [ [ s = = [ o - ora (87)

y de la generalizacion de la nocién de n! introducida por Euler a través de la funcion
Gamma: ~
I'(z) = / t*~le7ldt = T'(2) = (z — 1)!
0
donde z es ahora cualquier nimero complejo con Re(z) > 0, Liouville [85] llegd a la
integral que lleva su nombre, generalizando el ntiimero natural n a cualquier complejo!!
a con Re(z) > 0, con lo que surge la primera expresién formal para una integral de orden

fraccional —no entero—:
1 roof(t)dt
D™ %f(x) = 88
@) =57 | G (59)
Mas tarde, Riemann, siendo estudiante, modifica o generaliza la integral de Liouville,
cambiando el limite inferior 0 por a o el superior x por b, dando paso a las integrales de
Riemann-Liouville, que constituyen una de las definiciones que veremos de la integracion
fraccional:

oD% f(x) = F(la) /x (xf_(tt)ﬁt_a (x > a; Re(a) > 0) (89)
b
Dy f @) = (1a) / (xf_(?;lfa (z < b; Re(a) > 0) (90)

HPara los fines perseguidos en esta tesis nos bastars con que « sea un nimero real positivo.
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410 CHAP, V., APPLICATION DU CALCUL INTEGRAL

~Sil'on fait m=1, n=1, il viendra

Y i S 3
ey Y

en observant qu'entre les limites o et 1,
fizli=1, fAz(l)=[E]=1ivV7,

« étant la demi-circonférence du cercle dont le rayon est 1 (1160).
C’est ainsi que I'on parviendrait & I'équation primitive de la courbs
correspondante 2 I'équation différentielle

. - )’ﬂév = v Vdy,
dans laquelle dv est supposée constante. Au moyen de la valeur pré-

cédente de d*v, on la transformerait d’abord en "L@ = v\dy; et

W

quarrant ensuile chacun de ses membres, on ubﬁendrail%?:udy, d'ou

I'on conclurait
1 1 .
i—’]p= C—E, ou yle=2Cay—im.

1163. L'interpolation dont nous venons de donner un exemple,
s'opére facilement sur toutes les fonclions qui sont données par des
intégrales définies; et elle fournit en méme temps des expressions
fort simples des différentielles de certaines fonctions du genre de celles
que nous avons examinées dans les n™ 1016 et suivans. De I'équation
[pj = fdx (ll.-.:)” par exemple, on conclut sans difficulié les sui~

vantes ( note du n* 546),
d.(p)=dp=(12)(13), d.[p] = dpyaz (11Y(0L),
rrrrrrenieeaeereneseneenadnp] = dprfdr (li)’(lli)'.

Les différences s'obliennent d’une maniére analogue, en observant
que A'fXdx = [A"(Xdx); il vient alors '

Fig. 35. Pagina 410 del tratado de Silvestre Francois Lacroix: Traité du Calcul Diffe-
rentiel et du Calcul Intégral (2* Ed., Courcier, Parfs, 1819).
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donde D, f(x) y +D, ® f(x) se denominan integrales fraccionales por la izquierda y por
la derecha, respectivamente!?.

Las ecuaciones (89) y (90), s6lo permiten calcular integrales fraccionales, no derivadas.
Para el cdlculo de las derivadas fraccionales, Riemann propone primero aplicar la integral
fraccionaria'® y luego derivar de forma entera'®, es decir:

e _ di n—ari. _ 1 di * f(t)dt n = [Re(a
D) = g (D2 IO = iy | o (0= Re(@)l 1) (91)

Il N, I e L L (9T B
D51@) = o (D) = iy o |, e (n[Re(a)]H(;Q)

donde [Re(a)] es la parte entera de Re(«r). Por ejemplo, si queremos encontrar la derivada
de orden o = 3.4, n = [Re(3.4)] +1 = [3.4] +1 =3+ 1 = 4, por tanto se integra primero
con orden n — a =4 — 3.4 = 0.6 y luego se deriva normalmente 4 veces.

En 1967, Caputo [86] propone calcular las derivadas fraccionales a partir de la integral
de Riemann-Liouville de manera exactamente inversa, es decir, derivando primero reite-
radamente de forma convencional e integrando con orden fraccional al final, definiendo
asi una nueva version de las derivadas de orden fraccional:

n T an T
LD =D (4 00) = o | L = Refw)] +1) (99

n—ao

n b —d" T
chb"‘f(:n):zDg“a(d— f(a:)> =5 ! ) / @ f”t){f_zﬂ (n=[Re(a)] +1) (94)

dx™ n—ao
conocidas como las derivadas fraccionales de Caputo. Asi, si queremos encontrar la
derivada de orden o« = 3.4, n = [Re(3.4)] +1 = [3.4] +1 = 3+ 1 = 4, por tanto se
calcula primero la derivada cuarta de f(z) y luego se calcula la integral fraccional de
orden n —a =4 —3.4=0.6.
En efecto, si calculamos la derivada de orden o = 3.4 de la funcién f(z) = z° —entre
0 y x— mediante la propuesta de Riemann —o de la mano izquierda—, obtenemos:

DA () — 1 d4/x todt _ 1 d4<78125x5'6)_ 1253:1'6:83 04516
“T '0.6) dz* J, (x —1t)%4  T(0.6)dz*\ 150696 '(0.6) ‘

5

Si hacemos lo mismo aplicando el método de Caputo —o de la mano derecha—, obte-
nemos el mismo resultado:

d* (45 .
CDB(a5) = 1 /ﬂﬁ aE®)dt 1 /x 120tdt ~_ 125z'° 93,0416
m ro.6) Jy (z—t)°%* T(0.6) Jo (x—1t)°4 T(0.6)
Sin embargo, si intentamos lo mismo con la funcién constante f(x) = K, mediante
el procedimiento de Riemann obtenemos ,D$(K) = %, mientras que por Caputo

2Es posible ampliar el dominio de definicién [a,b] de las integrales de Riemann-Liouville hasta
(—00,00), con lo que podriamos escribir: _ oo Dy f(x) = DI“f(2) ¥y « D5 f(x) = DZ f(x).

13Né6tese que las derivadas fraccionales, al provenir de una integracién previa a la derivavién, tienen
limites. Por ello la notacién ,Dg o Dy .

MPor ello se conoce también al célculo fraccional como célculo diferintegral.
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resulta ,“D%(K) = 0, ya que la derivada enésima de una constante es idénticamente
cero.

Efectivamente, si a ¢ Ny, las derivadas fraccionales de Riemann-Liouville y Caputo
sélo coinciden en los siguientes casos:

LD () = uD2f(x) < fla) = f(a) =--- = F" (@) = 0 (n = [Re(a)] + 1)
DR f() = o DR f() <= F(B) = f/(B) =--- = F"D(b) =0 (n = [Re(a)] + 1)

Concluimos este apartado dando la definicién de diferintegral de Griinwald-Letnikov
[87,88]. Al contrario que en el enfoque de Riemann-Liouville, que deriva su definicién de
la integral repetida, la formulaciéon de Griinwald-Letnikov se aproxima al problema desde
el lado de la derivada. Para ello, partimos de la definicién de derivada como limite:

o S0 = (@)

h—0 h

(=) =

Aplicando esta férmula de nuevo podemos hallar la derivada segunda

, o lim flathitho)—f(z+hi) _ 45 f(ztho)—f(z)
f”(ﬂ?) — hm f (:C + h) f (.T) — hm h2_>0 h2 h2_>0 h2

h—0 h h1—0 hi

Eligiendo ahora h = h; = hy la expresién anterior se reduce a:

() :}Lii% f(z+2h) —2£Q($+h)+f(x)

e iterando el proceso n veces, podemos encontrar la definicién de derivada enésima
D" @) = tim = 3 -1y (™) - mn) (95)
x) = lim — — r—m
m

La ecuacién (95) puede generalizarse para valores no enteros de n, ya que en el

. 1 .

coeficiente (”) = 2 los factoriales no enteros pueden expresarse, como ya hemos
m m!(n—m)!

visto, mediante la funcion Gamma de Euler. Adema4s, el limite superior de la sumatoria,
n tiende a infinito tal como t*T“ —donde t y a son los limites de derivacion superior e

inferior respectivamente—, con lo que obtenemos:

t—a

Df(z) = lim = (—1)mmm€éa_+ni)+ /e =mh) (96)

que es la definiciéon de derivada fraccional de Griinwald-Letnikov en forma generalizada.

Por otra parte, es razonable pensar que, al igual que la definicién de integral fraccional
de Riemann-Liouville puede ser usada para hallar la derivada, la ec. (96) podria ser
modificada para hallar la definiciéon de integral fraccional de Grinwald-Letnikov. Esta
modificacién pasa por cambiar n en la ec. (95) por —n, con lo que aparece el coeficiente
(;?), que aunque no estd definido para niimeros enteros negativos, si puede generalizarse
para reales negativos haciendo uso una vez més de la funcién Gamma;:

<—a> _ Ly ltatm)

m m!T ()
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Con lo que obtenemos para la integral fraccional de Griinwald-Letnikov:

t—a

h

D fo) = fim b - LG o ) (97)

Tenemos pues, dos definiciones de cédlculo fraccional, la propuesta por Riemann-
Liouville y la de Griinwald-Letnikov. La pregunta inmediata es: json equivalentes las
dos definiciones? La respuesta es que si, aunque su demostracion excede los objetivos
de la presente tesis, por lo que tnicamente anadiremos que, mientras que la versién de
Riemann-Liuoville se presta muy bien para el cdlculo analitico de diferintegrales de fun-
ciones relativamente simples (2%, €%, sen(z), etc.), la forma de Griinwald-Letnikov es
mas adecuada cuando las funciones son de dificil o imposible integracion, pues permite
la utilizacién del anélisis numérico.

3.2.3 El cdlculo diferintegral y los modelos constitutivos

Podria decirse que los modelos constitutivos més simples son la ley de Hooke
o(t) = Ee(t) (98)

para solidos perfecta e indefinidamente elasticos y la ecuacién de los fluidos ideales New-
tonianos

o(t) = ndig) (99)

donde F y 7 son constantes.

La ecuaciones (98) y (99) representan modelos matemdticos para materiales sélidos y
fluidos ideales respectivamente, ninguno de los cuales existen en la naturaleza. De hecho,
los materiales reales combinan comportamientos de esos dos casos limite, quedando en
algtin lugar intermedio entre los sélidos y los fluidos ideales, si ordenamos los materiales
respecto de su firmeza.

La fig. 36 muestra una esquematizacién de ambos modelos. El elemento elastico
de Hooke se representa como un muelle, mientras que el elemento viscoso de Newton
se muestra como un amortiguador. En reologia, es practica comun trabajar con estas
representaciones en vez de escribir las correspondientes ecuaciones.

=[]

Hooke Newton

Fig. 36. Esquemas para los modelos de Hooke y Newton.
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Histéricamente, los elementos de Hooke y Newton fueron combinados con el propdsito
de dotar de las propiedades de ambos materiales ideales a modelos mds reales. Son
posibles dos combinaciones: en serie y en paralelo. De la conexién en serie de los dos
elementos basicos resulta el modelo de material viscoelastico de Maxwell y de la conexion
en paralelo se obtiene el modelo de Voigt. Ambos modelos todavia dejan mucho que
desear.

En el caso del modelo de Maxwell —fig. 37—, descrito por la ec. (100)

ds_lda o

si o = const = % = const, lo que significa que si la tension es constante, la deformacién
crece hasta infinito, lo que no corresponde con ninguna observacién experimental.

e
—aa—n

Maxwell

Fig. 37. Esquema del modelo de Maxwell.

En el caso del modelo de Voigt —fig. 38—, o y ¢ estan relacionados por:

d
o= E5+nd—i (101)

de lo que se sigue que si € = const = o = const, por lo que el modelo de Voigt no refleja
el fenémeno de relajacion de tensiones experimentalmente observado.

E

AN~

I
i
N
Voigt

Fig. 38. Esquema del modelo de Voigt.

En el siguiente nivel de complejidad, las desventajas de los modelos de Maxwell y Voigt
fueron objeto de mejora: el acoplamiento en serie de un elemento de Voigt viscoelastico
con un elemento elastico de Hooke, proporciona el modelo de Kelvin —fig. 39—:

do  Ey+E
o Bt B

de E2
— 102
dt n ) (102)

:E(— =2
o 1dt+n€
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E;

E;

Kelvin
Fig. 39. Esquema del modelo de Kelvin.

mientras que conectando un elemento de Maxwell con uno de Hooke en paralelo obte-
nemos el modelo de Zener:
do  F» de E1E2<€

s — (B 4 By —
dt—l-na (E1 + 2)dt+

(103)

Es

i AYAY
- ANN——

=
Zener

?7
|
1

Fig. 40. Esquema del modelo de Zener.

Tanto el modelo de Kelvin como el modelo de Zener proporcionan una buena des-
cripcién cualitativa, pero no son considerados satisfactorios desde el punto de vista
cuantitativo [89,90]. Por ello, se desarrollaron ulteriores modelos reoldgicos de mate-
riales viscoeldsticos mas complejos que consisten en la combinacién de varios —a veces
muchisimos— elementos de Kelvin o Maxwell combinados con elementos elasticos de
Hooke. Estos modelos implican una complejidad creciente de las expresiones que relacio-
nan tension y deformacién, en las que aparecen combinaciones lineales de las derivadas
de cualquier orden entero de la tensién respecto a la deformacién. En el caso més general,
se llega a un modelo de la forma:

n m
do dre
k=0 k=0

obteniéndose los mejores resultados cuando n = m —esta propiedad proviene de los
modelos de Kelvin y Zener, en los cuales n = m = 1—.

Usar la ec. (104), como ley bésica de la deformacién de los materiales viscoeldsticos,
conduce a ecuaciones diferenciales complicadas y a altos érdenes de derivacién en la
formulacién y resolucién de problemas aplicados!®, a pesar del hecho de que las ecuaciones

15Para ofrecer una idea de dicha complicacién, en el contexto del Méster en Ingenierfa de Control,
Sistemas Electronicos e Informética Industrial, el autor ha trabajado precisamente en este problema desde
el enfoque del Modelado e Identificacién de Sistemas Dindmicos para resolver la ec. (104) de manera que
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diferenciales resultantes sean lineales —debido a la linealidad de la ley basica de la
deformacién—.

Sin embargo, existe un nuevo y fascinante enfoque que, preservando la linealidad de
los modelos, proporciona mejores niveles de aplicacién:

En efecto, en 1947, Blair [91,92], senalando que la tensién es proporcional a la derivada
de orden cero de la deformacién en los sélidos y proporcional a la derivada primera en
los fluidos, propone materiales intermedios, dotados de cuasi-propiedades para los que
la tensién seria proporcional a la derivada de orden intermedio —mno entero— de la
deformacién, es decir:

d%(t)
=F k
o(t) 70 Hooke
o(t) = KoDfe(t) Blair (105)
de(t
o(t)=n Ed(t) Newton

donde K y « serian constantes dependientes del material y (0 < o < 1).

Al mismo tiempo, Gerasimov [93] sugiere una generalizacién similar de la ley basica de
la deformacién, que puede ser escrita en términos de la derivada fraccional de Riemann-
Liouville como:

o(t) = k_ooDfe(t) (0 < a < 1) (106)

en la que k jugaria el papel de coeficiente de viscosidad generalizada.
Y atin puede ser mencionada una tercera formulacién de una generalizacion de la ley
bésica de la deformacién, debida a Slonimsky [94], quien en 1961 propuso:

(1) = oDy o) (107)

Bajo las condiciones de que £(0) = 0, y de que las funciones son iguales a cero para t < 0,
las tres ecuaciones (105), (106) y (107) son equivalentes.

Al lado de estas aproximaciones, centradas en el calculo fraccional, a la viscoelastici-
dad lineal, citaremos también dos enfoques adicionales estrechamente relacionados.

Las consideraciones anteriores pueden considerarse como una transicion desde la vis-
coelesticidad lineal clésica basada en modelos de orden entero hacia los modelos de orden
fraccional desde el punto de vista de la descripcién matematica de las leyes de la defor-
macién en términos de derivadas fraccionales. Sin embargo, los modelos de viscoelas-
ticidad de orden fraccionario pueden también derivarse a partir de la denominada ley
potencial de la relajacién de tensiones en materiales reales, formulada por primera vez

claramente por Nutting [95] en la forma'S:

£ = at®o? (108)

se ajustase a la curva tensién-deformacién de un acero al carbono usando los modelos més utilizados en la
citada disciplina —ARX, ARMAX, OE, Box-Jenkins, etc.—, obteniendo el mejor resultado —99.35% de
(s)

ajuste— para un modelo OE —Qutput-error— con 13 pardmetros y funcién de transferencia %, donde

B(s) = 276.1s% +1.833-10°s° +6.211-10%s* +1.148 - 10"3s® +9.294 - 10'%s% — 1.902-10'%5 +-4.414 - 10" y
F(s) = s"4+784.65° +5.901-10°s% +1.824-10%s* 4+ 3.6 - 10'%5> + 1.863 - 10'?s% +1.734 - 10*35 — 3.684 - 10*3.

16Nétese que para procesos cuasi estaticos, con t = const, la ec. (108) de Nutting no es otra cosa que
la ecuacién de Bach, ec. (1), con la que principia esta tesis.
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donde a, a y § son los parametros del modelo.
Tomando f = 1 y haciendo ¢y = é, vemos que para una deformacién constante
(e = const) la relajacién de tensiones se describe por la relacién potencial:

o(t) = coet™™ (109)

Por otra parte, para una tensién constante (o = const), la deformacién vendria dada
por:
4 (e
e(t) = —t (110)
co
Como ha puesto de manifiesto Nonnenmacher [96], de las ecuaciones (109) o (110),
se sigue que las funciones o(t) y ¢(t) satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales
fraccionales:

DO (t) = ma(t) (111)
DOs(t) = T(1 + a)t“=(#) (112)

Lo que indica la extrecha relacién que existe entre la representacién del compor-
tamiento viscoeldstico por medio de una ley potencial y las derivadas fraccionales.

3.3 Generalizar, generalizar y generalizar
3.3.1 Introduccion

Para ilustrar el proceso de generalizacién que ha llevado a proponer la ecuacién que pre-
coniza la presente tesis, nos apoyaremos en la serie de articulos que publicaron Yip et al.
entre 1995 y 1997 [97,98,39] en el que justifican la propuesta de Smith y Young —[38], ec.
(10)— a través de la teoria de la densidad isoenergética [99] y la distribucién de Weibull.
Segun la teoria de la densidad isoenergética, el hormigén podria modelarse como un
continuo compuesto por un conjunto arbitrariamente grande de elementos isoenergéticos
de volumen elemental, cada uno de los cuales se considera linealmente eldstico, es decir,
cumpliendo la ley de Hooke, y que pueden ser elementos constitutivos de cualquiera de
las tres fases del hormigoén, esto es, particulas de pasta de cemento endurecido, particulas
de mortero —arena-cemento— o particulas de grava, o sea, pueden estar localizados en
cualquier punto de la masa del hormigén. La microfractura del material microestructural
en el interior de un elemento isoenergético representaria la formaciéon de microfisuras
en el hormigén. En la teoria de la densidad isoenergética, la densidad de energia de
la isosuperficie critica en un elemento isoenergético en el momento de microfisuracién

estaria dada por:
Scr = UerWer (113)

donde v, es el valor critico de la tasa de cambio de volumen por unidad de superficie de
un elemento isoenergético que interactiia con los correspondientes valores criticos del vo-
lumen y las densidades de energia de la isosuperficie, w., y S¢ respectivamente para llevar
a cabo la fractura del elemento isoenergético a un valor impuesto de la isodeformacion
inducida e. La densidad de energia del volumen critico de un elemento isoenergético en
el momento de la microfractura viene dada por:

Wep = )\//vcrdede (114)
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donde A es un parametro que se introduce para ajustar las dimensiones de la ecuacion.
Sustituyendo la ec. (114) en la ec. (113) se obtiene la expresién de la densidad de energia
de la isosuperficie de un elemento isoenergético:

Ser = A / / (ver)*dede (115)

En este punto, Yip considera los elementos isoenergéticos como individuos de una pobla-
cién representados por una variable aleatoria s. Para cada valor s.., cierto ntmero
de elementos isoenergéticos —modelos microscopicos del material— se romperan. La
distribucién acumulada de s —denotada por F(s) se define como el niimero de modelos
microscépicos sometidos a una densidad de energia s igual o menor que s, dividido por
el nimero total de modelos microscopicos en el material:

P(s < s¢r) = F(s)

Postulando que, en cualquier punto del material la isotensién 7 —o tensién a la que se
encuentra sometido un elemento isoenergitico— y la isodeformacién e cumplen:

— = \vgr

de

se llega a que la densidad de energia de la isosuperficie critica, s, es proporcional al
cuadrado de la correspondiente isodeformacion, por lo que:

e\? S

P(s <so) = F(=) = F(2) (116)
€0 S0

donde ey y s son factores de normalizacién.

Para la funcién de distribucion, —desarrollando el argumento corriente de Weibull
de 1939 [57]— elige su funcién de distribucién sin parametro de desplazamiento —
el parametro e, debe ser cero pues representa la probabilidad de que un microele-
mento isoenergético se rompa a deformacién cero— y, recordando que para obtener
los pardmetros de la distribucién de Weibul no es necesario conocer todos los estados
de isodeformacién individuales e, de los elementos isoenergéticos, sino sélo los valores
globales de la deformacién e, obtiene:

P=1-¢ )"
Invocando que el término (%)m debe depender de la densidad de energia de la isosu-
perficie, s, de una microfisura que se propaga en el seno del material microestructural
de un elemento isoenergético y que , como se ha wvisto, s es funcién del cuadrado de la
isodeformacién, e, establece que el valor de m debe ser 2 y escribe:
P=1-—exp [—(3)2} =1—exp [—(i)}
€0 50

que, considerando que ha obtenido una linea recta al representar y = In ln(ﬁ) frente

a z = In(¢)? de los resultados experimentales arrojados por un ensayo de compresién de
una probeta de hormigén, podria escribirse como:

P=1-exp [—(%)]
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Para finalizar, utilizando el argumento corriente de la teoria de la variable interna de
dano isétropo —expuesta en el capitulo anterior, ec. (24)— y recordando que se habia
supuesto un comportamiento de los elementos isoenergéticos perfectamente elasticos, se
llega a la ecuaciéon de Smith y Young:

F = K{§exp [— (3)} & 0 = Feexp {— (3)}
€0 €0
donde F=0A,0 =y E= %, siendo A el area de la seccién tranversal y L la longitud
de la probeta, respectivamente.

En resumen:

Yip redescubre la ecuacién de Smith y Young de 1956 practicando dos restricciones:
la primera consiste en imponer que el exponente m de la distribuciéon de Weibull sea
igual a la unidad —cercenando asi la gran versatilidad de dicha distribucién, sin duda,
su cualidad mas destacada— y la segunda, la que se opera al imputar a las particulas
de volumen elemental de las que estarian compuestos los materiales en el seno de la
Mecénica del Medio Continuo un comportamiento perfectamente eldstico, siguiendo la
ley de Hooke.

Por el contrario, nosotros seguiremos el camino justamente opuesto al seguido por
Yip, es decir, construir la ecuacién que modela las curvas tensién-deformacién a partir
de generalizaciones.

3.3.2 Primera generalizacion: ley de Hooke ampliada

Toda vez que la ley de Hooke puede expresarse como:

do

—=F 117
o (117)
cabria, a la luz de los enfoques del calculo diferintegral que hemos repasado en §3.2,

generalizar el orden de derivacién de esta ecuacién diferencial —ec. (117)— y proponer
una ley de Hooke ampliada'” a 6rdenes de derivacién no enteros:

oDfo =K (118)
ecuacion diferencial de orden fraccional de solucion inmediata:
ODe_a()DgO' = ODE_O[K = 0 = ODa_aK

que, invocando la definicién de integral fraccional de Riemann-Liouville por la izquierda

—ec. (89)— resulta
1 /E Kdt
o =
[(a) Jo (e—t)!=e

de donde se obtiene, integrando:

K (6%
= T (119)

~—

17"Utilizamos el término ampliada y no el de generalizada puesto que la expresién ley de Hooke gene-
ralizada ya estd bien establecido en el ambito de la elasticidad lineal tensorial de deformaciones infinite-
simales.
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Asi pues, utilizaremos la ec. (119) —en los supuestos de continuidad, isotropia y
homogeneidad en los que se enmarca la presente tesis— para representar el compor-
tamiento de los puntos materiales, notando como ahora la constante K ha perdido —de
momento— el significado fisico que posefa E —mddulo de elasticidad de la ec. (117)—
en la formulacién clédsica del problema.

3.3.3 Sequnda generalizacion: la distribucion de Weibull

Mais parece que el discurso tedrico desarrollado por Yip, basado en la teoria de la den-
sidad isoenergética [99], estuviese encaminado a forzar que su resultado coincida con la
ecuacién de Smith y Young que a encontrar una ecuaciéon que modele el mayor nimero
de curvas tensién-deformacion para los distintos tipos de hormigones puesto que, como
hemos comentado, al asignar un valor fijo al exponente m = 1, la distribucién de Weibull
pierde toda su versatilidad.

Efectivamente, una de las razones por la que la distribucién de Weibull es tan usada
es porque es capaz de modelar procesos en los que la tasa de fallos, h:

m

h(e;eq,€0,m) = ;(
0

- 5“)m_1 (120)

€0

1. Crece con el tiempo'® si m > 1 —cual es el caso méas normal de gran parte de los
materiales estructurales—.

2. Es constante con el tiempo si m = 1 —hipétesis defendida por Yip—, o

3. Disminuye con el tiempo si m < 1 —posibilitando el modelado del endurecimiento
por deformacién en algunas aleaciones de acero o el aumento de la resistencia del
hormigén con la edad—.

Por ello, —en primera aproximacion— adoptaremos la distribucién de Weibull para
representar la evolucion del dano de los materiales tal como fue expuesta por este autor
—ec. (76)—, manteniendo su exponente m variable en funcién de cada material e incluso,
como veremos, para cada espécimen individual.

3.3.4 Tercera generalizacion: la Distribucion del Valor Extremo Generalizada

Irifamos contra el necesario espiritu generalizador de toda ciencia si, conociendo que una
expresion matematica es un caso particular de otra més general, empledsemos la primera
en vez de esta otra ultima para modelar un determinado proceso fisico mediante una
férmula.

Aunque en los primeros tanteos de propuesta de una ecuacién para modelar las cur-
vas tension-deformacién del hormigon, la utilizacién de la distribucién de Weibull como
funcién de dano parecia ajustarse bastante bien a los datos experimentales, la existencia
—expuesta en 3.1.3— de una distribucion generalizada que engloba a la mayoria de dis-
tribuciones continuas conocidas, nos ha llevado a adoptarla como funcién de distribucién
del dano en nuestra propuesta.

Como ejemplo de caso, citamos un articulo aparecido recientemente —2009— firmado
por Basu et al. [100] en el que los autores se preguntan si la distribucién de Weibull es

18Nos referimos a un tiempo abstracto relacionado con el ensayo o proceso particular que estemos
modelando, no dnicamente al tiempo cronolégico.
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la distribucién estadistica mas apropiada para los materiales fragiles y, para intentar res-
ponder a la pregunta, realizan diversos ensayos sobre distintos materiales estructurales
ceramicos y sobre un vidrio, contrastando los resultados con cuatro distribuciones es-
tadisticas, a saber: la distribucion de Weibull, la distribucién normal, la log-normal, la
distribucién gamma y la distribucién exponencial generalizada'®. Como resultado de su
analisis, concluyen que las distribuciones gamma o log-normal, en contraste con la de
Weibull o la distribuciéon exponencial generalizada parecen describir, en ciertos casos,
mas apropiadamente los datos de resistencia experimentalmente medidos.

Sin embargo, como nos autoriza a afirmar el teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko,
—apartado 3.1.3— las distribuciones usadas para comparar del articulo de Basu et al.,
no son mas que casos particulares —limites— de la Distribucién del Valor Extremo
Generalizada. La forma de las distribuciones limite para maximos extraidos de muestras
cuya distribucién inicial es F'(z) se resumen en la siguiente tabla.

Distribucién limite

Distribucién inicial

para los maximos

Exponencial GEVD Tipo I (Gumbel)
Gamma GEVD Tipo I (Gumbel)
Normal GEVD Tipo I (Gumbel)
Log-normal GEVD Tipo I (Gumbel)
Pareto GEVD Tipo II (Fréchet)
Cauchy GEVD Tipo II (Fréchet)
Burr GEVD Tipo II (Fréchet)
(

Log-gamma

GEVD Tipo IT (Fréchet)

Uniforme

GEVD Tipo IIT (Weibull)

Beta

GEVD Tipo IIT (Weibull)

Tabla 5 Forma de las distribuciones limite para maximos

extraidos de muestras cuya distribucién inicial es F(z).

3.3.5 Directriz general de la tesis

Estamos casi a punto de escribir, por primera vez, la ecuacién —restringida— que se
propone en esta tesis pero, antes, creemos necesario expresar la directriz general que nos
ha guiado en todo el proceso de evolucién, desde la primera intuicién hasta la definicion
completa de la misma, que se hara en 3.4.3.

Si en lugar del concepto material estructural tomamos la nociéon de materia solida,
entonces, una ecuacioén que pretenda describir ajustada y completamente la evolucion de
la curva tension-deformacion de un material estructural concreto, debe ser autosemejante,
esto es, toda vez que los materiales estructurales estan compuestos por combinaciones
mas o menos complejas de materia solida y que dicha materia sélida —sea cual sea su
naturaleza— debe responder también al ensayo tensién-deformacion atendiendo a una
ecuacién determinada, ésta debe poder ser constantemente aplicada para describir el

_ e—)mc)a
-1 . ..
y que, evidentemente, coincide con la

Debida a Gupta y Kundu [101], que tiene como funcién de distribucién F(z;a, A) = (1
y como funcién de densidad f(z;a,A) = aXe™ (1 — e=*%)*
distribucién exponencial cuando o = 1.
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comportamiento tensién-deformacion de cualquiera de las posibles combinaciones que
dan lugar a los materiales estructurales, razonamiento que debilita completamente la
separacion clasica de los sélidos en eldsticos, plasticos, viscosos, fragiles, ductiles, etc.

En otras palabras: si una ecuacion pretende modelar de manera rigurosa el com-
portamiento tension-deformacion de UNO de los materiales estructurales, tendrd que
comenzar por modelar dicho comportamiento para TODOS los materiales.

Newton lo sabia bien —si pretendes encontrar una ley que describa el movimiento
de un planeta concreto, debes iniciar tu investigacién encontrando primero la ley que
describe el movimiento de todos los planetas— y, a su manera, Einstein venia a decir lo
mismo cuando escribia:

.51 una séla de las conclusiones que se extraigan de ella [la teoria general de
la relatividad] resulta ser errada, tendremos que abandonarla, pues modificarla
sin destruir toda su estructura parece ser imposible®0.

Por otra parte, el otro faro que nos ha guiado ha sido procurar que las leyes clasicas
sobre el comportamiento tensién-deformaciéon de materiales, tanto de resistencia in-
finita como de resistencia limitada, —ley de Hooke para materiales elasticos ideales,
ley uniforme para materiales perfectamente plasticos o ecuaciéon de Bach para materia-
les plasticos que presentan endurecimiento por deformacién— quedaran contenidas en la

ecuacién propuesta como casos limites pues, volviendo a parafrasear a Einstein?!:

...Bl sino mds hermoso de una teoria fisica es el de senalar el camino para
establecer otra mds amplia, en cuyo seno pervive como caso limite.

3.3.6 Formulacion bdsica de la ecuacion tension-deformacion: forma restringida

Partiendo de un modelo de dano basado en una variable interna de dano representada
por una funcién escalar —dano isétropo— de ecuacién general

o =U(e) (1 . w(a)) (24)

donde o representa la tensién aplicada, € la deformacién ingenieril®® experimentada por
la probeta, ¥(e) la respuesta del material no danado y w(e) la funcién escalar de de dafo
(0 <w(e) < 1), digo que:

1. Si asumimos que el material estd compuesto por un niimero suficientemente grande
de particulas suficientemente pequenas —medio continuo— e idénticas —material
homogéneo—, entonces w(e) puede considerarse como una variable aleatoria con
funcién de distribucién de probabilidad dada por la funcién de distribuciéon del
Valor Extremo Generalizado —ec. (81)— y asi, la ec. (24) se escribird ahora:

o=U(e)exp | — |1+ 2(5;77”) (121)

29Fragmento del articulo escrito por Einstein a peticién del The London Times, publicado el 28 de
noviembre de 1919.

2 Einstein, A. Sobre la teorfa de la relatividad especial y general (Altaya, Madrid, 1984).

22La deformacién ingenieril se define como la razén entre el incremento de longitud AL que experimente

la probeta al ser tensionada y su longitud inicial Lo: € = %—5
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2. Por otra parte, si la funcién ¥(e), que representa el comportamiento de las particulas
del material en ausencia de dano, adopta la forma de la ley de Hooke ampliada
propuesta en la ec. (119), la ecuacién que proponemos para modelar las curvas
tensién-deformacion de materiales simples o bien ensayados con una tasa de incre-
mento de la tension constante hasta el punto inmediatamente anterior a su rotura

—£
o= a{fa)saexp [— (1 + 2(527;1”)) ] (122)

donde I'(+) es la funcién Gamma de Euler y K, «, ay, b, y & son pardmetros sin un
sentido fisico formalmente atribuido —de momento—, que no tienen por qué ser
todos distintos de cero y a determinar experimentalmente.

toma la forma:

3.3.7 Las leyes cldsicas como casos limite de la ecuacion propuesta

Comprobemos que, como requiere la directriz general de la tesis, las leyes clasicas, en las
que el comportamiento es perfecto y la resistencia del material es infinita, a saber: la ley
de Hooke, la de la tensién de fluencia constante y la ley potencial —ecuacién de Bach—,
son casos limite de la ecuacién propuesta (fig. 41).

T T
L i L oc=o, i L i
Oy
B L o= F g i B L i S L
51 5 51 o=re" (<)
et 1 &t 1 &t = ]
1 Il n 1 n 1 L n | s | 1 1 n n L 1 n 1 n 1
Deformacion relativa Deformacién relativa Deformacion relativa

Fig. 41. Las tres leyes de comportamiento clésicas: Hooke, fluencia constante y ecuacién de Bach.

En efecto: haciendo £ = 0, la GEVD deviene en la distribucién de Gumbel, por lo
que la ecuacién propuesta —ec. 122— se transforma en:

oo o[- (552

Por otra parte, si b, — 00 y a, = 0, la resistencia del material serd ilimitada —la proba-
bilidad de dano de las particulas del material no aumenta al aumentar la deformacion—,
obteniéndose:

K an—1

e e
ol'(a)
ecuacion que toma la forma de las leyes clésicas en los tres siguientes supuestos:

1. Si 0 < a < 1 obtenemos la ecuacién de Bach
K (e}
= — 12
7 aef(a)g (123)

con K = ﬁ(a) y n = «, —fig. 41 (derecha)—.
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2. Si a = 1, la integral de la ec. (118) es de orden entero, y entonces foa Kde = Ke,
de lo que resulta la ley de Hooke

€ (124)

si identificamos E con %, —fig. 41 (izquierda)—.

3. Por ultimo, si & = 0, entonces la integral de la ec. (118) no opera sobre K, es decir,
oDYK = K vy, por tanto, obtenemos la ley de fluencia constante

c=— (125)

siendo oy = % el valor de la tensién de fluencia —fig. 41 (centro)—.

3.4 Ampliaciones de la ecuacién
3.4.1 Las curvas tension-deformacion completas

En 3.3.6, hemos definido la ec. (122) como una ecuacién apropiada para modelar las
curvas tensién-deformacion de materiales simples o bien ensayados con una tasa de in-
cremento de la tensién constante hasta el punto inmediatamente anterior a su rotura.
Entonces, jqué ocurre mas alla de ese punto? ;Deja de ser valida la ecuacion?

Lo que ocurre mas alld de ese punto es, evidentemente, que la probeta se rompe
separandose en dos mitades, la tensién cae constante y nominalmente a cero y la de-
formacién —como medida proporcionada por la lectura del extensémetro— aumenta
indefinidamente.

Los diagramas tensién-deformacién al uso no suelen representar este hecho, sino que
se limitan, la mejor de las veces, a representar una estrellita u otro simbolo sobre el punto
de rotura y otras, simplemente, a dejar la curva colgando —fig. 42 (izquierda)—.

Tension

PR TR T TN TR T TR N N N

PN N N NN TN NN TN NN TN NN TN T T N1

I | L | L | L | L L L | L | ! | L | " L

- G
Deformacion relativa Deformacion relativa "

Fig. 42. Representaciones incompleta —izquierda— y completa —derecha— de una curva

tensién-deformacién genérica.
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Sin embargo, si representamos el proceso completo, el diagrama tension-deformaciéon
deberfa tener un aspecto semejante al de la fig. 42 (derecha), en el que el tramo vertical
senala la deformacién tdltima o de rotura —e,—, la tensién de rotura —or— y que el
ensayo ha finalizado.

Para tratar de modelar también este hecho experimentalmente observado —pues
si mantenemos los extensémetros y la célula de carga enviando datos al sistema de
adquisicién y almacenamiento obtenemos una representacion similar a la de la fig. 42
(derecha)—, razonaremos del siguiente modo:

Supongamos que el ensayo, en si mismo, es también parte del proceso de deformacién.
Entonces podra definirse la probabilidad de que el ensayo esté teniendo lugar, que serd
igual a 1 mientras que la probeta aiin no se haya roto y 0 después de la rotura o, visto
de otro modo, podremos definir la probabilidad de que durante el ensayo no se haya
producido una inestabilidad del sistema que lo dé por finalizado. Estos dos puntos de
vista pueden relacionarse con la forma de rotura de los distintos materiales. En los ensayos
de traccién de materiales metalicos, generalmente conductores, la rotura —divisién de la
probeta en dos partes separadas—, puede detectarse perfectamente mediante un circuito
eléctrico que quede abierto cuando las dos mitades se separen, mientras que para materia-
les cuya division en dos partes resulta més dificil —o imposible— de detectar —v. g. en
el ensayo a compresién de una probeta de madera— la rotura puede puede determinarse
fijando un escalén de inestabilidad superado el cual la probeta se considera rota —por
ejemplo, cuando la tensién caiga més de 20 kN entre una medicién y la inmediatamente
siguiente—.

Entonces, teniendo en cuenta la propiedad que muestra el nicleo de la GEVD por
la cual, conforme crece |£| converge hacia una barrera de potencial®® soportada en el
intervalo (26, — &, < €4 < &y) CON €4 = Ay — Euby ¥ €y = &uby, podemos expresar la
probabilidad de que el ensayo se esté realizando mediante la funcién de distribucién:

F(g;ay,by, &) = exp [— (1 + Elu(g ;uau)>§u} (126)

donde |&,| es un ntimero?* tan grande como requiera la exactitud y sensibilidad del
método utilizado para detectar o certificar la rotura. En la fig. 43, se representa dicha
funcién de distribucion para los pardametros e, = 2, €, = 3 y & = —50.

Si estamos completamente seguros?® de que el ensayo comienza en £ = 0, entonces
€, = 0, y podremos escribir:

F(g; €4, &) = exp [— (1 + &;u)_ﬁ“} (127)

23Término usado en mecdnica cudntica para describir una zona acotada de potencial constante, en

0, e<éq
nuestro caso de la forma: F(g) = 1, e, <e<e, ¥y queserepresenta en la fig. 43.
0, eu <€

24De momento entero y par.
25M4s adelante pondremos en tela de juicio esta seguridad.
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Fig. 43. Representacién de una barrera de potencial entre ea =2 y €, = 3.

Por lo que una ecuacién ain mas general que la ec. (122) puede ser escrita para
modelizar situaciones como la de la figura 42 (derecha), con la forma general:

75 —

K 1<5—a> K, 1(5—%)

o= e%exp | — |1+ = ——cMexp | — |1+ —
ol'(a) EN b o' (ay,) Eu\ by

en la que algunos de los parametros que habiamos definido sin sentido fisico, comienzan
a cobrarlo. En efecto, particularizando, para e, = a, — by&y = 0 < ay = by&u, €0 = buéu,
a, =0y K, =0 podemos escribir:

e%exp | — |1+ 2(6 ;nan> exp {— (;)Eu} (128)

que es la ecuacién que proponemos para modelar curvas tensién-deformacion de materia-
les simples o bien ensayados con una tasa de incremento de la tensién constante, desde
el inicio del ensayo hasta mas alla del punto de rotura.

La funcién de ponderacién

o =

K
ol'(a)

1 re—ay,
exp | — 1+€—< b )

se relaciona directamente con la utilizacién de funciones nicleoS, del tipo:

&u

% (x—xa>_ 1 & eg,—h<e<e,+h
r h 10 en otro caso

260tro elemplo de aplicacién de funciones nicleo, esta vez en el contexto del tratamiento digital de
imagenes, puede consultarse en Salguero, F., Prat, F., Moreno, F. y Romero, S. Mean shift: a non-
parametric algorithm for the segmentation of anomalies in geophysical images obtained from magnetic
prospection data. Archaeometry, v. 53, pp. 642-659 (2011).
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3.4.2 Los materiales compuestos

En 3.4.1, hemos definido la ec. (128) como una ecuacién apropiada para modelar las
curvas tensién-deformaciéon de materiales simples o bien ensayados con una tasa de in-
cremento de la tensién constante, desde el inicio del ensayo hasta més alld del punto
de rotura. En este apartado extenderemos su aplicacién a materiales que no presentan
comportamientos simples y/o a ensayos en los que lo que se mantiene constante es la tasa
de incremento de la deformacién.

Para ello, tomaremos como ejemplo el comportamiento tenso-deformacional de los
aceros al carbono comunmente utilizados como materiales estructurales de edificacién.

Explicado muy sucintamente, el acero al carbono es una aleacién binaria Fe-C con
un contenido en carbono mayor del 0.008 % y menor del 2.11% —generalmente contiene
menos del 1% — que, a temperatura ambiente presenta una estructura practicamente
estable formada por granos de una fase denominada ferrita o Fe-a en la que se encuentran
disueltas colonias de otro compuesto intermedio, —Fe3C— conocido como carburo de
hierro o cementita. El carburo de hierro es un soluto intersticial en el hierro y forma
disoluciones sélidas con la ferrita, que en la fig. 44 corresponde a los granos de color gris,
mientras que la cementita corresponde a las zonas claras de aspecto vermicular. El FE-«
tiene una estructura CCI —Cubica Centrada en el Interior— y en los intersticios de sus
granos se sitia muy poco FesC, como se aprecia en la citada figura.

Fig. 44. Microscopia electrénica de un acero estructural.

Aunque presente en proporciéon muy baja, el carbono afecta mucho a las propiedades
mecanicas del acero. La fase Fe-a es relativamente blanda y ductil, mientras que la
cementita, desde el punto de vista mecanico es dura y fragil. La mezcla de ambos com-
portamientos parece ser la responsable del caracteristico diagrama tensién-deformacion
que presentan estos aceros, con los tipicos puntos de cedencia —superior e inferior—, la
meseta plastica —que puede presentar o no el fenémeno de Portevin-Le Chatelier des-
crito en el capitulo 1— y el posterior endurecimiento por deformacién que muestra la
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curva-tipo de la figura 45:
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Fig. 45. Curva tipica del comportamiento tenso-deformacional de un acero estructural.

Todo sucede como si las particulas de la fase mas fragil —la cementita—, llegado el
punto de su resistencia maxima, se rompiesen en cadena siguiendo la teoria del eslabdn
mdas débil de Weibull [58], dando lugar a que la tensién a la que estarian sometidas las
particulas de ferrita aumentase bruscamente —debido a que las particulas de cementita se
descargan al romperse— provocando la inestabilidad del sistema maquina-probeta y, por
ello, la aparicién de los escalones de cedencia y la meseta plastica hasta que, transcurrido
el tiempo necesario, se produzca la redistribucién de tensiones que lo haga otra vez
estable, comenzando de nuevo el aumento de tensién, en el que ahora el comportamiento
predominante es el plastico, mas propio de la ferrita.

Atendiendo a la directriz general de la tesis, cabe ahora preguntarse: ;es posible
ampliar la ecuacién propuesta para modelar un comportamiento de este tipo sin modificar
su forma? O, dicho de otro modo, ;jpodria esta ecuacién simular el proceso sin tener que
escribir —como se hace en la teoria clasica— dos expresiones distintas, una para la
deformacion eldstica €. y otra para la deformacion pldstica €,? La respuesta, como cabe
también esperar, es afirmativa.

Si consideramos el acero como un material compuesto por dos fases, con leyes de
comportamiento de sus particulas DKy y oDX?Ka y funciones de distribucién de
probabilidad de dano Fi(g;a1,b1,&1) v Fa(g; az, b, &2), podemos proponer una ecuacién
tenso-deformacional de la forma:

K1€a1 1 (6 — al) o KQ&‘OQ 1 (6 — CL2> e

c0=————exp|— |14+ — ———exp|— |14+ —
alf(al) 51 b1 QQF(QQ) 52
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y, si lo deseamos, ponderarla mediante una funcién ntcleo K., = exp [— (ﬁ)_gu] con &,
lo suficientemente grande como para representar la rigidez y exactitud de la maquina de
ensayos, ecuacion valida si se nos asegura que el ensayo comienza en € = 0.

Para contrastar la bondad de la ecuacién, la comparamos con los datos experimen-
tales tomados del articulo de Kato et al. [102], obteniéndose los resultados provisionales
mostrados en la fig. 46, en la que se representa en rojo el comportamiento asignado por
la ecuacion a la fase FE-a, en verde el asignado a la fase FesC y en magenta la curva
total resultante de aplicar la ecuacién propuesta. El ajuste obtenido presenta los esti-
madores SSE=4598, R? = 0.997 y RMSE=2.639, obtenidos para los valores que figuran

en la formula que sigue a la fig. 46.
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T — — - e E—— —
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; ; | | SSE=4598 ; T
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Fig. 46. Comparacién entre los datos experimentales de Kato et al. [102] y la ecuacién propuesta.
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3.4.3 Forma general de la ecuacion

Después de las consideraciones hechas sobre las curvas tensién-deformacion completas
y sobre los materiales compuestos, nos es posible proponer la forma mas general de la
ecuacion objeto de esta tesis, cuyo ajuste con los resultados de los ensayos examinaremos
en el capitulo dedicado a la verificaciéon experimental.
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La forma mas general de la ecuacién se escribe:

U:Z%exp [—Z(l—i—é(e ;‘aj))_éj] (129)

j=1 J

donde K; > 0, a; > 0, a; € R, b; >0y ¢ < 0 son pardmetros —de los materiales, de
la forma y tamafio de las probetas usadas para ensayarlos, de la temperatura y de las
maquinas y métodos de ensayo— a determinar experimentalmente; y n,m € N repre-
sentan —respectivamente—, el nimero de fases o subcomportamientos que presentan los
materiales y el nimero de procesos de inestabilidad o transiciones que experimenta la
probeta durante el ensayo, incluida la rotura. El dominio de aplicacién de la ecuacion
(129) puede extenderse, desde antes de comenzar el ensayo —como veremos en §3.5—,
hasta después de finalizado el mismo —como hemos visto en 3.4.1—.

En la ec. (129) es posible realizar algunas manipulaciones algebraicas y, atendiendo
a una notacién mas ingenieril, expresarla también como:

q

> (=)

» _
, . €0
o=>Y Cgehe 7! ’ (130)
i=1
donde ahora C; = 7ail{((;i)’ n; = o, €q5 = aj — §;bj, €oj = &bj, mj = = >0, p=ny
qg=m.
El caso §§ =m; =0, a; =0, bj =e9; -+ 00,n=p=1y m = q =1 produce:
K o C n
_ . 131
’ aef‘(oz)6 e’ (131)

que es la conocida ecuacién de Bach o ley de la potencia.
Elcaso {§§ =m; =0,a; =0, s =n1 =1,bj =cg; oo, n=p=1lym=q=1

Conduce a: C
— £ = —€ = E g 132

que es la ley de Hooke, mientras que del caso § = m; = 0, a; = 0, a; = ny = 0,
bj = €o; — 00, n = p = 1, resulta la ley de fluencia constante:

c=K=C=oy (133)

3.5 Sobre el modulo de elasticidad, la incertidumbre inicial en los ensayos y la
velocidad de transmisién de los impulsos mecanicos a través de los materiales

3.5.1 La tangente en el origen

Una de las objeciones que pueden hacerse a la ecuacién propuesta es que de su formulacion
se deduce, salvando algunos casos limite clasicos, que la pendiente de la recta tangente en
el origen a la curva es infinita —recordemos [15,36] del capitulo 2—. Para enfrentar esas
posibles criticas hemos introducido este apartado en el que trataremos el problema desde
un punto de vista puramente fenomenolégico, poniendo en duda los posicionamientos
dogmaticos sobre el tema.

Para ello, volvamos a los origenes. El médulo de elasticidad o médulo de Young [30,
p. 106] fue definido por él mismo con estas palabras:



90 SOBRE LAS CURVAS o0-¢ DE HORMIGONES Y OTROS MATERIALES

[...]Jwe may express the elasticity of any substance by the weight of a certain
column of the same substance, which may be denominated the modulus of
its elasticity, and of which the weight is such, that any addition to it would
increase it in the same proportion as the weight added would shorten, by its
pressure, a portion of the substance of equal diameter.[...] This supposition
1s sufficiently confirmed by experiments to be considered al least as a good
approximation?”.

Esta definicién —algo enrevesada para algunos autores [103]— se explica sencilla-
mente con el siguiente experimento mental, propuesto por el propio Young: si tomamos
una probeta cilindrica de un determinado material de 100 mm de longitud y al cargarla
con un peso de 1000 kp experimenta un acortamiento de 1 mm por la accién de la tensién
que induce dicha carga sobre la probeta, el mdodulo de su elasticidad —expresado como
peso de una columna del mismo material y mismo didmetro— serd de 99000 kp, esto
es, en la misma proporcién que 99 es a 100 —la longitud que tiene ahora, después de
cargada, a la longitud que tenia inicialmente—.

Algebraicamente, si L es la longitud de la probeta, AL el acortamiento que sufre al
someterla a la carga de prueba F'y P es el médulo de su elasticidad expresado como
peso de una columna cilindrica del material en cuestién de la misma seccién que la de la
probeta:

P:

(P + F)(L — AL) L—AL> (134)

L AL
Hasta que, en 1822, Cauchy no introdujese los conceptos de tension y deformacién
relativa, esta férmula tenia poco interés practico. En términos de tensién y deformacién
relativa, la ec. (134) se escribiria:

gzg(L;LAL>:>U:E(LfLAL)#EE

:>P:F<

donde A es el area de la seccion transversal de la columna y E es la versién actual
del moédulo de elasticidad; luego la definicién de Young sélo coincide con la definicién
actual del médulo de elasticidad cuando L — AL = L, es decir, cuando la deformacion es
infinitamente pequena.

Realicemos, otra vez, el experimento mental anteriormente descrito pero ahora inten-
tando que la definicién de Young del mdédulo de elasticidad coincida con la actual. Es
muy facil someter a una probeta cilindrica de hormigén de, digamos, 300 mm de altura y
150 mm de didmetro a un incremento de carga de 1 micronewton (1uN= 10"%N): basta
dejarle caer encima, por ejemplo, una minima pero visible, mota de ceniza. Sin embargo,
es extremadamente dificil —imposible, dirfa Erwin Schrodinger— medir la deformacion
que experimenta con la precision requerida para verificar el cumplimiento de ninguna ley.
Si la ley de Hooke, como se afirma corrientemete, se cumple con mayor exactitud cuanto
menores son las tensiones a las que se someten a los materiales, este sera un caso idéneo

27[...]podemos expresar la elasticidad de una sustancia por el peso de cierta columna de la misma
sustancia, que puede ser denominado el médulo de su elasticidad, y de la cual el peso es tal que cualquier
adicién a éste lo incrementaria en la misma proporcién que el peso anadido acortaria, por su presién, una
porcién de la sustancia de igual didmetro.[...] Esta suposicién estd lo suficientemente confirmada por la
experiencia para ser considerada al menos como una buena aproximacion.
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para su aplicacién y, teniendo en cuenta que el area de la seccién transversal de una

probeta cilindrica de 150 mm de didmetro es de 17671.45 mm? y el médulo de elasticidad
N

oficial para el hormigén ronda los 30000455z, tendremos:
106
— Fe=¢= 17671.46 __ 1.866 - 10718 ,
7T ST 30000 o

luego la deformacion que ha experimentado la probeta, segtin la ley de Hooke, sera:
AL =¢eL=1.886-10""%-300 = 5.659 - 10~'% m.

Si recordamos que el didmetro del electrén se cifra en unos 10~1%m, realizar la medida
de una deformacién tal excede, en mucho, el campo de validez de la mecanica clasica,
por lo que el médulo de elasticidad para cargas muy pequenas debe considerarse abso-
lutamente incognoscible, careciendo de cualquier validez la ley de Hooke en el entorno
o = 0, al menos, fenomenolégicamente hablando.

Sin embargo, el desarrollo de una teoria de la elasticidad lineal de deformaciones
infinitesimales requeria el cumplimiento de la ley de Hooke para deformaciones infini-
tamente pequenas, esto es, do = FEdge, por lo que, siendo esta teoria de absoluta im-
plantacién en la gran mayoria de aplicaciones précticas de la mecanica clasica —como
por ejemplo, en ingenieria estructural y acustica, entre muchas otras—, la identificacién
por la cual el médulo de Young corresponderia con el valor de la derivada a la curva
tension-deformacién en el origen, es decir,

do(e)
de le=0

= E (135)

se convirtié, a fuerza de aplicarla, en un auténtico argumentum ad nauseam. Tanto
fue asi que —como hemos visto en el capitulo 2— la mayoria de ingenieros, al bus-
car una ecuacién que modelase el comportamiento tenso-deformacional, por ejemplo,
del hormigén, imponian como primera condicién de contorno, que la funcién candidata
cumpliese la ec. (135) si ésta era lo bastante flexible para ello, y si no, era directamente
rechazada como candidata a poder servir de modelo tenso-deformacional.

Por otra parte, segiin la misma teoria cldsica, seria posible determinar el valor de F sin
tener que medir deformaciones de escala subatémica: tnicamente midiendo la densidad
del material y la velocidad de propagacion de los ultrasonidos —en definitiva, impulsos
mecanicos— a través del mismo. En efecto, el argumento corriente [104] es el siguiente:

Supongamos que tenemos una barra —para simplificar unidimensional— de un ma-
terial de densidad p dividida en una serie de finas secciones de masa m, y drea a que
estan interconectadas por muelles ideales sin masa de longitud h y rigidez k —fig. 47—

u(x) u(x+h) u(x+2h)

Fig. 47. Modelo ideal de material unidimensional perfectamente elastico.
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Si un impulso mecanico viaja a travén del material, hara oscilar el sistema y sacard a
las laminas del equilibrio que tenian en la posicion x, situdndolas en una nueva posicién
u(x). Las fuerzas ejercidas sobre la rebanada situada en la posicién central (z + h) serdn:

2
FNewton = m%u(m +hyt)
FHooke = Faton + Fo = k[u(z 4 2h,t) —u(z + h, )] + k[u(z,t) — u(x + h,1)]
Equilibrando ambas fuerzas tendremos la ecuacién del movimiento

2
ma u(z + h,t)

52 = k[u(z + 2h,t) —u(z + h,t) —u(z + h,t) + u(z, )]

Si la serie consta de n rebanadas espaciadas uniformemente a lo largo de la longitud
total de la barra, la masa total serd M = mm y la rigidez total de la serie K = %,
podemos escribir la ecuaciéon anterior como:

O*(x + h,t)  KL?[u(x + 2h,t) — 2u(x + h,t) + u(z,t)]
ot? M h?
entonces, suponiendo que el niimero de rebanadas n aumenta tal como disminuye la
distancia entre una y otra —h— indefinidamente, tenemos:

*(x+ht) . KL?[u(x+2h,t) — 2u(z + h,t) + u(z,t)]
ot? h—0 M h?

lo que, si consideramos que K, L y M son independientes de u(z,t), después de un poco
de algebra, conduce a:
O*(x,t)  KL?0*(x,t)

= 136
ot? M Ox? (136)
La ec. (136), comparada con la ecuacién de onda clésica en una dimensién:
62(x7t> 282<I‘,t)
= 137
oz~ " o2 (137)

. . 2 . . .
nos lleva a identificar % con v?, es decir, con la velocidad de propagacién de la onda

en el medio, proponiendo

, KIL?
M

Expresando la ec. (138) en términos del médulo de elasticidad obtenemos finalmente:

v (138)

(139)

E
v=4]—
P
que es la ecuacién de Newton-Leibniz por la que E, como deciamos, podria ser calculado
midiendo la densidad del material y la velocidad de transmisién de los impulsos mecanicos
a través de dicho material. Sin embargo, un principio comprobado experimentalmente

en numerosos ensayos, que expondremos en el siguiente apartado, nos llevara a exponer
una conjetura que conduciria a esperar valores de FF —calculados a través de la férmula
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clésica de la ec. (139)— tanto mas erraticos cuanto més nos acerquemos al punto € = 0.

3.5.2 Principio de indeterminacion

El principio de incertidumbre fue establecido por Werner Heisenberg en 1927 en los
siguientes términos: si se preparan varias muestras idénticas de un sistema en un estado
determinado, las medidas de la posicion = y de la cantidad de movimiento p = mv
variaran con una cierta distribucién de probabilidad caracteristica del estado del sistema.
Las medidas de la posicién tendran una desviacion estandar o, y, de la misma manera,
las medidas de la cantidad de movimiento tendran una desviacién estdndar o,. Entonces,
el principio de incertidumbre se expresa matemdticamente como:

Oz Op > g (140)
donde h es la constante de Planck reducida de valor A = 1.054 - 10734 J - s.

Con mayor generalidad, si en un sistema S existen dos magnitudes fisicas a y b re-
presentadas por sus observables A y B , en general, no serd posible preparar una coleccién
de sistemas todos ellos en el estado 1, donde las desviaciones estandar de las magnitudes
de a y b no satisfagan la condicion:

(WA, Bllv)]

Oi0p 2

N

donde [A, B] es el conmutador o corchete de Lie® y (1| X|1p) = > i Xijipj es el valor
esperado del observable X para el sistema en el estado representado por el vector uni-
tario ¢ de conjugado complejo 1*. El resultado de la ec. (140) es debido al postulado
mecanocuantico por el cual los operadores de posicién x y momento p = muv satisfacen

la siguiente regla de conmutacién: [z, p] = ik, donde ¢ es la unidad imaginaria.

Dado que las unidades de % son Julios por segundo (N-m-s = ng'm), la extensién del

postulado anterior a otros observables cuyo producto se exprese en las mismas unidades
—es decir, que su conmutador también valga iA— ha llevado a la aparicién de algunas
variantes del principio formulado por Heisenberg, entre las que destacan:

e Relacién de incertidumbre entre la energia cinética T y la posicién x de un objeto;

> 1)
UTU$_2m Dz

donde m es la masa del objeto y p, = mwv, su momento.

e Entre la energia y el tiempo:
OB
|d B) |
dt

OF >

o | St

donde t es el tiempo después del cual el valor esperado (B ) del observable B cambia
apreciablemente.

2®En topologfa diferencial, dados dos campos vectoriales diferenciables A, B definidos sobre una va-
riedad diferenciable S, se define el corchete de Lie de los campos A y B como el dnico campo de vectores

que cumple: [4, B](f) = A(B(f)) — B(A(f)).
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e Entre dos componentes ortogonales J; y J; del momento angular total J; de un
objeto:

h
0J;0J; > §|<Jk>‘

Recientemente, en un articulo de 2009, Schiirmann y Hoffmann [105] han propuesto
una nueva relaciéon para el caso en el que una particula atraviesa una rendija de ancho
Ax, es decir, que la probabilidad de encontrar la particula en el entorno [j:%] es 1,
midiendo la desviacion estandar del momento mediante su patréon de difraccién sobre
una pantalla. En este caso ya no tenemos la desviacién estandar de la posicion, o,, sino
Az € [—%, %], es decir que, dado que la particula atraviesa de hecho la rendija, el
maximo error que podemos cometer en la determinacién de su posicién es %, o tambien
que o, < %. En el citado articulo, los autores muestran que la relacion:

Axo, > h

no puede ser mejorada.

Estas variaciones nos llevan a conjeturar que, en el caso de la determinacion de la
velocidad de transmisién de una onda a través de una larga barra —para considerarla
simplificadamente unidimensional— de seccién A de un material de densidad p, en la que
AF € [—%, %] —traccién o compresién— representaria la mayor variacién posible de
la fuerza necesaria para producir la propagacion de la onda mecéanica, se podria mantener
la condicién:

> 2 (141)

donde o seria la tension por encima de la cual el valor esperado de la deformacion e
cambia apreciablemente —en el sentido de que, por debajo de esa tensién seria fisicamente
imposible detectar ninguna deformaciéon— y o, la desviacion estandar o indeterminacion
en la medida de v, la velocidad de transmisién a través del medio del impulso mecéanico
provovado por la fuerza acotada en AF.

Teniendo en cuenta que m; = pA es la masa por unidad de longitud de la barra, la
ec. (141) también puede escribirse como
o wh
| d;}‘ > — (142)

e L

AF

pero la informacién mas relevante que contiene este enunciado para nuestra tesis se pone
mejor de manifiesto ddndole la vuelta a la inecuacién, reescribiéndola asi:

do < AFo,my

2 143

del — wh (143)

En efecto: supongamos un material que, en ausencia de dafio, sigue la ley de Hooke
ampliada propuesta por la ec. (119) con o = ﬁf{;) Su derivada es ‘é—g = EKF—E:;) que,

particularizando para € = 0 vale ‘fl—‘; = 00. Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién
(143) obtenemos:
amh

oy pA2

Einf
2

] >
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que, en funciéon de la relacién tenso-deformacional propuesta, también puede escribirse
como:

K (omh >0¢ (144)

ol'(a)
lo que indicaria que para una tensién inferior a oy, s, la variaciéon de € no seria apreciable
fisicamente, por lo que, desde el punto de vista macroscopico, el experimento —clasico—
atin no habria comenzado, es decir, que para tensiones inferiores a o0y,y, el experimento

mostraria resultados cuanticos, no cabiendo esperar valores de leg clasicamente determi-

do _ Ke® . Ny . ;
nados por 7 = =T'(a) SO por una funcién de onda compleja, cuyo cuadrado expresaria

Oinf ’ >
2 oupA2

la funcién de densidad de probabilidad de obtener un valor de ?TZ determinado. El sigu-
iente apartado lo dedicaremos a tratar de reconocer esa funcién de onda.

3.5.3 Funcion de onda para los ensayos

En 3.4.1 propusimos la expresion

F(E;gmfu) = exp |: - <£)£“:| (145)
€y
—con &, lo suficientemente grande como requiera la exactitud y sensibilidad del método
utilizado para detectar o certificar la rotura—, como funciéon de distribuciéon apropiada
para representar la probabilidad de que el ensayo se esté realizando si estdbamos abso-
lutamente seguros de que el ensayo comenzaba en ¢ = 0 (fig. 48) sin hacer, para &,,
ninguna restriccién mas que ser un ntmero lo suficientemente grande.

0

Fig. 48. Parte compleja —en rojo— de la funcién de la ec. (145) cuando &, es real.

Ello es debido a que sélo utilizamos la mitad de la funcién al considerar valores de
€ > 0, puesto que para valores £ < 0 la funcién toma valores complejos y, como deciamos
que estdbamos absolutamente seguros de que el ensayo comenzaba en € = 0, la parte
izquierda de la funcién no era necesaria para representar la probabilidad de que el ensayo
se estuviese realizando.
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Pero, justamente en el apartado anterior, hemos puesto en duda esa confianza total
en que el ensayo comenzase en € = 0, en virtud del principio de indeterminacién.

Entonces, habrd que anadir un pardmetro en la ecuacién (145) para representar la
incertidumbre adicional de que el ensayo haya comenzado, escribiendo:

€ —€g\2m

F(g;eq,64,m) = €xp [— ( a) ] (146)
Eu

donde 2m = &,, es decir que, &, ha de ser entero y par si queremos visualizar la dis-

tribucién completa —fig. 43—, puesto que si &, no fuese entero y par, la funcién toma

valores complejos para € < &.

La expresion probabilidad de que el experimento se esté realizando, desde el punto
de vista actual, puede resultar algo chocante, sobre todo, porque la mayoria de los ex-
perimentos hoy en dia comienzan presionando un interruptor eléctrico. Para entenderlo
mejor, utilicemos la funcién respresentada por la ec. (146) para evaluar el siguiente
experimento mental.

Imaginemos un ser infinitamente bien dotado para medir el tiempo —un ser asi es, sin
duda, un ser cldsico—, y que accede a responder a la siguiente pregunta: si durante todo
y solo este miéreoles, voy a realizar un experimento, sestoy realizando el experimento?.
Su respuesta deberia ser —fig. 48—

_1 B H
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Fig. 49. Probabilidad de obtener una respuesta afirmativa —1— a la pregunta sestoy realizando el

experimento? respondida con ayuda de un medidor de tiempos de precisién infinita.

Es decir, si hoy no es miércoles, la probabilidad de estar realizando el experimento
es 0, si hoy es miércoles, serd 1 y preguntando lo mismo en los dos instantes exactos
—00:00:00 y 24:00:00— de entrada y salida del miércoles, la probabilidad sera %

La grafica de la figura 48 podria obtenerse —excepto los dos puntos de valor % que
se suelen situar por convenio—, del limite:

F(t) = lim exp{_ (t—ta)m}

m—o00 to
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Ahora bien, si hacemos la misma pregunta a una persona dotada tunicamente de
la posibilidad de ver el sol, la funcién se relajard bastante, puesto que ya no puede
determinar exactamente el cambio de dia, aunque si estar seguro en el momento en que
observa el sol en el zenit, obteniéndose una distribuciéon algo menos rigida como, por
ejemplo, la de la fig. 50, con m = 2.

0.9

0.2

01

0 |
0 wnes 1 martes 2 miércoles 3 jueves 4 viemes 5 sabado 6 domingo 7

Fig. 50. Probabilidad de obtener una respuesta afirmativa —1— a la pregunta jestoy realizando el

experimento? respondida con la dnica ayuda de la observacion del sol.

En estos dos anteriores supuestos, hemos utilizado un exponente entero y par: ;y si,
en nuestro afdn por generalizar, extendemos el exponente a cualquier?® nimero real?

La respuesta es que obtendremos, en lugar de una funcién de distribucién de proba-
bilidad, una funcién de onda compleja o funcion de estado ¥ representada por el vector
unitario |¥) para la que la probabilidad de obtener la cantidad ¢ como resultado de una
medicién es:

2
P = [{c[¥)]
Veamoslo con un ejemplo: especifiquemos la funcién

t— 2.5)6-453}

\I'ZGXP[*( 0.5

como funcién de onda para la pregunta sestoy realizando el experimento? que venimos
ilustrando, utilizando esta vez un instrumento de medicién temporal®® cuya precisién
—bastante mala, ciertamente— vendria representada por el exponente real m = 6.453.
Los resultados se muestran en la fig. 51, en la que la linea roja es la parte real de la
funcién ¥ —Re(V)—, la verde, su parte imaginaria —Im(¥)—, mientras que la linea azul

29Positivo, en este caso para que la funcién de distribucién sea un caso de la GEVD.

30En este caso no es necesario normalizar el vector |¥) ya que utilizando una unidad temporal igual a, 1
dia, queda automéaticamente normalizado y la suma de todas las probabilidades parciales de los posibles
resultados —area bajo la curva azul—, es igual a 1.
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representa la probabilidad de obtener un valor afirmativo —igual a 1— de la medicién
efectuada para contestar a la pregunta ;estoy realizando el experimento?, es decir:

P =[A0) =1-[(Re())* + (Im(¥))?]

0.8

Tm (W)
—(Re(¥))? + (Im(¥))*
Re(¥)

0.6

|

0.2

(SOl

-0.2 1

-0.4

-06 i

-0.8

0 nes 1 martes 2 miércoles 3  jueves 4 viemes 5 sabado © domingo 7

Fig. 51. Probabilidad de obtener una respuesta afirmativa —1— a la pregunta estoy realizando el
experimento? respondida con ayuda de un medidor de tiempos de precisién representada por el exponente

real m = 6.453. Obsérvese el colapso de la funciéon de onda.

Supongamos, por ultimo, que hacemos la misma consulta ;estoy realizando el expe-
rimento? a una persona que no tiene ninguna forma de medir el tiempo, ni siquiera ver
el sol pues lleva mucho tiempo aislada en una habitacién sin ventanas. Entonces, dado
que ni siquiera sabe qué dia de la semana es, su respuesta puede representarse mediante
la linea azul de la fig. 52:

1

I

|l ]

A
VW

0.4
0 lunes 1 martes 2 miércoles 3 jueves vienes 5 sabado 6 domingo 7

Fig. 52. Probabilidad de obtener una respuesta afirmativa —1— a la pregunta ;estoy realizando el

experimento? respondida sin hacer mediciones (exponente m = 0.5). La funcién de onda no colapsa.
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La respuesta afirmativa —1—, tiene la misma probabilidad de ocurrencia sea cual
sea el dia de la semana3! que hagamos la pregunta, es decir:

o= Jroal - ()]

P=|(1 WH 7[(Re(\11))2 + (Im())?] = %[0082 (%) + sen%%)} = %
donde el exponente m = % impide el colapso de la funcién de onda al proporcionar para
el argumento de la exponencial, en virtud de la férmula de Euler, un resultado imaginario
puro.

En general, tomando el instante inicial del experimento en ¢t = ¢, — tg y denotando
como E(m) y d(m) las partes entera y decimal, respectivamente de m, se obtiene la
ecuacién ¥ = exp[—(—1)"] y, si queremos visualizar qué seria conocer cudndo comienza
el experimento con la mdzima precisién, habra que evaluar el limite:

1. el & Em)=2k+1 y dim)=0

2. e ! & E(m) =2k y d(m)=0

. e_<_1(E<m>+d<m>)) DETS & Bm)=2% y dm)=}
E(m)+d(m)—o0 4.e™ & Em)=2k+1 y dim)=3
5. o E(m) =2k y d(m)# 3

| 6. o B(m)=2k+1 y dm)#1

lo que arroja las siguientes distribuciones:
1. e': no es funcién de distribucién de probabilidad ya que e! > 1.

2. e !: GEVD clésica con ¢ = 0.

R

e’: funcién de onda con argumento de la exponencial imaginario puro (sin colapso).

4. e™*: funcién de onda reciproca del caso anterior.

id(m) ., . . . .
5. €° : funcién de onda con argumento de la exponencial imaginario (colapsa).

—id(m) ., , .
6. e° : funcién de onda reciproca de la anterior.

Entonces, dado que el postulado V de la mecéanica cuantica establece que la evolucion
temporal de la funcién de estado estd gobernada por la ecuacién:

d -
ih— [2(8)) = H[¥(t)) (147)
donde H es el operador energia del sistema y que, para estados estacionarios —estados

en los que el operador energfa no depende del tiempo con lo que H|¥) = E|¥)—, tiene
como solucién general

(148)

31Gi el experimento que voy a realizar consiste en introducir una serpiente mortalmente venenosa en la
habitacién en la que estd aislada la persona, con probabilidad % de que le muerda, entonces, ese miércoles,
dicha persona se sentiria mas bien como cierto gato universalmente conocido.
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es posible establecer una correspondencia entre la descripcion matematica de la evolucion
temporal de un sistema mecanocudntico estacionario y la operacion de generalizar el
exponente m a valores no enteros para valores de x < 0 —antes de comenzar el ensayo—
en la ecuacién:
. m
()
1

En efecto, para valores de x < 0 y m = 5 se tiene

F(z <0)= e_[(_l%)ﬂ —e {(%)%}

. 2 . .
de donde, si tomamos xg = % y hacemos el cambio de variable z = ¢

F(x;x9,m) = ef[

2 se obtiene:

andloga a la ec. (148).

Concluimos pues este capitulo dedicado a los métodos utilizados en la presente memo-
ria subrayando, después del estudio fenomenologico abordado en 3.5.2 y 3.5.3, que la
objecion que afirma que un modelo tenso-deformacional que implique una tangente en
el origen infinita estd en conflicto con la experiencia, puede ser refutada con base en dos
argumentos:

Primero, porque el valor de la tangente a la curva tensién-deformacionen para o = 0
no es un observable fisico, ya que dicho valor de la tangente ha de ser obtenido sin aplicar
tensién alguna sobre la probeta, es decir, sin interactuar con ella. Por tanto, afirmar
que una tangente en el origen vertical estd en conflicto con la experiencia o que sea
una suposiciéon poco tangible supone atribuir al médulo de elasticidad en el origen su
pertenencia a la categoria de los universales —en el sentido que le atribuye Bertrand
Russell [106]—, de los que sélo se tendria conocimiento directo como conceptos, no como
fenémenos fisicos. Asi, en la teoria clésica, se asigna un valor de F operando el cociente
E = Z. Si aplicamos una tensiéon pequena, obtenemos una deformacién pequena y,
por tanto, un valor definido para F, pero ello no nos autoriza a asignar ningun valor
determinado a F cuando pasamos al punto en el que tensién y deformacion son nulas:

E = % = indeterminado

de ahi la denominaciéon que hemos empleado en 3.5.2: principio de indeterminacion.

Segundo, porque si consideramos Ae = 0 —es decir, una deformacién nula—, es-
tarfamos conociendo el valor del operador asociado a un observable fisico con precision
infinita por lo que, atendiendo al principio de incertidumbre de Heisemberg, habrian de
esperarse desviaciones estandar de la medida del médulo de elasticidad —es decir, errores
en su determinacion— arbitrariamente grandes.
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VERIFICACION EXPERIMENTAL

Ningun hecho que se refiera a algo capaz
de ser experimentado puede ser conocido
independientemente de la experiencia.

Bertrand Rusell.

generales de los materiales empleados, la metodologia desarrollada para obtener
las probetas y el instrumental utilizado en la realizacién de los correspondientes
ensayos de dichas probetas.

La segunda parte comprende el proceso de verificacién experimental de la ecuacion
propuesta en la presente memoria, particularizada en un primer momento al hormigén
como material estructural y generalizada, después, a una amplia gama de materiales
como los metales, los polimeros y algunos biomateriales.

L a primera parte de este cuarto capitulo se dedica a exponer las caracteristicas

4.1 Materiales empleados para obtener las probetas de hormigén
4.1.1 Cementos

El cemento utilizado en la confeccién de todas las amasadas ha sido un cemento EN 197-1
CEM I 52,5 R designado asi de acuerdo con la norma RC-08 [24], suministrado por la
fabrica de cementos del Grupo Cementos Portland Valderrivas en Alcald de Guadaira
(Sevilla).

4.1.2 Aridos

Los aridos empleados para la fabricacion de los distintos hormigones ensayados son ro-
dados y de naturaleza silicea, y proceden —tanto la grava como la arena— de la cantera
de Aridos y Transportes Cabanias, S. L. en Palos de la Frontera (Huelva). La fraccién
gruesa, designada conforme a la norma UNE 146901 [25], corresponde a un arido AG-
4/16-R-S y presenta un médulo granulométrico de 7.54. El analisis granulométrico de la
fraccién gruesa se muestra en la tabla 6 y la fig. 53.

En cuanto al arido fino —arena—, designado de igual manera, corresponde a un
AF-0/4-R-S con médulo granulométrico igual a 4.06. Los resultados de su anélisis granu-
lométrico se muestran en la tabla 7 y la fig. 54, donde también aparece reflejado el huso
granulométrico recomendado por la tabla 28.4.1.b del comentario al art. 28.4.1 de la
EHE-08.
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Luz de malla | Peso retenido | Retenido Retenido % que
tamiz (mm) (gr) (%) acumulado (%) | pasa
125 0 0 0 100

63 0 0 0 100

31.5 0 0 0 100

16 113.2 3.77 3.77 96.23

8 1459.7 48.66 52.43 47.57

4 139.2 46.4 98.83 1.17

2 29.5 0.98 99.81 0.18

1 1.0 0.033 99.85 0.15

0.5 1.6 0.053 99.90 0.10
0.25 1.2 0.04 99.94 0.060
0.125 0.6 0.020 99.96 0.040
0.063 0.4 0.013 99.97 0.023

Tabla 6 Resultados del analisis granulométrico del arido grueso.
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Fig. 53. Curva granulométrica del arido grueso.

Luz de malla | Peso retenido | Retenido Retenido % que
tamiz (mm) (gr) (%) acumulado (%) | pasa
125 0 0 0 100
63 0 0 0 100
31.5 0 0 0 100
16 0 0 0 100
8 0 0 0 100

4 41.4 6.90 6.90 93.10

2 714 11.90 18.80 81.20

1 87.2 14.53 33.33 66.67

0.5 145.9 24.32 57.65 42.35
0.25 200.7 33.45 91.10 8.90
0.125 46.5 7.75 98.85 1.15
0.063 5.5 0.92 99.77 0.23

Tabla 7 Resultados del analisis granulométrico del arido fino.
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Fig. 54. Curva granulométrico del arido fino, comprendida en los limites

recomendados por la EHE-08.

4.1.3 Reductor de agua de alta actividad /Superplastificante

Eventualmente, en los hormigones preparados con una baja relacién agua/cemento, se
ha empleado el superplastificante/reductor de agua de alta actividlad GLENIUM ACE
324 de la firma BASF —fig. 55—, aditivo basado en la tecnologia de los éteres poli-
carboxilicos para la fabricacion de hormigones fluidos y liquidos de elevada resistencia
mecdnica y elevadas prestaciones de durabilidad con gran mantenimiento de la consisten-
cia y sin provocar retrasos de fraguado. Ademads, en su formulacién incorpora un agente
cohesionante que minimiza la sensibilidad de los hormigones aditivados frente a pequenos
axcesos de agua.

El superplantificante se adiciona con la ultima parte del agua de amasado o directa-
mente en la hormigonera mientras se estd mezclando la amasada, asegurando un suficiente
tiempo de mezclado, para su total homogeneizacién.

La dosificacién recomendada por el fabricante es de entre el 0.5 y el 2.5% del peso
del cemento. En nuestro caso hemos empleado una dosificacién del 1.25% del peso del
cemento.

4.1.4 Microsilice y humo de silice

De la misma manera, en la fabricacién de probetas de hormigones de alta resistencia, se
han incorporado a los aridos, adiciones de microsilice, i.e., particulas de SiOy con una
pureza superior al 99% de tamano inferior a 63 pm, (fig. 55), y de humo de silice, en
proporcion inferior al 10% del peso del cemento, como prescribe el art. 30 de la EHE-08,
formado por particulas de tamafio inferior a 0.1 pm de SiO3 reactivo (fig.56).



104 SOBRE LAS CURVAS o0-¢ DE HORMIGONES Y OTROS MATERIALES

01« BASF (€

The Chemical Company 0099/CPD/A45/0019
0099/CPD/A45/0020
0099/CPD/A45/0049

Declaracion de conformidad

MARCADO CE DE ADITIVOS PARA ]-IORMIG()N BAJO LA DIRECTIVA UE DE
PRODUCTOS DE LA CONSTRUCCION DE LA UNION EUROPEA

Producto

GLENIUM ACE 324

Fabricante

BASF Construction Chemicals Espaiia, S.L.

Pol. Ind. Riera de Caldes Pol. Ind. Las Acacias

C/ Basters, 13-15 C/ Duero, 23

08184 Palau-Solita i Plegamans 28840 Mejorada del Campo
Barcelona Madrid

Telf: 93-8620000  Fax: 93-8620042 Telf: 91-6680900  Fax: 91-3138304

BASF Construction Chemicals Espafia, S.L. declara que su producto GLENIUM ACE 324,
segun las disposiciones del Anexo ZA de la normativa UNE-EN 934-2:2006, cumple como:

Reductor de agua de alta actividad / Superplastificante segin UNE-EN 934-2:2006 (T3.1/T3.2)
Acelerador de endurecimiento  segin  UNE-EN 934-2:2006 (T7)

en su uso previsto para hormigén y dentro del limite prescrito por el fabricante para la utilizacion
del producto y en su dosificacién de ensayo, aplicando las directrices para el Ensayo de Tipo
Inicial prescrito en la vigente norma UNE-EN 934-2:2006.

BASF Construction Chemicals Espaia, S.L.
Admixture Systems

% %{’(S\,

Eduardo Brandao
Head Admixture Systems Spain

Declaraciéon de Conformidad elaborada siguiendo los requisitos y disposiciones de la edicién vigente de la
normativa UNE-EN 934-2:2006. Esta Declaracién perdera su validez con la aparicion de una nueva edicién o
ante cualquier modificacion de la normativa de referencia que implique modificaciones en las condiciones de
Ensayo de Tipo Inicial o en sus resultados. Para mas informacién pueden solicitarse los Ensayos de Tipo
Inicial del aditivo especifico.

Este documento consta de 1 pagina. Prohibida la reproduccion total o parcial de este documento y su difusién
sin la autorizacion previa de BASF Construction Chemicals Espafia, S.L.

Edicion: 20/07/2010

Fig. 55. Marcado CE del aditivo utilizado para la elaboracién de las probetas de alta resistencia.
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Hoja de Datos de Producto
Edicion 06/10/2008
Identificacién n® 2.10.1
Versién n° 1

Sika® Fume S-92-D

Sika® Fume S-92-D

Adicién a base de humo de silice

Descripcion Es una adicién a base de humo de silice que se utiliza para aumentar la cohesion
del hormigén fresco y las resistencias mecanicas y a agentes agresivos en el
del Producto hormigén endurecido.

Usos B Hormigones estructurales de altas prestaciones.
B Hormigén bombeado.
B Hormigdn proyectado tanto por via seca como por via humeda.
B Hormigones resistentes a agentes agresivos.

Caracteristicas/ Contiene particulas microscépicas (0,1 micras) de diéxido de silicio reactivo. La
Ventajas presencia de dichas substancias aumenta la retencién del agua en el hormigén
fresco.

En el hormigén endurecido reacciona con la cal libre aumentando sus resistencias
mecanicas y a agentes agresivos.

Aumenta las resistencias quimicas a cloruros, sulfatos, &cidos, ciclos de hielo-
deshielo, reaccién alcali-arido.

No contiene cloruros ni elementos que puedan producir corrosién en las
armaduras.

Hormigones bombeados:

B Mejor cohesion.

B Reduccion de la energia de bombeo.
B Mayor densidad y compacidad.

B Altas resistencias mecénicas.

Hormigones proyectados:

B Mayor densidad.

B Reduce el rechazo.

W Alta resistencia a los sulfatos.
B Altas resistencias mecanicas.

Datos del

Producto

Forma

Apariencia/Color Polvo gris.
Presentacion Saco de 20 kg.

Sika® Fume S-92-D 1/2
135

Fig. 56. Ficha técnica del humo de silice usado como adiciéon para la elaboraciéon de probetas de

hormigones de alta resistencia.
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Fig. 57. Ficha técnica de la microsilice usada como adicién para la elaboracién de probetas de

hormigones de alta resistencia.

4.2 Instrumental
4.2.1 Medidor del tiempo de trdnsito de los pulsos ultrasonicos a través del hormigon

Antes de proceder a la realizacion del ensayo de compresién, en cada probeta se ha efec-
tuado la medicién de la velocidad de transmisién de los impulsos ultrasénicos mediante
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el uso de un medidor del tiempo de vuelo de un impulso ultrasénico a través del material
a ensayar.

El aparato utilizado ha sido el PUNDIT! plus, de la firma CNS FARNELL —fig.
58—, provisto de dos transductores de 54 kHz que emite pulsos de 1.5 us de duracién a
250, 500 6 1200 V, con un limite de desviacién de +0.1 us y una precisién del 2% segin
establece la norma UNE-EN 12504-4:2006. Ensayos de hormigén en estructuras. Parte
4: Determinacién de la velocidad de los impulsos ultrasénicos.

Fig. 58. Pundit Plus.

Para la puesta en practica de las mediciones se ha utilizado un sistema compuesto
por dos mordazas —fig. 59— que mantienen los transductores acoplados a la probeta a
tension constante.

Fig. 59. Acoplamiento de los transductores a la probeta.

1Siglas de Portable Ultrasonic Non-destructive Digital Indicating Tester.
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4.2.2 Mdquina de compresion

La méquina utilizada para la realizacién de los ensayos a compresion del hormigén ha sido
un sistema de la casa CONTROLS, compuesto por una consola automética de control
AUTOMAX 5 y una maquina de compresién modelo 50-C5652 —fig. 60— de 3000 kN
de capacidad de carga.

La consola de control permite efectuar ensayos con tasa de incremento de la tensién
constante seleccionada por el usuario de forma automaética. Por otra parte, la velocidad
maxima de aproximacién de platos de 40 mm/min, lo que permite también realizar
ensayos de tasa de incremento de la deformacién constante sobre probetas de hormigén
cilindricas de 150x300 mm —nuestro caso— de entre 2.2- 1076 y 2.2.1073 s~1.

Fig. 60. Prensa utilizada en los ensayos a compresiéon del hormigén.

4.2.3 Compresdmetro/Extensometro

El instrumento utilizado para medir la deformacién que experimentan las probetas du-
rante el ensayo ha sido un sensor electrénico modelo 55-C0222/F también de la firma
CONTROLS compuesto por dos piezas, una fija y la otra deslizante a lo largo del propio
eje del sensor —fig. 61—, que conectado a un sistema de adquisicion de datos compatible,
permite medir con alta precisién el desplazamiento de la pieza movil.
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El sistema estd compuesto de una extructura de acero y aluminio que alberga un
transtuctor de desplazamiento de alta precisién, dos bandas elésticas de longitud ajustable
usadas para fijar el sensor a la probeta y una placa calibradora usada para fijar la longi-
tud inicial. En todos nuestros ensayos se ha optado por una longitud inicial de 160 mm
que es la maxima que permite el dispositivo.

El transductor de desplazamientos es del tipo magnetostrictivo de 4 hilos, alimentado
a 10 V, con una sensibilidad de 0.02 um, 1.5 mm de carrera y una linealidad mejor del

1%.

Fig. 61. Colocacién del extensémetro utilizado para medir la deformacién en los ensayos.

4.2.4 Inicio y fin del ensayo

Las probetas de hormigén son previamente elaboradas, curadas y preparadas conforme
a la normativa UNE-EN ya citada [12-13]. Al inicio del ensayo, se taran las lecturas a
cero, tanto las de la célula de carga de la prensa como las del extensémetro y se inicia
el movimiento de aproximacién del pistén de la maquina sin que, inicialmente, exista
contacto entre el plato superior y la cara superior de la probeta, por lo que tanto la
tensién como la deformacién serian nominalmente cero.

Sin embargo, dado que la sensibilidad del extensémetro es de 0.02 pm, con una
apreciacién de 0.001 mm, lo que supone un umbral de deformacion relativa detectable
en un recorrido de 160 mm de 6.25 - 1076 y que la apreciacién de la célula de carga de
la prensa es de 0.1 kN, en probetas de 150 mm de didmetro de 0.00565 MPa, durante el
lapso de tiempo en que el piston se aproxima a la cara superior de la probeta y aun algo
mas alla, obtendremos lecturas aleatorias, que analizaremos mas adelante, impidiendo
fijar de forma precisa el verdadero comienzo del ensayo (fig. 62).
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GONTROIG

Fig. 62. Inicio del ensayo.

En cuanto a la finalizacién del mismo, debemos distinguir entre ensayos realizados
con tasa constante de incremento de la tensién y ensayos realizados con tasa constante
de incremento de la deformacién (fig.63).

T0CAR
NOZsTAM

Fig. 63. Fin del ensayo (tasa de incremento de la deformacién constante).

En los primeros, la finalizacién se certifica por la rotura brusca de la probeta (ocurre
normalmente con probetas de hormigones de resistencia relativamente alta) o bien porque
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entre dos lecturas de tension consecutivas se produzca una diferencia superior a un umbral
previamente especificado, en nuestro caso, 20 kN.

Cuando la tasa de incremento de la deformacién es constante, no suele producirse
la rotura brusca, sino la sucesion de pequeiios y continuos fenémenos de inestabilidad
debido al paulatino proceso de deterioro de la probeta, finalizando el ensayo por pérdida
de anclaje del extensémetro si la probeta sufre una grieta en alguno de los puntos de
anclaje de dicho aparato o, si esto no sucede, a criterio de la persona que realiza el
ensayo (normalmente cuando la curva tensién-deformacion tiende a hacerse horizontal).

4.3 Verificacion experimental de los resultados en hormigones
4.3.1 Probeta M1. Tasa de incremento de la tension constante

Comenzamos la verificacion experimental de la tesis comprobando las dos curvas patréon
que hemos utilizado para verificar la idoneidad de las propuestas que hemos revisado en
el capitulo 2. Su dosificacién y valores caracteristicos fueron mostrados en el capitulo 1
(tablas 2 y 3).

El ajuste de los resultados experimentales de la probeta M1, ensayada con tasa de
incremento de la deformacién constante igual a 0.6 MPa-s~!, muestra un ajuste excelente
—fig. 64— para la ecuacion:
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Fig. 64. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M1 —ensayada con tasa de

incremento de la tensién constante— y la ecuaciéon propuesta en la tesis.

4.3.2 Probeta M2. Tasa de incremento de la deformacion constante

—68—17

El caso de tasa de incremento de la deformacién constante —2 - 10 de la probeta
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M2 es, como senialaba Blechman [60,61], algo mas complejo, ya que, después del pico de
tension se produce un fendmeno de cambio de fase, evolucionando posteriormente hacia
una especie de fluencia inestable.

Tenemos pues dos fases, por lo que nuestra ecuaciéon se compondra de dos términos,
uno por cada fase, el tltimo de ellos ponderado por una exponencial adicional que modela
el cambio de fase.

SOp . o N i
45 - A N - - ——Experimental| |
| — Propuesta |
4O e e T SSE=8516 | .
- , | | g R2=0.9993 -
_____________________ N i |RMSE=03767 |

Tension (MPa)
r w w
[9)] (] (9]
1
P

[}
o
i

—_
(%]

10

.. . £
Deformacion relativa x10

Fig. 65. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta M2 —ensayada con tasa de

incremento de la deformacién constante— y la ecuaciéon propuesta en la tesis.

Los valores de los parametros que mejor ajustan la ecuacién propuesta a los datos
experimentales de la probeta M2, son los sefialados en la expresién siguiente. Obsérvese
(fig. 65), que el ajuste es bastante mejor que cualquiera de los revisados en el capitulo 2.

|

, es decir,

)3.708 )0.169

£—0.3046

Mod [e_ ( 0.3015

)962.1

o = 252202094050~ (azss 4 1747000390 (7S

donde Mod|[] es el mddulo de la funcién de onda compleja: e_(gg%g%(i

representa la probabilidad de que se produzca el cambio de fase para un valor de la de-
formacién relativa igual a (0.3046 — 0.3015) = 0.0031.

)962.1

4.3.3 Hormigones de baja resistencia. Probeta B2

Las probetas de hormigones de baja resistencia se han dosificado tomando el minimo con-
tenido en cemento que permite la EHE-08 a la vez que la maxima relacién agua/cemento
que se autoriza en dicha norma para fabricar hormigones estructurales. Su dosificacion
pormenorizada se muestra en la tabla 8 y las caracteristicas fisicas y los valores globales
obtenidos de los ensayos realizados en la tabla 9:
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Amasada | Cemento | A/C | Agua | Grava | Arena | Fluidificante
(kg) M | keg) | (kg) | (kg) (kg)
2 250 0.65 | 162.5 | 975.41 | 1056.6 -
Tabla 8 Dosificacién por m® de un hormigén de caracterfsticas minimas.
Método de Densidad Vel. de transmi- | Resist. max. a Def. a

Probeta ensayo p (kg/m?) | si6n de pulsos ul- a compresiéon | resistencia
trasénicos v (m/s) L (MPa) méxima &

B1 ¢ = 10602 MPa/s 2309.21 4451.12 34.23 0.002276

B2 £=6.74x107%s7! 2305.04 4453.28 32.35 0.002161

Tabla 9 Valores caracteristicos obtenidos en los ensayos de las probetas de hormigén bajo, utilizadas
para comprobar experimentalmente el ajuste de la ecuacién propuesta.

La virtual exactitud obtenida para todos los casos de tasa de incremento de la tension
constante, hace innecesaria su representacion para el resto de tipos de hormigones ela-
borados. Nos centraremos, por tanto, en los ensayos con tasa de incremento de la defor-
macién constante.

En el caso de la probeta B2, ensayada con ¢ = 6.74 - 107% s71, se observa un tramo
practicamente vertical de la curva casi inmediatamente después del pico de tensién (fig.
66), probablemente debido al aumento de la tasa de incremento de la deformacién con
respecto al ensayo de la probeta M2, lo que revela la existencia de un proceso de ines-
tabilidad global que se recupera cerca de la deformacién correspondiente a 0.003.

T
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320
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—
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0.006 0.008 0.01

Deformacion relativa

0 0.002 0.004 0.012

Fig. 66. Comparacién entre los datos experimentales de la probeta B2 —ensayada con tasa de

incremento de la deformacién constante— y la ecuacién propuesta en la tesis.
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Esta inestabilidad puede modelizarse mediante la ecuacién

m3

mi my my
o= 015”167<a> 67<502> 4 025”267<%> Mod [e(%4a> }
donde:

Fase I. C; = 11410 MPa, ni = 0.978, €91 = 0.00541, m; = 1.
Inestabilidad: 9o = 0.00263, mo = 19.31.

Fase II: Cy = 997.6 MPa, ny = 0.185, gg3 = 1 - 1072, mg = 0.209.
Cambio de fase: £, = 0.00753, €94 = 0.00664 m4 = 12.28.

4.3.4 Hormigones de alta resistencia. Probeta H2

Para dosificar hormigones de alta resistencia hemos tomado, siguiendo el mismo criterio
que en casos anteriores, los valores maximos que permite la EHE-08 para la dosificacién
de hormigones estructurales, esto es, 500 kg/m? de cemento adicionando, en este caso,
sendas cantidades iguales al 5% del peso del cemento de humo de silice y microsilice
(descritos en 4.1.4). La relaciéon agua/cemento se toma tan baja como 0.23, por lo
que, para conseguir una adecuada hidratacion del cemento, serd necesaria la adiciéon de
un 2.5% del peso del cemento del superplastificante/reductor de agua de alta actividad
descrito en 4.1.3. Los valores exactos de la dosificaciéon empleada y los valores globales
obtenidos en los ensayos se muestran en las tablas 10 y 11, respectivamente.

Amasada | Cem. | A/C | Agua | Grava | Arena | Fluidif. | H. de silice | Microsilice
(kg) () | (keg) | (kg) | (ke) (kg) (kg)
3 500 | 0.23 | 115 | 907.80 | 982.26 12.5 25 25
Tabla 10 Dosificacién por m*® de un hormigén de altas caracterfsticas.
Método de Densidad | Vel. de transmi- | Resist. max. a Def. a
Probeta ensayo p (kg/m3) | sién de pulsos ul- | a compresién | resistencia
trasénicos v (m/s) fL (MPa) méxima &g
H1 o = 10602 MPa/s 2385.67 4892.13 112.36 0.00283
H2 £=05x10"%s"T [ 2380.49 4884.42 105.78 0.00278

Tabla 11 Valores caracteristicos obtenidos en los ensayos de las probetas de hormigén alto utilizadas
para comprobar experimentalmente el ajuste de la ecuacién propuesta.

En la fig. 67, puede observarse cémo tipicamente los hormigones de alta resisten-
cia presentan una rama ascendente mas lineal, resultando mas pronunciado el descenso
de tensién inmediatamente después del méaximo. La cola de tension residual final que
Blechman achacaba a un factor de confinamiento resulta méas baja que en hormigones
normales.

Los valores encontrados para los parametros que mejor ajustan la ecuacion propuesta

a los resultados experimentales de la probeta H2 se muestran a continuacion de la figura
67.
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Fig. 67. Comparacion entre los datos experimentales de la probeta H2 —ensayada con tasa de

incremento de la deformacién constante— y la ecuacién propuesta en la tesis.

Fase I. C; = 11410 MPa, ny = 0.978, g1 = 0.00541, mq = 1.
Inestabilidad: g2 = 0.00263, mo = 19.31.

Fase II: Cy = 997.6 MPa, ny = 0.185, g3 = 1 - 107°, mg = 0.209.
Cambio de fase: ¢, = 0.00753, g4 = 0.00664, mo = 12.28.

4.4 Aplicabilidad de la ecuacion propuesta a otros materiales. Metales no
férricos

4.4.1 Introduccion

Como ya se ha adelantado en apartados anteriores de la tesis, la amplisima aplicabilidad
de la ecuacion propuesta en la presente memoria, nos ha llevado a comprobar su idonei-
dad para modelar el comportamiento tenso-deformacional de una relativamente nutrida
seleccion de tipos de materiales que expondremos en los apartados que restan del presente
capitulo.

Comenzaremos por los metales, realizando un breve repaso de las ecuaciones prop-
uestas en la bibliografia relacionada con las curvas tensién-deformacion para materiales
metalicos.

Las curvas tension-deformacién de metales policristalinos ha sido también sujeto de
investigacién durante mas de un siglo. En la actualidad, estd bien establecido que el
comportamiento de dichos metales puede dividirse en tres fases distintas, designadas
por I, IT y IIT y se han desarrollado descripciones detalladas para explicar los procesos
bésicos de deformacién de dichas tres regiones [107, 108]. Al contrario que cierto niimero
de descripciones empiricas o fenomenolégicas, no se ha desarrollado ninguna descripcion
funcional fisicamente fundamentada para representar estas regiones debido a que, en la
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practica, la presencia de limites de grano y la existencia de mecanismos de deformacién
de dichos limites tienden a complicar cualquier interpretacién del proceso de deformacién
en metales policristalinos.

Probablemente, la primera ecuacién propuesta para describir las curvas tension de-
formacién de estos metales fue la propuesta en 1909 (ec. 149) por Ludwik [109],

o=o0,+ Ke" 149
y

similar y tradicionalmente asociada en la bibliografia a la ecuaciéon propuesta por Hol-
lomon [110] en 1945:
o=Ke" (150)

en las que oy es la tensiéon de fluencia y K y n son pardmetros del material con n va-
riando normalmente entre 0.2 y 0.5. Notese la correspondencia de estas ecuaciones con
la ley potencial, ya estudiada, propuesta por Bach para el hormigén y cémo, la comu-
nidad cientifica dedicada al estudio de las curvas tension-deformacién de los materiales
metalicos, no percibe ninguna incomodidad en el hecho de que ambas ecuaciones presen-
ten una derivada en el origen de valor infinito.

Les sigue cronolégicamente, la ecuacion propuesta en 1943 por Ramberg y Osgood
[111], que expresa la relacién deformacién-tensién también mediante una ley potencial:

= g+K<3)" (151)
€
aunque, en dicha ecuacién, no es posible expresar ¢ en funcién de € de manera explicita.
A pesar de que la ecuacién de Ludwik pueda presentar buenos resultados de ajuste
para bajas deformaciones, un andlisis més atento de dicha ecuacién revela una deficiencia:
la ec. 149 no presenta un maximo para el valor de la tensién, ya que o — oo tal como
€ — 00, en contra de lo que ponen de manifiesto los datos experimentales.
Esta deficiencia es la que pretende soslayar la ecuacién propuesta por Voce [112], que
puede expresarse en la forma:

P [1 - e_<:c)} + aoe_<i) (152)

donde oy, 09, y . son también pardmetros dependientes del material. La ec. (152) fue
desarrollada originalmente para describir el endurecimiento por deformacion de probe-
tas de cobre ensayadas a compresién e implica que la tension de fluencia se aproxima
exponencialmente a un valor asintético de saturacién, oy, para altas deformaciones sin
contemplar, por tanto, un decaimiento de la tensién mas alla de la tensién maxima.

El siguiente hito a destacar es el modelo de Richard y Abbott [113] de 1975, que
propugnaba la siguiente ecuacién:

o= { (]‘E(E fp))gn} T+ Bpe (153)
I

donde E es el médulo de elasticidad cldsico, £, es un médulo pléstico, op una tensién
plastica de referencia y n el pardmetro deforma de la curva tension-deformacion.
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La primera ecuacion no definida a trozos para modelar materiales metalicos que pre-
sentan escalén de cedencia y meseta plastica es, segin la bibliografia consultada, la
propuesta de Poh [114] de 1997, mezcla de comportamientos lineales y de la ec. 153 de

Richard y Abbott:
€
0= @[9(8) + h(e)] (154)

donde

1 Ele| -0, — Ee)|— |(Ele| —0y — 0
g(&):* E|€|—|—0'y—|—0'1—|(E’€|—O'y—0'1)|—0'1[1—|—|( ‘ | Y 1)‘ |( | | Y 1)|:|
2 O‘1—E51

h(g)l{{ (En — Ep)(le] — en) +Ep(’8’_8h)}[1+\(ye—gh)|—|(\5|_5h_m)|]

2 By —Ep)(Je]—<n) "}i m

1+ ’ (
en las que o7 es la altura del pico superior de fluencia, €1 es la anchura del pico superior
de fluencia, € es la deformacién al comienzo del endurecimiento por deformacién, Fj
es la pendiente de la curva al comienzo del endurecimiento por deformacién y m es un
parametro de transicion entre la meseta plastica y la zona curva de endurecimiento. El
resto de parametros tienen el mismo significado que en la ecuacién de Richard y Abbott
(ec. 153).

Aunque esta ecuacién representa un avance por cuanto es capaz de modelar la tran-
sicién de la fase lineal a la de endurecimiento por deformacién, incluyendo el escalén de
fluencia y al meseta plastica mediante una expresién unica, hemos de hacer notar que no
presenta un maximo de tensién y no es capaz de modelar el efecto Portevin-Le Chatelier.

Por tltimo, destacamos el enfoque de Chinh et al. [115] por constituir una aproxi-
macioén parcial a la ecuacién que se propone en esta tesis. En efecto: tomando como
punto de partida la propuesta de Voce (ec. 152), los autores proponen una modificacién
de dicha ecuacion para valores altos de la deformacién, que vendria representada por la
expresion:

g0

o=o00+ 0] [1 —e_<i>} (155)

donde o9, 01, €. v el exponente n son constantes que pueden ser usadas para ajustar
la ecuacién a los datos experimentales. Cuando n = 1, conduciria a una ecuacién tipo
Voce y, si las deformaciones son pequenas y se desarrolla en serie de Taylor, al despreciar
términos de orden superior, conduce a la ecuaciéon de Ludwik (ec. 149) cuando n = m.

A continuacién procederemos a verificar la aplicacién de la ecuacién propuesta en la
presente memoria comenzando por metales policristalinos no férricos.

4.4.2 Laton

Los datos para la realizacién de la verificacién han sido tomados? de [116], y los resultados
del ajuste muestran cémo su comportamiento tenso-deformacional puede ser modelado
mediante la forma de la ecuacién tipicamente monofasica, es decir:

o= Ce"€_<%)m

2A falta de disponer de una méaquina universal de ensayos.
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donde: C' = 567.9 MPa, n = 0.1757, g9 = 0.4361 y m = 8.792.
Los resultados del ajuste se muestran en la siguiente figura:
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Fig. 68. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de latén y la ecuacién propuesta

en la tesis.

4.4.3 Aleacion de aluminio 6061-T6

La aleacién de aluminio denominada 6061-T6 es altamente soldable mediante los proce-
dimientos TIG3 o MIG* y presenta la siguiente composicién en peso:

Aluminio: 95.85-98.56%.

Magnesio: 0.8-1.2%.

Silicio: 0.4-0.8%.

Cobre: 0.15-0.40%.

Cromo: 0.04-0.34%.

Hierro: 0.7% (méximo).

Zinc: 0.25% (méaximo).

Titanio: 0.15% (méaximo).

Manganeso: 0.15% (méximo).

Es conocida por ser el material con el que estan fabricadas las placas que transportan
las astronaves Pioneer 10 —1972— y Pioneer 11 —1973— en las que se grabaron sendos

3 Tungsten Inert Gas.
4 Metal Inert Gas.
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mensajes pictoricos para proporcionar informacién sobre el origen y fisonomia de los
constructores de dichas astronaves —fig. 69—.

Fig. 69. Placa que transporta la astronave Pioneer 10.

Los datos brutos, asi como las caracteristicas del ensayo, que se relacionan a con-
tinuacién, han sido tomados del directorio [117] del Mechanical Testing Instructional
Laboratory del College of Engineering, University of Illinois al Urbana-Champaing:

Méquina de ensayos: Instrom Model 4483.

Tipo de ensato: Traccién.

Seccién transversal de la probeta: 40.2639 mm?.

Longitud de la galga extensiométrica: 25.40 mm.

Tasa de incremento de la deformacién —constante—: 2.62- 1073 s~ 1.

Intervalo de muestreo: 0.5 s.

Los resultados del ajuste se muestran en la siguiente figura:
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Fig. 70. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de aleacién de aluminio 6061-T6

y la ecuacién propuesta en la tesis.
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La ecuacién que produce el ajuste de la figura 70 se escribe:

e e (5 e () e ()"

Los valores encontrados para los pardmetros que mejor ajustan la ecuacién anterior a
los resultados experimentales de la probeta de aluminio 6061-T6 se anotan a continuacion.

Fase I: C; = 286.5 MPa, €91 = 0.235, m; = 3.2.

Incertidumbre I: £,1 = 0.1109, £g2 = 0.1089, mo = 120.2.

Fase II: Cy = 779.3 MPa, ny = 0.7949, 93 = 0.02313, m3 = 3.519 - 1076.

Incertidumbre II: €490 = 0.1853, £94 = 0.07327 my4 = 3.506.

4.5 Aceros de construccion. Modelado del efecto Portevin-Le Chatelier
4.5.1 Acero inozidable 304

El acero inoxidable 304, también conocido como 18/10 por los porcentajes en peso de
cromo y niquel que integran su composicién, es el acero inoxidable austenitico mas versatil
y mas ampliamente usado. La lista completa de los elementos que lo integran (porcentaje
en peso) es la siguiente:

Hierro: 66.86-74.5%.

Cromo: 17.5-19.5%.

Niquel: 8-10.5%.

Silicio: 0-1%.

Manganeso: 0-2%.

Carbono: 0-0.07%.

Fésforo: 0-0.05%.

Azufre: 0-0.02%.

Los datos brutos, asi como las caracteristicas del ensayo, que se relacionan a conti-
nuacion, han sido tomados también de [117].

M4quina de ensayos: Instrom Model 4483.

Tipo de ensato: Traccién.

Seccién transversal de la probeta: 39.5919 mm?.

Longitud de la galga extensiométrica: 25.40 mm.

Tasa de incremento de la deformacién —constante—: 2.62- 1073 s~ 1.

Intervalo de muestreo: 0.5 s.

Los resultados del ajuste muestran un comportamiento tipicamente bifdsico y, en
esta ocasion, hemos querido modelar también el proceso de rotura mediante un término
probabilidad de inestabilidad global que incluimos en la ecuacién que transcribimos a
continuacién. La fig. 71 muestra los resultados.

Cieme (F) h + Che™e (E) b Mod [e_ (82551 ) mg]] e (7) h

g =

Fase I: C} = 656400 MPa, n; = 0.8332, e¢1 = 3.726 - 107°, m; = 0.2873.
Fase II: Cy = 11220 MPa, ny = 0.8676, g2 = 0.04147, my = 0.348.
Cambio de fase: g,1 = 0.3621, g3 = 0.4107, m3 = 8.926.

Rotura: ¢, = 0.7371, m,, = 10000.
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Fig. 71. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de acero inoxidable 304 y la

ecuacion propuesta en la tesis.

4.5.2 Acero 1045: modelando el efecto Portevin-Le Chatelier

Quiza el reto mas dificil al que se pueda enfrentar esta tesis es la modelizacién, cumpliendo
los requisitos de 3.3.5, del efecto Portevin-Le Chatelier —PLC—, del que dabamos
cuenta en el capitulo 1, y que experimentan algunos aceros al carbono en la zona de
meseta pldstica. La bibliografia al respecto es relativamente reciente [118-121] y se cen-
tra basicamente en la modelizacion numérica por el Método de los Elementos Finitos.

La manifestacién del efecto PLC sobre las curvas tension-deformacién se traduce en
tramos de dichas curvas que presentan un aspecto aserrado o en diente de sierra (fig.
72).

o

€

Fig. 72. Curva tensiéon-deformacion idealizada en la que se aprecia un tramo en el que aparece el

efecto portevin-Le Chatelier.
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Por ello, nuestra primera intuicion fue ponderar las curvas tensién-deformacion de
los materiales que presentaban el efecto PLC mediante una onda cuadrada de amplitud
unitaria (fig. 73).

1 Vf\vl\vf\vn\/\vl\vl\vf\v A\If\vl\vt\v Y
0.5
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Fig. 73. Onda cuadrada de amplitud y semiperiodo unitarios, y 10 crestas.

Como es sabido, se conoce como onda cuadrada a una onda exclusivamente compuesta
por arménicos impares cuyas amplitudes son inversamente proporcionales al nimero de
armonicos, (ec. 156)

f(z) = 4 > %sen[@j - 1)2—7%] (156)

donde A es la amplitud del primer armoénico, m es el nimero de crestas o maximos locales
presentes en un semiperiodo y 1" es el periodo.

Sin embargo, de proceder asi, estarfamos violando la directriz general de la tesis por
la cual, la ecuacién propuesta para modelar las curvas tensién-deformacion de los ma-
teriales, habria de estar inicamente compuesta por una combinacién lineal de funciones
potenciales y exponenciales de la forma general expresada mediante la ec. 130, es decir:

q
Z (5 — €aj)mj
D £0j

g = E Cz'&‘nie j=1
i=1

Ello nos llevé a plantearnos si seria posible modelar una onda cuadrada no periédica
mediante funciones exponenciales, encontrando una expresién adecuada combinando una
funcién exponencial vélida para modelar el primer arménico, con una suma algebraica
también de pequenas exponenciales que modelan las pequefias oscilaciones que producen
el resto de armonicos de la onda cuadrada periddica, mediante la expresién:

- 7] +;Hc)jle_<()> (157)
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donde, con relacién a la ec. 156, a = %, n = 4m — 2, C' es un parametro —o incluso, si

fuese necesario, una funcion de j— de escala para la amplitud de las pequenas crestas y
p es un exponente que modela la rigidez de dichas crestas. En la fig. 74, se muestra la
comparacién grafica entre una onda cuadrada exponencial com m =20, A=1,T =2y
p = 2, y su correspondiente modelo exponencial.

08 b i i .
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Fig. 74. Comparacién entre una onda cuadrada periddica y una onda cuadrada exponencial.

Comprobada la versatilidad de la ecuacién propuesta en la tesis para modelar el efecto
PLC, nos decidimos a probar con un material que presenta habitualmente dicho efecto
en la zona correspondiente a su meseta plastica: el acero 1045.

Este material es un acero de contenido medio de carbono, de resistencia media y
baja templabilidad. Se caracteriza por una resistencia a la traccién —500-700 MPa—
y al impacto bastante buenas, ademés de una buena trabajabilidad y una soldabilidad
razonable. El acero 1045 es ampliamente utilizado por todos los sectores de la industria
para aplicaciones que requieran mayor resistencia a la tracciéon y al desgaste que la
que presentan los aceros suaves de bajo contenido en carbono. Los principales usos
de este acero son, entre otros: pinones, cunas, ejes, tornillos, partes de maquinaria,
herramientas agricolas y remaches. Los elementos que integran su composicién quimica
son los siguientes:

Hierro: 98.16-98.82%.

Carbono: 0.43-0.5%.

Manganeso: 0.60-0.90%.

Silicio: 0.15-0.35%.

Azufre: 0-0.05%.

Fésforo: 0-0.04%.

Los datos brutos, asi como las caracteristicas del ensayo, que se relacionan a conti-
nuacién, han sido tomados también de [117].
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Maéquina de ensayos: Instrom Model 4483.

Tipo de ensato: Traccién.

Seccién transversal de la probeta: 39.8153 mm?.

Longitud de la galga extensiométrica: 25.40 mm.

Tasa de incremento de la deformacién —constante—: 2.62- 1073 s~ 1.

Intervalo de muestreo: 0.5 s.

Para la modelizacién del efecto PLC hemos considerado suficiente el uso de tres
funciones exponenciales (modelamos 3 crestas) combinadas con otras dos funciones ex-
ponenciales que modelan la fase correspondiente a un metal policristalino sin carbono,
anadiendo, por ultimo, un término adicional que da cuenta de la rotura de la probeta.
La ecuacion que organiza los parametros encontrados se muestra a continuaciéon y los
resultados del ajuste se representan graficamente en la fig. 73.

5 My .
o= [;Cﬁ"je(soj) J}e‘(i)

Efecto PLC: C7 = 80610000 MPa, Cy = 1393000 MPa, C3 = 99850 MPa, n; = 1.964,
ng = 1.34, ng = 0.956, g1 = 0.001354, g2 = 0.00184, g9z = 0.003858, m; = 8.853,
mo = 2.61, ms = 1.763.

Fase policristalina: Cy = 322200 MPa, C5 = 262900 MPa, ngs = 2.907, n5 = 1.046,
€04 = 0.1015, gg5 = 0.003392, my4 = 2.232, ms = 0.3955.

Rotura: ¢, = 0.14136097, m, = 10000.
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Fig. 75. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de acero 1045 y la ecuacién

propuesta en la tesis.
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4.6 Resultados en polimeros: plasticos y gomas

Los resultados obtenidos hasta el momento, nos animan a comprobar la aplicabilidad de
la ecuacion propuesta en todo tipo de materiales. Por ello, a continuacién expondremos
los resultados de la verificacién experimental de la capacidad de modelizacion de dicha
ecuacion del comportamiento tenso-deformacional de materiales poliméricos sintéticos.

4.6.1 Poli(metil metacrilato)

El poli(metil metacrilato), también polimetacrilato de metilo o PMMA, es un termoplastico
transparente que se usa a menudo como alternativa al vidrio por ser maés ligera o re-
sistente a los golpes que éste, denominandosele a veces cristal acrilico. Quimicamente
es el polimero sintético del metacrilato de metilo, de férmula molecurar (C502Hg),,. El
material fue desarrollado en 1928 por varios laboratorios y se comercializé por primera
vez en 1933 por la Rohm and Haas Company bajo la marca Plexiglas.

Los datos para la realizacién de la verificacién han sido tomados, otra vez, de [117],
siendo éstos:

Méquina de ensayos: Instrom Model 4483.

Tipo de ensato: Traccién.

Seccién transversal de la probeta: 50.6432 mm?.

Longitud de la galga extensiométrica: 25.40 mm.

Tasa de incremento de la deformacién —constante—: 2.62 - 1073 s~ L.

Intervalo de muestreo: 0.5 s.
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Fig. 76. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de poli(metil metacrilato)

—PMMA— y la ecuacién propuesta en la tesis.

Los resultados del ajuste muestran cémo su comportamiento tenso-deformacional
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puede ser modelado mediante la forma de la ecuacion tipicamente monofasica, es decir:

o= C"e <%)m

donde: C' = 1963000 MPa, n = 1.803, g9 = 0.0005283 y m = 0.3396. Estos resultados se
muestran en la fig. 76.

4.6.2 Polipropileno

El polipropileno —PP— es el polimero termoplastico, parcialmente cristalino, que se
obtiene de la polimerizacién del propileno o propeno. Pertenece al grupo de las poli-
olefinas y es utilizado en una amplia variedad de aplicaciones que incluyen embalajes
para alimentos, tejidos, equipos de laboratorio, componentes automotrices y peliculas
transparentes. Tiene gran resistencia contra diversos solventes quimicos, asi como contra
alcalis y 4cidos. Las moléculas de PP (de férmula —(CsHg)—,) se componen de una ca-
dena principal de &tomos de carbono enlazados entre si, de la cual cuelgan grupos metilo
(CH3)— a uno u otro lado de la cadena. Cuando todos los grupos metilo estdn del mismo
lado se habla de polipropileno isotdctico; cuando estan alternados a uno u otro lado, de
polipropileno sindiotdctico; cuando no tienen un orden aparente, de polipropileno atdctico.
Las propiedades del PP homopolimero, obtenido de la polimerizacién de propileno puro,
dependen enormemente del tipo de tacticidad que presenten sus moléculas. El mas uti-
lizado, que corresponde al material del que provienen los datos experimentales utilizados
para comparar en este apartado, es el PP homopolimero isotactico (fig. 77).
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Fig. 77. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de polipropileno y la ecuacién

propuesta en la tesis.

La curva tensién-deformacion para el PP, puede construirse a partir de dos fases y
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un cambio de fase, es decir, mediante la ecuacién:

€ £ €

o= Clame_<5)mle_ (@)mz + CQE"Qe_<ﬁ>m3

Con los siguientes parametros:

Fase I: C = 7850000 MPa, n; = 1.892, g¢; = 3.26 - 107>, m; = 0.2657.
Cambio de fase: gg2 = 0.2408, my = 17.21.

Fase 1I: Cy = 3739 MPa, no = 1.213, 93 = 0.001977, m3 = 0.2722.

4.6.3 Elastomero termopldstico Elastollan® € 95 A

Concluimos este grupo dedicado a los polimeros sintéticos comprobando la capacidad
modelizadora de la ecuaciéon propuesta en materiales tipo goma —rubber-like materials—
que suelen presentar, constituyendo este caso un preambulo a algunos biomateriales que
examinaremos en el apartado siguiente, lo que en la literatura anglosajona se denominan
J-shaped curves®. Para ello hemos tomado los datos de [123] del polimero Elastollan®
C 95 A. Este material es un elastémero termoplastico —TPE— de poliéster-poliuretano
fabricado por la empresa BASF que presenta buenas propiedades de resistencia al des-
gaste, al desgarro, resistencia a traccién, amortiguamiento y resiliencia. Es procesable
mediante moldeo por inyeccion, extrusiéon o soplado.

Realizado el ajuste, se comprueba que este material es modelizable mediante dos fases
bien diferenciadas: una parabdlica sin término exponencial de dafio —de ahi la forma de
J— y otra lineal con dano que modela la contracurva inicial.

Este tipo de curvas muestran que inicialmente un pequenio aumento de la tensién
produce grandes extensiones. Sin embargo, posteriormente, cuando se imponen grandes
extensiones, el material se vuelve mas rigido y es mas dificil de deformar. La piel de los
mamiferos y la carne son dos de los muchos biomateriales que muestran una curva en
forma de J. Como ejemplo, si tiramos del l16bulo de una oreja hacia abajo, notaremos al
principio que es muy facil de estirar pero, si continuamos, comprobaremos que cada vez
necesitamos mas fuerza para seguir estirdandolo.

La carga y la descarga se producen a lo largo de la misma curva, es decir, la defor-
macién es completamente reversible y elastica —sin dano—. Esto asegura que toda la
energia utilizada en la deformacién del sistema se recupera una vez retirada la carga, tal
como requiere, por ejemplo, la deformacién de las paredes arteriales.

La ecuacion encontrada y los parametros que la definen son los siguientes:
_ (L) 1
o = Cie™ + Cyhe€ \eo1

Fase I: 1 = 0.6768 MPa, n; = 2.76.
Fase II: Cy = 1192 MPa, ¢31 = 0.0003769, m; = 0.1981.
Los resultados del ajuste se muestran graficamente en la figura 78.

5Curvas en forma de J.
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Fig. 78. Comparacién entre los datos experimentales de una probeta de elastémero termoplastico
—TPE— Elastollan® C 95 A y la ecuacién propuesta en la tesis.

4.7 Ajuste observado en biomateriales

Concluimos este capitulo de verificacioon experimental de la tesis probando la apli-
cabilidad de la ecuacién a las curvas tension-deformacién que presentan algunos mate-
riales orgdnicos como el conglomerado de fibras de colageno que constituyen los tendones,
por un lado, o el pelo humano, por otro.

4.7.1 Tendones

Los tendones son los responsables de la transmisién mecanica de la fuerza de los musculos
a los huesos y, al hacerlo, permitir la locomocion y la mejora de la estabilidad articu-
lar. Por otra parte, los tendones son un tejido vivo y responden a las fuerzas mecanicas
cambiando tanto su metabolismo como sus propiedades mecénicas y estructurales. Por
ejemplo, los tendones muestran un incremento del drea de su seccion transversal y su
resistencia a la traccién y los fibroblastos aumentan la produccién de colageno tipo I
como respuesta a un apropiado entrenamiento fisico.

Los tendones estdn formados por fibras de colageno, proteoglicanos, glicoproteinas y
agua. El principal componente es el coldgeno tipo I, que constituye cerca del 60% de la
masa seca del tendén y cerca del 95% de coldgeno total. El 5% restante lo constutuyen los
colagenos tipo III y V en los tendones normales. El coldgeno tipo III esta principalmente
localizado en el endotendon y el epitendon.

Los tendones estan sujetos a fuerzas mecédnicas dinamicas in vivo y presentan formas
de fibra y caracteristicas viscoeldsticas que contribuyen al comportamiento mecanico del
tendén como un todo. Una curva tension-deformacién tipica de un tendén presenta una
region inicial en forma de pezuna o puntera —toe en inglés— mientras experimenta una
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deformacién relativa inferior al 2%. Esta toe region representa el estiramiento de las
fibras con forma de rizo del tendén en estado de reposo. Posteriormente se produce
una region lineal mientras el tenddn se alarga por debajo del 4%, en la que las fibras de
tensan perdiendo esta configuracién enrollada. Si el tendén se alarga méas alld del 4%
de deformacion relativa, se producen desgarros microscépicos en sus fibras y, mas alla
del 8-10% de deformacidn, se produce el fallo macroscépico del tendén como elemento
estructural.

Los datos para la verificacion de la capacidad modelizadora de la ecuacién propuesta
del comportamiento tenso-deformacional de los tendones han sido tomados de [124] y
los resultados muestran cémo puede modelizarse dicho comportamiento mediante una
ecuacion trifdsica, con un término para la toe region, otro para la fase cuasi-eldstica y
otro para el dano macroscopico final, segun la ecuacion:

g = Clﬁnle_(%) 1 + 025”26_($) : + 035"36_(%) ’

Con los siguientes parametros:

Fase I (toe region): C1 = 30140 MPa, n; = 1.739, €91 = 0.002324, m; = 1.092.

Fase II (cuasi-eldstica): Cy = 7038 MPa, ny = 1.744, eg2 = 0.1032, m; = 1.932.
Fase II: (dano macroscépico): C3 = 979.8 MPa, ng = 2.008, €93 = 0.07613, m3 = 10.
Los resultados del ajuste se muestran en la siguiente figura:
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Fig. 79. Comparacién entre los datos experimentales de un tendén ensayado a traccién y la ecuacion

propuesta en la tesis.

4.7.2 Pelo humano

En el caso del pelo humano, las curvas tension-deformacion presentan una regién inicial
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cuasi-lineal seguida de una meseta plastica para finalizar con un tramo que recuerda las
curvas en forma de J analizadas en 4.6.3, antes de la rotura.

Los datos han sido tomados de [125] y pueden ser modelizados mediante un modelo
de tras fases. Adicionalmente, en este caso, hemos dispuesto también un término que da
cuenta de la rotura.

La ecuacién que modela la evolucion tenso-deformacional del cabello ensayado se
escribe:

€

e () ol ()] e () o ()

o =

Con los siguientes parametros

Fase I. C7 = 169600 MPa, n; = 2.048, 91 = 0.03136, mq = 0.7478.

Fase II: Cy = 5557 MPa, ny = 1.069, £41 = 0.01359, £92 = 0.03133, my = 1.306.
Fase III: C3 = 75290 MPa, ng = 4, g3 = 0.2127, m3 = 1.236.

Rotura: ¢, = 0.408, m,, = 860.

Los resultados se grafican en la siguiente figura:
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Fig. 80. Comparacién entre los datos experimentales del pelo humano ensayado a traccién y la

ecuacion propuesta en la tesis.
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CONCLUSIONES Y LINEAS DE INVESTIGACION ABIERTAS

La primera piedra del éxito de un
trabajo de investigacion es la humil-
dad cientifica de cdmo se aborda.

Sixto Romero.

los capitulos previos, sintetizando la pequefia contribucién que se ha aportado al

conocimiento global del tema tratado mediante la cual se intenta arrojar algo mas
de luz a algunas de las multiples cuestiones que todavia quedan por resolver sobre el
comportamiento tenso-deformacional de los materiales.

Ademsds, en un ultimo apartado, desgranamos las lineas futuras de investigacién que
deja abiertas la presente memoria puesto que, como me han ensenado mis maestros, una
tesis doctoral no es el fin de un trabajo de investigacién, sino el comienzo de una carrera
investigadora, por lo que los considero trabajos a acometer inmediatamente.

E stas ultimas péaginas del trabajo resumen los principales resultados obtenidos en

5.1 Conclusiones

Las conclusiones que arroja el presente trabajo de investigacién se enumeran en la si-
guiente relacién:

1. En primer lugar, se ha propuesto una ley de Hooke ampliada, basada en el calculo
diferintegral, por la que, lejos de ser distintas, la ley de Hooke (ec. 117) y la
ecuacién de Bach (ec. 2) —o ecuacién de Hollomon (ec. 150)— no serfan sino
casos particulares de la ecuacién diferencial fraccionaria propuesta en 3.3.2 (ec.
118):

K
Dc=K o= @
oV 0 ag ar(a)é‘

2. A continuacién, partiendo de los postulados de la Mecanica del Dano Continuo (ec.
24), se ha propuesto una ecuacién que modela la evolucién tenso-deformacional
de materiales que presentan un comportamiento simple, que puede escribirse (ec.

122): .
o= O61:[((04)50‘exp [— <1 + é(;ﬂ))

=(Ce"e (%)m
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dondeC’:%(a),n:a,sa:anffbn,50:§bnym:f§.

Las leyes clasicas, en las que el comportamiento es perfecto y la resistencia del
material es infinita, a saber: la ley de Hooke, la de la tensién de fluencia constante
y la ley potencial —ecuaciéon de Bach o ecuacién de Hollomon—, son casos limite
de dicha ecuacién.

Por otra parte, se ha verificado experimentalmente que la ec. 122 modela con
excelente precision las curvas tensién-deformacion que denominamos simples, como
las del hormigén ensayado con tasa de incremento de la tensién constante (4.3.1),
algunos metales policristalinos (4.4.2) y ciertos polimeros sintéticos (4.6.1).

. Siguiendo la vieja idea de J. von Neumann [126] de aplicar la mecdnica cudntica,

no sélo a los sistemas microscopicos cuanticos, sino también al proceso completo
de medida, incluyendo sus aparatos macroscopicos, de la que nace la interpretacién
actual mas seguida de dicha teoria, hemos definido la probabilidad de que el ensayo,
en sf, se esté realizando con una determinada precisién, utilizando la misma funcién
de distribucién que la que usamos para caracterizar el proceso de dano en los
materiales que presentan curvas simples, con lo que la ec. 122 se amplia ahora a:

al“lfa)gaexp [_ <1 + 2(5 ;nan)>—5] exp {_ (1 1 515(6 ;Sa5)>—£s} _

_ cene(55) "o (52)™

g =

donde el exponente mg da cuenta de la exactitud o precisién del proceso de medida
como un todo. Permitir a m, ser un numero real positivo cualquiera conduce a
saltar al espacio de Hilbert sobre los complejos y a tener que considerar el tercer
postulado mecanocudntico por el que, ahora, la probabilidad de obtener la cantidad
¢ como resultado de una medicién es (vid. 3.5.3):

P = [(c]¥)[”

. Una ecuaciéon que pretenda describir ajustada y completamente la evolucién de

la curva tensién-deformacion de un material estructural concreto, debe ser au-
tosemejante, esto es, toda vez que los materiales estructurales estdn compuestos
por combinaciones mas o menos complejas de materia sdlida y que dicha ma-
teria solida —sea cual sea su naturaleza— debe responder también al ensayo
tension-deformacion atendiendo a una ecuacion determinada, ésta debe poder ser
constantemente aplicada para describir el comportamiento tensiéon-deformacién de
cualquiera de las posibles combinaciones que dan lugar a los materiales estruc-
turales, razonamiento que debilita completamente la separacién clédsica de los sélidos
en elasticos, plasticos, viscosos, fragiles, ductiles, etc.

Por tanto, la forma m&s general de la ecuacion objeto de esta tesis, debe estar
compuesta por una combinacion de comportamientos y de influencias de métodos
y aparatos de medida (ec. 129).
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donde K; >0, a; > 0, a; € R, b; > 0y & < 0 son pardmetros de los materiales, de
la forma y tamano de las probetas usadas para ensayarlos, de la temperatura y de
las méquinas y métodos de ensayo a determinar experimentalmente; y n, m € N rep-
resentan, respectivamente, el niimero de fases o subcomportamientos que presentan
los materiales y el nimero de procesos de inestabilidad o transiciones que experi-
menta la probeta durante el ensayo, incluida la rotura. El dominio de aplicacién de
esta ecuacién puede extenderse, desde antes de comenzar el ensayo —como vimos
en §3.5—, hasta después de finalizado el mismo —como hemos visto en 3.4.1—.

En la ec. (129) es posible realizar algunas manipulaciones algebraicas y, atendiendo
a una notacién més ingenieril, expresarla también como (ec. 130):

zq: (5 — eaj>mj
P €0

g = E CiEnie J=1
i=1

donde ahora C; = %FL(’%), n; = o, €q5 = a; —§jbj, €05 = §ibj, my = =&, >0, p=n
vy qg=m.

5. Por todo lo anteriormente expuesto, si tuviésemos que resumir la idea central que
subyace en la presenta tesis en unas pocas palabras, podriamos decir que, mientras
las teorias clasicas propugnan modelos de los materiales reales como mezclas o
combinaciones de materiales ideales o puros —i. e. combinaciones en serie, en
paralelo o ambas del modelo de Hooke y del modelo de Newton que dan lugar,
entre otros, a los modelos de Maxwell, Voigt, Kelvin, Zener, etc., estudiados en
3.2.3—, esta tesis sostiene que el comportamiento de los materiales reales vendria
caracterizado por una mezcla o combinacion del comportamiento de materiales
impuros o —por asi decirlo— ya inicialmente mestizos por la propia naturaleza
intermedia de la propuesta ley de Hooke ampliada, ponderada por la influencia
de los métodos de ensayo y la exactitud o precision de los aparatos usados para
ensayarlos, es decir, por la incertidumbre inherente al propio hecho de medir.

6. Dejar constancia de que la verificacién experimental de la tesis ha arrojado exce-
lentes resultados en todo tipo de materiales, desde los hormigones en una amplia
gama de resistencias caracteristicas —objeto inicial Unico de la investigacion—,
hasta algunos biomateriales, pasando por una representativa seleccion de mate-
riales metalicos —incluyendo el modelado del efecto Portevin-Le Chatelier— y
por algunos polimeros sintéticos como los plasticos y las gomas, por lo que la
ecuacién propuesta puede considerarse un paso adelante hacia una ecuacién tension-
deformacién de caracter universal.

5.2 Lineas de investigacién abiertas

La posibilidad de que los resultados de la presente investigacion conduzcan a un nuevo
paradigma en el estudio de las curvas tensién-deformacion de los materiales, nos produce
la sensacion de que todo queda por hacer, en el sentido de reiniciar el estudio de los ensayos
de tensién uniaxial de todo tipo de materiales bajo la 6ptica de dotar de significado fisico
a cada uno de los parametros que integran la ecuacion propuesta en esta tesis.
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En concreto, se vislumbran las siguientes lineas de investigaciéon que quedan abiertas
a la luz de los resultados expuestos en las conclusiones:

1. En 3.4.3, se propone que los pardmetros de la ec. 129 —o, equivalentemente, de
la ec. 130— deben depender de las caracteristicas de los materiales, de la forma y
tamano de las probetas usadas para ensayarlos, de la temperatura y de las maquinas
y métodos de ensayo, por lo que, desde un primer momento parece evidente la
necesidad de investigar dichos pardmetros aisladamente al variar, continua y pro-
gresivamente, tanto las caracteristicas de los materiales como el resto de variables
citadas —temperatura, forma y tamano de las probetas, métodos de ensayo, etc.—
con un objetivo basicamente caracterizador.

2. Aunque la resistencia del hormigén colocado en obra es una variable aleatoria con
funcién de distribucién, en general, desconocida, la EHE-08 admite que, en bas-
tantes casos, puede suponerse que los valores de las resistencias que alcanzan las
probetas de hormigoén se distribuirdn en forma Gaussiana, por lo que el cuantil del
5 por 100 vendria dado por:

for = [.(1 — 1.6450)

donde f7, es la media de las resistencias méximas alcanzadas por las probetas de
hormigén en un ensayo a compresion normalizado y o es el valor de la desviacién
tipica correspondiente a la produccién del tipo de hormigén suministrado. Asi
pues, la EHE-08 centra su interés en la mayor o menor dispersién de la resistencia
alcanzada por un conjunto de N probetas ensayadas.

Dado que en la ecuacién propuesta para hormigones ensayados con tasa de aumento
de la tensién constante (ec. 122), el término:

o (5)"

representa la evolucién del dano de las particulas de hormigén al aumentar la de-
formacion, donde (%)m fue definido en 3.1.1 como el riesgo de rotura, si limitamos
dicho riesgo a 0.05, estaremos, de alguna manera, proponiendo un coeficiente de se-
guridad basado en las caracteristicas que definen al material que se esta ensayando
realmente, y no en la mayor o menor dispersién que presenta la planta que lo fa-
brica. Introduciendo esta limitacién en la ec. 122, después de un poco de algebra,
se obtiene:
fer = 0.95Cel (= In0.95)m

Que, comparada con la resistencia méxima — f/— ofrece el siguiente coeficiente de
seguridad para el material:
/ f/
_ c __JcC
Ye= 7= fek =
fck c
coeficiente que variara, ahora, en funcion de las caracteristicas del material, es decir,
de su fiabilidad como material estructural. La verificacién experimental de estos
planteamientos constituye esta linea abierta de investigacién.
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3. Mutatis mutandis si, como acabamos de ver, el término e‘(%) representa la
evolucién de un dafio permanente e irrecuperable en el material y el mddulo de
elasticidad prdctico se define como la pendiente de la recta que pasa por el origen y
por el punto de la curva que representa una deformacién plastica permanente —no
recuperable— del 0.2%, otra linea abierta estara constituida por la investigacién
de dicho médulo de elasticidad convencional o préactico en términos propios de las
caracteristicas del material concreto y de su funcién de dano, en vez de fijarlo en
el 0.2% para todos los materiales, como se hace habitualmente.

4. En el articulo de 2002 de Liang y Wu [127] se ofrece una elucidacién teérica sobre
el origen de la férmula empirica que relaciona la tensién maxima obtenida en un
ensayo de compresion de una probeta de hormigén y la velocidad de propagacion
de los impulsos mecanicos ultrasénicos a través de dicha probeta. Esta ecuacién,

que toma la forma:

fi=KeP (158)
donde v es la velocidad de transmisiéon de los citados impulsos y K y 5 son
parametros del tipo de material, ha sido comprobada por el autor en sendas campa-
nas experimentales realizadas entre 2008 y 2009 en las que se ensayaron a com-
presién y se midié la velocidad de transmision de los impulsos mecanicos ultrasénicos
un total de 79 probetas de hormigén realizadas con distintos tipos de cemento y
distintas dosificaciones.

1
Dado que la ec. 122 presenta un maximo cuando € = 50(%) ™ la tensiéon maxima
que arroja dicha ecuacion responde a la siguiente expresiéon matematica:

f/ — 088(%)E
e(%)m

que, igualada con la férmula empirica de la ec. 158, resulta:

Queda pues abierta la linea de investigacion de verificacion experimental de esta
expresion, asi como la del estudio de la férmula empirica de la ec. 158 a la luz del
nuevo enfoque propuesto.

5. Por dltimo, y sin que esta relacién tenga, en absoluto, caracter excluyente, senalare-
mos la linea que se abre —ciertamente mas a largo plazo— al considerar los resulta-
dos parciales obtenidos en 3.5.3, que ponen de manifiesto las relaciones encontradas
entre los postulados III y V de la mecénica cuantica y la extensién a los nimeros
reales del exponente m en la ecuacion:

F [ (5]

to

que pudiera conducir, por un lado, como senala Peter Mittelstaedt [128] a una
relajacion de dichos postulados mediante la introduccién del propio hecho de medir
y de los aparatos necesarios para efectuar dichas mediciones en la propia teoria,
enfoque que resume con la siguiente frase:
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Quantum mechanics describes the external, material reality as it appears
if we investigate it by means of measuring apparatuses that are, on their
part, physical objects and subject to the laws of quantum mechanics®.
y, por otro, como propone Elliott Tammaro [129], hacia una mecénica ni cldsica
ni cudntica —NCQZ?— que diferirfa tanto de una como de la otra pero, al mismo
tiempo, exhibiria caracteristicas de ambas y que posibilitaria reproducir resultados
cuanticos en experimentos que tienen limites clasicos bien definidos.

1 La mecdnica cudntica describe la realidad material externa tal y como se muestra si la investigamos
por medio de aparatos de medida que son, a su vez, objetos fisicos sujetos a las leyes de la mecdnica
cudntica.

2 Non-classical, non-quantum.
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