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RESUMEN e Este estudio analiza el conocimiento especializado que moviliza una maestra de mate-
miticas de 3.° medio (16 a 17 afos) al usar ejemplos para ensefiar la funcién cuadritica. Mediante un
estudio de caso, examinamos cuatro secuencias de ejemplos seleccionadas por la maestra, identificando
el conocimiento emergente al tratar conceptos de la funciéon desde la perspectiva de la variacién. Los
resultados muestran que dichas secuencias permiten distinguir aspectos criticos y no criticos de la
concavidad, dilatacién y traslacién, y evidencian una articulacion entre el conocimiento matemdtico y
diddctico, a nivel tanto interdominio como intradominio. Se concluye que el conocimiento diddctico
del contenido se apoya en el matemdtico y que la seleccién intencionada de ejemplos, guiada por la
teorfa de la variacién, favorece el aprendizaje de los estudiantes sobre la funcién cuadrdtica.

PALABRAS CLAVE: Conocimiento especializado; Profesora de Matemdticas; Teoria de la variacidn;
Ejemplos; Funcién cuadrética.

ABSTRACT e This study analyzes the specialized knowledge mobilized by a secondary school mathe-
matics teacher (with 11*-grade students aged 16-17) when using examples to teach the quadratic func-
tion. Using a case study approach, four sequences of examples selected by the teacher are examined in or-
der to identify the knowledge that emerges when concepts of the function are addressed from a variation
perspective. The results show that these sequences make it possible to distinguish critical and non-critical
aspects of concavity, dilation, and translation, and they reveal an articulation between mathematical and
pedagogical knowledge at both inter-domain and intra-domain levels. It is concluded that pedagogical
content knowledge is grounded in mathematical knowledge and that the intentional selection of exam-
ples, guided by variation theory, supports students’ learning of the quadratic function.

KEYWORDS: Specialized knowledge, Mathematics teacher, Variation theory, Examples, Quadratic
function.
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INTRODUCCION
El conocimiento del profesorado de matemdticas es un factor relevante en el aprendizaje de los es-
tudiantes (Ball et al., 2005). Shulman (1986), en sus trabajos seminales, senalé que al transformar
el conocimiento disciplinar, el conocimiento diddctico del profesor se plasma en representaciones,
analogias, metdforas, demostraciones, reformulaciones y ejemplos necesarios para la comprension de
los estudiantes. Asi, destacé la importancia de los ejemplos para la ensenanza y el aprendizaje del con-
tenido como una forma de comunicacién que hace el conocimiento matemdtico comprensible a otros.

En las dltimas décadas se ha generado investigacién en relacién con el aprendizaje a partir de
ejemplos (Sdnchez-Acevedo et al., 2024), emergiendo como un factor central en la ensenanza y apren-
dizaje de las matemadticas (Zaslavsky, 2019). En particular, se ha evidenciado que la seleccién y uso
deliberado de secuencias de ejemplos orienta el aprendizaje de conceptos y procedimientos de manera
consciente (Figueiredo et al., 2012).

Diversas investigaciones han mostrado que la funcién cuadrética constituye un contenido central
en la educacién secundaria por su potencial para articular ideas de variacién, cambio y modelizacién de
fendémenos reales (Karakog y Alacaci, 2015; Pinkernell, 2015). En el curriculum chileno (MINEDUC,
2015), su ensefanza se orienta al desarrollo de habilidades de anilisis, representacién y conexién entre
formas algebraicas y graficas, articulando la aritmética, el dlgebra y la geometria. Sin embargo, estudios
han evidenciado dificultades persistentes tanto en estudiantes como en profesores para interpretar los
pardmetros de la funcién, reconocer sus invariantes y transitar entre registros de representacion (Lépez
etal., 2016; Diaz y Flores, 2022), lo que refuerza la necesidad de indagar en cémo el conocimiento del
profesor influye en la comprensién de este objeto matematico.

Desde esta perspectiva, el conocimiento del profesor se torna un factor clave para orientar la ense-
flanza de la funcién cuadritica mediante ejemplos, destacando sus propiedades estructurales. Investi-
gaciones han mostrado que la seleccién y uso de ejemplos constituye un componente del conocimien-
to especializado movilizado en la ensefanza (Zodik y Zaslavsky, 2008; Chick y Harris, 2007), pues
permite resaltar los aspectos criticos de un concepto. No obstante, son escasos los estudios que explo-
ran cémo los profesores de secundaria articulan su conocimiento matemadtico y diddctico al ensenar la
funcién cuadrética mediante secuencias de ejemplos que promuevan la variacién y la generalizacién
(Cayo et al., 2023). Profundizar en este proceso permite comprender cémo el conocimiento especia-
lizado del profesor se manifiesta en la préctica en torno a un contenido curricular de alta relevancia.

Se ha mostrado que las secuencias de ejemplos, en comparacién con ejemplos individuales, produ-
cen un mayor efecto en el aprendizaje del aspecto que se busca resaltar de un objeto matemadtico. La
combinacién de ejemplos y no ejemplos permite centrar la atencién en aspectos criticos relevantes del
objeto de aprendizaje (Kullberg y Runesson, 2015; Kullberg y Skodras, 2018). Si bien los profesores
suelen seleccionar ejemplos sin una secuenciacién consciente, esta eleccién puede describirse mediante
patrones de variacién e invariancia (Watson y Mason, 20006), que actian de forma conjunta para mos-
trar los elementos criticos que deben ser experimentados por los estudiantes (Marton y Pang, 2000).

Diversos estudios han abordado la variacién a partir del uso de ejemplos en la ensenanza de las
matemdticas en Educacién Primaria (por ejemplo, Kullberg et al., 2017). Adler y Pournara (2020)
encontraron que coordinar la seleccién y uso de ejemplos con la variacién genera oportunidades para
que los maestros construyan, critiquen y revisen ejemplos, promoviendo coherencia entre el objeto
de aprendizaje y las oportunidades de generalizacién de los estudiantes. Bjorklund et al. (2021) mos-
traron cémo la capacidad de discernimiento mediante ejemplos centrados en distintas percepciones
de niimero permite explicar estrategias de resolucién de problemas previamente no comprendidas.
Martensson y Ekdahl (2021) desarrollaron un trabajo con 30 futuros maestros suecos mediante in-
vestigacidn-accién orientada al desarrollo del pensamiento y razonamiento matemadtico. A partir de la
teorfa de la variacidn, los profesores planificaron, implementaron y revisaron ciclos de ensenanza en
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temas como medicién, magnitudes, geometria y niimeros, evidenciando que la integracién entre teoria
y préctica promovié un conocimiento matemdtico contextualizado sobre la ensefianza y aprendizaje
de estos temas.

Sin embargo, poco se ha explorado la relacién entre el conocimiento del profesor de matemadticas
de secundaria y la seleccién de ejemplos con variacién (Adler y Pournara, 2020; Cayo, 2023). Por
ejemplo, Cayo et al. (2023) exploraron el conocimiento especializado movilizado por un profesor en
la seleccién y uso de ejemplos para ensenar sucesiones, evidenciando distintos subdominios implicados
en la ejemplificacién y sus interconexiones. Sus resultados muestran que la seleccién y uso de ejem-
plos activan conocimientos matemdticos y diddcticos diversos, los cuales se articulan favoreciendo la
comprensién de los estudiantes. A pesar de los avances, los estudios siguen siendo escasos respecto de
la funcién cuadritica (Sdnchez-Acevedo, 2025).

En este sentido, resulta necesario explorar la relacion entre el conocimiento del profesor de mate-
maticas y la seleccién y uso de ejemplos con variacién focalizados en la funcién cuadrética, dada su
relevancia curricular y las multiples conexiones con contextos reales (Karakog y Alacaci, 2015).

Sobre esta base, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacién: ;Qué conocimiento espe-
cializado manifiesta una profesora de matemadticas cuando usa ejemplos en la ensenanza de la funcién
cuadrdtica, considerando aspectos de la variacién?

FUNDAMENTOS TEORICOS

En este trabajo, consideramos la integraciéon de perspectivas tedricas que, de acuerdo con Wedege
(2010), sirve como un filtro para observar el contexto apoyados en principios teéricos y con conse-
cuencias en la construccién de una linea de estudio y de problemas emergentes de investigacién. En
primer lugar, nos apoyamos en el conocimiento especializado manifestado por la profesora (Carrillo
et al., 2018) y, en segundo lugar, en los aspectos de la variacién con ejemplos (Kullberg et al., 2017;
Marton y Booth, 1997). A continuacién, desarrollaremos estos aspectos tedricos.

El modelo MTSK

El conocimiento especializado del profesor de matemdticas (MTSK, de sus siglas en inglés, Carrillo et
al., 2018) es un modelo analitico que dota de especificidad al conocimiento del profesor para la ense-
fanza de la matemdtica (figura 1). Carrillo et al. (2018) consideran la especializacion del conocimiento
como eje central y articulador entre la matemadtica y la did4ctica, con foco en la ensenanza.
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MK Conocimiento Matematico

Fig. 1. Modelo MTSK (Carrillo et al., 2018).

Este modelo considera tres dominios: el conocimiento matemdtico (MK), el conocimiento did4cti-
co del contenido (PCK) y las creencias sobre las matemadticas, su ensefianza y aprendizaje, que influyen
en c6mo se construye y aplica el conocimiento docente.

Dentro del dominio MK se distinguen tres subdominios:

— KoT (conocimiento de los temas): comprende los contenidos matemdticos que deben aprender
los estudiantes, sus definiciones, propiedades, aplicaciones y formas de representacién.

— KSM (conocimiento de la estructura de las matematicas): hace referencia a las conexiones entre
conceptos matemdticos, considerando su complejidad y la relacién entre ideas previas y nuevas.

— KPM (conocimiento de las pricticas en matemdticas): incluye como se genera, valida y co-
munica el conocimiento matemdtico, como la demostracién, argumentacion, y el uso del len-
guaje formal. Autores como Alfaro-Carvajal y Fonseca-Castro (2024) y Delgado-Rebolledo y
Zakaryan (2020) han profundizado especificamente en este subdominio, con la intencién de
dotarlo de categorias especificas.

En el dominio PCK se identifican:

— KFLM (conocimiento del aprendizaje de las matemdticas): considera cémo aprenden los estu-
diantes, sus dificultades, fortalezas y motivaciones.

— KMLS (conocimiento de los estindares de aprendizaje): se refiere a las expectativas y progre-
siones del aprendizaje matemdtico en distintos niveles.
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— KMT (conocimiento de la ensefianza de las matemdticas): abarca teorfas, recursos y el diseno
de tareas y ejemplos. Dentro de este subdominio, los ejemplos son fundamentales para ensefiar
conceptos, procedimientos y generalizaciones, como ocurre con la funcién cuadritica.

Estos subdominios permiten describir el conocimiento del profesor de matemdticas (Carrillo et
al., 2018), destacando que este conocimiento es integrado, y que la divisién en dominios es analitica
(Sdnchez-Acevedo, 2025). Todos ellos se evidencian en la ensefianza, especialmente en el uso de ejem-
plos (Sdnchez-Acevedo et al., 2024; Cayo et al 2023).

Teoria de la variacién y secuencias de ejemplos

La seleccién y organizacién de ejemplos en clases de matemdticas permite orientar intencionadamente
la ensefianza e incidir en el aprendizaje (Al-Murani et al., 2019; Sdnchez-Acevedo et al., 2025). Esta
planificacién consciente ayuda a identificar aspectos criticos del concepto que se busca ensefiar. Se-
gan Bills et al. (2006), es recomendable utilizar secuencias combinadas de ejemplos para enfocar la
atencién en lo esencial, aunque su disefio debe responder a propésitos especificos. Algunas secuencias
promueven procedimientos y rutinas, mientras otras buscan generalizaciones, lo que implica diferen-
cias estructurales.

Las secuencias de ejemplos permiten a los estudiantes avanzar desde conocimientos previos hacia
nuevas ideas (Figueiredo et al., 2012), mediante trayectorias en las que varfan problemas y métodos
en torno a un concepto central (Kullberg y Skodras, 2018). La teoria de la variacién (Marton, 2015)
plantea que el aprendizaje ocurre cuando los estudiantes logran discernir lo que cambia respecto de lo
que permanece invariante. Este discernimiento permite distinguir dimensiones del objeto de apren-
dizaje (Marton y Pang, 2006), entendidas como habilidades o comprensiones a lograr (Kullberg y
Skodras, 2018).

La transparencia y la variacién son dos elementos clave en la seleccién y uso de ejemplos. La trans-
parencia implica que el ejemplo represente de forma clara la idea o estructura que se busca mostrar.
Segtin Zaslavsky (2008), un ejemplo transparente resalta las caracteristicas necesarias que lo constitu-
yen como tal, fomentando la generalizacién. La variacién, por su parte, destaca que si un aspecto de
un fenémeno varfa mientras otro se mantiene invariante, el cambio se hace perceptible; la parte que
varfa constituye una dimensién de variacién (Marton y Booth, 1997).

Los ejemplos se analizan en términos de aspectos criticos y no criticos para el aprendizaje (Guo y
Pang, 2011), ya sean superficiales o estructurales. Por ejemplo, si un estudiante considera que la pard-
bola de una funcién cuadrética solo puede ser cdncava, entonces la orientacién y el signo del coeficien-
te «a» se vuelven aspectos criticos para comprender la concavidad o convexidad.

Para aprender es necesario hacer variar ciertos elementos, mientras que otros se mantienen fijos
(Marton y Pang, 2006). Si todos cambian a la vez, no se pueden percibir diferencias. Asi, el docente
debe discernir qué varfa y qué permanece. Si en la funcién f(x) = ax2 + bx+ ¢ el foco estd en la
concavidad, el coeficiente «a» serd la dimensién variante, mientras que «b = 0» y «c = 0» actuardn como
invariantes (Kullberg y Runesson, 2015; Guo y Pang, 2011).

Desde esta perspectiva, los ejemplos pueden disenarse en términos de patrones de variacion e in-
variancia (Watson y Mason, 20006), prestando atencién a lo que cambia y lo que permanece. Marton
et al. (2004) plantean cuatro patrones —contraste, generalizacién, separacion y fusién'— que permiten

1. El contraste permite reconocer una idea al compararla con lo que no es, es decir, se define dentro de una
dimension de variacion que da significado (por ejemplo, cantidad, tamaiio, color), la generalizacion implica
reconocer un concepto a través de multiples ejemplos que comparten su esencia, es decir, abstraer la idea
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a los estudiantes percibir, diferenciar, abstraer e integrar aspectos criticos del objeto de aprendizaje.
Construir estas tareas no es trivial: «construir tareas o ejemplos que utilicen la variacién y el cambio
[...] es una actividad de disefio donde la reflexién sobre la respuesta del alumno conduce a un mayor
refinamiento» (Watson y Mason, 2006, p. 100). Ejemplos aislados pueden no favorecer el aprendizaje;
en cambio, las secuencias permiten observar relaciones y generalizaciones. El docente debe ayudar al
estudiante a aprender no solo desde un ejemplo, sino desde el contraste entre varios que muestren
variacién sistemdtica (Guo y Pang, 2011).

Mason y Watson (2005), basados en Marton (2009) y Marton y Booth (1997), introdujeron dos
conceptos clave: la dimensién de variacién posible (DVP) y el rango de cambio permitido (RCP). La
DVP se refiere a los aspectos que pueden variar sin perder el sentido del objeto de aprendizaje, mien-
tras que el RCP define cudnto puede variar ese aspecto para seguir siendo ejemplificador. Por ejemplo,
en una secuencia sobre funciones cuadrdticas, los coeficientes «a», «b» y «c» pueden ser dimensiones
de variacién. Si se busca centrar la atencién en uno de ellos, los otros se fijan. El rango permitido de
variacion para «b» y «o» serfan los reales, y para «a», todos los reales distintos de cero (a € R\{O }),
como se muestra la tabla 1.

Tabla 1.
Secuencia de ejemplos
Ax) =3x*—5x-3 hlx) = 3x>—5x + 1 g(x) =35 —=5x+7
METODOLOGIA

Con la intencién de responder a la pregunta de investigacion, adoptamos un enfoque cualitativo, des-
de un paradigma interpretativo, buscando comprender y describir fenémenos especificos sin la finali-
dad de establecer generalizaciones. Para el estudio, consideramos un caso instrumental (Stake, 2007),
el cual no tiene por objetivo comprender y profundizar en el caso mismo, sino que el caso se considera
para obtener informacién sobre un fenémeno de estudio. En esta investigacién, el caso instrumental
permite profundizar en la comprensién del conocimiento matemético (MK) y diddctico del contenido
(PCK) manifestado por una profesora de matemdticas cuando usa ejemplos en la ensefianza de la fun-
cién cuadritica, considerando la variacién.

Contexto y sujeto de la investigacién

La investigacién se centré en un curso de 3.° de secundaria (16 a 17 anos) en una escuela particu-
lar subvencionada de Chile, con orientacién cientifico-humanista. En este contexto, se ensefaban
ecuaciones y funciones cuadriticas en el curso de matemdticas generales, espacio donde se analizé la
actuacion de la profesora.

La docente, bajo el seudénimo Jenny, posee cinco anos de experiencia en ensefianza secundaria, en
matemdticas y fisica, y anteriormente fue ayudante en cursos universitarios. Es licenciada en Ciencias
de la Ingenieria y, motivada por su vocacién docente, ingres6 en el programa Ensefia Chile (https://

critica de los rasgos contextuales o comunes, la separacion permite aislar un aspecto relevante manteniendo
constantes los demas y es clave para distinguir dimensiones criticas, y la fusion integra simultineamente
aspectos previamente separados, generando comprension profunda.
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ensenachile.cl/), que prepara profesionales no pedagogos para trabajar en escuelas. Luego cursé un pro-
grama de formacién pedagdgica y obtuvo el titulo de profesora de Matemdticas de ensefianza media.

Para su eleccién se tuvo en cuenta la accesibilidad (Loughran etal., 2008) y la conveniencia (Creswell,
2014), destacando su formacién inicial en fisica y su experiencia docente ensefiando matemdticas y
fisica a niveles escolar y universitario (ayudantias). Dichos criterios hicieron que fuera un caso idéneo
para indagar en su conocimiento didédctico sobre la funcién cuadrdtica. Las secuencias de ejemplos que
ella usé fueron elaboradas y escogidas por Jenny, tomando en cuenta los objetivos de aprendizaje del
curso, los programas de estudio y el libro de texto escolar, en linea con el curriculo nacional. Jenny no
conocia nada sobre la teorfa de la variacién, por lo que el disefio, la eleccién y el uso de ejemplos fue
una apropiacién de la profesora, desde su propia formacién y comprensién disciplinar.

Recoleccidén y andlisis de los datos

Los datos se recolectaron mediante observacién no participante (Cohen et al., 2005), utilizando video-
grabaciones de clases donde se abordaron tépicos de la funcién cuadrética. Se analizaron aquellas sesio-
nes en que Jenny utilizé secuencias de ejemplos, lo que permitié identificar aspectos criticos del objeto
de aprendizaje y relacionarlos con su conocimiento especializado. Las grabaciones fueron complemen-
tadas con entrevistas semiestructuradas (Kavale, 2011) para confirmar indicios de conocimiento.

Tanto videograbaciones como entrevistas fueron transcritas y organizadas en episodios de andlisis
(Schoenfeld, 2000), definidos por cada secuencia de ejemplos empleada para ensenar un concepto.
Por ejemplo, el lapso entre el primer y tltimo ejemplo sobre concavidad/convexidad constituye un
episodio. A partir de estas secuencias, se identificaron acciones que evidencian subdominios del co-
nocimiento matemdtico (MK) o del conocimiento diddctico del contenido (PCK), tomdndolos como
unidades especificas de anilisis, tanto en clase como en las entrevistas.

El andlisis de contenido (Lépez, 2002) permitié interpretar los datos diferenciando entre indicios
y evidencias. Segtn Escudero-Avila et al. (2015), una evidencia confirma que el profesor posee un
conocimiento; el indicio, en cambio, es una posible sefial atin no comprobada. Las evidencias fueron
determinadas por triangulacién de datos. Se consideré como relacién de conocimiento cuando un
subdominio sustentaba o activaba a otro dentro del modelo MTSK (Delgado-Rebolledo y Zakaryan,
2020).

Se siguieron las fases de descripcién, andlisis e interpretacién propuestas por Johnson et al. (2014)
para caracterizar el conocimiento especializado de Jenny en torno a la variacién y el uso de ejemplos.
La validacién se realizé mediante triangulacién por consenso entre expertos (Stake, 2007). Asi, una
vez detectada una unidad de informacidn especifica por los miembros del equipo, se extraia de la
transcripcion y se describia con detalle procurando mantener su contextualizacién. Cada miembro
analizaba los conocimientos puestos en juego a través de la aplicacion del modelo MTSK y aportaba
su interpretacién de los significados de las relaciones entre esos conocimientos; el consenso entre los
miembros del equipo llevaba a una interpretacién compartida.

RESULTADOS

Se presentan cuatro secuencias de ejemplos donde Jenny focaliza la atencién de los estudiantes sobre
aspectos criticos de la funcién cuadritica. Las dos primeras ponen el foco en la concavidad/convexidad
de la grafica de las funciones cuadriticas; la tercera se centra en la dilatacién/contraccién de la repre-
sentacion gréfica de la funcién cuadritica; y la cuarta, en la traslacién vertical de la gréfica de la funcién
cuadritica.
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Sobre la primera secuencia

Los siguientes dos ejemplos promueven el concepto de concavidad/convexidad de funciones cuadri-
ticas completas.

En la primera secuencia, Jenny muestra dos ejemplos de funciones cuadriticas completas, expre-
sadas en forma estdndar, para ejemplificar el concepto de concavidad/convexidad. Para ilustrar este
aspecto de la funcién cuadrética, se apoya en el recurso tecnolégico Wolfram Alpha, que le permite
mejorar la visualizacién (figura 2). Los dos ejemplos que usa Jenny son:

a) flx)=x>—11x+28
b) flx)=—x>—11x+28

De la secuencia de ejemplos se desprende que el aspecto critico es la concavidad/convexidad de la
funcién cuadrdtica, mientras que los coeficientes b = —11 y ¢ = 28 son fijos, que son los aspectos inva-
riantes. Al presentar las funciones cuadrdticas, Jenny establece el siguiente didlogo con los estudiantes:

Profesora: A priori, ;qué pardbola va a ser?

Estudiante: Feliz, porque es positivo.

Profesora: Feliz cierto, a priori. Ademis, esta pardbola no estd con el centro en el origen, por qué
no es con esto cero [se refiere al coeficiente b y ¢]. Entonces veamos cémo es; a es uno, el b es
menos once, y el ¢ es veintiocho. El grafico mds o menos serfa eso [refiriéndose al grafico con-
vexo]. Hagamos otra.

Estudiante: ;Ahora serfa para el otro lado?

Profesora: Ahora coloquémosle menos [anota en la pizarra f{x) = —x>—11x+ 28 [anota los
valores en el programa]. Inmediatamente me queda hacia el otro lado ssi?

plot 1x'-1lx+28 pleat ¥ 1lxe 28

Plotsi Figta:

Fig. 2. Representaciones grificas del concepto de concavidad/convexidad de la funcién cuadrdtica

Del fragmento se evidencia que Jenny conoce procedimientos (KoT — procedimientos) simples
de evaluacién de funciones cuadrdticas, en particular para los valores de —1 y 1 del coeficiente. Este
procedimiento se sustenta en el conocimiento de Jenny sobre las propiedades (KoT) de convexidad/
concavidad de la funcién cuadritica asociada al signo del coeficiente a.

A partir de la seleccién de estos ejemplos preguntamos:

Investigador: ;Por qué te apoyas en Wolfram Alpha con los estudiantes?

Jenny: Los estudiantes pueden visualizar no solo desde una pizarra y la profesora explicando, sino
que también comprobado con estas plataformas que grafican y representan las funciones, y
puedes observar incluso algunas simulaciones como modelos y algunos de los coeficientes que
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para los estudiantes hace sentido visualizarlo también en una plataforma de internet. Les da
seguridad de que se estd haciendo como lo correcto, dado que algunos muestran inseguridad en
sus procedimientos.

Investigador: El uso de los ejemplos secuenciados que muestras ;con qué intencién lo haces?

Jenny: Estos dos ejemplos no los elegi al azar, son dos ejemplos de funciones estindares, donde
solo apunté al signo del coeficiente a. Lo tnico que cambia el signo del coeficiente «a» dejando
fijo tanto el coeficiente «b» como el «c». Entonces, asi, los estudiantes ven o pretendo que por
lo menos visualicen que la concavidad/convexidad de la funcién, y que depende del signo del
coeficiente «a».

A partir de las respuestas entregadas por Jenny, se evidencia que conoce el registro gréfico (KoT —
registros de representacidn) para mostrar las caracteristicas de las funciones cuadriticas. Este subdomi-
nio de conocimiento sustenta su conocimiento sobre recursos virtuales (KMT) para la ensenanza de
funciones cuadrdticas, pues su uso estd justificado en dos motivos. El primero es que Wolfram Alpha
facilita la visualizacion directa de la concavidad/convexidad de la gréfica de la funcién, evitando errores
durante el procedimiento de representarla. El segundo es que el soffware dindmico permite modelar
la grafica de la funcién, haciendo variar los valores de los coeficientes de acuerdo con lo que quiere
mostrar a los estudiantes. Ademds, en este caso, el subdominio KMT se relaciona con el conocimiento
que tiene la profesora sobre el interés que puede emerger en los estudiantes cuando, ademds de realizar
desarrollos procedimentales para representar una funcién (intereses y expectativas —-KFLM), estos se
complementan con el uso de recurso virtuales.

A partir del aspecto critico que Jenny explicita en el uso de los ejemplos (KMT — ejemplos), identi-
ficamos que la dimension de variacion es el signo del coeficiente «a», mostrdindose como invariantes los
valores de los coeficientes «b» y «c». Asi, el rango de variacién permitido para la dimensién de variacién
son los signos + y — (considerando que @ # 0.

La forma de la funcién cuadrdtica f{x )= ax>+ bx+ ¢ con coeficiente 2 = 1muestra el trasfondo
de la variacion de los ejemplos mostrados. La invariancia estd en los coeficientes «b» y «o» de los dos
ejemplos, introduciéndose la variacién en como Jenny combina los signos positivo y negativo en el
coeficiente «a» (KoT-procedimientos). Cualquier cambio en las dimensiones de variacién sobre los
coeficientes «b» y «c» conduciria al aprendizaje de los estudiantes sobre las condiciones de separacién
(que serfa el efecto del coeficiente a manteniéndose constantes b y ¢, centrdndose solamente en la con-
cavidad/convexidad de la funcién) y generalizacién (cuando se generaliza para cualquier funcién cua-
drética con diferentes valores reales del coeficiente a) y sobre el intercepto de la pardbola y la traslacion.

La secuencia de ejemplos de funciones cuadrdticas completas estindares que propone Jenny (KMT-
ejemplos) permite que aflore el aspecto critico de la funcién de la convexidad/concavidad, explicitando
la dimensién de variacién en el coeficiente «a», con rango de variacién permitido que son los signos
+y — que dan cuenta de la orientacién convexa y céncava de la pardbola, como una representaciéon
de las funciones cuadrdticas. A partir de estos ejemplos, emergen algunas relaciones de conocimiento
(figura 3). Asi, el conocimiento sobre las propiedades (KoT) de esta caracteristica (convexidad/con-
cavidad) se relaciona con los procedimientos (KoT) que utiliza para evaluar las funciones cuadrdticas.
Estos conocimientos sobre el KoT, junto con el conocimiento del registro grifico (KoT), sustentan la
utilizacién de los recursos virtuales (KMT) de manera especifica, facilitando la visualizacién grafica de
la funcién cuadrdtica para los estudiantes, lo que se relaciona con el conocimiento sobre los aspectos
emocionales de los estudiantes (KFLM).
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Seleccién intencionada de la

secuencia de ejemplos

provoca aflora (KMT)
MK PCK
/ Aspecto critico con Dimension de variacién / \
( B Y Convexidad/concavidad coeficiente a con rango de
Procedimientos de la funcién cuadritica variacion permitido en +y —
(KoT)
—_— Recursos viriuales
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Propiedades
KoT) facilita
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ten 3
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o / o /

Fig. 3. Relaciones de conocimiento entre subdominios a partir de la primera secuencia de ejemplos.

Sobre la segunda secuencia

Los siguientes dos ejemplos se promueven el concepto de concavidad/convexidad de funciones cua-
dréticas incompletas

La secuencia de estos dos ejemplos es una extensién de los anteriores. Aqui, la intencién de Jenny
es que los estudiantes centren la atencién en la concavidad/convexidad de la funcién cuadrdtica, pero
de funciones cuadrdticas incompletas.

a) filx)=—x+2
b) Ax)=x+2

En este sentido, identificamos que, de acuerdo con la secuencia, el aspecto critico es la orientacién
de la pardbola (concavidad/convexidad), aflorando como la dimensién de variacién el signo del coefi-
ciente «a» y siendo los invariantes los coeficientes c =2y b =0

Al mostrar estos dos ejemplos, Jenny explica:

Profesora: De las funciones f{x)=—x2+2 y flx)=x>+2 vemos que el coeficiente c = 2,
que estd fijo, pero vemos que hay un cambio en el coeficiente a, especificamente en el signo. No-
ten que, si el signo del coeficiente a es positivo, la funcién esta hacia arriba, y cuando es negativo,
va hacia abajo. A esto se le llama convexidad y concavidad de la funcién cuadrética. Veamos cémo
se representa ... [muestra una representacién en pizarra]

Del fragmento, evidenciamos que Jenny conoce las caracteristicas de la funcién cuadritica (KoT-
procedimientos) relacionadas con la concavidad/convexidad de su gréfica. Este conocimiento influye
en la eleccién de mostrar graficamente la caracteristica del aspecto critico donde centra la atencidn,
mostrando evidencias de registros de representacién (KoT). Sobre estos ejemplos, en la entrevista,
preguntamos:

Investigador: ;Cudl era el objetivo de estos dos ejemplos?, ;qué es lo que pretende mostrar?

Profesora: Bueno, en los dos ejemplos anteriores, me centré en la dilatacién/contraccién de la fun-
cién. Ahora queria que vieran que las ramas de la funcién dependen del signo, asi no vario todos
los coeficientes, pues les puede costar. De hecho, por eso deje el ¢ fijo, para después variarlo
cuando muestre la traslacién con el eje y.
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La respuesta de Jenny nos da evidencia sobre estrategias de ensefianza (KMT), dado que la selec-
cién de los dos ejemplos (KM T-ejemplos) estd secuenciada para que los estudiantes centren la aten-
cién en el aspecto critico de la convexidad/concavidad de la funcién, mostrando que esta depende de
los signos que toma el coeficiente a de la funcién (KoT-procedimientos). La estrategia que considera
Jenny se sustenta en que conoce las dificultades (KFLM) que pueden tener los estudiantes si se focaliza
la atencién en los movimientos de la funciédn cuadritica, haciendo variar todos los coeficientes.

En la seleccién de esta secuencia de ejemplos, como en el caso anterior, aflora un aspecto critico
de la funcién (concavidad/convexidad), siendo la dimensién de variacion el signo del coeficiente «a»
de la funcién cuadritica con rango de variacién permitido los signos + y — de variacién. La dimensién
invariante es el coeficiente «c = 2», dado que la funcién es incompleta con & = 0. A partir de esta inten-
cionalidad, vemos una relacién de conocimiento entre los procedimientos (KoT) y la representacién
de la funcién cuadritica (KoT). Estos conocimientos sustentan sus estrategias de ensenanza (KMT),
como relaciones, a partir de la secuencia de ejemplos, considerando las dificultades de los estudiantes

(KFLM) (figura 4).
Seleccién intencionada de la
secuencia de ejemplos
aflora e

Aspecto critico aflora Dimensién de variacion
Convexidad/concavidad coeficiente a con rango de PCK
de la funcién cuadritica variacién permitido en +y — \

Y
Procedimientos ( Estrategia de ensefianza

(KoT) (KMT)

sustenta

Registros de representacion Fortalezas y dificultades
(KoT) (KFLM)

/

Se apoya

Fig. 4. Relaciones de conocimiento entre subdominios a partir de la segunda secuencia de ejemplos

Sobre la tercera secuencia

Los siguientes tres ejemplos promueven el concepto de dilatacién/contraccién de la funcién cuadri-
tica, los que conforman una secuencia de funciones cuadrdticas incompletas, centradas en el origen

b=c=0.

a) flx)=x
b flx)=2x
¢) f(x):%xz

De la secuencia de ejemplos, Jenny hace variar la magnitud del coeficiente a, y el aspecto critico es
la dilatacién/contraccién de la grafica (pardbola) de la funcién cuadrdtica, donde el valor y la magnitud
del coeficiente «a» afloran como la dimensién de variacién, y la invariancia se centra en los coeficientes
b = ¢ = 0. El rango de variacién permitido son los valores reales (distintos de cero) que toma la dimen-
sién de variacién. Con ello, identificamos que un indicio de conocimiento podria ser la estrategia de
ensefanza en la seleccién deliberada de estos ejemplos para que los estudiantes centren la atencién en
el aspecto critico relacionado con la dimensién de variacién del coeficiente «a».
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Sobre esta secuencia de ejemplos, en la entrevista le preguntamos:

Investigador: ;Por qué plantea estos ejemplos a los estudiantes y en ese orden? ;qué es lo que pre-
tende mostrar?

Profesora: Porque la abertura/contraccién es un tema que se debe ver de la funcién cuadrdtica en
este nivel, y con estos ejemplos s6lo me centro en este elemento con el coeficiente «a» y los estu-
diantes sélo vean como se abre y cierra la funcién con la pardbola. El orden es para que partan

1

de la funcidn base, luego vean como con 2 se cierra y con 5 s abre.

La respuesta de Jenny nos da evidencia de que conoce las expectativas de aprendizaje (KMLS),
pues menciona que este tema debe ser visto en este nivel escolar. Esto se sustenta en su conocimiento
sobre la contraccién/dilatacién de la grifica segtin los diferentes valores que toma el coeficiente «a»
de la funcién cuadrdtica (KoT - procedimientos). A partir del contenido de ensenanza, Jenny sabe
que una estrategia de ensefianza (KMT) es seleccionar los ejemplos deliberadamente, partiendo de
la funcién f{x) = x2, centrada en el origen, y luego seguir con las otras para compararlas con la ini-
cial. La seleccién de estos ejemplos es utilizada por Jenny para eliminar la atencién de los estudiantes
de los coeficientes «b» y «c» y poner el foco en el valor del coeficiente «a». Asi, el hecho de centrar
la atencién de los estudiantes solo en la visualizacidn del aspecto critico, variando el coeficiente «a»

(@a=1,a=2ya= % ), evidencia el conocimiento de que esto puede favorecer la comprensién de los
estudiantes (KFLM-intereses y expectativas). Por lo tanto, la seleccién intencionada de esta secuencia
de ejemplos, a partir de las dimensiones de variancia e invariancia, hace aflorar de manera clara el
aspecto critico de la dilatacién/contraccion de la gréfica de la funcién cuadrdtica. En este proceso ob-
servamos que el KMLS se fundamenta en el KoT. Este conocimiento del contenido también permite
que Jenny adopte estrategias de enseianza (KMT) en la seleccién de ejemplos intencionadamente,
que a su vez se relacionan con conocimiento de la comprensién de expectativas de aprendizaje de los

estudiantes (KFLM) (figura 5).

Seleccién intencionada de la
secuencia de ejemplos
aflora B

Aspecto critico

Dilatacion/contraccién Dimension de variacion: valor de ]

P itido:
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/ \ v

Estrategia de ensefianza

(KMT)
R ——

Permite
Procedimientos Se relaciona
(KeT) Intereses y expectativas Se apoya

(KFLM)
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sustenta Expectativas de
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Fig. 5. Relaciones de conocimiento entre subdominios a partir de la tercera secuencia de ejemplos
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Sobre la cuarta secuencia

Los siguientes dos ejemplos promueven el concepto de traslacion vertical de la gréfica de la funcién
cuadrdtica.

La secuencia de estos dos ejemplos ilustra la traslacién de la funcién cuadrética con respecto al eje
de las ordenadas. Aqui, el objetivo de Jenny es que los estudiantes centren la atencién en el desplaza-
miento de la representacion gréfica de la funcién, solo considerando el eje vertical.

a) flx)=x
by Ax)=x>+2

El primer ejemplo de la secuencia es la funcién f{x) = x?, que estd centrada en el origen 0(0,0) del
plano cartesiano y tiene coeficiente 2 = 1 y ¢ = 0 Jenny se centra intencionadamente en este aspecto
para que los estudiantes, posteriormente, visualicen solo el desplazamiento en el eje de las ordenadas.

Al respecto, se le pregunté a Jenny lo siguiente:

Investigador: ;Qué intencidn tiene que inicies con esa secuencia? ;Por qué la estructuras asi?

Profesora: Seleccioné varios ejemplos, no me servia sélo uno, pues al tomar mds con diferentes
patrones [refiriéndose al desplazamiento vertical de la funcién cuadritica que inicia centrada en
(0,0)] podia ver varios tipos de desplazamiento, pero sobre el vertical, querfa que los chiquillos
vieran primero la pardbola de la funcién en el origen, pues asi seria ficil mover el «o» y que los
estudiantes vieran su desplazamiento s6lo en ese eje, que es lo que les mostré con la gréfica. Si
movia otros coeficientes con valores serfa mds complicado para los estudiantes, y les cuesta a ve-
ces ver estas cosas, por eso prefiero mostrar las caracteristicas puntuales y después englobo todo.

La respuesta de Jenny evidencia su conocimiento sobre las caracteristicas (KoT—procedimientos)
de la funcién cuadritica, en relacién con los movimientos en el plano cartesiano de la funcién, que en
este caso es la traslacién en el ¢je de las ordenadas. Este conocimiento estd apoyado en el conocimiento
de los ejemplos (KMT) para seleccionar una secuencia como estrategia de ensefianza (KMT) de la
traslacién, ya que han sido seleccionados para que los estudiantes centren la atencién en esta tinica
caracteristica. La profesora manifiesta conocimiento de la representacién gréifica (KoT), que utiliza
como un apoyo para la visualizacién de las funciones, lo que le sirve como medio para abordar la com-
prensién de la traslacién. La estrategia en la seleccion deliberada de los ejemplos, haciendo variar solo
el coeficiente de ¢ = 0 a ¢ = 2, se fundamenta es su conocimiento sobre las dificultades (KFLM) de los
estudiantes en la comprension de los desplazamientos de la funcién cuadrdtica.

Después de que Jenny presente a los estudiantes el ejemplo de la funcién fx)=x? y su repre-
sentacion asociada (figura 6), muestra el segundo ejemplo de la funcién cuadrdtica flx)=x>+2,
desplazada dos unidades verticalmente hacia arriba, con coeficiente ¢ = 2, con la intencién de que los
estudiantes visualicen que el desplazamiento en el eje de las ordenadas de la pardbola depende del valor
que tome el término independiente «o» (figura 6).
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Fig. 6. Representacion gréfica de las funciones f( x)=x y f( x)=x+2 y la traslacion

A partir de las representaciones que muestra Jenny de ambas funciones para explicar a los estu-
diantes la traslacién en el eje de las ordenadas, les pregunta: «;Qué ocurre acd? ;Qué tiene esta funcién
de distinto con la primera que vimos?», buscando que ellos identifiquen la diferencia que hay entre
la primera funcién de la secuencia f{x) = x? A partir de estos dos ejemplos, la intencién radicaba en
la funcién f{x)=x2>+2 y en que los estudiantes interpretaran los movimientos de la representacién
grfica de la funcién cuadrética, considerando los cambios que experimenta la funcién fx) = x2+2

en comparacién con la funcién original f{x) = x*. Esto se aprecia en el siguiente fragmento:

Profesora: ;Qué mds ocurri6 con esta pardbola? [refiriéndose a la figura 6]. No interseca con el eje
«x», y squé pasa con la pardbola? ;Qué pas6, se movié a la derecha, a la izquierda, abajo?

Estudiante: Subid, arriba.

Profesora: Subié, por lo tanto, ;qué ocurre?, ;qué podemos decir entonces? ;Qué hay de diferencia
entre la primera y la segunda?

Estudiante: Que esa no corta al eje «x».

Profesora: jYa! Primera diferencia, al eje «x» no corta. ;Qué mds? Se movié hacia arriba. y ;por qué
se movié hacia arriba? ;Qué es lo que varié?

Estudiante: Las coordenadas. El «o».

Profesora: El «o». ;Cudnto vale el «c» en la primera?

Estudiante: Cero.

Profesora: Y jen la segunda?

Estudiante: Dos.

Profesora: Entonces, ;qué logra hacer el «o»? ;Qué cree usted que logra hacer el «c»?

Estudiante: Movimiento de la pardbola en y.

Profesora: La pardbola en el eje «y» [refiriéndose a la traslacién de la funcién representada en la

gréfical.

A partir de la secuencia de ejemplos y el didlogo de la profesora con los estudiantes, es posible vi-
sualizar que Jenny conoce que la estrategia de ensefianza (KMT) de preguntas y contrapreguntas (se
refiere a preguntas tomadas de respuestas de los estudiantes para profundizar en la idea, en este caso, de
traslacién con el eje y) permite que los estudiantes identifiquen y comprendan que la traslacién vertical
de la funcién cuadritica se relaciona con el cambio de valores del coeficiente c. Asimismo, se observa
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que, a partir de la primera funcién f{x)= x2, Jenny conoce el comportamiento sobre la interseccién
con el ¢je de las abscisas de la funcién fx)=x2+2, que no interseca al e¢je x (con ¢ > 0) (KoT —
procedimientos), lo que es complementado a partir de su conocimiento sobre representaciones graficas
(KoT - registros de representacién) para mostrar a los estudiantes el comportamiento de la funcién
de manera visual.

A partir de la seleccién y el uso de determinados ejemplos para la ensenanza de las caracteristicas de
una funcién cuadritica (concavidad/convexidad, traslaciones, vértice, eje de simetria e intersecciones
con los ejes), y con la intencién de obtener evidencias complementarias de subdominios de conoci-
miento especializado, profundizamos en la entrevista sobre el papel de los ejemplos, su ensefianza y
uso.

Investigador: ;Qué papel cumplen las representaciones que utilizas en la ensefianza de las caracte-
risticas de la funcién cuadrética y con los ejemplos que seleccionas?

Profesora: Las traslaciones en los movimientos de funciones con pardbolas, necesitan varios ejem-
plos, si no se quedan solo con un tipo de traslacién. Por lo tanto, el uso de representaciones
aporta junto con los ejemplos usados en que los estudiantes comprendan, es decir, mostrar los
movimientos de diferentes maneras, sirve para relacionar la forma algebraica con la representa-
cién gréfica, la que use considerando la funcién original.

La respuesta entregada por Jenny permite visualizar que conoce que, para ensefar las traslaciones
de una funcién cuadrdtica, es necesario usar diferentes tipos de ejemplos y secuencias intencionadas
(KMT-ejemplos) para que los estudiantes visualicen y comprendan aspectos especificos de las funcio-
nes cuadrdticas. El uso de estos ejemplos se apoya en el conocimiento de registros de representacién
(KoT), especificamente del algebraico y el gréfico, para ilustrar los movimientos de la funcién en el
plano cartesiano.
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Fig. 8. Relaciones de conocimiento entre subdominios a partir de la cuarta secuencia de ejemplos
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A partir de la figura 8, en la ensefianza de la traslacién de la funcién cuadrética respecto del eje de
ordenadas, se evidencia que la seleccién intencionada de los ejemplos en la secuencia, como estrategia
de ensefanza (KMT), hace emerger el aspecto critico: la traslacién en el eje y, manifestdindose como
dimensién de variacion el coeficiente «c», y como dimensiones invariantes los coeficientes «a = 1» y
«b = 0». La secuencia de ejemplos (KMT) considerada por Jenny se apoya en su conocimiento sobre
los procedimientos (KoT), especificamente en relacién con la traslacién de la funcién. Asimismo, se
observa que tanto los procedimientos (KoT) como los registros de representacién (KoT) se comple-
mentan, facilitando que los estudiantes comprendan el aspecto critico asociado a la traslacién. Con
ello, Jenny establece la relacién entre los valores del coeficiente «o» y el desplazamiento vertical de
la funcién a través de su representacion grafica. Ademds, el conocimiento de la profesora sobre las
dificultades (KFLM) que tienen los estudiantes al comprender la traslacién de la funcién le permite
seleccionar adecuadamente la secuencia de ejemplos (KMT) utilizada en la ensenanza.

DISCUSION

Los resultados muestran que el conocimiento especializado de la profesora se manifiesta a través de la
seleccién y uso de ejemplos, donde la variacién cumple un papel articulador entre los subdominios del
conocimiento matemadtico y del conocimiento diddctico del contenido. Este hallazgo coincide con lo
planteado por Marton (2015) y Kullberg y Runesson (2015), quienes destacan que la atencién del pro-
fesor hacia los aspectos criticos de un objeto matemdtico determina las oportunidades de aprendizaje
que ofrece a los estudiantes. En este caso, la funcién cuadritica se convierte en un contexto particu-
larmente fértil para observar este proceso, dada la necesidad de coordinar diferentes representaciones y
reconocer las invariantes del modelo, tal como senalan Karakog y Alacact (2015) y Pinkernell (2015).

Asimismo, se observa que el conocimiento de la profesora sobre los vinculos entre la forma alge-
braica y la representacion grafica le permitié generar oportunidades de variacién que facilitaron la
identificacion de propiedades estructurales del objeto. El disefio de las lecciones con el énfasis en el ra-
zonamiento de los estudiantes estd en linea con lo que plantea Sherin (2002) sobre las estructuras del
conocimiento del profesor, caracterizadas por fuertes conexiones entre el MK y el PCK. Esto refuerza,
ademds, cémo la profesora moviliza su conocimiento disciplinar al interpretar patrones y relaciones,
dialogando con los desafios descritos por Lopez et al. (2016) y Diaz y Flores (2022), quienes eviden-
cian que las dificultades en la ensefianza de la funcién cuadritica se asocian precisamente a la coordi-
nacién entre registros y al reconocimiento de los pardmetros como invariantes.

Los resultados también sugieren que la gestién de la variacién en las secuencias de ejemplos se
apoya en un conocimiento que combina componentes del KMT y del KFLM, evidenciando la forma
en que la profesora vincula su comprensién disciplinar con sus expectativas sobre el aprendizaje. Este
resultado amplia lo reportado en estudios previos (Adler y Pournara, 2020; Cayo, 2023), al mostrar
que la articulacién entre el conocimiento matemdtico y el didéctico no solo se refleja en la eleccién de
ejemplos, sino también en la intencién de destacar la estructura del objeto de estudio. En este sentido,
los hallazgos confirman que la variacién puede entenderse como una herramienta conceptual que con-
tribuye a hacer visible el conocimiento especializado del profesor en accién.

Finalmente, el estudio aporta evidencias sobre cémo un conocimiento disciplinar de base —en
este caso, derivado de la formacién en fisica—puede sostener decisiones diddcticas relacionadas con la
modelizacién y el uso de ejemplos, coherentes con lo planteado por Karakog y Alacaci (2015) respecto
del valor de los contextos de modelizacién para el aprendizaje de la funcién cuadrdtica. Asi, se pro-
fundiza en la comprensién del papel que cumplen la variacién y la invariancia en la ensenanza de este
contenido, aportando al andlisis del conocimiento especializado del profesor de matemdticas desde una
perspectiva integrada entre la teoria de la variacion y el modelo MTSK.
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CONCLUSIONES

Este estudio aporta evidencia situada en educacién secundaria sobre como la ejemplificacion con va-
riacién hace emerger relaciones interdominio e intradominio del conocimiento especializado en la en-
sefianza de la funcién cuadrética, un dmbito poco explorado en la literatura (Adler y Pournara, 2020;
Cayo, 2023). Ademds, avanza en la especificidad de la ejemplificacidon al mostrar que no basta con
ejemplos aislados: la secuenciacién deliberada orienta el discernimiento de dimensiones de variacién
pertinentes al objeto de aprendizaje (Sinchez-Acevedo et al., 2023).

Estos hallazgos refuerzan la utilidad pedagdgica de combinar variacién e invariancia para promover
el razonamiento conceptual, aunque se reconoce como limitacidén el cardcter de estudio de caso tnico
y la ausencia de medicién directa del aprendizaje, lo que impide generalizar los resultados. Futuras
investigaciones deberian ampliar el andlisis a maltiples casos, incorporar indicadores de aprendizaje y
explorar la fase de planificacién, incluyendo patrones de variacién como contraste, separacion, gene-
ralizacién y fusién. En el plano prictico, se recomienda formar a los docentes en el disefio de secuen-
cias de ejemplos que integren variacidn e invariancia, promover el uso de representaciones y recursos
tecnoldgicos para visualizar pardmetros, anticipar dificultades mediante la integracién del KFLM y
utilizar herramientas como DVP y RCP para delimitar qué puede variar y cudnto sin perder el foco del
objeto de aprendizaje. En conjunto, estos resultados confirman que la ejemplificacion con variacién es
una estrategia que exige y evidencia conocimiento especializado, aportando criterios operativos para el
diseno didéctico en la ensefianza de funciones cuadraticas.
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This study examines the specialized knowledge enacted by a secondary mathematics teacher when selecting and using
examples to teach the quadratic function, with particular attention to how the variation of critical aspects structures stu-
dents’ opportunities to learn. Drawing on the Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge model (MTSK; Carrillo et
al., 2018) and Variation Theory (Marton & Booth, 1997), an interpretive case study was conducted with an 11th-grade
teacher (whose students are aged 16-17) who designed and implemented four example sequences focused on concavity/
convexity, vertical stretch/compression, and vertical translation of the quadratic function. Classroom video recordings
and semi-structured interviews were analyzed through content analysis to identify evidence and relationships among
subdomains of Mathematical Knowledge (MK) and Pedagogical Content Knowledge (PCK).

The results show that the teacher constructed deliberate example sequences in which one parameter varied while the
others remained invariant, thereby making the critical aspects of the concept perceptible to students. Her understand-
ing of algebraic properties, graphical representations, and parameter behavior (KoT) supported the design of example
sequences (KMT) aimed at highlighting structural features of the quadratic function. Concurrently, her knowledge of
students’ difficulties and expectations (KFLM) informed decisions to restrict variation to a single coefficient, thereby
focusing students attention on specific features of the function.

Across the four example sequences, both inter-domain and intra-domain relationships emerged: the teacher coor-
dinated procedures, representations, and properties (MK) with teaching strategies that incorporated technological tools
and sequenced questioning around examples (PCK). The findings indicate that variation operated as an articulating
principle by allowing algebraic and graphical invariants to be connected in ways that guided students’ discernment of
mathematical structure. This approach to selecting and using examples not only made the teacher’s specialized knowledge
visible but also provided insight into how such knowledge unfolds when instruction is intentionally oriented toward
conceptual discernment through patterns of variation and invariance.

The study contributes empirical evidence on how specialized knowledge is manifested through example-based in-
struction—an area scarcely explored in relation to the quadratic function. Although prior research has documented
persistent difficulties in students’ understanding of this mathematical object and has emphasized the value of variation for
learning, a gap remains in understanding how teachers decide, organize, and justify example sequences that make critical
aspects visible. In particular, little is known about how MTSK subdomains interact during the work of exemplification
or how decisions about what varies and what remains invariant are grounded in teachers’ pedagogical and disciplinary
knowledge. Future research should investigate multiple cases, incorporate indicators of students’ understanding, and fur-
ther examine teachers’ planning processes, particularly those integrating patterns of variation such as contrast, separation,
generalization, and fusion. In practical terms, the study underscores the need to support teachers in designing example
sequences that combine variation and invariance, make effective use of representations and technological tools to vis-
ualize parameter behavior, anticipate difficulties through KFLM, and delineate appropriate dimensions and ranges of
variation. Overall, the findings suggest that example-based instruction with variation is not only a theoretically grounded
pedagogical practice but also a powerful means for making mathematics teachers’ specialized knowledge visible in action.
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