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Resumen

RESUMEN

En esta Tesis Doctoral se investigan dos problemas fluidomecanicos en los
que aparecen flujos bifasicos, con interaccién entre pequefias particulas pesadas y
fluidos, dada la gran importancia que dicho tipo de flujo tiene tanto en el campo
industrial como en el medio natural. Ademés se analizan diversos aspectos sobre
flujos vorticales, cuyo estudio es de interés por el hecho generalmente asumido de
considerar el movimiento turbulento como una superposicion de vértices.
Légicamente cualquier avance en relacion con la dinamica de los flujos vorticales
deviene en una mejor comprension de la turbulencia. Los modelos de vértices
escogidos son el Vortice Rankine y el Voértice Kaufmann, obteniéndose con

ambos unos resultados cualitativamente analogos.

En primer lugar se ha analizado el tiempo que tardan en escapar de un
vértice tridimensional pequefias particulas pesadas (Tiempo de Escape 7.'). Se
han generalizado y ampliado los resultados preexistentes para el caso de un
vortice bidimensional al caso tridimensional. En este sentido se ha obtenido
primeramente el Tiempo de Escape mediante simulacién numérica, determinando
el efecto que tienen los diversos parametros y variables de que depende y después
se ha desarrollado una férmula tedrica para el mismo, comprobando su validez

numéricamente. Asi se ha comprobado que:

e El Tiempo de Escape disminuye monétamente al aumentar la velocidad

terminal de caida en fluido en reposo.

e El Tiempo de Escape tiende a disminuir, como era légico esperar, al
aumentar la inercia de las particulas. Sin embargo, esa disminucién no es
monétona sino que aparecen una serie de oscilaciones. La explicacién a
este hecho se encuentra en que cuando 7, aumenta con la inercia de las
particulas es debido a que la particula, al dar la ultima vuelta alrededor del

eje del vértice pasa muy cerca de uno de los puntos de equilibrio del
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sistema dinamico definido por las ecuaciones de movimiento, invirtiendo

mucho tiempo en pasar por €sa zona.

e Mientras mayor es la inclinaciéon del vértice, mayor es el Tiempo de
Escape, ya que la particula describe una trayectoria casi helicoidal
alrededor del mismo, dando muchas vueltas.

e Se ha obtenido para el Tiempo de Escape la siguiente férmula tedrica:
re-?
oV

p 1

I =K,

donde K, es una constante empirica adimensional independiente de los
parametros del problema denominada Constante de Tiempo de Escape, r
es la circulacién del vértice, z, es el tiempo de respuesta viscosa de las
particulas y ¥, es la componente de la velocidad terminal que no es
paralela al eje del vértice. La simulaciéon numérica ha corroborado la
validez de esta férmula para particulas suficientemente pequeiias.

e En esta primera parte de la investigacion también se ha obtenido
numéricamente la velocidad media de sedimentacién <V> para particulas
situadas inicialmente en la region de captura del vértice y se ha
determinado su relacién con el Tiempo de Escape. Se ha comprobado que
la representaciéon griafica de <V> frente al Tiempo de Escape Promedio
<T.”> es, en escala logaritmica, una linea recta para particulas
suficientemente pequefias. Ello ha permitido determinar la siguiente
relacién entre ambas magnitudes:

<V> ~ constante < T,">'®

donde la constante depende de la circulacién del vértice.

En la segunda parte de la Tesis se analiza la sedimentacion de particulas en
presencia de un campo fluido no considerado hasta ahora. Dicho campo fluido
consiste en una disposicién bidimensional de vértices que se repiten
periédicamente. Se han investigado dos situaciones diferentes: primero con todos
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Resumen

los vértices girando en el mismo sentido y después con cada par de vortices

adyacentes con sentidos de giro alternados.

En el caso en que todos los vértices giran en el mismo sentido se han

obtenido los siguientes resultados:

e El andlisis de las trayectorias de las particulas —obtenidas numéricamente-
revela dos comportamientos diferenciados en funcién de la inercia de las
mismas. Para valores pequefios o0 moderados de la inercia de las particulas,
éstas acaban sedimentando en la linea media vertical situada entre dos
hileras verticales de vdrtices. Sin embargo para las particulas con inercia
suficientemente grande se ha observado que su trayectoria siempre va a
parar a unas lineas aisladas que separan dos tipos de regiones, por un lado
unas zonas de baja vorticidad del flujo en la que no pueden entrar las
particulas que inicialmente estaban fuera de ellas y por otro lado unas
regiones vacias en las que no se encontrara ninguna particula al cabo del
tiempo. La amplitud de esos dos tipos de regiones depende de la inercia de
las particulas; mientras mayor es el valor de la inercia, mayor es la anchura
de las franjas donde la influencia de la vorticidad es poco importante y
menor es la anchura de las regiones vacias, ya que las particulas se veran

menos afectadas por la accién del campo de flyjo.

Este resultado es trascendente por su posibilidad de aplicacion en procesos
industriales o naturales en los que se precise clasificar particulas de
diferentes caracteristicas o en los que sea necesario separar las particulas
del fluido, ya que sugiere la materializacién real de un dispositivo que
reproduzca la disposicion de los vértices, pudiendo conocerse la posicion

final a la que irdn a caer las particulas segun su inercia.

e Se ha analizado el incremento de la velocidad media de sedimentacion
respecto al caso de fluido en reposo; s6lo para valores pequefios de la
velocidad terminal de caida las particulas sedimentan ligeramente mas

rapido en este campo de flujo que en fluido en reposo, no existiendo
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Resuinen

practicamente diferencia para valores mayores de la velocidad terminal.
También se ha obtenido la velocidad media de sedimentacion en funcion
de la inercia de las particulas. Los resultados tienen cierto parecido con los
conocidos para flujos turbulentos, pero no son lo bastante aproximados
como para ser utilizados en algun tipo de modelo de flujo turbulento.

En el caso en que cada par de vértices adyacentes giran con sentidos

alternados, los resultados han sido los que se exponen a continuacion:

El analisis de las trayectorias de las particulas muestra que para pequefios
valores de inercia siguen trayectorias proximas a la vertical pero con
oscilaciones debidas a la accién de los vértices y que para valores mayores
de inercia todas las particulas van a terminar en la linea media situada en
la zona central entre dos filas verticales de vértices; por tanto se agrupan

en el “canal” comprendido entre dos regiones vecinas de vorticidad.

Del célculo de la velocidad media de sedimentacién se deduce que las
particulas -para una velocidad terminal de caida baja- sedimentan en este
campo de flujo mucho mas rapidamente que en fluido en reposo, por lo
que es util para aquellos casos en que se requiera acelerar la sedimentacién

de particulas suspendidas en un fluido.

El estudio de la influencia de la inercia de las particulas en la velocidad
media de sedimentacién proporciona unos resultados muy similares a los
conocidos para turbulencia isétropa. De ello se deduce que este campo de
flujo puede ser una buena aproximacién del tipo de estructuras vorticales
presentes en los flujos turbulentos responsables de aumentar o disminuir la
velocidad media de sedimentacién de particulas. Por tanto el ‘ﬂujo
generado con esta disposicién de vértices puede servir de fundamento para
el desarrollo de un modelo Lagrangiano de sedimentacién de particulas en
flujos turbulentos acopldndolo con algiin modelo ya existente, como la

Simulacién Cinematica, que ha dado buenos resultados para el caso de la
dispersién de particulas.
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Planteamiento de la Tesis

1. PLANTEAMIENTO DE LA TESIS

1.1. Introduccién

La presente investigacion se enmarca dentro de la Mecanica de Fluidos, en
el campo de la simulacién numérica para vértices y su interaccién con particulas,
de modo que se obtengan conclusiones que ayuden a la comprensiéon de los

movimientos turbulentos.

El movimiento de los fluidos se puede clasificar en laminar o turbulento.
En el flujo laminar, el fluido se mueve en laminas que se deslizan unas sobre otras
suavemente. La teoria del flujo laminar esta bien desarrollada y se ha obtenido un
importante nimero de soluciones mediante métodos analiticos. En el flujo
turbulento, en cambio, el movimiento de las particulas fluidas es muy erratico
produciéndose un intenso intercambio transversal de cantidad de movimiento.
Existen componentes de la velocidad en direcciones transversales a las del
movimiento principal que no son constantes sino que fluctuan aleatoriamente, lo

cual dificulta enormemente el estudio analitico de dichos flujos turbulentos.

La turbulencia aparece en multitud de situaciones, tanto en el entorno
natural como en muchos procesos industriales, siendo la mas comun y a la vez
complicada forma de movimiento de los liquidos y gases reales. En la naturaleza
puede observarse en los océanos y en la atmosfera -siendo su estudio vital en la
prediccion meteorologica-, en los flujos marinos y fluviales, en el clima, en el
estudio de la contaminacion, etc. También hay que considerar la turbulencia en el
disefio y funcionamiento de aviones, cohetes, ventiladores, turbinas... Por tanto,
es evidente la importancia que tiene el estudio e investigacion de este fenomeno.
Sin embargo, la enorme complejidad asociada a los flujos turbulentos dificulta en
gran medida su estudio. La dificultad fundamental reside en el hecho de que las
ecuaciones de Reynolds, empleadas para describir el movimiento turbulento, no

forman un sistema cerrado (problema de cierre de la turbulencia), por lo que no
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pueden ser resuelcas sin ¢l uso de hipétesis adicionales o de datos experimentales.
En los ultimos afios, merced a la mayor potencia de los ordenadores, han
alcanzado un gran desarrollo las simulaciones y los métodos numéricos de

resolucion de las ecuaciones del movimiento.

Aunque a lo largo de la tesis se describira con mas detalle la teoria basica
de la turbulencia, conviene describir en este momento algunos de sus rasgos
fundamentales. En los flujos turbulentos las magnitudes fluidomecanicas fluctian
aleatoriamente alrededor de unos valores medios experimentando oscilaciones
irregulares de diversas frecuencias, sin embargo, un analisis mas profundo de la
turbulencia muestra en ella una cuasipermanencia y una cuasiperiodicidad tanto
en el tiempo como en el espacio. Por tanto, la turbulencia consiste en “/a
superposicion de muchos movimientos cuasiperiédicos” y ello lleva a asumir el
movimiento turbulento como una superposicion de vortices o torbellinos de

distintos tamarios, vorticidades y frecuencias.

Resulta obvio que un primer paso para avanzar en el conocimiento de la
turbulencia pasa por un adecuado estudio y comprensién de la dinamica de los
vortices o torbellinos de los que esta compuesta, de ahi el objetivo fundamental de
este trabajo: investigar algunos aspectos relevantes de los vortices, sobre todo
aquellos relacionados con su interaccién con particulas pesadas en movimiento, y
aun mas cuando los recientes estudios de Divila & Hunt (2001) [1] sobre la
interaccion entre la turbulencia y las particulas muestran que en un fluido en
movimiento turbulento la dindmica de la particula puede estudiarse a partir de un
modelo simplificado que consiste en que desde el punto de vista de las particulas

la turbulencia puede considerarse como un conjunto de vértices aislados.

Puesto que las corrientes turbulentas estdn compuestas por una
superposicion de vortices de diferentes tamafios, surge el concepto de escala de
turbulencia. La escala mas grande, correspondiente a los torbellinos de mayor
tamafio esti limitada por el tamafio de los aparatos que producen el flujo

turbulento, o por el tamafio de la regién donde esté confinado el fluido. El limite
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inferior, pequefia escala, esta determinado por los efectos de la viscosidad del
fluido. Hay una transferencia continua de energia cinética desde las escalas

grandes a las pequeifias, donde es disipada por efecto de la viscosidad.

Ademas del estudio de Dévila & Hunt (2001) [1], los estudios de Yule
(1980) [2], Chung & Troutt (1988)[3] y Fung (1993) [4], (1997) [5] muestran

que las estructuras de flujo méas importantes en conexién con particulas

suspendidas son los vértices, porque ellos son capaces de atrapar particulas

temporalmente y transportarlas a considerables distancias y eventualmente
despedirlas cuando empiezan a decaer. Simulaciones numeéricas de turbulencia,
como las realizadas por Ruestsh & Maxey (1991) [6], Vincent & Meneguzzi
(1991) [7] y otros ponen de manifiesto como en las pequefias escalas de muchos
flujos turbulentos aparece una estructura organizada en forma de voértices
alargados y como estas estructuras tienden a persistir durante un considerable
periodo de tiempo. Estas caracteristicas han sido confirmadas también por las
simulaciones numéricas directas de Jiménez et al. (1993) [8] y también Wang &
Maxey (1993) [9] mostraron que el movimiento de las particulas y en particular el
rango de sedimentacion de las particulas depende fuertemente de las estructuras
vorticales de pequeiia escala del campo de flyjo turbulento, es decir, la dinaAmica
del fluyjo de pequeiia escala juega un papel significativo en la interaccion entre
particulas y turbulencia, siendo las estructuras vorticales de capital importancia en
estas pequefias escalas, lo cual pone de manifiesto la necesidad de una adecuada

comprension de la dinamica de los vortices.

El estudio de los VORTICES es importante por ser el “fundamento” de la
turbulencia y por si mismos. Por ejemplo, las areas de alta y baja presiéon en la
atmésfera son vortices tridimensionales, como sucede en la zona éartica de la
estratosfera de la tierra (Figura 1-1). Un vértice de gran magnitud es la gran
mancha roja de Jupiter (Figura 1-2) que es un tipo de ciclon en dicho planeta.
Otros vortices son la gran mancha oscura de Neptuno (Figura 1-3) y los huracanes

terrestres como el Gladys (Figura 1-4) y el Ava (Figura 1-5).
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Figura 1-1: Vértice polar en la zona artica de la estratosfera de la
tierra, observado el 27 de Enero de 1992.

Figura 1-2: Gran mancha roja de Jupiter. Fotografia realizada
por el Jet Propulsion Laboratory, Pasadena (USA).
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Figura 1-3: Gran mancha oscura de Neptuno. Fotografia
tomada por el Voyager 2 en Agosto de 1989.

...
Figura 1-4: Huracan tropical Gladys en Octubre 1968,
observado por el Apolo 7.
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Figura 1-5: Huracdn Ava, fotografia tomada por el
satélite NOAA el 7 de Junio de 1973.

Para terminar con este preambulo, hay que volver a insistir en la
importancia que tiene el estudio de flujos bifasicos con interaccién entre
particulas y fluidos, con resultados aplicables a dispersion y sedimentacién de
particulas. Por ejemplo, el rango de sedimentacién por la accién de la gravedad de
particulas mas densas que el fluido que las rodea es de gran importancia en los
campos de la Meteorologia, la Ingenieria o la Oceanografia, porque gobierna los
tiempos de residencia de las particulas de polvo procedentes de la erosiéon del
viento o de la contaminacién producida por €l hombre. También afecta a la

formacion de gotas de lluvia o a la formacién de sedimentos en estuarios y rios.
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Con la exposicién anterior queda plenamente justificado el estudio de
diversos aspectos de la dinamica de los vortices en combinacién con el

movimiento de particulas desarrollado en este trabajo.

1.2. Antecedentes y objetivos

Es algo sobradamente conocido que pequefias particulas pesadas pueden
permanecer dentro de un vortice durante mucho tiempo. Situaciones como ésta
aparecen por ejemplo en flujos turbulentos donde existen tubos alargados de
intensa vorticidad que tienen un tiempo de vida promedio del orden de la escala

integral de tiempo (Vincent & Meneguzzi, 1994) [10].

En este contexto, el primer proposito de la Tesis es investigar el tiempo
que las particulas permanecen en el interior de un vortice tridimensional hasta que
escapan de €l, para ello hay que analizar la dependencia de dicho tiempo -
denominado tiempo de escape- con los diversos parametros que gobiernan el
problema e incluso obtener una féormula o escalado del mismo. También se
pretende analizar la sedimentacion de las particulas situadas inicialmente en la
region de captura del vortice y su relacion con el tiempo de escape. Con ello cabe
esperar que los resultados obtenidos sean aplicables a la interacciéon entre las
estructuras de pequeiia escala del flujo turbulento y el movimiento de particulas

suspendidas.

El antecedente de este primer objetivo esta en los trabajos de Fung (2000)
[11], que investigd los parametros de que depende el tiempo de escape de una
particula pesada en el caso de un vortice bidimensional. En dicho trabajo habia
cuestiones que hacen que no sea completo ni aplicable a un caso general, se centra
en el caso particular de un vortice bidimensional, no se define con exactitud el
criterio segln el cual se considera que una particula ha escapado del vértice, no
obtuvo ninguna formulacion del tiempo de escape y no investigé la sedimentacion

de particulas. Por tanto, este trabajo completaria y generalizaria esos resultados.
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El segundo proposito a alcanzar en esta Tesis consiste en estudiar la
sedimentacion de pequeiias particulas pesadas en una distribucion bidimensional
de vortices que se repiten infinitamente de modo periédico en dos casos: en
primer lugar con todos los vértices girando en el mismo sentido y en segundo
lugar con alternancia de sentidos de giro para cada dos vortices consecutivos,
tanto en direccién horizontal como vertical. En ambos casos se trata de comprobar
si el grado de sedimentacién es mayor que en el caso de un fluido en reposo y de
observar la existencia de regiones preferentes de sedimentacién analizando las

posibles analogias y diferencias con otros campos de flujo.

El antecedente mas directo del segundo objetivo se encuentra tanto en los
trabajos de Maxey & Corrsin (1986) [12] que investigaron la sedimentacion
gravitacional de particulas de aerosol en un campo de flujo celular orientado
periédicamente como en los trabajos de Davila & Hunt (2001) [1] que estudiaron
la sedimentacion de particulas en presencia de un vortice bidimensional
comparando los resultados obtenidos mediante simulacion numeérica con los
obtenidos mediante un analisis asintético. Maxey & Corrsin comprobaron que
dependiendo de la inercia de las particulas no se producia suspension permanente
de las particulas en el flujo, y ademas, éstas se acumulaban en ciertos caminos
aislados y sedimentan mas ridpidamente que en fluido en reposo; también
obtuvieron que la velocidad media de sedimentaciéon (¥;) es mayor que la
velocidad terminal de caida en fluido en reposo (¥;) en un amplio rango. En el
campo de flujo que utilizaron, cada vortice ocupa practicamente toda la celda en
la que esta incluido; mientras que en este trabajo los vértices tienen un radio
mucho mas pequefio que la distancia que los separa, por lo que estaria situado en
el centro de cada celda hipotética. Otros trabajos previos en flujos celulares son
los de Stommel (1949) [13] y Woods & Jenkins (1973) [14] en campos de flujo
celular con orientacion fija. Stommel despreci6 la inercia de la particula y estudié
la sedimentacion gravitacional y prob6 que algunas particulas deben permanecer
suspendidas indefinidamente. El flujo que él utilizé aparece por ejemplo en la

conveccién térmica y en un fenémeno natural conocido como Circulacién de

10 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES
PARTICULAS PESADAS PERIODICOS PARA



Planteamiento de la Tesis

Langmuir, consistente en que el viento causa en rios y lagos la formacién de
celdas de agua rotante que hacen que aparezca en la superficie del agua unas
franjas paralelas con particulas y burbujas. Stommel aplicé su analisis en el
contexto de la suspensiéon de plancton por las celdas de Langmuir. Woods &
Jenkins estudiaron la sedimentacioén en estuarios con algunas variaciones en la
ecuacion de movimiento (como una ley de arrastre no lineal) y comprobaron
algin grado de sedimentacion de particulas y notaron que las particulas que no
fueron suspendidas sedimentaron mas rapidamente que un fluido en reposo. Por
ultimo se mencionan otros estudios que tienen relacion con el tema. Segin Reeks
(1977) [15] la velocidad media de sedimentacion (V.) es igual a la velocidad
terminal de caida en fluido en reposo (¥)) si la velocidad del flujo es tratada como
un campo aleatorio estocastico. Maxey (1987) [16] analiz6 un campo de flujo
cinematico generado por modos de Fourier aleatorios para simular numéricamente
el movimiento de particulas de aerosol en un flujo aleatorio, isdtropo y
homogéneo obteniendo que para inercia de las particulas finitas la velocidad
media de sedimentacion (7)) es un 10 % mayor que la velocidad terminal de caida
en fluido en reposo (V;), lo cual verificO posteriormente mediante un analisis
asintético. Supuso que ello es debido a la inclinacion inercial, que causa que las
particulas se acumulen en regiones de alta tension o baja vorticidad del flujo. La
acumulacién preferencial observada fue confirmada también por Squires &
Eaton (1991) [17] mediante simulaciéon numérica directa. Yeh & Lei (1991) [18]
emplearon la técnica de Large—-Eddy Simulation para turbulencia isStropa
homogénea con una relacion empirica dependiente del numero de Reynolds para
estimar la fuerza de arrastre de las particulas, obteniendo valores para la velocidad
media de sedimentacion (7-) un 5 % mayores que el de la velocidad terminal de
caida en fluido en reposo (¥;). La acumulacion local también ha sido observada
repetidamente en capas de cortadura, estratos de mezcla planos, etc., que tienen
una caracteristica comun que es que la escala que gobierna las fluctuaciones de
velocidad del fluido es la misma que la escala para la enstrofia. She, Jackson &
Orszag (1990) [19], Brasseur & Lin (1991) [20] y Ruetsch & Maxey (1991,

1992) {6, »‘21] concluyeron que la vorticidad mas intensa en un flujo turbulento
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tiende a formar estructuras vorticales localizadas, coherentes en las escalas del
rango de disipacion, lo cual sugiere que la dinamica del flujo a pequeifias escalas
jugara un papel significativo en la acumulaciéon local de particulas, que
probablemente estd mas influenciada por las interacciones de las particulas con la
vorticidad del fluido. Wang & Maxey (1993) [9] obtuvieron valores de (7-) entre
un 40 y un 50 % mayores que V,, es decir, valores mucho mayores que en estudios
previos, lo cual se explica porque las interacciones dinamicas de particulas con
estructuras de torbellinos coherentes son mucho mas fuertes que en el caso de
campo de flujo aleatorio. También observaron que el maximo incremento de (V)
tiene lugar cuando los parametros de las particulas se han hecho comparables a las
escalas de Kolmogorov del flujo, lo que indica que la dindmica del flujo de
pequeifia escala juega un significante papel en ciertos aspectos del transporte de

particulas en turbulencia completamente desarrollada.

Por tanto, este segundo objetivo plantea el analisis de la sedimentacion de
particulas pesadas en un campo de flujo que no ha sido considerado hasta ahora.
Se tratara de determinar la existencia de regiones de acumulacion de particulas y
de ver la diferencia que pueda tener la velocidad media de sedimentacién respecto
a la velocidad terminal de caida en fluido en reposo. Sin embargo aun se pretende
avanzar un paso mas: los modelos actuales de sedimentacion de particulas no
reproducen los resultados experimentales en turbulencia homogénea (Tesis
Doctoral de Srdic, Universidad del Estado de Arizona, 1999) [22], ya que al no
tener estructuras de vorticidad adecuadas no modifica la velocidad media de
sedimentacién de las particulas, mientras que algunos modelos lagrangianos de
dispersion de dos particulas si reproducen las caracteristicas principales de tal
problema. Es el caso de las Simulaciones Cinemdticas (Fung et al., Journal of
Fluid Mechanics, 1992 [23]; Malik & Vassilicos, Phys. Fluids, 1999 [24]). Este
hecho sugiere la idea de desarrollar un modelo lagrangiano para la sedimentacion
de particulas. La razén por la que la simulacién cinematica no reproduce -segln se
acaba de comentar- correctamente el comportamiento de la turbulencia y

concretamente la sedimentacién de particulas parece ser que es que el tipo de
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estructuras vorticales que incrementan o hacen decrecer la velocidad de
sedimentaciéon promedio no estan presentes en ese tipo de flujos. No obstante, la
simulacion cinematica permite la posibilidad de aifiadir facilmente algunas
estructuras elementales, por lo que es posible elegir algin tipo de estructura para
obtener una dependencia de (¥.) con los parametros del problema similar a la
encontrada en flujos turbulentos. De este modo, mediante la estructura utilizada
en este trabajo consistente -como ya se ha mencionado- en la utilizacién de
estructuras coherentes del tipo tubo de vorticidad y mas concretamente en una
disposicién bidimensional de vértices que se repiten de un modo periédico y
cuyos radios son mucho mas pequefios que la distancia entre ellos, se pretende
sentar las bases y dar el primer paso para un posterior desarrollo de un modelo
lagrangiano para la sedimentacion de particulas en flujos turbulentos. Mediante el
flujo artificial construido de esta manera se intenta comparar el comportamiento
con el obtenido en turbulencia real obtenido de la experimentacion o de

simulaciones directas.

1.3. Estructura del Trabajo de Tesis

Ademas de este capitulo I inicial, de caracter general, en el que se expone
la introduccién, antecedentes, objetivos y estructura del trabajo; la memoria de la

Tesis se ha estructurado en cinco bloques.

En el primer bloque (Fundamento Tedrico) se recopila la teoria basica
relacionada con las lineas que se estudian en esta investigacion. Primero se
introducen los conceptos y ecuaciones basicas de la dinamica de fluidos (capirulo
2), después se recogen los aspectos tedricos fundamentales de la turbulencia
(capitulo 3) y finalmente (capitulo 4) se exponen las nociones tedricas existentes

sobre vortices.

El segundo bloque (Metodologia) describe el campo de velocidades

(capitulo 5), las ecuaciones de movimiento con la adimensionalizacion de las
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mismas (capitulo 6) y la metodologia aplicada en la investigacion de la Tesis

(capitulo 7) junto con el material para llevar a cabo la misma.

En el tercer bloque (Resultados) se presentan los resultados obtenidos
sobre el Tiempo de Escape y la velocidad media de sedimentacion de particulas
situadas inicialmente en el interior de un vértice tridimensional y sobre la
sedimentacién de particulas en una disposicion bidimensional de vortices
periédicos. Concretamente, se exponen en primer lugar los resultados obtenidos
para el caso de un vértice Rankine (capitulo 8), después los obtenidos para el
vértice Kaufmann (capitulo 9) y por ultimo una comparacion entre los resultados

obtenidos con ambos modelos de vortices (capitulo 10).

En el cuarto bloque se exponen las conclusiones que se pueden deducir de

los resultados obtenidos (capitulo!l]).

Finalmente en el quinto bloque se plantea una propuesta de trabajos

futuros que pudieran continuar la linea trazada en esta Tesis (capitulo 12).

Tras la parte principal del trabajo, se incluyen unos anexos con una breve
exposicion sobre métodos numéricos de integracion, las subrutinas informaticas
implementadas, un listado de figuras y un listado de tablas finalizando la Tesis
con una recopilacién actualizada de fuentes bibliograficas relacionadas con el

tema y un listado de siglas y acrénimos.
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Ecuaciones hdsicas de la Dindmica de Fluidos

2. ECUACIONES BASICAS DE LA DINAMICA DE FLUIDOS

En este capitulo se presentan las ecuaciones basicas que describen la
dinamica de los fluidos (ver por ejemplo Crespo, 1992 [25]; Munson, 1994 [26];
Fox, 1995 [27]; Barrero, 2000 [28]; White, 2004 [29]), que son las ecuaciones de
conservacién de materia y cantidad de movimiento. Estas ecuaciones estin
expresadas en forma diferencial, describiendo la dinamica de elementos de fluido
en un cierto dominio. El fluido es considerado en todo momento como un medio
continuo, sin estructura molecular. Para que esta hipétesis sea valida, el tamaiio
del elemento de fluido debe ser lo suficientemente grande como para que en él
haya cabida para un gran nimero de moléculas, y lo suficientemente pequeiio para
que las propiedades fisicas (densidad, velocidad, presién...) puedan ser
consideradas uniformes en su interior. Por tanto el elemento de fluido sera muy
pequefio en comparacion con el dominio del flujo, aunque de tamaiio
macroscopico. La validez de la hipdtesis de continuidad del medio viene
determinada por el valor del numero de Knudsen, definido como el cociente entre
el camino libre medio molecular y la longitud caracteristica del elemento fluido,
de forma que indica qué colisiones son mas frecuentes: las dadas entre moléculas
o las que tienen lugar contra el contorno. También existe un nimero de Knudsen
turbulento en que el camino libre medio es sustituido por el tamaiio tipico de los
remolinos que, como se describe mas adelante, conforman la turbulencia. En el
contexto de este trabajo la hipotesis de continuidad del medio es totalmente
vélida. Este tema es tratado en cualquier libro clasico de Mecanica de Fluidos
como, ademas de en los anteriormente mencionados, en los de Landau & Lifshittz

(1989) [30], Batchelor (2000) [31], Douglas (2001) [32].

2.1. Ecuacién de continuidad

Desde un punto de vista Euleriano: “a través de la superficie cerrada que

limita un volumen, el flujo total de masa es nulo”. En forma diferencial, esta

condicién se expresa como
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4, pv.i=0 @.1n
dt
donde: p es densidad, ¢ tiempo, V operador “nabla” y u es velocidad del fluido.

En el caso de fluidos incompresibles, la densidad no varia y por

consiguiente el término i;ﬂ = 0 y se obtiene la ecuacién de continuidad:
t

V-u=0 2.2)

que desarrollada da en el espacio tridimensional

a -
ou, + 2 U (2.3)
Ox oy oz
y en el bidimensional
- au ’
Ou, M _o (2.4)
ox oy

2.2. Ecuaciéon de conservacion de la cantidad de movimiento

Sobre una particula fluida debe cumplirse la conservacion de la cantidad
de movimiento, es decir, la 2° ley de la Dinamica de Newton: ‘el balance total de
fuerzas que actiua sobre la particula fluida equivale a su masa por su

aceleracion”. Expresando esta condicion por unidad de volumen, se obtiene
o _ - - = =
p5u+p(u-V)1¢=—Vp+V-r+f 2.5)

Donde: “ p” es la presion; “7 ™ es el tensor de tensiones, que a efectos de
simplicidad se ha expresado sin traza, que esta incluida en el término de presién y

“ f” agrupa a la totalidad de fuerzas masicas externas por unidad de volumen.
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Si el fluido es newtoniano, como es el caso del fluido considerado en este

trabajo, el tensor de tensiones se expresa en funcién del tensor gradiente de la

velocidad del siguiente modo

7 = p|via + (Vi) | 2.6)

Donde: “ 4™ es el coeficiente de viscosidad dinamica; “Vii es el tensor

divergencia de velocidad (0u, /ox; )y « (V)" ” es su transpuesto (du ;/0%,).

Sustituyendo (2.6) en (2.5) se obtiene la ecuacién de Navier-Stokes para

fluidos newtonianos:

% i+ (@ -V)a = —%Vp +V[Uvi + (vay )|+ % 2.7)

Donde “v> es el coeficiente de viscosidad cinematica (resultante de dividir
la viscosidad dinamica entre la densidad). Si la viscosidad cinematica es constante

en todos los puntos del dominio y se considera el operador laplaciano V> en tres

dimensiones
2 2 62
Vz=a2 az+ . (2.8a)
ox oy Oz
o en dos dimensiones
2 2
Vv?= sxz ;yz (2.8b)
se convierte en
RN 1 2
iﬁ+(u-V)u=-—Vp+vV~u +L (2.9)
ot P Yol
Los diferentes términos de la ecuacion (2.9.) son:
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oufot . Aceleracion local del fluido.

Representa la variacién por unidad de _tiempo de la velocidad
correspondiente a un punto fijo de la masa fluida.

(7@-V)a . Aceleracion convectiva del fluido.
Representa la variaciéon experimentada por la velocidad, en un instante

dado, al considerar dos particulas fluidas infinitamente proximas. En
muchas ocasiones es conveniente denotar este término mediante su

expresién equivalente V(u?/2)—iix(V x i) siendo u = |a|.
—(1/p)Vp : Término correspondiente a las fuerzas de presion.

Constituido por la fuerza originada como consecuencia del gradiente de presion
del fluido, dividida por la densidad del fiuido.

wW°u : Término correspondiente a las fuerzas de viscosidad.
Es posible expresarlo de este modo porque, aunque en general la

viscosidad varia con la temperatura, en muchas situaciones los
gradientes de temperatura son despreciables.

: Término correspondiente a las fuerzas masicas.

v |~

Este término junto con el correspondiente a las fuerzas
electromagnéticas (que no son consideradas en esta Tesis) constituyen
las fuerzas de volumen o de largo alcance. Las fuerzas masicas son
proporcionales a la masa del elemento sobre el que actian. Engloban a
las fuerzas gravitatorias y a las fuerzas de inercia debidas al movimiento
no uniforme del sistema de referencia.

La ecuacion de Navier-Stokes, a diferencia de la ecuacién de continuidad,

es una relacion vectorial, por lo que, en realidad consiste en tres ecuaciones

escalares en el espacio tridimensional (2.10 a,b,c) y dos en el bidimensional (2.11

a,b).
0 3] 0 7, 1 op o? o? a* /.
—u, +u, —+u, —+u. — =——_ x
5 ( ot . 62}" Py Tt 5 *=3 Ju, +25 (2.100)
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El 0 F) o 82 8* o2 f
Y u, +(uxa+uy5+u: E)u" =—;5+ V(axz + 7 +622 )uy + p (2.10b)

Il G Z 8 1 0p o>  98* & /-
u,+(u +u 5+u:—)u_=———+v o +By2 -i-az2 )u_. +—= (2.10c)

8 8 P 1op (8* &2 f
— + —_ _ - zx
o u, [u, P +u, Gy]u’ > ox + v 3’ + By" u, + P (2.11a)
P 3 P 1p (8 & /.
‘gt-u) +(u,a+u},5)uy =—-;5+ V(axz +aJ)2 uy +? (2.11b)

2.3. Ecuacién de la vorticidad

Una forma conveniente de expresar las ecuaciones de la dinamica de
fluidos es mediante el rotacional de la velocidad (w), magnitud que se conoce

como vorticidad:

w=Vxu (2.12)

En el apartado 4.1 se describe con mas profundidad esta magnitud.

Si se aplica el operador rotacional a todos los términos de la ecuacion 2.7 y
se realiza algunas operaciones algebraicas, se obtiene la ecuacién de la

vorticidad:

S5 +(@ V) =(@-V)i + W'é
ot (2.13)

Donde no se ha incluido el rotacional de la fuerza externa porque, en
general, éstas son de caracter conservativo y por lo tanto de rotacional nulo. Esta

formulacién tiene la ventaja de eliminar el término de gradiente de presion. En el
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apartado 4.3 se incide nuevamente en la ecuacién de la vorticidad desde un

planteamiento mas general.

En el miembro de la derecha de la ecuacién de vorticidad, el primer
sumando describe el fenémeno de estiramiento de los tubos de vorticidad en la
direccion de la velocidad y el segundo sumando identifica, al igual que en la

ecuacién de Navier-Stokes, la disipacién de energia por viscosidad molecular.
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3. TEORI{A BASICA DE LA TURBULENCIA

A continuacién se exponen los conocimientos teéricos basicos sobre flujos
turbulentos.

Aunque la teoria existente sobre el tema es bastante mas extensa que la
aqui recogida, su tratamiento completo excede los objetivos y fines perseguidos
en esta Tesis. No obstante, tampoco parece conveniente una exposiciéon mas
reducida que la que se presenta a continuacién, ya que es necesario justificar la
asuncion generalizada de considerar las corrientes turbulentas como una

superposicion de vortices.

Por ello, se lleva a cabo un desarrollo teérico que culmina con el concepto
de espectro de energia y la importancia que los flujos vorticales y su distribucién a

lo largo de dicho de espectro tienen en la turbulencia.

Finalmente se incluyen los modelos numéricos de simulacion de corrientes

turbulentas mas conocidos.

3.1. Conceptos basicos sobre corrientes turbulentas

El estudio de la turbulencia ha sido siempre considerado como uno de los
mas complejos en el campo de la Fisica, la Ingenieria y en particular en la

Mecanica de Fluidos.

Como ya se ha mencionado en el primer capitulo, es un fenémeno
frecuente tanto en la naturaleza como en una gran variedad de configuraciones
tecnolégicas. Son turbulentos muchos de los movimientos del aire en la atmoésfera
y los flujos de agua en rios, lagos y mares. Pricticamente todos los flujos en
conducciones son turbulentos, por ejemplo en gasoductos o en tuberias de agua.

También lo son en las superficies de aviones, barcos, misiles, etc.
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Ademas ios flujos turbulentos son también de gran interés desde un punto

de vista puramente teérico, como ejemplos de sistemas mecanicos no lineales con

un gran namero de grados de libertad.

Sin embargo, no es facil definir el término TURBULENCIA. Algunas

definiciones que han sido propuestas son las siguientes:

° Segun Hinze (1975) [33], el movimiento turbulento de un fluido es “una
condicién irregular del flujo en la cual varias magnitudes muestran una
variacion aleatoria con el tiempo y con las coordenadas espaciales y que

estadisticamente pueden discernirse distintos valores promedio™.
o Segun Lesieur (1997) [34], un flujo es turbulento si cumple:

1) Es impredecible: dadas unas ciertas condiciones iniciales, es imposible

predecir la configuracion del flujo en un instante posterior arbitrario.

2) Las magnitudes fisicas transportadas por el fluido son mezcladas con
mayor efectividad que en flujo laminar, donde esta funcién quedaria

manifestada tan solo por los coeficientes de difusién molecular.
3) En el flujo interviene un gran rango de escalas espaciales.

Mas utilidad que dar una definicion precisa, hay que seiialar las
caracteristicas principales de las corrientes turbulentas, resumidas de forma

esquematica en la Tabla 3-1.

Entre las caracteristicas citadas hay 2 de ellas: la tercera (grandes niimeros
de Reynolds, es decir, muy poca influencua de la viscosidad) y la quinta
(disipacion, que es debida naturalmente a la viscosidad) que parecen
contradictorias. La explicacién estaria en el hecho de que hay distintas escalas de

longitud en la turbulencia.
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Como ya se ha mencionado, y posteriormente se volvera a incidir sobre
este asunto, puede asumirse que: la turbulencia estd formada por la Superposicion

de torbellinos o vortices de diversos tamaiios y velocidades de giro.

TABLA 3-1. Caracteristicas de las corrientes turbulentas

CARACTERISTICAS DESCRIPCION

Irregularidad o aleatoriedad Imposibilidad de una descripcién deterministica. Necesidad

de métodos estadisticos.

Difusividad Mezcla muy eficaz de masa, cantidad de movimiento y
energia.
Grandes nimeros de Reynolds La turbulencia aparece siempre a altos nimeros de Reynolds

(viscosidad despreciable) y se origina como una inestabilidad
de la corriente laminar cuando el niimero de Reynolds
alcanza un valor critico. La inestabilidad esta asociada a la
interaccién de los términos viscosos y los términos de inercia
no lineales. La aleatoriedad y la no linealidad se combinan

para hacer casi intratables las ecuaciones de la turbulencia.

Tridimensionalidad La turbulencia es esencialmente tridimensional y rotacional.
La dindmica de la vorticidad juega un papel primordial en la
descripcion de las corrientes turbulentas. No obstante, existen
fenémenos turbulentos bidimensionales, por lo que también

hay que tener en consideraci6n la turbulencia bidimensional.

Disipacién Las corrientes turbulentas son esencialmente disipativas. El
trabajo de deformaciéon de los esfuerzos de viscosidad
incrementa la energfa interna del fluido a costa de la energia
cinética de la turbulencia. Las corrientes turbulentas
necesitan un suministro continuo de energia para vencer las

pérdidas viscosas; en caso contrario la turbulencia decae

rapidamente.
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La primera escala que aparece en las corrientes turbulentas es la
correspondiente a los torbellinos de mayor tamafio, del orden de la anchura de la
corriente. A estas escalas la viscosidad no es efectiva ya que corresponde a

numeros de Reynolds extraordinariamente grandes.

La energia s6lo puede disiparse en las escalas mas pequeiias, en las que los
gradientes de velocidad son importantes. Los términos no lineales de las
ecuaciones de Navier-Stokes son los responsables de la generacién de las
pequefias escalas a través de un mecanismo conocido con el nombre de “vortex
stretching” que consiste en un estiramiento de los vdrtices o torbellinos. El
término viscoso previene contra la generaciéon de escalas infinitamente pequefias
disipando la energia de la pequeiia escala en calor. Debido a que los movimientos
de la pequeiia escala son a grandes frecuencias, corresponden a escalas de tiempo
cortas y por tanto es razonable que estos movimientos sean estadisticamente
independientes de los movimientos relativamente lentos de las grandes escalas y
de la corriente media. Hay un suministro de energia (en cascada) desde las escalas
grandes hasta las pequefias, donde es disipada. Por tanto sobre la pequeiia escala
solo influye la disipacion de energia por unidad de masa y tiempo, que es igual a
la energia suministrada desde las escalas grandes. En consecuencia, los
parametros que gobiernan los movimientos en la pequefia escala son: la velocidad
de disipacién de energia cinética por unidad de masa de fluido y por unidad de
tiempo denominada disipacién viscosa media “£’ y la viscosidad cinemaitica
“V’; con estos pardmetros, se puede definir una longitud caracteristica de los

torbellinos disipativos (77), un tiempo caracteristico () y una velocidad

NV 4
v
(2

/2
T = (.‘i)
. (3.2)

caracteristica (v):
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v=(ve)* (3.3)

Estas escalas de longitud, tiempo y velocidad son conocidas como
MICROESCALAS DE KOLMOGOROV.

El nimero de Reynolds basado en la longitud 7, puede ser expresado de la

siguiente manera:

vn

Re, =—" =1 (3.4)
v

lo que indica que para tamafios del orden de 75, los efectos viscosos son

comparables a los inerciales poniéndose de manifiesto que son estas escalas las

que provocan la disipacién de energia cinética.

También se ha llegado a distinguir entre distintos TIPOS de turbulencia.

Asi se habla de turbulencia homogénea cuando la turbulencia tiene

cuantitativamente la misma estructura en todas las partes del campo de flujo. Se

dice que la turbulencia es isdtropa si sus caracteristicas estadisticas no tienen

preferencia por alguna direccion; aunque este tipo de turbulencia es ideal ya que
ningin flujo turbulento real muestra verdadera isotropia, pueden darse
condiciones en las cuales un estado de isotropia puede aproximarse con bastante
exactitud y el conocimiento profundo de sus caracteristicas puede proporcionar
una base tedrica sélida para el estudio de flujos turbulentos anisétropos reales.
Von Karman introdujo el concepto de turbulencia homéloga para el caso de
promedio de esfuerzo de corte constante a través del campo fluido, como ocurre
por ejemplo en la conocida corriente plana de Couette. Por tiltimo, se considera el
término pseudoturbulencia para el caso hipotético de un campo de flujo con un

modelo regular que muestra una periodicidad constante distinta en el tiempo y en

el espacio.

Seguin se comenté anteriormente, las corrientes turbulentas consisten en la

superposicion de fluctuaciones irregulares al movimiento principal. Estas
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fluctuaciones superpuestas a la corriente principal son tan enormemente
complicadas que su tratamiento tedrico parece inaccesible, aunque tienen una gran
importancia tanto para el curso de la corriente como para la economia de fuerzas,
ya que se producen efectos de viscosidad enormes. Sin embargo, al analizar en
profundidad estas oscilaciones puede observarse una cuasipermanencia y una
cuasiperiodicidad tanto en el tiempo como en el espacio, lo que permitira un

cierto tratamiento estadistico, como se vera en los apartados posteriores.

3.2. Turbulencia bidimensional

Teodricamente es posible resolver las ecuaciones de Navier-Stokes (o la
ecuacion de la vorticidad) en un dominio bidimensional en el que las velocidades

del fluido sélo tienen componentes horizontales, u =(u,,uy,0). Es facil

comprobar que en este caso sélo existiria componente vertical de la vorticidad:

du
@=(0,0,0_)= (o, 0, —5;-— Ou, ] (3.5)

para ello, basta con calcular el rotacional de la velocidad.

Desarrollando la ecuacién de la vorticidad (2.13) en sus correspondientes

ecuaciones escalares, se obtiene en el dominio tridimensional:

—o, U —tu, —tu.—\o. =\, —+@ —+w. — |u +W20) 3.6a
at x "ax ya)/ :62 * ’ax y@ :az * * ( -6a)
—w +|u +u, —+u.— o =|low +0. —+w.— |u 'WEm 3.6t

(o ’6x 6y T oz ¥ xa "ay :E)z ¥ -"(’ )
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y teniendo en cuenta la ecuacién (3.5) y poniendo @. = @ se obtiene la ecuacion

de la vorticidad en dos dimensiones:

a a a aZ 82
§w+(uxa+u}, a—y-]a) = F_'—ayz ]60 (3.7)

Un modo diferente de expresar la dinamica de la turbulencia bidimensional

es introduciendo la funcién de corriente y/(x, y, t), dada por:

(3.8a)

=
I'I
*R

v}

_cy
¥ Ox

u (3.8b)

de forma que la vorticidad es @ = @_. = Vi y la ecuacion (3.7) queda:

—a—a)+J(a) y)=v & +ia) (3.9
ot ¥ EYCIP )

donde J(-,-) es el operador jacobiano bidimensional.

De la ecuacidn (3.7) 6 (3.9) se extraen consecuencias importantes:

- En primer lugar: si la viscosidad es despreciable (fluido perfecto), la

vorticidad se conserva en la trayectoria de una particula fluida.

s En segundo lugar: desaparece el término que describe el estiramiento de
los tubos o lineas de vorticidad (vortex stretching), de lo cual puede
deducirse algo de gran trascendencia y es que no existe la turbulencia
bidimensional, ya que el fenomeno de estiramiento y rotacion de los tubos
de vorticidad es considerado como una de las caracteristicas propias de un

flujo turbulento, que ha de ser por tanto tridimensional (Libby, 1996) [35].
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Ademas existen otros argumentos teéricos en contra de la existencia real

de la turbulencia bidimensional:

. Kiehn (1999) [36] demostr6 mediante argumentos topolégicos que no
pueden producirse procesos irreversibles en flujos bidimensionales; no
obstante, un flujo turbulento bidimensional conserva las propiedades de

imprevisibilidad y efectividad de mezcla propias de la turbulencia.

- Kraichnan y Montgomery (1980) [37] resaltaron la importancia de la
turbulencia bidimensional en el sentido de que idealiza fenémenos
geofisicos en la atmésfera y en los océanos y proporciona un punto de

partida para modelar esos fenémenos.

A pesar de todo, seria posible producir turbulencia bidimensional en el
laboratorio confinando el flujo turbulento entre dos placas paralelas, aunque la
aparicion de capas limite en las placas tenderia a anular las escalas de turbulencia
mayores que la separacion entre placas y a desarrollar inicamente turbulencia
tridimensional a escalas menores. Esto se puede inhibir mediante una gran
viscosidad o un movimiento de rotacién, que es precisamente lo que ocurre en la
capa limite atmosférica, donde la turbulencia puede considerarse bidimensional a

ciertas escalas como probaron los citados Kraichnan y Montgomery (1980).

Si en la TURBULENCIA TRIDIMENSIONAL existe un invariante
cuadratico del movimiento que es la energia, siendo ésta transmitida desde las
grandes escalas de la turbulencia a las mas pequefias (cascada de energia de
Richardson) donde es disipada por la viscosidad molecular (Frisch, 1995) [38], en
la TURBULENCIA BIDIMENSIONAL aparece un segundo invariante: “ademads
de la energia se conserva el modulo de la vorticidad a lo largo de la trayectoria

de una particula fluida (si se desprecia la viscosidad)”. De forma anédloga a la

energia cinética, se define la enstrofia (Z) como:

3.10)

30 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES
Y DE ! DIMENT: BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA



Teoria bdsica de la Turbulencia

Del mismo modo que existe en turbulencia tridimensional una cascada de
energia hacia las escalas pequefias, existe en la turbulencia bidimensional una
“cascada de enstrofia”. Ademas, debido a que la energia sigue conservandose,
aparece también una cascada de energia, pero en este caso hacia las escalas
mayores. Es lo que se conoce como cascada inversa de energia.
Sorprendentemente las estructuras de pequefia escala se combinan en otras mads

grandes, es el fenémeno llamado autoorganizacion de flujos bidimensionales
(Hasegawa, 1985) [39].

3.3. Formulacion estadistica

Existe otro planteamiento para el estudio de la turbulencia basado en un
tratamiento estadistico andlogo al usado en el estudio termodinamico de los gases,

pero construido sobre las ecuaciones de Navier-Stokes (Reynolds, 1895) [40].

Antes de describirlo, se presentan las definiciones basicas de algunos
conceptos estadisticos que se utilizaran para transformar las ecuaciones de Navier-
Stokes, obteniendo la ecuacion de Reynolds con el tensor de Reynolds que

describe el transporte de cantidad de movimiento en flujo turbulento.

3.3.1. Definiciones bisicas de magnitudes estadisticas
Promedio

Si se supone una cierta magnitud A, que puede adoptar una serie de N

valores a; siendoi=1, ..., N, se define el promedio o media de A como:

N
(A) =_]]\7§a‘ (3.11a)

En general, hay que distinguir entre si el promedio es de conjunto, o bien

temporal. En el primer caso, los distintos valores a; son obtenidos de
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realizaciones diferentes del experimento. En el segundo, los valores son

obtenidos como una serie temporal de medidas. Evidentemente, si el
proceso que genera las mediciones de A es estacionario, los dos promedios

ser4n idénticos para N — o, segun el Teorema de Ergodicidad.

En el caso de que la magnitud A se obtenga como una funcién continua del

tiempo, el promedio en un cierto intervalo T es definido como:

(4)= % ]‘a(t)dt (3.11b)

o

Fluctuaciones

Si la variable A se puede expresar como una funcién continua del tiempo,

en el intervalo T tendra un promedio (A) definido por (3.11b). En un

cierto instante ¢ € [0, T ] , se define la fluctuacién de A como:

a'(t)=a(t)—(A4) (3.12)

Evidentemente, siempre se cumple que el valor medio temporal de la

fluctuacion es nulo por definicion:

(@)=0 (3.13)

Dos magnitudes importantes en el estudio de la turbulencia son:

a\V 2 . ...
= <a' > = la desviacién cuadrdtica media de la fluctuacion, que

indica la escala de variacion de a(?) alrededor de la media.

L)

_(A) = la fluctuacion relativa, que es también una medida

importante de esta variacién.
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Para posteriores cilculos, es ttil detallar brevemente algunas reglas que
obedecen los valores medios. Sean a y b dos magnitudes cuyos valores

medios se desean obtener. Si se expresa por comodidad de escritura,

(a) =a y a=a+a',se cuamplira:

a=a+a'=a+d =a+a =a =0 (3.14a)

ab =ab =ab (3.14b)

ab'=ab' =ab' =0 (3.14c)

ab=(a+a'¥p +b')=ab +ab +ba’ +a'b’ =ab +a’b’ (3.14d)

Funcién de densidad de probabilidad

Ya que lo interesante de una cierta magnitud a(?) no es el valor en si sino
sus valores estadisticos, un modo apropiado de caracterizarla es mediante
una funcién de densidad de probabilidad, que es una funcién P(a) que
tiene la propiedad de que P(a)da indica la probabilidad de que A tenga un

valor comprendido entre a y a+da.

Las relaciones de la funciéon de densidad de probabilidad de una cierta

magnitud con sus propiedades estadisticas son:

1= +aj"lf’(a)a'a (3.152)
(4) = +TaP(a)da (3.15b)

<a’2> = T(a —(4)) P(a)da (3.15¢)
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En general, es posible calcular el momento de cualquier orden a partir de

la funcién de densidad de probabilidad del siguiente modo:

(a")= +T(a —(A4)) P(a)da (3.16)

Entre todos ellos merecen especial interés los momentos de tercer y cuarto

orden, que dan lugar a las siguientes funciones:

1) Sesgo (S) (skewness en inglés), que indica la asimetria de la

funcion de densidad de probabilidad alrededor de la media:

= ﬂ (3.17)

@)

2) Kurtosis (K) (flatness en inglés), que cuantifica la importancia de
los valores simétricos de la funciéon de densidad de probabilidad

pero muy alejados de la media.

(3.18)

Correlaciones

Una forma de medir la rapidez (tanto en el tiempo como en el espacio) con

la que fluctia una magnitud es mediante la autocorrelacion.

Por ejemplo: si se supone una cierta variable a(?), con un promedio (A) y
una fluctuacién a’(t), y se construye otra a partir de ésta introduciendo un
desplazamiento 7 del tiempo, a(t+7)=(4)+a'(t +7), y se multiplican las

fluctuaciones de estas dos variables y se realiza un promedio temporal, se

obtiene un numero que sera diferente para cada valor de 7. Evidentemente,
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S1 T s muy pequeiio, este nimero sera muy cercano a (a”) , de forma que

el Coeficiente de Autocorrelacion Temporal, R (7) seria:

R(r) _ (a'(t) a"z(,t + r))

(a > (3.19)

es decir, una funcion de t que cumple que R(r)— +1 cuando 7 — 0.

Por otro lado, si la sefial es estadisticamente estacionaria, la funcién de
autocorrelacion sera simétrica respecto de 7= 0 y por lo tanto, su primera
derivada serd nula en el origen. Experimentalmente y sobre todo en el
estudio de la turbulencia, se encuentra ademais que la funcién de

autocorrelacion tiende asintdticamente a O para valores grandes de .

Una escala de tiempo asociada a la autocorrelacion temporal surge
directamente de su integral, asumiendo que es convergente. Es la
denominada Escala integral de tiempo o simplemente tiempo integral:

T—»a0

T, = lim [ R(z" A7’ (3.20)
0
Otra escala de tiempo caracteristica surge de desarrollar la funcién de

autocorrelacion hasta segundo orden en el origen:

2
dR(O)T+ 1d Rgo)r2
dr 2 dr

R(z)~ R(0)+ (3.21)

dR(0
Como se ha comentado, R(0)=1y d—g) =0, de forma que:

2
1d R(O)Tz

R(z)~1+ R (3.22)

y por otro lado, desarrollando hasta segundo orden a'(t +7)en 7=0:
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da'(t 1 d%a'(t ,
e+ )~ )+ 220, +5_d—tz—(—)tz 3.23)

multiplicando por a'(¢), promediando y dividiendo por (a'2> , tal y como

se indica en (3.19), al comparar términos con (3.22) se obtiene:

<a’ dza'>

g 2

d*R(0) _ dt 23
d‘l'z <a12>

,d*a’
a
1 da? | ,
R(T)z 1+——'ﬁ5——1’ cuandot — 0 (3.25)
a

Esta expresion da pie a la definicion de un segundo tiempo caracteristico,

/2

2= (—,—dz—a:} (3.26)
a 2
dt i

B /2

usando:
,d’a’ _d( ,da'\ (da'y d2a 2
a 5= —(a'— - = ={a%%\__ da | (3.28)
dt - dt dt dt d.t2 dt e
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ya que es mas fiable calcular la primera derivada de una magnitud que la
segunda.

El tiempo integral T} indica /a escala de las Jluctuaciones a gran escala 'y

el tiempo T caracteriza la importancia de las Sluctuaciones rdpidas.

Evidentemente, toda esta explicacion basada en una magnitud temporal
puede ser extrapolada a una magnitud espacial. Se tiene entonces una

Autocorrelacion Espacial, R (A ):

(a'(l )a'(l + l))
(w0

R(1)= (3.29)

en la que los promedios se realizan sobre todos los valores de longitud (J),

una escala integral de espacio:
A
L, = lim {R(a YA (3.30)
0

y una escala de espacio relacionada con las fluctuaciones a pequefia escala

r —1/2

2
L,= ——2<L>—— (3.31)

Espectro de una seiial

El espectro, o mas exactamente la densidad espectral de energia, es un
concepto muy importante en el tratamiento estadistico de cualquier sefial y

en concreto en el estudio de la turbulencia.

Nuevamente se comenzara la exposicion basandose en una serie temporal

de fluctuaciones para generalizar a continuacién al caso de serie espacial.
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Es importante recordar en primer lugar el concepto de transformada de
Fourier. Dada una funcién f{7), se define su transformada de Fourier como

F@)=2 [ /(=) explioon) at G32)
T e
y la transformada inversa de (@) como

f(x)= %T}”(&))exp(— iot)do (3.33)

La forma en que se expresan en relacion a los factores 2, ® o sus raices
varia mucho en funcion de la definicion dada de transformada directa y
transformada inversa de Fourier. Lo importante es que el producto de los
dos factores sea (1/2n). La opcion adoptada en el presente trabajo es la
habitual en la literatura sobre turbulencia.

Si se considera la transformada de Fourier de la autocorrelacion de una

sefial a'(¢), definida en (3.19), pero sin normalizar,

#(w)= % T(a'(t)a'(t' + 7)) expliot) dr (3.34)

Una propiedad interesante de la transformada de Fourier, que permite
simplificar los calculos en muchas ocasiones, es que si la funcién a
transformar es real y par, como es el caso de la autocorrelacion, entonces

su transformada también es real y par. En este caso particular, la expresién
anterior se puede calcular como

¢(w)= %I{a’(t )a'(t + 7)) cos(wr) dr (3.35)

y a la inversa, también es posible escribir de modo analogo la siguiente
expresion
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3.3.2.

(a'(t)a’'(r + r)) = T¢(a)) cos(wr) dw (3.36)

A ¢(w) se le denomina densidad espectral de intensidad (o funcién
caracteristica) de la sefial. En el caso de una sefial temporal, si se describe
como la superposicion de una relacién continua de sefiales armonicas, cada

una con una frecuencia w, entonces

f¢(60) do (3.37)
2

es la contribucion a la intensidad de todos lo arménicos con frecuencias

comprendidas entre w;y w;.

Con la expresion (3.36) es facil comprobar que para =0

<a'2> = T¢(“’) dw (3.38)

Toda esta argumentacion que se ha para una sefial temporal puede ser
generalizada facilmente para el caso de una sefial espacial unidimensional.
Los conceptos son los mismos: la posicion en lugar del tiempo y el nimero
de onda k (que se definira mas adelante) en el de la frecuencia. En el caso
de una sefial bidimensional o en el una sefial tridimensional, la funcién
caracteristica definida en (3.35) es ahora un tensor y la integral (3.37) se

realiza sobre una corona o sobre una capa respectivamente.

La ecuaciéon de Reynolds

Siguiendo el trabajo de Reynolds (1895) [40], si se descompone la

velocidad de un flujo turbulento (i) como velocidad media (U ) mas velocidad
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de fluctuacién {(#'): #=U+u', donde U= (1), entonces la ecuacién de

continuidad (2.2) se cumple para el flujo medio y para las fluctuaciones,

v-U=0 (3.39a)
V-u'=0 (3.39b)

Por otro lado, al hacer el promedio de las ecuaciones de Navier-Stokes

(2.7) se obtiene las denominadas ecuaciones de Reynolds para el flujo medio:
p—;iﬁ+p((7.v)0=Vp+V[,u(Vl7+(V(7)T)+ 'r"‘]+ <f> (3.40)
t

que son analogas a las de Navier-Stokes, pero con el término afiadido del tensor

de esfuerzos aparentes de Reynolds

7, = —p(u;u;) (3.41)

que representa el transporte de cantidad de movimiento debido a las fluctuaciones
de velocidad, es decir, es el responsable de la transferencia de cantidad de
movimiento y por lo tanto de la pérdida de energia en el flujo medio debida a las

correlaciones de las fluctuaciones de velocidad.

El problema que se plantea ahora es que las ecuaciones de Reynolds no
son cerradas, ya que el tensor de Reynolds es desconocido. Las seis componentes
del tensor de esfuerzos de Reynolds que aparecen como consecuencia de la
descomposiciéon de la corriente -en media y fluctuaciones- son incognitas
adicionales a las ya existentes de la presion y las tres componentes de la
velocidad. Esto constituye el denominado problema de CIERRE DE LA
TURBULENCIA. Para progresar en esta direccién es necesario el uso de hipétesis
adicionales o datos experimentales. La expresion mas generalizada para el tensor

de Reynolds surge al hacer una analogia con el tensor de tensiones para fluidos
newtonianos
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= H, le? +(Vii)TJ (3.42)

introduciendo la viscosidad turbulenta (1) o de forma equivalente la viscosidad

cinemdtica turbulenta que se puede expresar en términos de una longitud de

mezcla (1°):

v, = Ay (3.43)
fa)

La longitud de mezcla es una estimacién de la distancia que ha de recorrer
una particula de fluido en una cierta direccién para que las componentes en esa
direccion de su posicion y su velocidad pierdan su correlacion. La velocidad v’
representa de forma genérica las fluctuaciones de velocidad en el flujo turbulento.

En cierta forma, se puede pensar en la longitud de mezcla como el recorrido libre

medio de la teoria cinética de los gases (Tennekes and Lumley, 1972) [41].

Sin embargo, es posible obtener una expresion para el transporte del tensor
de Reynolds: si se considera la ecuacion de conservacion de la cantidad de

movimiento (2.5) para la componente u, de la velocidad

du, Op . or,

!

ox, oOx, Ox,

p%ﬁ, + pu, + f, (3.44)

y la analoga para la componente u%;; y se multiplica la primera por #;, la segunda

por u;, luego se suman y se promedia, se obtiene la expresion buscada:

a. ' 15104
pgt-<u,'u;>+puk Mz_p(@;u;)afj’ +{uluy Y — 'J

ox, ax,, ox,
_pa<ztfu;zl,:> _(8<pu'l> . &(pu,) (3.45)
ox,, \ ox, ox,
au" 81(' , R , 01,‘, , c'JrV,,‘
+(p ax—j + —a—x—j-) + <f,uj > + <fju,> + (<u! ——axA > + <u, o, >J
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que incluye térmiinos desconocidos como las interacciones de tercer orden de las

fluctuaciones <u,’u; u,{.) o las correlaciones presion-velocidad.

Se pueden deducir ecuaciones para la evolucién de las correlaciones de orden 3,
sin mas que seguir el proceso anterior con las ecuaciones de Navier-Stokes
aplicandolo a (3.45), pero esto involucraria correlaciones de orden 4 y asi se
podria seguir indefinidamente. El tratamiento de este tema excede los objetivos de
esta investigacion, para profundizar en el mismo se remite al lector al trabajo de

Launder (1990) [42] y al de Hanjalic (1994) [43].

A pesar de las dificultades que plantea la ecuacion (3.45), en cuanto a la
apariciéon de términos desconocidos. es interesante el analisis del ultimo de los
factores del miembro de la derecha. Este describe la disipacion de energia
turbulenta por viscosidad molecular. Desarrollando éste término, usando (2.6), se

obtiene:

6rk a‘[jk 62 o auo ’
ul 1 + ll' = [ + ’ k ’ k
[< ’ axk > < ' axk 'uax,‘axk <u‘ul> ﬂaxk “ Bx, T\ ax/
I By AN L AN e )

ox, &x, | \ox, ox, | \éx, ox,

De los tres términos que forman la disipacién viscosa, en la mayoria de los

flujos turbulentos los dos primeros son mucho menores que el tercero -ya que las
derivativas espaciales de los promedios de las fluctuaciones son del orden de la
inversa de una escala macroscépica relacionada con el dominio del flujo o la
escala integral de la turbulencia- mientras que las derivativas de las fluctuaciones
son del orden de la inversa de una escala espacial mucho menor (Libby, 1996)

[35]. Esto permite definir el tensor de disipacion viscosa como

ou' ou’ ou, Ou’ Ou, ou'
£ = 2 i J + k J + k i
v ( <6x,‘ ax,t> <ax, 8xk> <8xj ox, 347
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Si en la ecuacion (3.45) se hace i = = k; y se suman los indices repetidos,

se obtiene la ley de conservacion de la energia cinética media turbulenta:

o Ok , nou o (1 o, L, ., '
-é;k-i-ngk:—(ukuI) axkl _an (;(puk)+—2—(uku,u,>)+(sz¢k>—s (3.48)

1 4 ’ I3 ” . . -
donde aparece & = ;(u,,uk> y ademas de los términos de produccién por cizalla-

dura, presién, correlaciones de tercer orden y fuerzas masicas, aparece la

disipacion viscosa media:

1 1 Ou, oOu; \( Ou, OJu, _
E=—gy =—v(|—+ + (3.49)
2 2 ax, ox, \ox, Ox

Si la turbulencia es isotropa, se cumplen las relaciones cinematicas

(=)-())
(57)-(20)-(27)
(Sa=-3((=))

y £ se puede expresar como

ou'Y
=15 (3.53)
o))

que es la forma usual de calculo de la disipacion de energia (Hinze, 1975 [33]; Lin

and Reid, 1963 [45]).
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3.3.3. Correlaciones de velocidad y escalas de la turbulencia

Las dimensiones caracteristicas de espacio y tiempo del flujo turbulento se
definen a partir de las autocorrelaciones de las fluctuaciones de la velocidad. A
veces es posible relacionar las correlaciones temporales y las espaciales en base a
la hipotesis de Taylor, que establece que si el flujo es homogéneo con una
velocidad media U en la direcciéon x, se verifica lo siguiente siempre que la
fluctuacion u’ sea mucho menor que la velocidad media U (Hinze, 1975) [33]:

2. y2 058

Un estudio mas a fondo de este problema fue llevado a cabo por Lin

(1953) [46], quien demuestra que para turbulencia homogénea y altos nimeros de

Reynolds, la hipétesis de Taylor es valida si

((du/dt)2> _u?
u*((ou/ax)) U 5

La interpretacion fisica de la hipétesis de Taylor (3.54) es que las
fluctuaciones de velocidad en el tiempo en un punto fijo del espacio creadas por
un campo turbulento “congelado”, moviéndose como un todo, son idénticas desde

un punto de vista estadistico a las fluctuaciones de velocidad en un instante dado a

lo largo del eje x.

Escala integral de tiempo

Es la integral de la correlaciéon de fluctuaciones de velocidad medidas en

un solo punto con un desplazamiento temporal.

oG
T = [R(r)dz (3.56)
[
donde:
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R(z)= (@'(%.0)- @(F,1 + 7))

3.57
<u'(5c')2 > G-
Escala integral de espacio

Existen dos escalas integrales de espacio, definidas en base a dos

correlaciones diferentes. La correlacion espacial de velocidades puede ser
longitudinal R, (r) -si se realiza entre las componentes de las velocidades
en la direccion de vector separacién entre los puntos- o fransversal R,.(r)-

si las componentes de las velocidades estan en el plano perpendicular al

vector separacion-:

o (u, (Z)u, (%+F))
R.(r) )

(3.58)

)= <u7'(£)“7'(5‘.+y)>
R, (r) )

(3.59)

Se definen entonces: la escala integral longitudinal de espacio ( L,) como

L = IR1, (" )d"
n

(3.60)

y la escala integral transversal de espacio ( L,) como

L, = _[Rr (r)a'r (3.61)
0

Microescala de Taylor

Ya se ha descrito como a partir de la autocorrelacion de una sefial es
posible extraer informacion sobre el alcance de las fluctuaciones a

pequeiia escala. En el caso de la autocorrelacion espacial longitudinal de
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las fluctuaciones de velocidad, esta escala se denomina microescala de

Taylor (L;) y viene dada en el caso longitudinal (L) por

2
12 __1dR(r) RLZ(" ) (3.62a)
L, 2 dar a0
y en el caso transversal (L) por
2
1 —_1d %) er(r) (3.62b)
L, 2 a* |,

3.3.4. Espectro de energia

Como ya se ha visto, la turbulencia se puede considerar como una
superposicion de vértices o torbellinos de muchos tamafios, vorticidades y
frecuencias. Todos estos torbellinos tienen una cierta energia cinética,
determinada por su vorticidad o por la intensidad de la fluctuaciéon de velocidad
de la frecuencia correspondiente. Entonces surge una cuestion interesante cuando
se estudian las caracteristicas mas detalladas de la turbulencia, que es cé6mo la
energia cinética se distribuye de acuerdo con las distintas frecuencias. Si bien en
la turbulencia real una frecuencia determinada no esta presente permanentemente,
es posible en promedio asignar una cierta cantidad de la energia total a las
distintas frecuencias. Tal distribucion de la energia entre las frecuencias es

usualmente llamada espectro de energia, que puede ser establecido mediante

medidas de instrumentos adecuados.

Espectro de energia unidimensional

Para concretar, se supone el caso unidimensional. Debe existir un valor
. - 2 . .
promedio constante de por ejemplo u;°, que puede considerarse consistente

en la suma de las contribuciones de todas las frecuencias »; asi E;(n)dn es

la contribucién a (u,(i,t)2> de todas las frecuencias entre n'y n+dn y se
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define el espectro de energia o funciéon de densidad de energia

unidimensional como

:fE, (n)dn = <u, (5c',t)2>

(3.63a)
17 .
3 JE()dn = (1)) (3.63b)

Es usual utilizar para el espectro de energia la transformada de Fourier:

(u,(x,0)) =27 Ia(n)e_izm"dn
- (3.64a)

a(n) = % | I(u, (x,t))eiznmdt (3.64b)
T —xc

para de este modo relacionar el espectro de energia con las correlaciones

anteriormente definidas:

R(rt)= % IE, (n)e">™ dn = _[E, (n)cos2zmt dn
2

1
u,(%,1)°) =, 2(u,(%.1) ) 5

(3.65)
E,(n)= 4<ul (i,t)2>_[R(t )cos 27mt dt (3.66)
1)

la correlacién de fluctuaciones de velocidad y el espectro de densidad de
energia son transformaciones de Fourier en cosenos; igualmente para la

correlacion espacial longitudinal

) 2mmnr
R, (r)= - IE, (n)cos———<ul ) dn
Poo ’ (3.67)
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. 4u,'2 “ 2:mr
= R 4 (3.68)
B0 T O T

En lugar de trabajar con la frecuencia (n), es usual y util trabajar con el

numero de onda (k)

k, = _2m (3.69)

(u, (5:',!))

Puede decirse que el valor del espectro de energia para un cierto nimero
de onda k proporciona informacion sobre la energia cinética
correspondiente a los torbellinos de escala / de la turbulencia, donde /

viene dado por
] === (3.70)

El espectro de energia entonces puede formularse en funcion del namero

de onda del siguiente modo

£ () =$4ED ()

(3.71)
IEl (ky )k, = <u,(f,t)2>
0
(3.72)
R.(x,)= ?JEl(kl)COSklxxdkl = ou? J-El (&, Jexplik, x, Jdk,
1 -
(3.73)

2 , o 1 .
E (k)= ;ulz (_!RL(xl Jeosk,x,dx, = ;"‘1- J.RL (x, Jexp(- ik, x, )b, (3.74)
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Y de la misma forma, se puede introducir la funcién de espectro de energia
E3(k;) de las fluctuaciones de velocidad transversales que es referido a la

correlacion transversal de velocidades Ry

l o
R, (x,)= o .[E2 (k, Yexp(ik,x, )k,

1 -

(3.75)
1 27

Ez(kl):;”l~ jRT(xl)exp(—iklxl)dkl
- (3.76)

IE2(kl )‘”‘1 = IEl(kl )dkl =<“|(-’—f”)2>
’ ° 3.77)

1 OE,(k

E,(k )= EI:EI (k) k, %} (3.78)

Espectro de energia tridimensional

Extendiendo los conceptos anteriores al caso tridimensional, resulta que en
lugar de las correlaciones escalares Ry (x;) y Rr(x;) se considera el tensor
de correlacion Q;y el tensor de espectro de energia Ej; (este Gltimo es la

transformada directa de Fourier de (;):

Q,,(x,,xz,x3,1)=

4

]‘ ] IE p (k[,kz,kB,t) exp[,-(k,x, + kyx, + kix, )]dk,dkzdk3 (3.79)

Ey(kl’kl’.’kB‘t)z

o o

81 : ]‘ J’ IQ'J (x,, %, 3,1 ) expl— i(kyx, + by, + kyx; ldx,dix,dix, (3.80)
z

) - — W
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En el caso usual de turbulencia isétropa se verifica:

Qy(xlsxzsxs”)': Qu(—xw—xz"'xss’)
(3.81)

Eu(lc,,k:,ks,t)=EU(—k,,—kz,—kB,t) (3.82)

lo que permite trabajar con Qu(r.t) y Eifk.t). Se utilizan coordenadas
esféricas k, @ y ¢ con el eje polar en la direccion del radio vector. es

decir, k es el radio vector en el espacio del nimero de onda.

Asi, las ecuaciones (3.79) y (3.80) se transforman en:

21

Q,(r.1)= jdk dwh_‘-E,, (k.t)k*sen8 explikr cos8]d@
0 0

0

=4z [K° SnRT £ (k1 )dk (3.83)
0

kr

l «w

27 ks
E, (k,t)= = J-dr quo IQH(r,t)r:senG explikr cos8d6
0 0 0

(3.84)

Qu (rt, )d)‘

3

1 ?’_2 senkr
27" 5 kr

Ahora se define E(kt) como la funcion de espectro de energia

tridimensional del siguiente modo:
E(k,t)=27k*E, (k.t)
(3.85)

como

0,(0.1)=3(u(r,1)*) = 4z [k°E, (k.1)dk
(
’ (3.86)

se tiene
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E()= ?E(k,t)dk = %(u(r.t)2>

(3.87)

Y entonces, de (3.87)
] ot
E(k,t)= = J‘krsener,, (r.t)dr (3.88)
0

Por tanto, el espectro de energia E(k,f) no es mas que la densidad de
energia cinética de la turbulencia en el espacio de Fourier integrada sobre
una esfera de radio 4, de forma que la energia total de la turbulencia viene
dada por (3.87).

La evolucién en el tiempo del espectro de energia para turbulencia

homogeénea e isétropa, no forzada, viene dada por
c 5
(5 + 2vk? )E(k,t) =T, (k) (3.89)

donde Tx(k) es la funcion de transferencia de energia, que representa la
redistribucidon de energia en el espacio de Fourier como consecuencia de
las interacciones del modo 4 con el resto de modos y puede expresarse

segin Frisch [38] como

“ o G, 3S,() .
= , 2341 5+1= |22 an 3.90
T, (k) (!cos(k/(]-'-[a[]( + 61)( + aij - (3.90)

siendo: S,(/)= <(z7 (F +7 )— a(7 ))J> la denominada funcién de estructura de
tercer orden.

La disipacién de energia dada por (3.49) puede expresarse en funcion del

espectro de energia integrando (3.89) en todo el rango de modos &,

obteniéndose
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s=£=—j'2wk25(k,t)dk (3.91)
0

dt

donde se ha tenido en cuenta que I T.(k)dk =0 debido a que Tek) no
1]

contiene ningan término disipativo segun probo McComb (1990) [47].

Es posible deducir una ecuacién dinamica para el espectro de energia, que

describe su comportamiento como funcién del tiempo y de las coordenadas

espaciales. La deduccion y desarrollo de dicha ecuacion van mas alla del

proposito de esta investigacion. El lector interesado puede consultar la

bibliografia relacionada. Unicamente se comentara la forma de la funcién

de espectro de energia y algunos resultados interesantes:

10

20

30

La disminucion de energia cinética con el tiempo tiene lugar en el
rango mas alto, en los torbellinos con nimeros de onda elevados:
es decir, los torbellinos pequefios decaen en mayor medida que los
grandes. En otras palabras, el efecto del tiempo se incrementa al
incrementarse el nimero de onda y por tanto para numeros de onda
muy pequeiios la funcion de espectro de energia llega a hacerse

menor y menos dependiente del tiempo.

Inicialmente, la funcioén de espectro de energia se incrementa muy
rapidamente hasta alcanzar un maximo y luego decrece

monotonamente hasta cero al aumentar 4.

A medida que la turbulencia crece hasta su completo desarrollo los
torbellinos mas grandes producen torbellinos mas y mas pequeiios
por la accién de la interaccidn inercial, transfiriendo energia a los
torbellinos mas pequefios. Al mismo tiempo los efectos viscosos y

con ellos la disipacion, se hacen mas y mas importantes para esos

torbellinos mas pequeiios.
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4° En el estado completamente desarrollado no son los torbellinos
mas grandes los que tendran la maxima energia cinética sino los
torbellinos en el rango de nimeros de onda mas elevado. El rango
del espectro de energia donde los torbellinos realizan la
contribucién principal a la energia cinética total de la turbulencia
se denomina el rango de los torbellinos conteniendo energia. En
este rango es donde el espectro de energia alcanza su maximo. Es
comun asociar un nimero de onda k, a este maximo, para indicar el

rango de los torbellinos conteniendo energia.

5° La disipacion debida a los efectos viscosos se incrementa -como ya
se ha comentado- al disminuir ¢l tamafio de los torbellinos, hasta
llegar a un cierto tamaifio de torbellinos mas pequefios. Entonces,
también se asocia un nuimero de onda k, con el tamaiio de los
torbellinos, que proporcionan la mayor contribucién a la disipacion
total. Esta valor k, corresponde aproximadamente al maximo de la
curva (sz(k,t))—k . La disipacion produce una continua
disminucion de la energia cinética total de la turbulencia; es decir
la turbulencia decae si no existe la presencia de alguna fuente de
energia, lo cual tiene lugar en un cierto rango que puede ser
comparado con las velocidades de turbulencia correspondientes a
los nimeros de onda del espectro de energia. En el extremo inferior
de la escala de numeros de onda (correspondiente a los torbellinos
de mayor tamafio), la “frecuencia” u; 'k de estos torbellinos es muy
pequefia comparada con el ratio relativo de cambio de la energia
cinética total de la turbulencia; y en el otro extremo, para nimeros
de onda grandes, los torbellinos mas pequefios tendran una
“frecuencia” uy k4 relativamente muy alta. Entre esos dos extremos
habra un rango de numeros de onda donde las frecuencias de los
torbellinos correspondientes seran del mismo orden que el

promedio relativo de cambio de la turbulencia total y es ldgico
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- Para la escala de velocidad
v=(e)* (3.94)

y como ya se observé anteriormente, las dimensiones de estas escalas de

Kolmogorov son tales que el nimero de Reynolds basado en ellas es

Re =27 _ (3.95)
Vv

El numero de onda k; donde los efectos viscosos llegan a ser muy fuertes

sera del orden de:

k, = (3.96)

1
7

En el otro extremo del rango de equilibrio se tiene el nimero de onda £,
marcando el rango de los torbellinos conteniendo energia. En su expresion se

define una longitud /. que puede interpretarse como la medida promedio de los

torbellinos conteniendo energia, de modo que:
1
ke = l_ (397)

Se puede relacionar los parametros caracteristicos de la turbulencia con 7,
vy l.. Asi pues, es razonable asumir que la escala integral longitudinal de espacio
L; -que esta determinada por el tamafio de los grandes torbellinos conteniendo
energia- es del orden de la medida promedio /. de estos torbellinos. Ademas cabe
esperar que las relaciones entre los parametros mencionados dependerin del
niamero de Reynolds de la turbulencia. Si el Reynolds (v7/v) es igual a uno,
caracteriza solo la region de fuertes efectos viscosos, donde las fuerzas inerciales
son del mismo orden de magnitud que las fuerzas de corte viscosas. Este Reynolds
no es suficiente para caracterizar la turbulencia en las otras zonas de nimeros de

onda. Pueden obtenerse otros dos niimeros de Reynolds, que serian:
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u'l

Re, V” (3.98)
u'l

Re, = V* (3.99)

y considerando las regiones de maxima disipacion y de los torbellinos
conteniendo energia, € sera practicamente igual por un lado a la disipacion en el
rango de nimeros de onda mas grande y por otro lado pricticamente igual al
trabajo realizado por los torbellinos conteniendo energia, que es la energia

suministrada a los torbellinos mas pequeiios. Asi,

”?

u
£=15v— (3.100)
AT
73
u
e=A— (3.101)
[t'
donde A es una constante numérica del orden unidad.
Por tanto, es facil verificar que las relaciones comentadas son
A 2
Re, =-—Re; (3.102)
< 15
X ~15"*Re,"? (3.103)
L _ 15" “Re,” ? (3.104)
n
b _ iReg (3.105)
L, 15
L _ 15 gRe, (3.106)
n
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A partir de la tltima ecuacién es posible definir de un modo mas preciso la
condicion para la existencia del RANGO DE EQUILIBRIO. En este rango, los
numeros de onda verifican />>k, y ademas k.<<<k; o bien en términos de . y 77,

Il>>>n ; por la ecuacién (3.106)
Re, ? >>>1 (3.107)
Esta ultima condicién expresada en términos de Re, queda
Re, ™ >>>1 (3.108)

En la descripcién del rango de equilibrio se ha dicho que en €l la
disipacion no sélo tiene lugar en todos lo nimeros de onda sino que ademas se
incrementa fuertemente al crecer el nimero de onda. Puede esperarse que si el
niimero de Reynolds de la turbulencia es muy grande, la disipacion en la region de
numeros de onda muy alejada bajo la region de maxima disipacion puede ser
pequefia y despreciable comparada con el flujo de energia transferido por los
efectos inerciales. En dicho subrango el efecto del parametro v no habria que
tenerlo en cuenta y la turbulencia estaria caracterizada solo por el otro parametro
£. Sin embargo, esto soélo puede hacerse si no hay efecto directo de los torbellinos
conteniendo energia, es decir, si no hay efecto directo de otro parametro que no
sea & sobre la turbulencia en la region de torbellinos conteniendo energia. La

condicion para los nimeros de onda en este subrango es
k, <<k <<k, (3.109)

La turbulencia en este rango es estadisticamente independiente del rango

de torbellinos conteniendo energia y del rango de fuerte disipacion.

Kolmogorov consider6 este subrango en su segunda hipétesis.
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Segunda hipdtesis de Kolmogorov

“Si el numero de Reynolds es infinitamente grande, el espectro de energia

en el subrango especificado por (3.109) es independiente de v y estd determinado

solamente por el parametro g

Como en este subrango el factor dominante es la transferencia inercial de

energia, es denominado subrango inercial.

La condicién (3.109) para la existencia de tal subrango inercial muestra, en
comparacion con la condiciéon k.<<<k, para la existencia de un rango de
equilibrio, que el nimero de Reynolds debe ser al menos de un orden de magnitud
mayor. Las condiciones (3.107) y (3.108) son insuficientes y deben ser

reemplazadas por
Re,” >>>1 (3.110)
Re, * >>>1 (3.111)

Si se considera ahora la zona fuera del rango de equilibrio, es decir, el

rango de numeros de onda mas pequeiios, adyacente al mencionado rango de

equilibrio pero suficientemente lejos de él hay independencia estadistica, esta el
rango de los torbellinos conteniendo energia. En este rango la “frecuencia” (u« 'k, )
es del mismo orden que la variacion relativa de energia cinética de la turbulencia
total. Entonces es razonable esperar que en este rango el tiempo ¢ debera ser

tomado en consideraciéon como otro parametro caracteristico mas en adicion a los

parametros £y v que gobiernan el rango de equilibrio.

Si el nimero de Reynolds no tiene valores tan extremadamente altos, la

disipacion y el efecto de la viscosidad pueden ser despreciados y sélo dos de los
tres parametros &, vy ¢ bastan para adimensionalizar £y &; estos parametros no
pueden ser independientes entre si, forman un grupo adimensional que debe ser

constante:
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2

{
€1 _ conmst. (3.112)
| %

este grupo adimensional puede interpretarse como un numero de Reynolds de
turbulencia, por lo que de acuerdo con (3.112) el ndmero de Reynolds

permaneceria constante durante el decaimiento de la turbulencia.

Si por otro lado, el nimero de Reynolds es infinitamente grande, en el

rango de equilibrio hay un subrango inercial donde el espectro de energia esta
determinado sélo por un parametro £y es independiente de v, por lo que es logico
esperar que en el rango de numeros de onda méis pequefios de los torbellinos
conteniendo energia, el efecto de la viscosidad sera tan pequeiio que puede
despreciarse, asi que en este rango el espectro de energia dependera sélo de dos

parametros £y 1.

Finalmente, en el rango de nimeros de onda todavia mas pequeiios, se

tienen los torbellinos mas grandes, que muestran un fuerte grado de permanencia
y la dependencia con el tiempo decrece al disminuir el nimero de onda.
Realmente se conoce que en el rango de numeros de onda mas pequefio el
espectro de energia de acuerdo con la teoria de Batchelor-Proudman [48] se

verifica que
ii_r:(z)E(k,t)=1(t)k4 (3.113)

donde
1 =-LT0,(0) rtar = R, () rar 3.114)
67 ; 37§ .

es la integral de Loitsianskii . En consecuencia, se puede considerar la integral de

Loitsianskii (/ ) como el parametro que determina el rango de nimeros de onda

mas pequefios.
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Existe otra cualidad que es caracteristica de los torbellinos grandes en el
rango de numeros de onda pequefios que es la ACCION DIFUSIVA DE LA
TURBULENCIA. Von Karman y Lin [45] asumieron que la difusividad
turbulenta (€) debe ser considerada como el parametro que determina el caracter

de la turbulencia en el rango de nimeros de onda mas pequefios.

Con esto, queda cubierto completamente todo el rango de nameros de

onda, resultando para la forma de E(%, 1) la que se observa en la Figura 3-1.

E(k, 1)

£2/3 ) -5/3

- -

DY ")
N N k
N X
N N
N , 3
+X Torbellinos -
. ~ . . N
Ton:bellmos grandes des conteniendo energia X Rango de equilibrio universal
caricter pcrmancntc N\ IR .
X

2
£re - const.

t1//7

Subrango inercial

Figura 3-1: Forma del espectro de energia tridimensional en
todo el rango de nimeros de onda.

Recapitulando -empezando desde el rango mas pequeifio- se tiene:

SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL 61
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA

PARTICULAS PESADAS



Teoria basica de la Turbulencia

Rango bsjo, determinado por / y €, donde la turbulencia es fuertemente

permanente.
la. Subrango mas bajo, determinado solamente por 1
Rango medio, determinado por € y &

2a. Subrango méas bajo del rango medio, determinado solamente por

€, donde la turbulencia muestra todavia alguna permanencia.

Rango alto, determinado por &, vy ¢

3a. Comprende el rango de los torbellinos conteniendo energia.
3b. Determinado por £y ! sélo, si Re;?*>>>1.

Rango mas alto, determinado por £y v. Este es el rango de equilibrio

universal.

4a. Subrango inercial mas bajo de este rango, determinado solamente

por £si Re7*>>>1.

Todo esto, puede esquematizarse en la siguiente Tabla 3-1.

TABLA 3-2. Rangos y Subrangos del espectro de energia de la turbulencia

Rango de incremento de £ —

_ a @ 3 “
Magnitudes E. ke E, k e,¢ E ke wut E. k.g v
Paramet. bésicos |1, € e,& EVOE LS y t £, v
Longitud caract. | (Ve?)'? (e¥e)' (Vre)'™ e
Tiempo caract. | (I¥7€”)'? (e/e)'? (vie)'? (vie)'?
Velocidad caract | (€°/1)'? (eg)'”* (ve)' ()

3 . . N2 e Pley
E(k,t) VTP | e Ertkee™) | Lot WS | ety
Subrangos
) RCAJM>>>1
Parametro basicao | I c €
E(k,t) Ik* const. x e’k const. x e2°k*?
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3.4. Teoria de Kraichnan. Cascada de enstrofia y cascada inversa de

energia

Los conceptos tedricos que se han descrito en el apartado anterior fueron
desarrollados para la turbulencia tridimensional. La turbulencia bidimensional no
puede ser considerada como un caso particular de la misma, ain cuando
represente una simplificacion desde la perspectiva de una reduccién de
dimensiones espaciales, por la sencilla razén de la conservacién de la vorticidad
con el movimiento del fluido. Es por ello que la turbulencia bidimensional posee
caracteristicas unicas. El estudio estadistico de la turbulencia bidimensional esta
ampliamente desarrollado en los trabajos de Kraichnan & Montgomery (1980)
[37] y de Lesieur (1983) [49].

Del mismo modo que en el caso tridimensional, en la turbulencia
bidimensional la energia es conservada por los términos no lineales de las
ecuaciones de la dinamica, pero ademas se conserva la enstrofia -que fue definida
en le ecuacion (3.10)- debido a que no se produce el fenémeno conocido como
“vortex stretching” o alargamiento de los vértices. La relacion entre la enstrofia
media Z(t) y el espectro de energia E(k,¢) viene dada por la siguiente expresion -
donde £2;(k.t) es el espectro de enstrofia-:

Z(t)= [KE(k,) dk = [Q,(k.1)dk (3.115)
L] 4]
Entonces, considerado un flujo turbulento estacionario donde la energia es

inducida por una fuente exterior de vorticidad o *forzage” f(k) alrededor de k., al

igual que existe una inyecciéon de energia cinética (que debe ser igual a la

dispersion, ya que la energia debe estar equilibrada globalmente)

E. = [f(k)ak (3.116)
o]

existe una inyeccién de enstrofia
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B, = [k f(k)dk ~ k. & (3.117)
)]

En este caso, se demuestra que aparece una doble cascada. La energia es
transferida casi exclusivamente hacia las escalas grandes (k<k.), mientras que el
flujo de enstrofia tiene lugar hacia las pequefias escalas (k>k.). Si el Reynolds es
lo suficientemente alto, existe un rango de numero de onda, k. <k<<k4, en €l que la
dinamica de la turbulencia es funcién solamente de S, y k. Mediante analisis

dimensional se obtiene que el espectro de energia en este rango es del orden
E(k)~ B,k (3.118)

El nimero de onda k; corresponde a la escala donde la enstrofia se difunde

por efecto de la viscosidad molecular:

V3
k;, = (—ﬂé) (3.119)
v
En la Figura 3-2, se muestra el espectro de energia de un flujo turbulento
bidimensional.
E(k)

ke K k

Figura 3-2: Representacién esquemsitica del espectro de
energia de turbulencia bidimensional.
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3.5. Modelos numéricos de simulacién de flu jos turbulentos

En este apartado se va a introducir cuatro modelos para realizar la
simulacién de flujos turbulentos en un ordenador. Aunque por supuesto existen
mas modelos, no entra en el propésito de esta Tesis la descripcién de todos ellos.

Solo se describiran los que probablemente han tenido mas aplicaciéon en los

altimos tiempos.

En primer lugar, se vera dos simulaciones basadas en la resolucién de las
ecuaciones de Navier-Stokes. La primera, denominada Simulacién Numérica
Directa (Direct Numerical Simulation, o DNS) resuelve directamente las
ecuaciones en todas las escalas presentes en el dominio computacional. La
segunda, conocida como Large-Eddy Simulation (LES) y que podria traducirse
como Simulacion de Gran Torbellino, lo que hace es modificar las ecuaciones de
la dinamica de modo que las variables representan el comportamiento del flujo
para escalas mayores que la determinada por la discretizacion del dominio. Es

preciso modelar las interacciones a escalas menores.

Después se detallaran los modelos conocidos como Simulacion Cinematica
(Kinematic Simulation, KS) y Generacion Estocastica (Stocastic Generation,
SG), que lo que hacen es generar unos flujos turbulentos, por asi decirlo,
artificiales, tales que posean propiedades estadisticas convenientes pero sin

resolver las ecuaciones de la dinamica de fluidos.

3.5.1. Simulaciéon numérica directa

Existe una gran variedad de esquemas de Simulacion Numérica Directa
para el flujo turbulento. En esta investigaciéon se describe un esquema
bidimensional en un dominio biperiédico. La descripcion detallada del modelo
puede consultarse en los trabajos de Babiano et al. (1985, 1987, 1990) [50, 51,
52), Elhmaidi et al. (1993) [53] y Zouari & Babiano (1990, 1994) [54, 55].
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El campo euleriano de velocidades se obtiene integrando la ecuacion de

vorticidad barotropica quasi-geostréfica:
aﬁm +J(w,w) = Glo)+ F(o) (3.120)
?

que es la ecuacién (3.9) con la inclusién del término F(@) que corresponde a un
término de fuente exterior de vorticidad. Ademas en el término de disipacion de
viscosidad G(w) se incluye una parametrizacion de escala de submalla con lo que

la disipacién de enstrofia se calcula (Babiano et al. 1990) [52]

(3.121)

glw)= J[r//,tc (IczA)'J(l//,(u)]+ '//2
tdld
donde . y 74 son tiempos caracteristicos que corresponden a la escala de corte y a
la escala maxima del flujo v /. y /4 son la escala de corte y la escala maxima. El
primer término del segundo miembro de la dltima ecuacion representa la
disipacion de enstrofia a pequeiia escala y el dltimo término es una friccion lineal
que disipa energia en las grandes escalas. El término de fuente exterior de

vorticidad o de forzage Ffw) se define de forma que la densidad espectral de

energia se mantiene constante en una cierta escala denominada escala de forzage.

La ecuacion (3.120) se resuelve en un dominio bidimensional biperiédico

de dimensiones 2nt x 21t usando una aproximacién pseudo-espectral.

De ese modo se obtendria, como ya se ha indicado, el campo euleriano de

velocidades.

También es posible desarrollar un esquema lagrangiano, en el que la

trayectoria de una particula se obtiene integrando la ecuacién

dx(t) .
= v[x(,),,] (3.122)
dt
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siendo ¥(¢) la posicion de la particula en el instante ¢ y ¥[¥(r),7] su velocidad, que

coincide con la velocidad euleriana del campo en la posicién X en el instante 1.

Generalmente, la posicién ¥ no coincidira con un nodo de la malla de la
simulacién por lo que la velocidad euleriana hay que calcularla mediante una

interpolacion entre nodos, que en este modelo se realiza mediante un spline de

tercer orden.

La integracién de (3.122) puede realizarse mediante un método de Runge-

Kutta de segundo orden (Anexo 1.2).

3.5.2. Large-Eddy Simulation

Este modelo, al contrario que la Simulacion Numérica Directa no simula
explicitamente todas las escalas de la turbulencia, pero es util en muchas
situaciones en las cuales lo que interesa de una simulacion es el comportamiento a
gran escala. Por tanto es necesario un modelo que represente la transferencia de

energia a las escalas pequerias.

El desarrollo de las ecuaciones a gran escala se lleva a cabo con la ayuda

de una funcién de filtro que asocia un determinado campo f(X,7) con la malla, de

tamaifio Ax, creando asi el campo filtrado mediante una operacion de convolucién
fE0)= [Gu(Z- )0 = [Cu(P)f(F~5.1)dp (3.123)

El filtro G, suele ser una curva gaussiana de tamario o’ ~Ax’. Si Ax es
constante en toda la malla, esta operacion de filtrado conmuta con las derivadas
espaciales por lo que, si la variable considerada es la velocidad, la condicién de

continuidad se cumple también para la velocidad filtrada:

% = (3.124)
Ox,
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Aplicando la operacién de filtrado a las ecuaciones de Navier-Stokes se

obtiene

ou, o0 ( _\_ 1op O 317'4.65! +T (3.125)
§+5x_(u”u’)— pax+axz{v(ax O, ’

J f b

donde Tj es el tensor de escala de submalla:

—_—— —— —— i — [N
T, =uu,—uu, =uu, —uu, —Gt,.uj +u1u,.) uu, (3.126)

con la fluctuacion de velocidad definida como
u, =u, +1u, (3.127)

El siguiente paso consiste en escribir los términos relacionados con el

campo de submalla (fluctuaciones) como funcién del campo a gran escala.

Por analogia con la expresion (2.6) es comin escribir el tensor de submalla

(T,) por la siguiente expresién, donde v es la viscosidad turbulenta:
= 1
T, =2v,S, +§Tkk5y (3.128)

y el tensor de deformacion del campo filtrado (5,1 ) por:

5 -1[ou  om
i 5 axj B (3.129)

L

Con ello, pueden escribirse las ecuaciones de Navier-Stokes para el campo
filtrado

o_ _ou _ 10P _ B _
atu’+u’axj = p6x,+26xj [v+v,)5,] (3.130)

donde P es la presion modificada P = 5 —(1/3)pT,
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El problema ahora es encontrar un modelo para la viscosidad turbulenta.
Uno de los mas utilizados es el de Smagorinsky (1963) [56], que considera v,

proporcional al tamaiio de la malla y a una cierta velocidad relacionada con esa

escala:

v, =(C.Ax) /25, (3.131)

con la constante C; entre 0,1 y 0,2.

El principal inconveniente de esta simulacién radica en que cualquiera que
sea el modelo de transferencia de energia a pequeiia escala, no se conseguira

propagar el caracter impredecible de la escala de submalla a las grandes escalas.

3.5.3. Generacion Estocistica

Este tipo de simulaciones han sido utilizadas para generar tlujos
turbulentos con unas propiedades estadisticas concretas. Se basan en una ecuacion
de Oerstein-Uhlenbeck y en la técnica que se desarrollara a continuacion que crea
la funcién de corriente del flujo a partir de una ecuacion de Langevin (Careta et

al. 1993) [57], (Marti Pérez. 1997) [58].
5 —~ 2 — 22 Y -
El[/(l‘,t) = Wi (F.1)+ Q[/I,J. v ]V £ (Flr) (3.132)

donde v es la viscosidad cinemdticay E; es un ruido gaussiano blanco con media

cero y correlacién
(£, (Fot)) &, (Footy)) = 26,v8(t, —1,)5(R = 72)5, (3.133)

Los parametros & y A controlan la intensidad del flujo y la escala
integral, respectivamente. Al igual que en la simulaciéon cinematica, el espectro de

energia es establecido en el modelo como parametro externo. En este caso, es

introducido mediante el operador QI_J%VQJ
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La transformada de Fourier de (3.132) es

§¢,;(E,r)= i (o) - i0(- A2k Yo £, (1) (3.134)

y la correlacion en el espacio de Fourier de la funcion de corriente €s

<¢;7‘ (/}'l ,t)y?(/?z,t» =(2x) 5(/?, +k, )S(/c,z) (3.135)

donde S(k,1) esta relacionada con el espectro de energia mediante
E(k.t)= —1—k3S(k,t) (3.136)
4

Mediante calculo estocastico (Gardiner, 1985) [59], y usando (3.133),

puede demostrarse que S(k.t) cumple
%S(k,t) = —2vk2S(k, 1)+ 28k *Q* (- 22k7) (3.137)
y por lo tanto, el espectro evolucionara en el tiempo del siguiente modo
—%E(k,z)z —2Vk2E(k,t)+ kW (k) (3.138)
que es la expresion (3.89), pero sin el término de transferencia de energia entre

modos 7Tg(k) y un término adicional, W(k) que representa la inyeccion de energia

debida al forzage,

w(k)= %;—k“Qz(— 22k?) (3.139)

El estado estacionario es alcanzado cuando el término de forzage se

equilibra con el de disipacion, de forma que

T g )
E(k)=mW(k)=ﬁk3Q2(—lak2) (3.140)
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y surge la relacion entre el operador Q[xlf;Vz] y el espectro de energia del campo

que se quiere simular.

El modelo se implementa discretizando la ecuacién (3.134) en el espacio
de Fourier, convirtiéndose en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales Yy no

acopladas. La integracion exacta entre ¢ y +At da

Wap(t + A1) = explve,, At )y, (1) + 0., (1) + Yas(t) (3.141)
en funcion de las nuevas variables aleatorias

1+ A1

0.:()=0,,4d.., _[ E v (" )expl(z + AL - t"we,, lat’ (3.142)
t

1+AL
Yo ()= 0opd,p I E e (¢ )expl(e + A - t'we,, ldr (3.143)
14

Los operadores diferenciales laplaciano y divergencia se convierten en los

2
Cop = A“Z [cos( 2]7:;1 ) + cos(%’\r—/_'—g—) - 2:' (3.144a)

= 1 27w ) Znﬂ) )
d,h6 =— —1,exp) { -1 (3.144b)
ap A (exp(z N J p( N

donde A es el tamafio de la discretizacion espacial y N el de la malla.

factores cqp y dog, respectivamente,

A partir de una adecuada condicion inicial, se calcula para cada paso de
tiempo la funcion de corriente y en el espacio de Fourier, y se realiza la

antitransformada discreta para obtener el campo de velocidades,

1 .
vxaﬁ (’) = .zz' (‘//a,ﬂ—l (t)— '/’a,/}ﬂ (t)) (3~145)
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1
V.ap (t) = EZ(‘//an.p (t)—‘//a-l.p (t)) (3.146)

3.5.4. Simulacién cinematica

Este modelo, al igual que el de Generacion Estocastica, introduce el
espectro de energia como paridmetro de la simulacién. Ademds, en ambos casos,
no existe un flujo real de energia ni enstrofia entre escalas; el modelo establece la
energia de cada escala, que se mantiene constante durante la simulacion. Este
modelo, al crear el campo de velocidades directamente a partir del espectro de
energia, presenta la ventaja sobre la Generacion Estocastica de que no es una

simulacién basada en una malla y no es necesario resolver ninguna ecuacion.

El origen de este método de simulacién esta en los trabajos de Kraichnan
(1970) [60], que estudié la difusion de particulas en un flujo turbulento,
homogéneo, isétropo y estacionario, creado por la superposiciéon de modos de
Fourier discretos. Con ello, el campo euleriano de velocidades en el punto X y en

el instante ¢ viene dado por

a(x,t)= i[}i(l}‘, )cos(l.c., ‘X+w,- t)+ E(I?, )sen(l}.,. ‘X+o,- t)] (3.147)

i=1

donde N es el nimero de modos de la simulacién y
alk)=¢, <k, (3.148a)

B(E:)= ESl XE1 (3.148b)

con lo que se cumple la ecuacién de continuidad

k- Al )=, .Blk,)=0 (3.149)

Los vectores ¢, y &5, se obtienen a partir de una distribucién gaussiana bi

o tridimensional segin el caso, tienen caracter aleatorio y su médulo se calcula a
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partir del espectro de energia. Los vectores k, se obtienen a partir de una

distribucion isotrépica. La frecuencia propia de cada escala a; es obtenida de una

distribucién gaussiana de desviacién estandar .

Con ello, se realizaria el analisis lagrangiano integrando la ecuacién de

movimiento de la particula:

L

= i(x,t) (3.150)

Este modelo fue ampliado por Fung et al. en 1992 [23], que simularon

campos tridimensionales con un unico espectro de energia, el de Von Karman:

k4
(gtz +k* )”/6

donde ge es una constante que depende de la normalizacién del espectro. Dicho

E(k)~

(3.151)

espectro, para grandes escalas se comporta como E(k)~ k* y para pequefia escala

en el subrango inercial como E(k)~ k™ *>.

Vassilicos y Fung (1995, 1998) [61, 62] simularon un campo de
velocidades casi turbulento, bidimensional e incompresible con un espectro de

energia euleriano prescrito de la forma
E(k)= E,L(kL)” (3.152)

en el rango 2z/L=k <k <k, =2n/n y E()=0 fuera de ese rango. Las

frecuencias @; determinan la inestabilidad asociada con el modo de onda i. La
simulacién la realizaron con dos modelos diferentes de inestabilidad. Primero

tomaron un modelo donde la frecuencia es proporcional al tiempo de retorno del

torbellino de modo de onda i:

w, = Ak E(k,) (3.153)
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donde A, es una constante adimensional liamado coeficiente de estacionariedad y
luego tomaron un modelo donde todos los modos de onda son advectados con una

velocidad constante U, es decir,
o, =U ,k, (3.154)

Posteriormente. Castilla (2000) [63] simulo la parte del espectro

correspondiente al subrango inercial para un campo bidimensional. Los modos de

Fourier E(k, )= 2, y B(k,)= B, fueron calculados directamente asi

_ N k,+Ak,
”A.-H =”Bil = _[E(k (k) (3.155)
k -k,
donde E(k) es el espectro de energiay Ak, = szi

La distribucion de &; puede ser geométrica.

kl
algebraica,
k; = kl’-log(lc,, k) log N (3.157)
o lineal,
ky =k ).
k; =k, +(—H)(: —1) (3.158)

El tomar una u otra determina el reparto de energia entre modos, pero para

N suficientemente grande no cxiste diferencia entre ¢l campo generado por cada

distribucion.
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Castilla (2000) [63] utilizd para las frecuencias de cada modo w; el

modelo propuesto por Fung et al.(1992) [23] y Fung & Vassilicos (1998) [62]
mencionado en (3.153).

El modelo de Simulacién Cinematica y en general todos los modelos que
han sido descritos dan buenos resultados en el estudio de la dispersion de
particulas en flujos turbulentos, pero no en el problema de la sedimentacién de

particulas, donde los resultados obtenidos presentan significativas diferencias con

la teoria y los resultados experimentales.

Con todo lo expuesto se ha tratado de compendiar los conocimientos
teéricos basicos sobre corrientes turbulentas. Naturalmente, la teoria de la
turbulencia es mas extensa que la recogida en esta Tesis, pero su tratamiento
completo excede los objetivos planteados en la misma, tal como se ha comentado
anteriormente. Por otro lado, una exposiciéon mas reducida no parece conveniente
ya que es preciso justificar la asuncion generalizada de suponer la turbulencia
como una superposicion de vértices y, ademas no parece adecuado llevar a cabo
una recopilacion de los fundamentos tedricos sin que se contemple la importancia
que los flujos vorticales y su distribucion a lo largo del espectro de energia tienen

en las corrientes turbulentas.
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Fundamentos tedricos de los Vortices

4. FUNDAMENTOS TEORICOS DE LOS VORTICES

4.1. Vector vorticidad

En el estudio de la Cinematica de los Fluidos, cuando se realiza el analisis
de las velocidades en el entorno de un punto, se obtiene que el movimiento del
fluido en el entorno de un punto fijo ¥ cualquiera puede interpretarse como la
superposicion de tres movimientos mas simples: un movimiento de rotacién como
solido rigido alrededor del punto X, mas un movimiento de deformacion alrededor
de dicho punto, mads un movimiento de traslacion. La superposicion de los

movimientos de rotaciéon y deformacién constituye el movimiento relativo entre

los puntos de la particula fluida.

Considerando entonces una particula fluida y dos puntos materiales de la
misma separados una distancia elemental dx , se obtiene para el desplazamiento

relativo por unidad de tiempo la siguiente expresion
di =di-7+di-& =dii, +di,, (4.1)

donde: 7 es el tensor de velocidades de deformacion que representa la parte
simétrica que da lugar al desplazamiento relativo por deformacioén (du,) y di,,

es la parte antisimétrica que corresponde a una velocidad de rotaciéon como sélido

rigido. Sus componentes cartesianas vienen dadas por

1 du, Ou,
i = —dx | - 4.2)
d u,ull 2 J ( axj ax‘. J

Es facil comprobar que dichas componentes son las del producto vectorial

1/2& x di , donde & =V xi se denomina VECTOR VORTICIDAD del fluido.
Por lo tanto, la siguiente expresién representa una rotaciéon como solido rigido de

la particula fluida alrededor del punto x con velocidad angular &/2 .
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rof

di,, = —;-a‘)(x,t)x dx (4.3)

Asi pues el vector vorticidad puede interpretarse fisicamente como “el
doble de la velocidad angular con que un elemento infinitesimal de fluido gira

como sélido rigido alrededor del punto considerado™.

4.2. Campo de velocidades inducido por una distribucién de

vorticidad

Es posible calcular el campo de velocidades conocida la distribucién de
vorticidad. Ello ademas es tutil en muchos casos, puesto que la descripcion del
movimiento fluido en términos de la vorticidad posee la ventaja adicional de que
ésta satisface las leyes de conservacion en muchas situaciones de interés, de modo
que su distribucién en cualquier instante del movimiento se encuentra concentrada

en regiones limitadas del dominio fluido.

Si se considera una distribucién de vorticidad @(x,¢) de modo que & # 0

en un volumen (2, finito y @ =0 en cualquier punto exterior a £, limitiandose a
un fluido incompresible, entonces el campo de velocidades se obtendra de la

ecuacion de continuidad:
V-u=0 (4.4)

Esta ecuacion se satisface idénticamente, si se define el potencial vector A

tal que:

#=VxA (4.5)

El potencial vector A satisface la ecuacion diferencial:

Vxii=Vx(Vx4)=v(v.-4)-v?i=a (4.6)
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Esta ecuacién se simplifica si entre todas sus posibles soluciones se elige
una de divergencia nula, con lo que el potencial vector satisfara la siguiente

ecuacion:
Vid=-é .7

que es la conocida Ecuacién de Poisson, cuya solucion es:

P& ) &(x, —
A(%,1)= o J' 2ol de (4.8)
2,

Puede comprobarse facilmente que el vector 2(55,1) -solucién de la

ecuacion de Poisson- es solenoidal:

V-4=0 (4.9)

Una vez conocido 4, el campo de velocidades se obtiene facilmente:

a:vxZ=LIVx|§‘_§'{d“=i (%, )% iy dd
7 4, : 47 4, o (4.10)
1 [leskat) yg '
I 5 1%

4.3. Circulacién del vector velocidad y ecuacion de la vorticidad

En el movimiento de fluidos ideales, ademas de las magnitudes de

remanso, existe otra integral primera que bajo ciertas condiciones se mantiene

constante a lo largo del movimiento. Se trata de la circulaciéon del vector

velocidad a lo largo de una linea fluida cerrada L cualquiera:

r=cjﬁ-d1" 4.11)
L
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La CIRCULACION (") es “una magnitud que usualmente es utilizada
para caracterizar la intensidad de giro de un vortice”. Si la curva L es reducible,
es decir, se puede reducir a un punto de forma continua sin abandonar el dominio
fluido, aplicando el teorema de Stokes se puede escribir la integral anterior de tipo

lineal (dl) como una integral de superficie (ds):
Jii-dl = [(Vxi) -fids = [ fids (4.12)
L Py X
Para un fluido ideal la ecuacién de la vorticidad se obtiene facilmente

aplicando el operador rotacional V x a la ecuacién de cantidad de movimiento y

teniendo en cuenta las identidades

LX)

u
2

u-Vu=V

—UXOD (4.13)

—

Vx(@xb)=av-b—-bV-a+b-Va—a-vb (4.14)
considerando ademas que la vorticidad es un campo solenoidal
V-@=V-(Vxi)=0 (4.15)
se llega a la Ecuacién de la Vorticidad:

OB - o . e e —
a—(;)-f-u-Vm:a)-Vu—a)V-u—Vipr+VXf,,, (4.16)
ye)

Si el movimiento es barétropo, lo que sucede en el caso de liquidos y en el
movimiento homentrépico de gases, — V(l/ 0)x Vp es nulo. Si ademas la fuerzas

masicas derivan de un potencial, la ecuacion de la vorticidad se reduce a
—a—+u-Va‘)=a“)-Vz7—a‘)-Vz7 (4.17)

que es la ecuacién de Helmholtz, en la que no aparece la presion.
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Usando la ecuacion de continuidad, la ecuacién de la vorticidad se puede
escribir:

Dla\_o -
AV i (4.18)

que expresa la variacion por unidad de tiempo de la magnitud @/ p siguiendo a la

particula fluida en términos del valor instantineo local del gradiente de
velocidades.

En el caso particular de flujo bidimensional, # = (ux,uy ,0) y & =(0,0,m)

donde u, y u, dependen de x, y y ¢, el segundo miembro de la ecuacién anterior se

anula idénticamente, quedando:

22 =0 4.19)
Dt\ p '

es decir, @/p se conserva a lo largo del movimiento en el caso de un flujo

bidimensional y barétropo de un fluido ideal cuando las fuerzas masicas derivan

de un potencial.

4.4. Lineasy tubos de vorticidad

El campo de vorticidad de un flujo puede visualizarse en forma analoga a
como se visualiza un campo de velocidades o un campo magnético. Asi se define
una LINEA DE VORTICIDAD como ‘“‘aquella curva que es tangente al vector
vorticidad en todos sus puntos”. Matematicamente, dx = kd@ con k constante. En

coordenadas cartesianas las lineas de vorticidad vienen dadas por

dx, _dx, _ e, (4.20)
0w, ©, o
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Las lineas de vorticidad dan una visién de las direcciones de los vectores
vorticidad en un campo fluido. En general la orientacién de estas lineas cambian
de un instante a otro excepto en un flujo estacionario, en el que permanecen fijas

en el espacio.

Un TUBO DE VORTICIDAD esta “formado por un conjunto de lineas de

vorticidad que pasan por una curva cerrada’.

El flujo neto de vorticidad I(T) - nds a través de las superficies que limitan

un volumen del tubo de corriente es nulo; aplicando el teorema de Gauss y el

hecho de que la vorticidad es un campo vectorial solenoidal se tiene

[@-7ds = _[V-a‘)da‘J:o 4.21)
b 12

Puesto que la vorticidad es un vector contenido en la superficie del tubo
(@ -n =0 en la superficie del tubo de vorticidad) se deduce que el flujo del vector

vorticidad a través de cualquier seccion transversal del tubo es constante:

J’a‘; -fids = jas . fids (4.22)
X, z

La expresion siguiente se denomina intensidad del tubo de vorticidad,

donde X es cualquier seccion transversal del tubo de vorticidad.

I @ - Ads (4.23)
z

4.5. Leyes de Helmholtz

Segun la ecuacién de Helmholtz (4.17), se deducen las siguientes leyes:
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* Primera ley de Helmholtz

cear . . NP , .
Si la vorticidad inicial de una particula Sfluida es nula, se mantiene nula a

lo largo del movimiento™.

Una consecuencia de esta ley es que si @ =0 en un instante dado en todo
el dominio fluido, permanece nula en cualquier instante posterior, es decir,
si un flujo es inicialmente irrotacional bajo las hipétesis en que la ecuacién
de Helmholtz es vélida, permanecera siempre irrotacional. Esta es una de

la maneras de enunciar el teorema de circulacion de Kelvin.

= Segunda ley de Helmholtz

“Las particulas fluidas que en un instante determinado estin situadas
sobre wuna linea de vorticidad, se mantienen en ella en instantes

posteriores .

Dicho de otro modo, las lineas y tubos de vorticidad se mueven con el
fluido.

= Tercera ley de Helmholtz

“Los tubos de corriente tienen la propiedad de que su intensidad no varia

con el tiempo, durante el movimiento del fluido™.

Como consecuencia de esta ley la vorticidad media en una seccion

transversal aumenta cuando la seccion decrece y viceversa.

4.6. Teorema de Bjerkness-Kelvin

Considérese el flujo del vector vorticidad a través de un superficie Z que se
apoya sobre una linea cerrada L. Si L = Ly es una linea fluida, el teorema de

Bjerkness-Kelvin establece que “la derivada sustancial (siguiendo a la linea
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fluida cerrada) de la circulacion es igual a la circulacion del vector aceleracion a
lo largo de dicha linea™:
DL_D (5.4 = {=%.ar (4.24)
Dt Dt 1

Ly(¢) L

Para demostrarlo, basta con tener en cuenta que

D . -~ Dii _ D!di}
= da-di = § =& : 4.25)
Dt j(f; Lj‘,) Dr T j(,)u Dr ¢

El segundo término del segundo miembro es facil demostrar que es nulo,

teniendo en cuenta que el campo de velocidades es unievaluado.

En el caso particular del flujo de un fluido no viscoso, barétropo, bajo la
accién de un campo de fuerzas conservativas la aceleracion del fluido deriva de un
potencial (w + U)), siendo U, una constante relacionada con el potencial.

Du

= ="V+U,) (4.26)

donde Vo = Vp/p . Entonces:

g 29 /] 4.27

y como (a) +U p) es unievaluado, la expresion matematica del teorema de

Bjerkness-Kelvin queda

DIrr D =
—=— du-dl =
o = Dr Cj. i 0 (4.28)
L f(’)
es decir, en el flujo de un fluido ideal barétropo y bajo la accién de un campo de
fuerzas conservativo, la circulacion alrededor de cualquier linea fluida cerrada

permanece constante e igual a su valor inicial.
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En consecuencia, si la circulacién a lo largo de cualquier linea fluida
cerrada es inicialmente nula, seguira siendo nula en cualquier instante posterior, y
la vorticidad es nula en cualquier punto del dominio fluido si y sélo si la
circulacién es nula para toda linea cerrada reducible perteneciente al dominio.
También se deduce que el movimiento en estas condiciones es irrotacional en

cualquier instante, si inicialmente la vorticidad es nula en todos los puntos del

dominio fluido.

4.7. Vortices

Es frecuente encontrar vértices concéntricos a altos nimeros de Reynolds
(viscosidad muy pequeifia) tanto en la naturaleza como en muchas ramas de la

industria y la tecnologia.

Como e¢jemplos naturales cabe destacar: el tornado (Figura 4-1) o el
vortice que se forma al desaguar un liquido a través de un sumidero (Figura 4-2)
y como ejemplos en el mundo industrial en los que aparecen intensos vortices
estan: los torbellinos desprendidos de alas de avion (Figura 4-3), las bombas de
chorro, etc. También son conocidos en el campo de la combustion los efectos
beneficiosos que respecto a la estabilidad de la llama posee la inyeccién de aire
cuando a éste se le suministra una elevada velocidad de giro y sus aplicaciones en
motores de gasolina o diesel, en hornos y quemadores industriales y en otros

dispositivos.

El estudio e investigacion de fluidos con vértices presenta serias
dificultades debidas por una parte a la propia dificultad de los modelos
matematicos que gobiernan el fenémeno y por otra a que estos flujos suelen
presentar en muchas ocasiones comportamientos bastante complejos, como

pueden ser rotura de vortices, histéresis y estabilidad, que tiene caracteristicas no

lineales.
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Figura 4-1: Tornado.
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Figura 4-2: Vértice que se forma al desaguar un
liquido a través de un sumidero.
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Figura 4-3: Torbellinos desprendidos de alas de avion.

Igual que en cualquier otro flujo a altos nimeros de Reynolds, en este caso
también puede diferenciarse una zona exterior donde los efectos de la viscosidad
son poco importantes y donde el movimiento es no viscoso pero en general
rotacional y es gobernado por las ecuaciones de Euler. La formulaciéon se
simplifica en gran medida -en el caso de movimientos axilsimétricos estacionarios
de liquidos-, utilizando coordenadas cilindricas (z, r, ¢), asi las componentes del

vector vorticidad (@., @,, ®,) en funcién de las componentes de la velocidad (u-,

Uy, Uy) SON:
1 a(ruw) ou,, Ou, Oou,
() = 0 s - a)w = — (4.29)
7' Or Oz oz or
88 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Fundamentos tedricos de los Vortices

Si se introduce la funcién de corriente wz.r)

Uu =

10y 10y
ror TV (4.30)

la ecuacion de continuidad se satisface automiticamente y la expresién de ),

(4.29) proporciona la ecuacion diferencial que satisface W

(4.31)

2 2
oz? or? r or

Por otra parte, considerando que el movimiento es barétropo, no viscoso y
no se considera la accion de las fuerzas masicas, la Ecuacién de Bernouilli

proporciona
1 ( 2 2 2. p
S +u,” +u,” )+ = =H(y) (4.32)
2 P

donde la funcién resultante H(y), es constante a lo largo de una linea de corriente

meridional.

Otra integral primera del movimiento puede obtenerse por aplicaciéon del
teorema de Bjerkness-Kelvin (4.28). Integrando a lo largo de un circulo de radio r
concéntrico con el eje y teniendo en cuenta la axilsimetria del problema, se

obtiene
4%27: do = 27ru, = I'(y) = 22C(y) (4.33)

donde la constante C(y) varia de una linea de corriente a otra.

Teniendo en cuenta esta ultima expresion y las relaciones entre el campo

de velocidades axial y la funcién de corriente, se puede obtener las expresiones de

@,y w, en funcién de C:
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=16C_i’6C61//=u oC 10C _ 16C61/’/=u aC

@, = ra'/,

- (4.34)
4 r oz roy oG-

o, = - ,
* ror roy or c oy
de donde se deduce que las proyecciones sobre un plano axial de los vectores uy
@ son localmente paralelos. Esta condicién también puede deducirse de la
ecuacion de cantidad de movimiento en forma diferencial, que para flujos

estacionarios de liquidos puede escribirse

—iixd= —V(ﬁ+—J =-VH (4.35)

P

que muestra que sobre el lugar geométrico de los puntos de un plano meridiano,
sobre los que H es constante (linea de corriente), las proyecciones de # y @ sobre

el plano tienen que ser paralelas.

Por dltimo, la componente w, se obtiene de la proyeccion de la dltima

ecuacion (4.35) sobre cualquiera de los ejes z o 7 y haciendo uso de las ecuaciones
(4.30), (4.33) y (4.34) se obtiene

_Caoc __oH

4.36
r oy oy @.36)

[4

Combinando esta ultima ecuacién con la (4.31), se obtiene la ecuacion

diferencial que satisface la funcién de corriente meridional:

2 2
6w+6 t//_iac//zr.,a_H_CaC
oz2  or? r or oy oy

4.37)

que es conocida como Ecuacién de Bragg y Hawthorne o bien como Ecuaci6én
de Squire y Long. Es una ecuacion casi lineal de segundo orden en derivadas
parciales que proporciona la funcién de corriente meridional yqz,») cuando se

imponen condiciones de contorno adecuadas y a partir de ella se obtienen Hz,r),

C(z,r) y las demas magnitudes fisicas.
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4.8. Estructura de un vértice viscoso

En el apartado anterior 4.7 se ha analizado el flujo de un vértice en el
supuesto de fluido ideal. El campo de velocidades en ese caso se hace singular en
el eje, lo que indica la existencia de un niicleo viscoso de radio caracteristico muy
pequefio que contiene al eje. El radio adimensional de dicho nucleo viscoso se
obtiene de la condicién usual en capas limites de que los esfuerzos viscosos y los
términos de inercia convectivos sean del mismo orden, obteniéndose un valor
S/L ~Re™* (8 es el espesor de la capa limite y L una longitud caracteristica del

flyjo).

La estructura del nucleo vortical viscoso se obtiene de las ecuaciones de
continuidad y cantidad de movimiento, que haciendo uso de la axilsimetria y de
las condiciones de capa delgada en las que las velocidades radiales %, son mucho

menores que las azimutales u, y axiales »;y 8/0z << 8/0r resultan

oz ror (ru,) ¢
Ou. ou. 1 op 10 ( 6u-)
z P —_] = (4.39)
“ T o paz+v[r ar " or
U _10p (4.40)
r por
Ou, Ou, uHy _ |10 Oup) 4y (4.41)
. Oz i, ar+ r —Vrar rar r?

Estas ecuaciones hay que resolverlas con las siguientes condiciones de

contorno:
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e En e! eje r=0 el campo de velocidades debe ser regular y

axilsimétrico:

O Su u
=2 0)=1u(z.0)=0. u(z.0)= . o =0. ( £ -2

__—] =0 (4.42)
r=0

r=0 a" r

e A distancias grandes del eje, el campo de velocidades y presiones debe

decaer apropiadamente.

e Para arrancar la integracion numérica, hay que especificar ademas los

perfiles de velocidades u- (xo.7) y 4, (x,.7) €n un cierto punto inicial xo.

Sin embargo. si se omiten las condiciones iniciales, es decir, si se quiere
describir la solucion a distancias grandes aguas abajo x = xq, el sistema de
ecuaciones se hace de semejanza si se buscan soluciones que decaen lejos del eje

en la forma

W, =Wrm o w, = LW, rm . P _ (L‘W”). p2(m=2) (4.43)
) rh, 2(m-=2)

donde m es cualquier nimero real menor que », W, es una constante con
dimensiones apropiadas v L, es el NUMERO DE SQUIRE, adimensional que

mide la importancia relativa del movimiento azimutal frente al meridional.

Definiendo las variables de semejanza /(). g ($) y 7(s) en funcién de ¢ :

_._—:L__ f(-)zll’(:-")

Su, z
—. flc . glg)= : 7(g)— 5z )p( r) (4.44)
o7(z) 1z vz “z?
el campo de velocidades meridional se escribe
l//, b 'z ' ‘//- ‘-5
u. = =2——f¢) u =—S=——| f-2"'
== ) r (f o (4.45)
v el sistema de ecuaciones (4.38 — 4.41) queda
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2-m _, Y |
T T ey )2 L) @46)
g°(s)=2gy’ (4.47)
Zm_I '_ 2 fo! _fg(g)___ d ’ _g(g)
——&(s)f' - 2/8'(s) . =4 e leg'ts)] = (4.48)

con las condiciones de contorno
f(0)=0, g)=0. »= yo enelé¢je (4.49)
y de acoplamiento con la solucién exterior ¢ — oo(r — )

Del acoplamiento, teniendo en cuenta (4.44) se tiene

2 (N
u, = é.;(gz)f(g)= W,rm-? =W,6m(z)¢? (4.50)
2 m-2 —”:_—l
p_ (=) _EW) sy _(2) (4.52)
p—53(z)y(g) 2(m—2) S5? }’(_C,')

que proporciona

mvz {fm
5(z)=[ J (4.53)

y las condiciones de contorno

2
21 (m.Ls) m-2 :
2 sg2 - ——=¢ (4.54)
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Este i:itimo sistema de ecuaciones con sus condiciones de contorno se
resuelve numéricamente utilizando una técnica conocida como disparo o shooting
en la que el arranque de la solucién numérica desde el eje requiere especificar los
valores de uno o mas parametros desconocidos a priori y sucesivas integraciones
posteriores, encontrandose algunas soluciones correspondientes a algunos casos

particulares.

Las variables que caracterizan a un vortice estan relacionadas mediante la

siguiente expresion:

I"=U,R, = '%R‘, )R, = g—R;’ (4.55)
donde:
I = circulacién del vértice.
Uy = velocidad maxima del flujo vortical.
R, = radio del vortice.
Q = doble de la velocidad de giro del vértice.

Por tanto 2 =2€,. siendo Q. la velocidad angular del vértice.

4.9. Modelizacion de algunos tipos de vértices

Aunque, como se acaba de exponer, es posible el tratamiento teorico de la
dinamica de los vortices, el analisis se complica extraordinariamente cuando
existe interaccién con otros flujos o con particulas hasta el punto de que en la
mayoria de los casos no existen herramientas matematicas suficientemente

poderosas para la resolucion de las ecuaciones de movimiento resultante.

No obstante, se han propuesto algunos modelos de voértices (varios de ellos
obtenidos resolviendo la ecuaciéon de Navier-Stokes) susceptibles de ser
estudiados, y que facilitan la investigacion de la interacciéon entre vértices y

particulas u otros flujos mediante procedimientos numeéricos. En internet aparecen
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bastantes referencias a estos modelos. Por ejemplo, en la referencia I-1 puede

encontrarse una revisién sobre la investigacién relacionada con vértices. Muchos
de los modelos que se van a exponer a continuacién aparecen recogidos en la
referencia I-2, encuadrada en el contexto de la Oceanografia. También en I-3 se

resumen las caracteristicas de algunos modelos de vértices.

Un elemento interesante en los modelos es la qutosimilitud del campo de
velocidades, esto es, el perfil de velocidades puede representarse utilizando una
funcion simple realizando un escalado apropiado de la distancia mediante el radio
del vortice. Esta autosimilitud de la velocidad inducida por el vértice ha sido
observada mediante medidas experimentales. Por lo tanto, la escala de longitud
correspondiente al radio del vortice es un parametro muy importante para modelar

las caracteristicas del mismo.

A continuacion, se relacionan de manera sucinta algunos de los principales

modelos de vortices.

4.9.1. Voértice de Kirchhoff

Es un vértice idealizado en fluido no confinado con vorticidad uniforme
dentro de una zona eliptica y vorticidad cero fuera de la misma (Kirchhoff, 1876)

[64].

Para una elipse con semiejes a y b y vorticidad @ en su interior, gira

establemente con velocidad angular

ab

w—22— (4.56)
(a+b)

Basindose en este modelo se han analizado las fases de vértices elipticos
corrotantes (I-4).También ha sido utilizado para comprobar la inestabilidad en

vértices y los efectos de la aceleracion de Coriolis (I-5).
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4.9.2. Vortice de Lamb-Oseen

Es una solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes en una dimensién y en
régimen laminar, es decir, una solucién axilsimétrica para la velocidad de giro con
la asuncion de que las velocidades axial y radial son cero (Lamb, 1932 [65];

Oseen, 1912 [66]).

El campo de velocidades es

-
re

er (4.57)

I
siendo r la distancia radial desde el centro del vortice y R, el radio del vértice. La
maxima velocidad tangencial se da para r ~ 1.12 R,. En un flujo viscoso, el radio

del vortice crece en el tiempo debido a la difusién de la vorticidad segun la ley

Ry, =4vt+constante .

El vortice de Lamb-Oseen ha sido utilizado, por ejemplo, para estudiar
diversas interacciones entre vortices corrotantes (I-6). Mediante este modelo
también se ha analizado la dinamica lineal de una pareja de vortices (I-7) En la
referencia [-8 se prueba que este vortice es la unica solucion de rotacion
autosimilar de las ecuaciones de Navier-Stokes en la que los conjuntos de niveles

de vorticidad y funcién de corriente corrotante coinciden.

Este modelo fue extendido para el caso de un vértice tridimensional por
Burgers, como se vera en el apartado (4.9.3). En este vortice destaca la presencia
de una velocidad axial constante, lo cual no es consistente con las observaciones
experimentales, que muestran cémo dicha velocidad axial decae rapidamente con
el tiempo. Ademas, el incremento lineal de la velocidad radial hace que este

modelo sea aplicable solamente a pequefias regiones del flujo cerca del eje del

vortice.
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4.9.3. Voértice de Burgers-Rott

Este vértice tiene un eje central alrededor del cual hay un flujo tangencial

pero ademas existe flujo radial y vertical. El fluido se mueve por tanto en espiral

hacia el eje y fluyendo hacia arriba.

Es una solucién exacta de la ecuacién de Navier-Stokes (Burgers, 1948)

[67] y mateméaticamente tiene la siguiente forma en coordenadas cilindricas (r,pz):

u, =—ar (4.58a)
I _ar?

u,= Zp‘—lil —-e :I (4.58b)
u, =2az (4.58¢c)

donde /" es la circulacién del vértice, v la viscosidad cinematica del fluido, » la

distancia a eje del vértice y a una constante.

Un posible mecanismo para materializar la aplicacion de un vértice de
Burgers-Rott en la atmésfera seria provocar una succion a gran altura encima de

una superficie plana.

En la atmésfera una tormenta conducida por una intensa convecciéon podria
producir una succién para arrastrar el aire hacia un punto abajo en el suelo y luego

arrastrarlo hacia arriba en las nubes.

Por lo tanto un vortice de Burgers-Rott puede aproximar el flujo de aire
debajo de la regién central de una tormenta, sin embargo no es totalmente
apropiado como modelo de un tornado real porque este vortice sufre la deficiencia
de situar el tornado bajo el centro de una aspiracién simétrica, ya que las

tormentas no son simétricas y sus tornados asociados raramente ocurren bajo sus

ejes centrales.
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Este ruodelo ha sido utilizado en las simulaciones del National Severe
Storms Laboratory (1-9). En la referencia I-10 se estudia la interaccion de este

vértice con una pared rigida no deslizante.

4.9.4. Vortices de Kuo

Kuo (1950) [68] encontré qué movimientos podrian esperarse en una masa
de fluido en rotacién inducida a convectar. Encontro dos soluciones completas en
el sentido de que obtiene tanto las magnitudes mecanicas como las
termodinamicas. Hay un vértice bicelular con forma cerrada si se asume que los
coeficientes de viscosidad y de difusién térmica turbillonaria son iguales, es decir,
el niimero de Prandtl turbillonario es igual a la unidad. La formulacién

matematica es la siguiente:

R:
u, = —-—ovr 0.5—(1—8_7" J/R(;’ 4V) (4.59a)

u ——Ilnl— 4.59b
» " 14l4r (4-590)
RS
u. .= 02(1—26 4"’) (4.59¢)

donde 7/ es la circulacion del vortice, v la viscosidad cinematica del fluido,
R, = r/h es la coordenada radial adimensional, o es la raiz cuadrada del factor de

estabilidad y m, se define del siguiente modo:

m, = [e’ODar [ [e’ (4.60)
0 /]
. z dt
/(z)=—z+2j(1—e“)7 (4.61)
1
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Hay también un vértice de Kuo unicelular, pero no tiene solucion cerrada

y tiene que ser calculado aproximadamente por métodos numéricos.

Este modelo aparece en la referencia I-11.

4.9.5. Vértice Rankine

Este vortice se caracteriza por una suave transicién desde una rotacién

solida alrededor de su centro a un campo de flujo irrotacional (Rankine, 1958)
[69].

A veces es llamado voértice combinado Rankine por la razén de que esta

formado con dos campos de flujo separados.

El campo de flujo interior tiene soOlo velocidad tangencial que se
incrementa desde cero a lo largo del eje central hasta un valor maximo en un
cierto radio R, (esta region interior gira como un cuerpo solido, aunque se trata de
un fluido). El flujo exterior es también puramente tangencial y empieza con un
maximo valor de la velocidad en el radio R,. La velocidad decae inversamente con
el radio.

En coordenadas cilindricas (r, @,z):

u, =0 (4.62a)
Qr
U, =—r (4.62b)
1+(r/R,)
u =0 (4.62¢)

donde (2es el doble de la velocidad angular del vortice.

El campo de velocidades (4.62) expresado en coordenadas cartesianas

relativas al sistema de referencia ligado al vortice se expresa como:
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u_ = ol A (4.63a)
b o y-
"R TR

w, =2 (4.63b)
T

u. =0 (4.63¢)

El centro del vértice tiene vorticidad constante y el campo de flujo

circundante tiene vorticidad cero.

Este vortice ha sido utilizado como modelo para la distribucion del viento
superficial en un huracan. Es también un modelo caracteristico de un vortice

cilindrico en un liquido con una superficie libre.

Las referencias de internet en las que aparece el vortice Rankine son
innumerables. Por ejemplo, en un ambito climatologico, en la referencia I-12 es
utilizado para investigar la respuesta de la capa superior oceanica a un ciclon del
Océano Indico. En la 1-13 puede encontrarse una animacion con las trayectorias y
las lineas de corriente de un vortice Rankine. Este modelo también ha sido usado
en el estudio de la interaccion de vortices con ondas acusticas (I-14) y también en
simulaciones de turbinas eolicas (I-15). Posiblemente es uno de los modelos mas
comunmente utilizado ( si no el que mas) en las investigaciones relacionadas con

vortices.

4.9.6. Vortice de Kaufmann

Este vortice (Kaufmann, 1962) [70] también es conocido como el modelo
de Scully (Scully, 1975) [71] y fue desarrollado para soslayar la naturaleza
singular del vértice Rankine.
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En el voértice Rankine, si se representan graficamente la velocidad
tangencial y la distribucién de vorticidad frente a la coordenada radial puede
observarse que presentan una discontinuidad para r—=R,. Para evitar esa

discontinuidad el vértice de Kaufmann utiliza un perfil algebraico de velocidades

de la forma

Uy (" ) = 1r (4.64)
1+(r/R,)’

siendo R, el radio del vértice.

Este modelo reduce a la mitad el valor maximo de la velocidad tangencial
que se obtiene con el voértice Rankine. Ademas es una aproximacién algebraica
del vortice de Lamb-Oseen que se describi6 en el apartado 4.9.2. En el vértice de
Kaufmann o modelo de Scully el 50 % de la circulacion total esta contenida en el
centro del vértice mientras que en el vortice de Lamb-Oseen tinicamente esta
contenido el 71 % de ella (Yamauchi et al., 1999) [72].

En la referencia I-16 puede encontrarse una presentacion en la que se usa
este vortice en relacién con las ondas acusticas generadas por el rotor de un

helicéptero.

4.9.7. Vértice de Batchelor

Representa satisfactoriamente el campo de velocidades de vortices lineales

de arrastre con flujo axial (Batchelor, 1964) [73]. El campo de velocidades es:

u, = 3;—(1 —e"i ) (4.65a)
u. =u.,(l—er ) (4.65b)

Por tanto, el vértice de Batchelor se caracteriza por tener un flujo axial en

conjuncién con el flujo rotacional. La presencia del flujo axial lo vuelve inestable
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y llega a hacerse turbulento por algin tiempo. Un parametro caracteristico del
vértice de Batchelor y que mide la relacién entre la velocidad tangencial y la axial

es gg= I'/2mu,. Este flujo es linealmente estable para g5<1.5.

En la referencia I-7 —ya mencionada en el vortice de Lamb-Oseen- se
analiza la turbulencia en el vortice de Batchelor. En la I-17 se profundiza en la
dinamica de vortices turbulentos mediante una simulacién numeérica directa de
este vortice y en la I-18 se investigan los efectos de rotacion en un vortice de

Batchelor turbulento.

4.9.8. Vortices de Stuart

Son una fila infinita de vortices que experimentan un movimiento
inviscido (Stuart, 1967) [74]. El flyjo es estable y bidimensional y es descrito por
una funcion de corriente que toma la forma de Logaritmo neperiano (Ln)

siguiente:
w = Ln(cosh y + acos x) (4.66)

donde a es una constante que verifica 0 < a <1. Esa funcion de corriente es una
solucion de la ecuacion de Liouville V- = (/1 —a-” )e™? y describe una capa de

cortadura centrada en el eje x entre dos corrientes uniformes.
e Sia =0 lacapa de mezcla con lineas de corriente paralelas es recuperada.
e Sia =1 describe una hilera simple de vortices corrotantes.

e Si 0 < a <1 la capa de cortadura presenta torbellinos bidimensionales
corrotantes con una suave distribucion de vorticidad que estan espaciados

peridodicamente a lo largo del eje x.

Los voértices de Stuart han sido observados en la transicidn laminar-

turbulenta de un flujo de Couette esférico (I-19).
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4.9.9. Voértice de Moore-Saffman

Moore y Saffman (1971) [75] determinaron analiticamente la solucién
exacta en estado estable para un vértice eliptico bidimensional con vorticidad

uniforme encajado en un flujo de cortadura y mostraron que

£=(—Z+1)-1- (4.67)
o X Jx ’

[~

para un vortice que gire en el mismo sentido que el flujo de cortadura; o, es un
parametro que caracteriza al flujo de cortadura y x es la relacién entre los semiejes

de la elipse.

Este modelo se ha usado en la simulacidn de vértices protoplanetarios, es
decir, de un disco delgado de gas girando alrededor de un astro central (I-20).
También se ha analizado con el mismo la estabilidad de un vértice eliptico sujeto
a un flujo de tension en un flujo estratificado rotatorio (I-21). En la referencia I-5
—ya mencionada en el vortice de Kirchhoff- se analiza mediante este modelo la

inestabilidad de un vértice y los efectos de la aceleracion de Coriolis.

4.9.10. Vortice de Sullivan

Es también una soluciéon exacta de la ecuacion de Navier-Stokes. Tiene
alguna similaridad con el vértice de Burgers-Rott que se describi6 en el apartado
4.9.3., pero es un vértice bicelular. Tiene una celda interna en la que el flujo
desciende desde arriba y fluye hacia fuera para encontrarse con un flujo separado

que es radialmente convergente. Ambos flujos ascienden en el punto de encuentro

(Sullivan & Scully, 1972) [76].

El mayor interés del vértice de Sullivan radica en que es el vértice mas

simple que puede describir el flujo en un intenso tornado.

Su forma matematica es:
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u =—ar+6 1(1 —e j (4.68a)
,
u =1 H.{a'" J /Hc(oo) (4.68b)
? 2mr 2v
u. = Za::|:l —3e il (4.68¢)

donde: Icirculacion del vortice, v viscosidad cinematica del fluido, a constante y

la funcion H, viene definida por
H(z)= :jef ) dm (4.69)
1]

flt)=—t+ 3'j(1 —e )d—} (4.70)
/]

En internet es posible encontrar alusiones a este vortice en las ya

mencionadas referencias I-2 e 1-3.

4.9.11. Vortice de Kida

Kida (1981) [77] desarrollé un nuevo modelo a partir del vértice de
Kirchhoff descrito en el apartado 4.9.1. Kida advirti6 que un vortice eliptico
permaneceria con forma eliptica (con la tinica posibilidad de cambio en la relacion
de aspecto) en presencia de un flujo de fondo con la condiciéon de que ese flujo
tuviera una vorticidad w espacialmente uniforme y ademas fuera un flujo de
tensioén lineal. Denotando por a y b los semiejes de la elipse y por y la relacion

entre dichos semiejes el modelo se caracteriza por los siguientes parametros:

e oy es el angulo que forma el semieje a de la elipse con el eje x.
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® I es la intensidad del flujo de tensién uniforme, cuya velocidad

tiene por componentes (I, -Iy), de modo que si /; es positivo el

eje x es el eje de “estiramiento”.

® y: es un angulo de rotacién uniforme con componentes de
velocidad (-ygy, yix)

Con ello se obtiene:
x =21,y cos 2¢a, @.71)

_x® xr?+1
(1+x2) *x2-1

c, sen2a, +y, (4.72)

que son las dos ecuaciones que hay que integrar numéricamente.

En la referencia I-22 se realiza un anélisis del flujo lagrangiano alrededor
del vértice de Kida. En la I-23 se aplica a este modelo un método basado en una
estructura hamiltoniana no candnica para extraer de las ecuaciones que describen
el vortice sistemas hamiltonianos con grados de libertad finitos exactos o
aproximados. En la referencia I-24 se encuentra una documentacién on line en la

que se incluye informacion sobre este vortice.

4.9.12. Vértices de Vatistas

Vatistas (1998) [78] propuso un perfil de velocidades de giro

desingularizadas para vortices estacionarios en la forma

(4.73)

I r
u'”(r):27r (;avz_'_an)l/"

Para el caso n=2 se ha comprobado que este campo de velocidades

particular proporciona una buena aproximacién con las velocidades medidas en
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vortices originados por rotores. Cuando n=1/ este modelo se corresponde con el de
Kaufmann o Scully y cuando n— con el vértice Rankine. Para n=2 es también

una buena aproximacion al modelo de Lamb-Oseen.

Los vortices de Vatistas se han aplicado en el analisis de ondas sonoras
causadas por la interaccion de vértices con un flujo subsénico no uniforme (I-25)
y en la investigacion de ondas acusticas originadas por el estiramiento de vortices

autosimilares en un flujo no uniforme (1-26).

4.10. Interaccion entre vortices

Cuando existen vortices situados en posiciones cercanas, €stos pueden
ejercer cierta influencia de unos sobre otros y sobre puntos cercanos del campo

fluido (Kundu, 1990) [79].

Para analizar esas interacciones hay que tener presente que debe cumplirse
el PRINCIPIO DE SUPERPOSICION, segin el cual “e/ flujo en un punto
determinado puede ser obtenido mediante la adicion de la accion de todos los

vortices del campo fluido™.

Ademas de dicho principio. hay que tener presente el TEOREMA DEL
VORTICE DE HELMHOLTZ que establece que “los vértices lineales se mueven

con el flujo™.

Si se considera en primer lugar la interaccion entre dos vortices girando en
sentido anti-reloj con circulaciones o intensidades respectivas I'; y [, separados
entre si una distancia L, seguin se indica en la Figura 4-4, sucede lo siguiente: la
velocidad en el punto 2 debida al vortice 1 sera v,=/7/2zL, y la velocidad en el
punto 1 debida al vértice 2 sera v,=I">/2xL.. En consecuencia el par de vortices

gira en sentido anti-reloj alrededor del “‘centro de gravedad del sistema™ G que es

estacionario.
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|

Figura 4-4: Instante inicial de la interaccién entre dos vértices
girando en el mismo sentido.

La situacion, por tanto, en un instante posterior seria la que se representa

en la Figura 4-5, donde se observa dicho giro del par de vértices.

Figura 4-5: Instante posterior de la interaccién entre dos vortices
girando en el mismo sentido.
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Si se considera ahora el caso en que la pareja de vortices tienen el mismo
valor de la circulacién I' y giran con sentidos de rotaciéon opuestos segun se
representa en la Figura 4-6, sucede que cada vortice tiene la misma velocidad
v=I/2nL, en el mismo sentido; por tanto todo el sistema se traslada con esa

velocidad relativa al fluido.

Lv Ir

Figura 4-6: Instante inicial de Ia interaccion entre dos vértices
girando en sentidos opuestos.

4.11. Comparacién de vértices

Una cuestion de interés es la comparacion entre algunos de los modelos de
vortices que han sido descritos en este capitulo. En este apartado se van a
comparar aquellos modelos cuyo campo de velocidades es puramente tangencial,
ya que como se expone en el apartado 5.2., son vortices de este tipo los utilizados

en las simulaciones de esta Tesis Doctoral.

Una comparacion analoga fue realizada por Bhagwat & Leishman (2002)
[80], que concluyeron que la utilizacion de un modelo u otro de vértice
proporciona unos resultados semejantes desde un punto de vista cualitativo, con

pequeiias diferencias cuantitativas.
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El modelo mas simple para simular la velocidad de giro en un vértice
viscoso es el de Rankine. Es, posiblemente, el modelo mas comuinmente utilizado
en las simulaciones numéricas debido a su simplicidad y la buena aproximacién
de los resultados que con €l se obtienen. La representacion grafica de la velocidad

tangencial y de la distribuciéon de vorticidad del vértice Rankine presenta una
discontinuidad para r=R,.

El vortice de Kaufmann presenta un perfil de velocidades tal que no se
produce la discontinuidad que presenta el vértice Rankine. Este modelo reduce a
la mitad el méaximo valor de la velocidad de giro proporcionado por el vértice
Rankine.

El vértice de Lamb-Oseen es un modelo clasico para representar el flujo en
un vortice cuya velocidad s6lo tiene componente tangencial. Presenta

caracteristicas intermedias entre le vortice Rankine y el vértice de Vatistas.

El vértice de Vatistas es un modelo general para describir el campo de
velocidad tangencial de un vértice, ya que segun el valor que se le asigne al
parametro n que aparece en su formulacion se obtienen los modelos anteriormente
mencionados. Asi, para n—»o corresponde al vértice Rankine, para n=1
corresponde al vértice de Kaufmann y para n=2 es una buena aproximacion del
vértice de Lamb-Oseen. En la Figura 4-7 se representa la velocidad tangencial
frente a la coordenada radial para los cuatro modelos mencionados. De dicha
figura se deduce que en todos los casos el perfil de velocidades es semejante
cualitativamente, con pequefias diferencias cuantitativas. Una caracteristica
destacable de los perfiles de velocidades representados en la mencionada figura es
que el valor de la velocidad tangencial siempre esti comprendido entre los
proporcionados por el vortice Rankine y el vortice Kaufmann, que podrian
entonces ser considerados como una cota superior y una cota inferior

respectivamente para la velocidad tangencial.
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— Vartice Rankine

_— Voértice Lamb-Osecn
—— Vartice Vatictag

—_— Vortice Kaufmann

Figura 4-7: Comparacion de la velocidad tangencial de diversos
modelos de vortices.
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Campo de velocidades

5. CAMPO DE VELOCIDADES

Puesto que la metodologia a emplear para el desarrollo de la Tesis

Doctoral es la simulacién numérica, es preciso decidir el modelo de flujo vortical

apropiado para los fines perseguidos.

Como antecedente mas directo del primer objetivo propuesto -Tiempo de
Escape de particulas pesadas de un vortice tridimensional- sé6lo se ha encontrado
el trabajo de Fung (2000) [11] para el caso bidimensional y no tridimensional. En
dicho trabajo se utiliza el modelo de Batchelor, que como se ha visto en el

apartado 4.9.7., incluye una componente longitudinal de la velocidad.

En lo que respecta a los antecedentes del segundo objetivo de la Tesis —
Sedimentacion de particulas en disposicion periédica bidimensional de vortices-
existen dos trabajos diferentes. El primero corresponde a los trabajos de Maxey &
Corrsin (1986) [12] que simula un flujo celular mediante una formulacién con
senos y cosenos de modo que cada vortice ocuparia la totalidad de la hipotética
celda en la que esta situado, asi pues este campo de flujo es diferente al que se
pretende analizar en esta investigacion. El segundo es el realizado por Davila &
Hunt (2001) [1] que utiliza el vértice Rankine, este si parece mas adecuado a los
fines aqui propuestos.

5.1. Vértice tridimensional

Para analizar el caso general de un vértice tridimensional (objeto de la
tesis) es necesario precisar la relacion entre el sistema de coordenadas fijo —que se
denominara “Oxzy:z;>- y el sistema de coordenadas relativo al vortice —que se
denominara “Oxyz’-. Para ello, es conveniente recordar previamente la
transformacién de las coordenadas, definida por los tres conocidos ANGULOS
DE EULER: Precesion, Nutacion'y Rotacion Propia (Figura 5-1):
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Comenzando con los ejes de coordenadas cartesianas fijos “Oxzy.z2” y
girandolos un angulo @ (llamado angulo de precesién) alrededor del eje 0z se
obtiene el sistema Ox,y,z;,. Posteriormente, girando este sistema un angulo &
(angulo de nutacién) alrededor del eje Ox, se obtiene el sistema Oxyz. Por ultimo,

en la transformacion de Euler habria que girar el sistema alrededor del eje 0z un

angulo llamado angulo de rotacién propia pero no ha sido incluido en esta

investigacion porque se considera totalmente intrascendente para el actual estudio.

Asi pues, el eje del vortice sera el eje 0z y se podra considerar cualquier

seccion del mismo, por ejemplo la seccion situada en el plano Oxy.

2= 2y

Figura 5-1: Transformacién de coordenadas, definida por los
angulos de Euler.

5.2. Vortices objeto de estudio

Entre los modelos de vértices descritos en el apartado 4.9., se han escogido

dos de ellos que simulen adecuadamente el campo de flujo de un torbellino y que
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tengan una formulacién relativamente sencilla y apropiada para los objetivos
propuestos. Por ello se han evitado aquellos modelos con componentes
longitudinales y radiales de la velocidad, ya que para los objetivos de esta Tesis
seria una complicacién innecesaria y ademds se incrementaria de forma notable el
tiempo de computacion. Por otro lado, el hecho de elegir un modelo de vortice u
otro puede proporcionar tinicamente una variacién cuantitativa y no cualitativa de
los resultados, como probaron Bhagwat & Leishman (2002) [80]; de todos modos
se ha optado por simular el campo de flujo mediante dos modelos diferentes, para

comprobar asi que los resultados obtenidos son generales y que son validos no

solamente para un modelo concreto de vértice.

En este sentido, los calculos han sido realizados modelando el flujo en
primer lugar mediante el VORTICE RANKINE, cuyo campo de velocidades
viene dado por las ecuaciones 4.65 a 4.67 y en segundo lugar por el VORTICE
DE KAUFMANN (0 modelo de Scully), descrito por la ecuacién 4.68.

5.3. Campo tridimensional de velocidades de los vortices a estudiar
Hay dos opciones para realizar el analisis:

A) Referir la velocidad de caida de las particulas al sistema Oxyz y trabajar

con é€l:

V.=-Vk,= —V,I?, =—V,(sem9]‘+cosl9/?) .1

!

B) Referir el campo de velocidades vortical al sistema fijo Oxzy2z>. Con ello,
para cualquiera de los vértices a analizar hay que realizar la siguiente
transformacion:

Uu=-u ;"+ua,y J=-u, i+ u%[cosej, + sen&k,lz

o (5.2)

—-u, [cos(Di’; + sen(bf.,] + uq,,[cose(—senq)?:, + cos® j,) + senbk,
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En e} primer objetivo de esta investigacion (estudiar el tiempo de escape

de particulas en un vortice tridimensional). dado que el valor del angulo de

precesion @ no afecta a los resultados, se considerara en lo sucesivo @ =/

En el segundo objetivo (sedimentacion de particulas en una disposicion

periodica hidimensional de vortices). simplemente los angulos de precesion v
nutacion toman los valores @ =0. #=7T 2 v los sistemas de referencia /Ixc.
Mx;3v2; ¥ (xovsz> coinciden.

Obviamente. esos valores indicados se aplicaran a los dos modelos de

vortices considerados. Rankine » Kaufmann.
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6. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Con el objeto de definir con exactitud el modelo numérico a utilizar en
este andlisis, se desarrolla en primer lugar el modelo mas general que describe el
movimiento de particulas en fluidos para proceder a continuacién a exponer las

particularidades, asunciones y simplificaciones susceptibles de ser aplicadas en

esta investigacion hasta obtener las ecuaciones especificas a utilizar.

6.1. Ecuaciones de movimiento de pequeiias particulas en fluidos

El analisis del movimiento de pequefias particulas rigidas en fluidos ha
sido objeto de investigacion desde hace bastantes afios. Los primeros trabajos en
este sentido fueron los de Basset (1888) [81], seguidos por los de Boussinesq
(1903) [82] y Oseen (1927) [83]. Estos tres investigadores examinaron el
movimiento de una esfera sedimentando bajo la accién de la gravedad en un
fluido en reposo. En esas investigaciones asumieron que la perturbacién originada
en el flujo por el movimiento de la esfera tenia lugar a bajos nimeros de Reynolds
por lo que la fuerza ejercida por el fluido sobre la esfera podia ser calculada

mediante los resultados de un flujo de Stokes inestable.

Posteriormente, Tchen (1947) [84] extendid esos anilisis al caso de una
esfera sedimentando bajo la accién de la gravedad en dos casos: en primer lugar
en un flujo inestable pero uniforme y en segundo lugar en un flujo inestable y no
uniforme, con el propésito de aplicarlo a flujos turbulentos. Los estudios de Tchen
contenian algunos errores por lo que, aunque constituyen un punto de partida para

el problema planteado, es preciso corregirlos.

Asi pues, Corrsin & Lumley (1956) [85] sacaron a la luz algunas
inconsistencias de la ecuacion de Tchen y, en particular, enfatizaron en el papel
desempaiiado por el gradiente de presiones del flujo y su contribucién a la fuerza

neta que el fluido ejerce sobre la particula. Para una pequefia particula esférica

Corrsin & Lumley propusieron la siguiente ecuacion:
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donde:

m,

v

; _ [Dpi . 1 dp. -
=(mp—m)g+m[—l)——bv u:]——-;m—[ "u]

dt t 2 dr ‘
d[\-':—l-l-] . (6.1)
dr

t

—67aR ulv -i]+R, [ dr —=2L

=
i

m =

D/Dt =

=
it

d/dr =

En el caso

L \/'/TV/I—T)

masa de la particula.

velocidad de la particula.

tiempo.

masa del fluido desplazado por la esfera.

aceleracion de la gravedad.

derivada Lagrangiana siguiendo un elemento de fluido en la
cercania de la particula. describe el comportamiento de las
propiedades del fluido promediadas en los alrededores de la
particula. Por tanto, Du/Dt es la aceleracion del fluido
observada en el centro de la esfera. Su expresion desarrollada
(en notacion de indices) es Duw; /Dt = (Cu; /¢t + 1, Cu; /Cx ;).
velocidad local del fluido.

viscosidad cinematica del fluido.

derivada Lagrangiana siguiendo a la particula en movimiento.
Por ello, dii/dt es la derivada con respecto al tiempo de la
velocidad del fluido. Su expresion desarrollada es
du;/dt = (Cu; [t +v,; Cu; [ix ).

radio de la particula.

viscosidad dinamica del fluido.

de que los gradientes espaciales del campo de velocidades del

fluido son despreciables (flujo uniforme) la distincion entre las dos

derivadas de la velocidad del fluido desaparece: Du/Dr = dii/dt .

y los diferentes términos de la ecuacién (6.1) son:
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dv .
m, I : Inercia de la particula.
t
(m,—m)g : Fuerza neta de flotacion del fluido sobre la particula.
_ (Fuerza de gravedad — Fuerza de flotacion)
m[E -WwW? z‘ijl : Fuerza del gradiente de presion.
1 dp. . . .
—;-m;[v —u : Masa virtual o efecto de masa aiadida.
—67R, u[v —i : Arrastre de Stokes.

T ———=2% . Término de historia de Basset.
= Amv(t—t1)

Esta ecuacion de Corrsin & Lumley (6.1) no es todavia correcta porque
s6lo estdn incluidos los efectos del gradiente de presién del flujo no perturbado y
no los esfuerzos viscosos, cuando de hecho los dos deben ser comparables. Esta
circunstancia fue apuntada por Buevich (1966) [86] que volvié a la ecuacién
original de Basset, Boussinesq y Oseen y utilizé un sistema de referencia ligado a

la particula para obtener una nueva ecuacién de movimiento, concluyendo que el

segundo término del segundo miembro de la ecuacion (6.1) m[Dﬂ/Dt-W 2 17] , debe

ser reemplazado por mdi/dt .

Por otra parte Riley (1971) [87] realizé un analisis similar y concluyé que

el mencionado término debia ser mas bien
m Dii/ Dt (6.2)

Este ultimo resultado es fisicamente mas realista. La fuerza neta ejercida
sobre una particula pequeiia (comparada con la escala de las variaciones
espaciales del flujo no perturbado) como consecuencia de los esfuerzos de ese
fluido incluye tanto los esfuerzos procedentes de la presiéon como los de la

viscosidad, tal como ocurriria sobre una esfera fluida del mismo tamaifio. Esta
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fuerza debe equilibrar al producto de la masa del fluido por su aceleracién local,

tal como indica m Dii/Dt , mientras que mdi/dt no tiene ese significado.

Aunque se han realizado otras revisiones posteriores sobre la ecuacion de

Tchen, como las de Soo (1975) [88] o las de Gitterman & Steinberg (1980) [89],

no son demasiado relevantes.

La ecuacion de movimiento cominmente aceptada hoy dia y utilizada para

la interaccion particula-fluido es la de Maxey & Riley (1983) [90], que es un

desarrollo racional de la ecuacion de movimiento de una pequefia esfera a bajos

numeros de Reynolds del movimiento relativo entre la esfera y el fluido. En el

estudio de Maxey & Riley:

1)

2)

3)

Se formula el problema de la perturbacion del flujo alrededor de una
esfera de Stokes rigida en un flujo no perturbado no uniforme siguiendo la

aproximacion ya mencionada de Riley (1971) [87].

Se analizan las fuerzas debidas al flujo no uniforme y se incluyen las
correcciones de Faxen (1922) [91] para tener en cuenta que la curvatura de
la velocidad modifica la fuerza de arrastre sobre una esfera a bajos
numeros de Reynolds. Asi, el término de la fuerza de arrastre sobre una
esfera producida por la perturbacion del flujo alrededor de la misma es en

primera aproximacion
—67:Rp,u('\7—i2)+yrd€j,V*’iZ (6.3)
Se calcula la fuerza producida por la perturbacién del flujo para un flujo

de Stokes inestable generalizando los resultados de Basset (1888) [81] y
extendiendo los trabajos de Burgers (1938) [92].
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Asunciones

En la evaluaci6n de las fuerzas que actian sobre las particulas para obtener

la ecuacién de movimiento hay que asumir (Maxey & Riley, 1983 [90]; Goater,
2003 [93]):

e Las particulas tienen forma esférica.

e La interaccion entre las particulas asi como la accién de las
particulas sobre el propio fluido son despreciables. Esta asuncién
recibe el nombre de “emparejamiento en un solo sentido™ y es valida
en el caso de suspensiones muy diluidas en las que la fraccién de
volumen de las particulas es del orden de 10 o menor (Elghobashi,
1991, 1994) [94] [95]), aunque algunos investigadores (Goater,
2003) [93] la aplican también en suspensiones no tan diluidas, con

una fraccién de volumen de las particulas de orden menor que 10™.

Bajo las asunciones anteriores, la dinamica de la particula esta gobernada
por (Maxey & Riley, 1983) [90]:

MASA POR ACELERACION DE LA PARTICULA = FUERZA DE FLOTACION
DEL FLUIDO SOBRE LA PARTICULA + FUERZA DEL GRADIENTE DE
PRESION + MASA VIRTUAL (O EFECTO DE MASA ANADIDA) + ARRASTRE
DE STOKES + TERMINO DE HISTORIA DE BASSET

es decir, en notacién vectorial, la posicién X(¢) y velocidad v(z) de la

particula en cualquier instante estan determinadas por

v - Du 1 d|l. - 1 -
m ﬂ=(m —m)g+m—————m——|:v—u—ﬁR,‘:V2u]

= (6.4)
a9

donde: 7=%-a-1/6R2v?a. El significado de los diferentes términos de la
‘ : 2

ecuacién (6.4) es el que aparece en el Cuadro 1.
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. Inercia de la particula: m, —

. Fuerza neta de fiotacion del fluido sobre la particula: (m, —m )g

Tiene en cuenta el efecto neto de la gravedad en la particula, es
decir, fuerza de gravedad menos fuerza de flotacion.

. iy Du

. Fuerza del gradiente de presion: mE

Tiene en consideracién la aceleracion del fluido desplazado, esto es,

la fuerza que una esfera fluida del mismo tamafio experimentaria en
ausencia de la particula.

2 2

. Masa virtual o efecto de masa anadida: — imi vV—u —LR;V-u
2 dt 10

Su contribucion aparece debido a que la aceleracion de la particula
requiere la aceleracion del fluido circundante. Por tanto tiene en
cuenta la inercia del fluido en la capa limite y la estela de la
particula. Este término es despreciable cuando p<<p,,.

-  Arrastre de Stokes: — 6 7R, 1Y

Es la resistencia correspondiente al movimiento estable a la
velocidad instantanea. Los trabajos de algunos investigadores, como
Hadamard, 1911 [96] o Rybczynsky, 1911 [97] reducen el
coeficiente 6 del término a 4.

‘ dy~
. Término de historia de Basset: —6 7R’ i j dr /dr
0

Jrv(t—t)

Ajusta la aceleraciéon de la particula para tener en cuenta la
aceleracion pasada del movimiento de la particula, incluyendo el
efecto de las condiciones que predominaron durante el desarrollo del
flujo. Es el resultado de la difusion de vorticidad desde la particula.

Este término corrige las variaciones temporales en la velocidad
relativa.

Cuadro 1: Significado de los términos de la ecuacién (6.4).
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Comentarios

® La ecuacién (6.4) es aplicable a pequeifias particulas con bajos niimeros de

Reynolds de particula, verificandose & <<, RV, <</, R: Yo <<
0 v Ly '

siendo Lo y U la velocidad y longitud caracteristica del campo fluido
(Maxey, 1987) [16].

e Una modificacién de dicha ecuacién (6.4) utilizada en ocasiones para
mayores numeros de Reynolds de particula (Berlemont et al., 1990) [98]
consiste en sustituir el término correspondiente al arrastre de Stokes por el

término empirico (1/2)C,_ zpR?

V- ﬁl( v—i), siendo C, un coeficiente

de arrastre para el caso de altos nimeros de Reynolds.

e Se han incluido las Correcciones de Faxen (R;V‘’u ) para el campo de

flujo no uniforme.

e La masa virtual, el arrastre de Stokes y el término de historia de Basset

consideran la accidén de arrastre o resistencia de la particula.

e Abundando mas en el término de masa aiiadida, para considerar la masa
del fluido siendo acelerada, la masa del cuerpo es incrementada dando
lugar al término de masa afiadida. Para una esfera la masa afiadida es la
mitad de la masa del fluido desplazado por el cuerpo, de ahi el coeficiente
;. La masa afiadida es proporcional a la relacion de densidades p/pp y por
tanto tiene un efecto despreciable cuando el fluido portador es de baja
densidad comparado con la particula. Algunos autores (Manton, 1974 [99]:
Auton 1981 [100]) han reemplazado la aceleracién siguiendo a la particula
por la aceleracién siguiendo a un elemento fluido en el término de masa

afiadida; esto es, dii/dr por Dii/Dt. De hecho, la distincién entre los dos

es despreciable bajo la suposicién de bajos numeros de Reynolds de la

particula.

SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL 123
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Ecuaciones de movimiento

Simplificaciones

La ecuacion (6.4) es realmente complicada y en su lugar se ha

generalizado el uso de una ecuacién simplificada, donde las correcciones de

Faxen son omitidas y el término de historia de Basset es despreciado, como se

justifica a continuacion:

Las correcciones de Faxen suelen ser simplificadas del siguiente modo:

R2V?id =—R]u/L} (Maxey, 1987) [101] y su efecto en (6.4) es

equivalente a disminuir, pero en muy poca cantidad, el valor local de

u( X,t ) por lo que no tiene un efecto significativo en el movimiento general

de la particula. De todos modos, asumiendo que el diametro de la particula
es pequeiio comparado con la escala del flujo, las correcciones de Faxen
pueden ser despreciadas, porque un diametro de particula pequeiio implica
que la curvatura de la velocidad tiene un efecto despreciable en el calculo
de la fuerza de arrastre sobre la esfera a bajos numeros de Reynolds de

particula, que es justo lo que representan dichas correcciones de Faxen.

El término de historia de Basset también serad despreciado, por las
siguientes razones. De este término se espera que incremente la fuerza de
arrastre cuando la particula esta acelerando o decelerando o cuando el
numero de Reynolds del movimiento relativo es pequeiio (Clift et al.,
1978) [102]. Sin embargo algunos estudios han mostrado (Mei et al., 1991
[103], [104]; Mei & Adrian, 1992 [105]; Lovalenti & Brady, 1993 [106],
[107]., [108]; Mei, 1994 [109]; Chang & Maxey, 1994 [110]); Lovalenti &
Brady, 1995 [111]; que los efectos de historia son menos importantes de lo
que se pensaba originalmente, pues el término de historia de Basset
inicialmente decae como t'?y después como t>2. También Goater (2003)
[93] justifica como este término puede ser despreciado en el caso de
particulas pesadas como es el caso de esta Tesis, y asimismo Manton
(1974) [99] muestra que el término de historia de Basset es menos

significante que los otros términos.
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Ecuacién de movimiento con las simplificaciones aplicadas

Con las asunciones y simplificaciones mencionadas y reordenando
términos, la ecuacién de movimiento queda como sigue:

(m +-!-m)-—1=(m —m)§+mz'i-Vi2+im\7-Vii+67rR [@ -+] 6.5
’ 3 = , 3 R, ulii — v .

En este momento es conveniente realizar algunas consideraciones (ver por
ejemplo Maxey, 1987 [101]) sobre la relacién entre la densidad de la particula
(») vy la densidad del fluido (p), o lo que es equivalente, entre sus respectivas
masas (mp y m) para un cierto volumen. La relacién m,/m puede variar entre cero
e infinito y es usual distinguir dos rangos correspondientes a dos conjuntos

diferentes de situaciones fisicas:

1. El primero de cllos es el RANGO DE AEROSOL, donde la densidad
de la particula se mantiene significativamente mayor que la densidad

del fluido y que especificamente cubre el intervalo m, > 2m . En él,

la aceleracion del fluido y los términos de masa afiadida de (6.5)
pueden considerarse como pequefias perturbaciones al problema

basico de aerosol.

2. El segundo rango a considerar es el RANGO DE TRANSICION,

que cubre el intervalo m, <2m. La masa de la particula, o mejor,

m, +(m/2)es tomado como valor de referencia.

Entonces, considerando el Pardmetro de Relacion de Masa

Q,,,‘—’m/ (m, + %m ) (Maxey, 1987) [101], los diferentes rangos se esquematizan

en la Figura 6-1. Cuando la masa de la particula y la del fluido coinciden (m,=m),

dicho Parametro toma el valor SR_=2/3 y la particula flota neutralmente.
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A Rn= } —+——  BURBUJA (muy poco densas o pesadas)
(m,=0) \
s
©
=
> m,<2m particulas poco densas o pesadas
(rango de transicion)
| R, =273 _
(mp=m)
]
E Rn=0.4 N J
b= (m;=2m) h
= (. m2m particulas densas o pesadas
2 (rango de aerosol)
v R,=0 -
(m=0) - AEROSOL (particulas muy densas o pesadas)

Figura 6-1: Representacion esquemitica de los distintos tipos de
particulas segin su densidad o masa.

El objeto de estudio de esta Tesis lo constituyen las particulas pesadas, con
pr>>p y mpy>>m. Entonces, para %,,, — 0 el movimiento de las particulas pesadas

esféricas en el fluido esta gobernado por el balance entre la inercia de la particula,
la gravedad y las fuerzas de flotacion y arrastre del movimiento relativo entre
particula y fluido. Asumiendo, por tanto, que la densidad de la particula objeto de
analisis en esta investigacion es mas grande que la del fluido, las fuerzas de
flotacion y las fuerzas de aceleracion no son importantes. Ademas, las
interacciones entre las particulas son despreciables a bajas concentraciones, por lo
que si las particulas son suficientemente pequeiias, la inica fuerza a considerar es
la fuerza de arrastre de Stokes. Asi, la posicion ¥(¢) y velocidad ¥(r) de la
particula en cualquier instante estan determinadas por la Segunda Ley de Newton

y la ecuacion (6.5) se simplifica en:
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m,

dv(t) _ _
P m,,g+67tRp,u[u(x,l)—17(l)] (6.6)

donde: m, es la masa de la particula, #(¢)es la velocidad de la particula, g
es la aceleracion de la gravedad, R, es el radio de la particula, M es la viscosidad
del fluido y (%,#) es la velocidad local del fluido. Valores para los que
usualmente la ecuaciéon (6.6) es utilizada son los correspondientes a p,>100p
(aunque como se acaba de exponer seria valida su utilizacién a partir de m,>2m es
decir: p,>2p). POR ELLO ESTA SERA LA ECUACION DE MOVIMIENTO
UTILIZADA EN LOS CALCULOS DE ESTA TESIS. Todas las asunciones y
simplificaciones mencionadas han sido corroboradas ademas por las estimaciones
de o6rdenes de magnitud realizadas por Lazaro & Lasheras (1989) [112], que
indican que para pequefias particulas pesadas en régimen diluido los efectos de
inercia y arrastre predominan sobre los de presién, masa virtual e historia. De
acuerdo con ello, basta con retener los términos de gravedad y arrastre en el
estudio de la acumulacion y dispersion de particulas pesadas en fluidos (Martin &
Meiburg, 1994 [113]; Raju & Meiburg, 1995 [114]). La determinacioén del
movimiento de la particula -resolviendo esta ecuacion- es un problema muy
complejo, que obliga a obtener soluciones computacionales. Para ello, es preciso
escribir la ecuacién (6.6) en forma adimensional introduciendo los parametros
adimensionales apropiados, lo cual se lleva a cabo en el apartado 6.4. De este
modo, se pueden obtener las leyes de escala de los procesos en lugar de casos

particulares.

Antes, se van a aclarar algunos conceptos sobre la fuerza de arrastre
utilizada, se va a deducir un pardmetro importante para la adimensionalizacién
(velocidad de sedimentacién (V;), también denominada “velocidad terminal de
caida en fluido en reposo”) y se definirdn ciertos parametros necesarios para

expresar la ecuacién (6.6) en la forma en que se usara en algunos célculos.
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6.2. Sedimentacién de particulas en el seno de fluidos en reposo

La dinamica de particulas -mas o menos esféricas- dispersas en el seno de
un fluido. como es el caso de esta Tesis. es un problema prictico de gran
complejidad y relevancia por la multitud de aplicaciones en que aparece. Para
conocer la dinamica del movimiento de las particulas, es preciso conocer la propia
dinamica del fluido cuando se mueve alrededor de una esfera. ya que a efectos
practicos es lo mismo considerar que la particula se mueve en fluido en reposo
(Figura 6-2) que considerar que la particula esta en reposo y lo que se mueve es el

fluido (Figura 6-3).

Fluido en Fluido en
reposo movimiento
Particula en _— Particula en
movimiento _— reposo
— @
EEE——
v _— >
Vv
Figura 6-2: Particula en movimiento Figura 6-3: Particula en reposo en
en el seno de un fluido el seno de un fluido en
en reposo. movimiento.

De este modo sera posible determinar la interaccion entre el fluido y la
particula. La solucion a esta cuestion fue proporcionada por Stokes, que realizo el
desarrollo de un fluido en reposo con particulas en movimiento a partir de un

fluido en movimiento con particulas en reposo

6.2.1. Ley de Stokes

En este apartado se describe someramente la teoria existente sobre el
movimiento de pequeias particulas esféricas cuando el niimero de Reynolds del

fluido circundante es bajo (Barrero, 2000) [28].
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En el caso del movimiento de fluidos alrededor de cuerpos de dimensiones
caracteristicas pequefias y velocidades relativas al fluido también pequeiias, las
fuerzas de viscosidad son dominantes. Se trata de aplicar el tratamiento general de
las ecuaciones de Navier-Stokes de movimiento alrededor de obsticulos, al caso

del flujo alrededor de una esfera con viscosidad dominante y en régimen

estacionario.

Para ello, se considera una esfera de radio R sobre la que incide una

corriente -que para x tendiendo a infinito- tiene una velocidad V7 .

Las ecuaciones de movimiento del fluido pueden escribirse:

V-u=0 (6.72)
VxVx(Vx#)=0 (6 Vw=0) (6.7b)
con las condiciones de contorno:
u=Vi en |f—>x (6.82)
i=0 en |X|=R (6.8b)

Dado que el problema es simétrico respecto del eje x, se puede definir el
campo de velocidades a partir de una funcién de corriente . En coordenadas

esféricas (es decir d, 6, ¢) el campo de velocidades es:

Ug = 1 _2% (6.9a)
4 d?senb 060 2
1 Ogp
Ug =——"FT— 7 6.9b)
o d sen@ od (
u, =0 (6.9¢c)
La ecuacién de continuidad se satisface automaticamente:
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!l & ,,. 1 o
Voi=—_ % (q _ L C (senbu,)=0 (6.10a)
“ d? ad( ud)+ dsen@ 06 (sen 0)

y la ecuacion de cantidad de movimiento queda como:

vV (Viy)=0 (6.10b)

donde V? =

&2  sen@ & ( / @ ) 6.11)

-+ —_— —_—
od - d’ 068\ senf 6

Asi resulta una ecuacion en derivadas parciales lineal de cuarto orden

sujeta a las condiciones de contormno:

1 éy  Ow

d eo  od

u,=u, = 0 end=R (6.12a)

V ) -~
W —> —7d‘sen‘6’ cuando d — « (6.12b)

&

Este problema admite una solucidn de variables separadas de la forma:

w(d.0)= f(d)sen’d (6.13)

que sustituida en (6.10) y (6.12) proporciona

d- 2 d’ 2 .
arsy -—— |/ =0 6.14
[a’d-’ PE )(dd-’ d- ]j ©19
con las condiciones
of
f=og =0 end=R (6.15a)
. d-
- V7 cuando d — «w (6.15b)

La solucién general de (6.14) es:
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A
f=A,d2+72+ A, d? +A,d (6.16)

donde las 4; son constantes de integracion.

Imponiendo las condiciones de contorno se obtiene

VR’|d?> IR 3d
= $+ 2
2 [R2 2d 2 R}sen ¢ @17

con lo que el campo de velocidades queda:

IR 3R

u, =|:]+3?—3§]VCOSB (6.18a)
1IR3 3R

s L] o1

Conocido el campo de velocidades puede determinarse el campo de

presién p(d,6), mediante la ecuacion de cantidad de movimiento:

—Vp+uViv=0 (6.19)
obteniéndose
p(d.0)= _%ﬂ (6.20)

La fuerza que el fluido ejerce sobre la esfera es en la direccién del
movimiento de la esfera pero con sentido opuesto: F,. = F,i . Proyectando las

fuerzas por unidad de superficie que actian sobre la esfera (presion y esfuerzos

viscosos) en la direccién x e integrando sobre toda la superficie de la esfera:

F, = ,271"_'[[(— p+1T.y)cos6— 7! senf|, ,R’sen6do (6-21)
0
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y teniendo en cuenta que los esfuerzos de viscosidad son conocidos en la

superficie de la esfera:

(T:u ).I;R = 2#( ajld ) =0 (6.22a)
od ), g
c(u 1 Cu 3uVsen
o = d—| 2 |+=—% =t 6.22b)
(i aen = # [‘ ad[ d] d 06 LR R ¢

se obtiene la fuerza que el fluido ejerce sobre el obstaculo (LEY DE STOKES):
F,=6nuVR (6.23)

Experimentalmente, se ha comprobado que la Ley de Stokes puede
considerarse aproximadamente valida incluso hasta valores del nimero de

Reynolds de orden unidad (Barrcro, 2000) [28].

Asi el coeficiente de resistencia (Cp):

Distancias
C. = F, _ 24 cortas (6.24)
& 1 3 3 - Re ’
pV - R~
g Re bajos

dependera solo del numero de Reynolds Re =2RVp/u . Las ecuaciones (6.23) y

(6.24) son validas, por tanto, para bajos nimeros de Reynolds y a distancias cortas

de la particula.

En este punto conviene insistir una vez mas que se ha analizado el
movimiento del fluido cuando se mueve alrededor de la particula en reposo para
conocer la dinamica del movimiento de la propia particula. Como ya se ha
expuesto es lo mismo considerar que la particula se mueve en fluido en reposo
que analizar el movimiento del fluido con particula en reposo. A efectos practicos,
este analisis es valido para el caso de que ambos estén en movimiento. Por tanto,

es obvio que el numero de Reynolds que aparece en la ecuacion (6.24) es el
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numero de Reynolds del movimiento relativo fluido-particula. Por ello, en lo
sucesivo se denotara este nimero de Reynolds como Re, = p[v —#|2R,, /p.

Todo ello se detalla en la siguiente Figura 6-4.

Densidad: p
Viscosidad: u

Densidad: p,
Viscosidad: u,
Velocidad: v

Velocidad: u

Fluido en movimiento Radio: R,

Particula en movimiento

YYVYVYY

Ry

Figura 6-4: Movimiento relativo particula-fluido y nuimero de Reynolds.

Todo el desarrollo realizado se ha hecho, como ya se ha comentado, bajo
la hipétesis de bajos nimeros de Reynolds, lo cual est4 justificado por el hecho de
que el movimiento de un fluido alrededor de una particula de pequefio tamafio es

un caso tipico de movimiento con viscosidad dominante.

En el movimiento de fluidos alrededor de obstaculos a bajos nimeros de
Reynolds (Barrero, 2000) [28], la resultante de las fuerzas de superficie (fuerzas
de presién y de viscosidad) es proporcional al tamafio caracteristico del cuerpo
2R, y a su velocidad relativa respecto al fluido (¥ -#); mientras que las fuerzas

volumétricas (fuerzas misicas de inercia y flotabilidad) son proporcionales al
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volumen. Entonces, el balance de fuerzas proporciona que la velocidad resultante
de la particula en el seno del fluido sea proporcional al cuadrado de su tamafio

caracteristico.

En cambio a grandes nimeros de Reynolds (Barrero, 2000) [28], la
resultante de las fuerzas de superficie es proporcional a la superficie y al cuadrado

de la velocidad relativa entre cuerpo y fluido.

En conclusion el nimero Reynolds del movimiento particula-fluido es
siempre proporcional al volumen del cuerpo y por tanto es mas pequefio cuanto
menor sea el mismo. Asi pues, en el caso de cuerpos de pequeiio volumen el

movimiento es a bajos nimeros de Reynolds.

6.2.2 Correlacion de Clift et al para generalizar la Ley de Stokes a altos

numeros de Reynolds

La hipotesis de bajos niumeros de Reynolds no siempre se verifica en la
practica. Entones la expresion (6.24) que nos da el valor del coeficiente de
resistencia deja de ser valida, ya que para hallar la fuerza de resistencia habria que
retener en la ecuacion de cantidad de movimiento del fluido la aceleracion local

del fluido ( p 8u/at), la flotabilidad (incluida en las fuerza masicas) y la fuerza de
inercia asociada a la aceleracion del sistema de referencia (— p dii/dt ) respecto al

que se describe el movimiento.

La forma mas usual de soslayar este problema es mediante la utilizacion de
diversas correlaciones empiricas que proporcionan el coeficiente de resistencia
para nameros de Reynolds mas elevados. Una de estas correlaciones que es un
ajuste empirico de las observaciones experimentales es la Correlacion de Clift et
al. (1978) [102]:

Distancias
24 _ 23 cortas
C,= (1 +0.15 Re,” ) (6.25)
Re p
Re altos
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La desviacion de la Ley de Stokes presupone que el flujo lejos de la
particula es uniforme y que la particula no esta acelerando en relacion al fluido.
La expresion (6.25) asume que el nimero de Reynolds de la particula Re, es
mayor que el orden unidad para el periodo de relajacién completo, pero en
realidad, como una particula se relaja hacia la velocidad del fluido, Re, decrece
hacia cero. Incluso si Re, tiene un alto valor inicial, alguna fraccién del periodo de
relajaciébn ocurrirda con la particula siguiendo la Ley de Stokes (Sippola y
Nazaroff, 2002 [115]). En la mayoria de la literatura al respecto, se sigue la

aproximacion de que el fluido sigue la Ley de Stokes, como se detallara

posteriormente en el apartado 6.2.5.

6.2.3. Aproximacion de Oseen para generalizar la Ley de Stokes a distancias
grandes de la particula

La Ley de Stokes, ademas, presenta el inconveniente de que no es valida lejos de
la particula, ya que a distancias de la misma suficientemente grandes el término
convectivo de la ecuacion de cantidad de movimiento o(% -V )u , despreciado al
obtener la Ley de Stokes, se hace tan importante como la viscosidad y debe ser

retenido.

En efecto, sustituyendo el campo de velocidades dado por (6.18a) y

(6.18b) en la ecuacién de cantidad de movimiento completa se tiene

(6.26)

R® 2 3R
PO TP

HVu, = uV cos 6[2 -

3R R’ Y 3R 3 R3)
-Vu, = 2 2 - -= +
pv-Vuy = pV= cos ‘9(1 2d | 2d° )(2(1-’ 2d*

pvisen’ ;3R _ R\, 3R, R’ )
d 4d 4d’ 2d 2d’

(6.27)
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de modo que ambos términos (convectivo y viscoso) se hacen de la misma
magnitud a grandes distancias de la particula. Esto sucede a distancias d ~ R/Re,
>> R:

V: d

. L B Re!>>1 (6.28)
d R pVR i

uVu, ~—’C;—I: ~pv-Vu,~p

Como se ve, la condicion Re,<<1 permite despreciar el término convectivo
en la ecuacion de cantidad de movimiento en relacion al término de fuerzas
viscosas a distancias del cuerpo del orden de su dimension caracteristica. A
medida que nos alejamos de él. la contribucion del término convectivo se va
haciendo mas importante y suficientemente lejos del obstaculo (a distancias d ~
R/Rep,) no puede ser despreciado su efecto. Si Re, — 0, esta dificultad no seria tal,
puesto que la solucion seria valida hasta d — oo. Para Re,<<l pero finito, es

necesario corregir la solucién de Stokes lejos del obstaculo.

Esto lo hizo Oseen (1927) [116] linealizando el término convectivo para
d— oo, con lo que obtuvo una correcciéon de la Ley de Stokes que viene a ser el
siguiente término en el desarrollo en serie de potencias de Re,<<1. Basicamente la
idea utilizada consiste, como se acaba de comentar, en linealizar el término
convectivo a distancias d/R ~ Rep'1 >>] de modo que se puede suponer que alli la

velocidad del fluido es aproximadamente la de la corriente en el infinito V7, es

- _ - o= 0 i .
decir, p(u-V)u=pVi -Vu = pVgu— de esta forma la ecuacion de cantidad de
be

movimiento sigue siendo lineal y resulta

Ou -
ol 4 g—; =-=Vp+ uV-u (6.29)

Esta ecuacion, debida a Oseen, se puede resolver andlogamente a como se

hizo en el caso anterior. Se llega entonces a

Vip=0 (6.30)

136 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Ecuaciones de movimiento

py o
V22 = =0
( (21) Ja) (6.31)

donde se ha hecho uso de la ecuacién de continuidad y de Vx -0u/dx = dw/0x . La
ecuacién (6.31) junto con las condiciones de contorno (6.12) se resuelve mas
facilmente utilizando coordenadas cilindricas con x como eje de simetria. La
solucién, que es de variables separadas, puede expresarse en términos de
funciones de Bessel esféricas. Reteniendo los primeros términos de la expansién

se llega a la siguiente expresidén para el coeficiente de resistencia

24 3
Cp= (1+—Rep) _— (6.32)
lejanas

donde el término 3Re,/16 es la Correccidn de Oseen a la Ley de Stokes.

La soluciéon de Oseen fue perfeccionada por Proudman y Pearson en 1957
[117] utilizando la técnica de los “desarrollos asintéticos acoplados™. Aunque no
se entrara en los detalles concretos del método seguido por Proudman & Pearson,
basicamente la Ley de Stokes corresponde al orden mas bajo del desarrollo en
serie de potencias de Re, de la solucién cerca de la esfera, mientras que la
solucién de Oseen es el siguiente orden de ese desarrollo cerca de la esfera.
Proudman y Pearson calcularon el mencionado desarrollo en serie de potencias de
Re, de 1a solucién lejos de la esfera y la acoplaron con la solucién cerca de la
mlsma para distancias intermedias. De esta forma obtuvieron la correcciéon de
Oseen de una forma mds rigurosa, ademas de correcciones de mayor orden. El
desarrollo completo de la técnica utilizada se encuentra en la referencia

mencionada.
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6.2.4. Comparaciéon de la ley de Stokes con la correlacién de Clift et al. y Ia

correcciéon de Oseen

En la Figura 6-5 se representan la ley de Stokes junto con la Correlacion

de Clift et al. y la Correccion de Oseen.

10 T 1 L T
~_
10* b ™~ -
\ Correlacion de Clift et al.
-"—;\'i . Correccion de Oseen
2 <~
10 ¢ S l 7
o - _—“_“—__—___——__
OQ 10 - *._.\\ -~ - __ - -
107} T 1
L.ey de Stokes ) \‘\\
104 - —\\\_ T
~
-6
10 1 1 1 1
10™ 107 10° 10° 10* 10°
Re,

Figura 6-5: Ley de Stokes, Correlacion de Clift et al. y
Correccion de Oseen para el Coeficiente de
Resistencia (Cp).

Como puede observarse:

- Las tres presentan un coeficiente de resistencia (Cp) similar hasta Re, ~1;
es decir la resistencia calculada con la aproximacion de primer orden
(Oseen) y los resultados experimentales de Clift at al. practicamente

coinciden con la ley de Stokes.
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- Para Re, ~1-10, los valores de coeficiente de resistencia (Cp) de las tres no

son tan coincidentes como en el caso anterior, pero la diferencia entre ellos

es aun pequeiia a efectos de calculo.

- Para Re, >>10, los coeficientes de resistencia (Cp) correspondientes a la
Correccién de Oseen y a la Correlacién de Clift at al. se alejan mucho del

obtenido con la ley de Stokes.

6.2.5. Coeficiente de resistencia aplicado en la Tesis

El coeficiente de resistencia utilizado en esta Tesis es el calculado
mediante la ecuacion (6.24). Para justificar su utilizacién hay que consultar las
diversas investigaciones que guardan afinidad con la misma, como las de Maxey
& Corrsin (1986) [12] o las de Maxey (1987) [101], estdn basadas en la
utilizacion de la Ley de Stokes, dando por supuesto que dicha ley es de correcta
aplicacion para el caso de particulas pesadas. En otros trabajos afines, como el de
Wang & Maxey (1993) [9], también se realiza el andlisis mediante la Ley de
Stokes y en un anexo final se puntualiza que la utilizacién de un coeficiente de
arrastre no lineal como el de Clift et al. inicamente produce en los resultados una
suave disminucién del rango de sedimentacién comparado con el caso lineal, de
modo que su uso no compensa el mayor coste computacional que conlleva.
Conclusiones similares al respecto obtuvieron Tunstall & Houghton (1968) [118]
vy Hwang (1985) [119] en flujos oscilatorios simples y Mei (1990) [120] para
campos de flujo aleatorio y también Mei et al. (1991a) [103] estudiando la
dispersién de particulas en turbulencia is6tropa bajo sedimentacién gravitacional.
También los analisis de Fung (1998) [121] y (2000) [11] ponen de manifiesto que
la ley de arrastre de Stokes proporciona unos resultados similares a los obtenidos

con una ley de arrastre empirica no lineal.

En la investigacién llevada a cabo en la Tesis y teniendo en cuenta las
referencias bibliograficas citadas, se ha comprobado asimismo que una ley de

arrastre no lineal inicamente modifica muy ligeramente los resultados obtenidos
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con la ley de Stokes. Concretamente se produce un ligero aumento del tiempo que
una particula necesita para escapar del interior de un voértice tridimensional y una
ligera disminucion de la velocidad media de sedimentacion, tanto para el caso de
particulas en presencia de un vortice tridimensional como en el caso de particulas
en presencia de una disposicion bidimensional de vortices repetidos
periddicamente. (En ambos casos la diferencia con el caso lineal no llega al 5 %).
Por ello, dado el considerable coste computacional que una ley de arrastre no
lineal acarrea, se ha optado por realizar los calculos utilizando la Ley de Stokes,
igual que en las investigaciones de las referencias que se acaban de mencionar.
Ademas. con los valores de los parametros que se han tomado en esta Tesis para
realizar las simulaciones, resultan unos valores para Re, de orden unidad en todos
los casos, por lo que a la vista de la Figura 6-5 se concluye que la utilizacién de la

ley de arrastre lineal proporciona unos resultados suficientemente aproximados.

6.3. Velocidad de sedimentacion

Como ya se ha mencionado en el apartado 6.1., para determinar el
movimiento de la particula es preciso escribir la ecuacion (6.6) en forma
adimensional de modo que pueda ser resuelta computacionalmente. Con ese
objetivo, se va a proceder a obtener la velocidad de sedimentacion o velocidad

terminal de caida en fluido en reposo.

La ecuacion que gobierna la dindmica de una particula esférica pesada de
radio R, y densidad p, que se mueve en el seno de un fluido en reposo de

densidad p (siendo p,>> p ) se obtiene de (6.6) haciendo #(x,r)=0.

4 pi AV

4
3 P'o”dz 3
PESO

INERCIA DE LA PARTICULA

3 = —
R,p,8 —6muR v (6.33)

OE LA PARTICULA RESISTENCIA FLUIDODINANECA

que expresa el balance entre la inercia de la particula, su peso (fuerza de la

gravedad) y la resistencia tfluidodinamica (fuerza de arrastre).
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Se define la velocidad terminal de caida en fluido en reposo (¥;) como la
velocidad (¥ ) que alcanza la particula cuando la resultante de fuerzas que actia
sobre ella es nula, es decir, la aceleracion (dv/dt) es nula. Por tanto, igualando a

cero el segundo miembro de (6.33), queda el siguiente valor de la velocidad:

ZpPRjg __mg
Qu 6 R, 1

V =

t

(6.34)

Es interesante mencionar, que ain en los casos en que la densidad de la
particula es del mismo orden que la del fluido (p,~p), la expresion (6.34) sigue
siendo valida para determinar la velocidad terminal incluyendo en ella los efectos
de la flotabilidad, porque para tiempos suficientemente grandes el movimiento de

la particula se hace estacionario:

2(p,—-p)R:g
u

V =

l

(6.35)

Por otra parte, el empleo de la expresion (6.35) es inadecuado para
particulas de tamafio muy pequefio (menor a 1 pm), ya que la velocidad terminal
resultante puede ser menor que la de difusién. Por ejemplo, para particulas
micrométricas contenidas en agua, el orden de magnitud de la velocidad terminal
dada por (6.34) es muy baja (del orden de um/s). Un modo de incrementar la
velocidad terminal de particulas muy pequeiias, como proteinas y acidos
nucléicos, para forzar su separacion consiste en aumentar artificialmente por
medio de campos centrifugos o electromagnéticos la fuerza g por unidad de masa
que actila sobre las particulas. Por ejemplo, si al recipiente que contiene una
suspension de particulas se le hace girar con una velocidad angular £/2 alrededor
de su eje, las particulas experimentaran una fuerza centrifuga por unidad de masa
r$2/4, donde r es la distancia al eje de giro. Si r©Q2/4 >> g, las particulas -respecto a
unos ejes que giren con el recipiente- se moveran radialmente hacia las paredes

del mismo si son mas densas que el liquido que las contiene o hacia el eje en caso

>,SIMULAC16N NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL 141
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA

PARTICULAS PESADAS



Ecuaciones de movimiento

contrario. Dado que la gravedad no es constante, las particulas no alcanzan una
velocidad terminal constante. En este caso la velocidad limite, que depende de r,

viene dada por:

20p, —pIR}($2/2)°r

Viir)= 0

(6.36)

Es interesante observar, abundando ain mas en la Ley de Stokes, que
dicha ley es valida y puede ser utilizada para obtener la ecuacion (6.33) (Barrero,
2000) [28] en tanto sea pequeiio el parametro adimensional (sz/ v t;) que mide la
importancia relativa de la aceleracion del fluido frente a las fuerzas de viscosidad
por unidad de masa (donde 1, es el tiempo caracteristico de variaciéon de la
velocidad de la particula y de la velocidad terminal). Es facil comprobar que dicho
parametro adimensional es pequefio comprobando cual es el orden de magnitud de
t,: si la velocidad de la particula cambia desde su valor inicial (suponiendo
velocidad inicial nula, v= 0) a };, en un tiempo 7, la estimacion del orden de
magnitud de los términos de la ecuacion (6.33) proporciona el orden de magnitud

de 7,:

PV PR, P R,
gp, H p Vv

t, (6.37)

con ello el mencionado pariametro adimensional (R, / v 1,) seria del orden p/p,, es
decir, muy pequefio para particulas pesadas. Por tanto, y como se queria
demostrar, el movimiento del fluido alrededor de la particula puede considerarse
casi estacionario si p/p,- (R,"/ v t,) << 1. Entonces, si se consideran las variables

adimensionales v, = v/V, y t,= t/t, la la ecuacion (6.33) queda

2 dv

—fa =]—v 6.38
9 dt “ (©.38)

aq

cuya solucion st la particula parte del reposo es
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(6.39)

En el caso de un movimiento no estacionario, como ocurre si Pp=p,la

solucion (6.39) deja de ser valida porque, como ya se ha mencionado, para hallar
la fuerza de resistencia habria que retener en la ecuacién de cantidad de
movimiento la aceleracion local del fluido, la flotabilidad y la fuerza de inercia
asociada a la aceleracioén del sistema de referencia respecto al que se describe el

movimiento del fluido.

6.4. Adimensionalizacién de las ecuaciones de movimiento

La adimensionalizacion de la ecuacion (6.6) es necesaria, para
posteriormente ser resuelta computacionalmente (Anexo II) de modo que se
puedan obtener los resultados de los capitulos 8, 9 10. Para ello hay que definir
los parametros adimensionales adecuados. Es conveniente hacer notar que todas
las variables, parametros y ecuaciones que han aparecido hasta este momento en
la Tesis han sido expresadas en forma dimensional, salvo aquellos casos puntuales

en los que se ha indicado expresamente.

Para distinguir las variables dimensionales de las correspondiente variables
adimensionales, se va a incluir en la notacién de las dimensionales el superindice

-asterisco. Con esta notacién la ecuacion (6.6) se escribe:

m’, ——d;dt(,’ ) —mig" +6aR [ (%07 ) =57 (1")] (6.40)
Davila & Hunt (2001) [1] probaron que para describir la interacciéon de
pequefias particulas esféricas con flujos vorticales, si el nimero de Reynolds de
las particulas es pequefio, bastan dos parametros adimensionales: un parametro

gravitacional y un parametro inercial.
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Parametro gravitacional: Velocidad terminal adimensional de caida en fluido en reposo ( Vi)

Es la relacién entre la velocidad terminal de caida en fluido en reposo

(V. y la mdxima velocidad en el flujo vortical (Uy").

_ V. _2p,Rg  mg
U owUs R

(6.41)

Parametro inercial: Nomero de Stokes (Si)

El numero de Stokes representa la relacion entre el tiempo que tarda la
particula en modificar su velocidad de manera apreciable que es el tiempo de
respuesta viscosa de las particulas (1, ) y el tiempo caracteristico de variacion de
las condiciones del medio fluido circundante a la particula conocido como tiempo
de residencia caracteristico del flujo (t,). Otra interpretacion fisica de este
parametro es que proporciona una medida del orden de magnitud relativo entre la
inercia de la particula y el efecto combinado de las fuerzas de gravedad y de

resistencia:

S, =-£ (6.42)

Como el efecto directo de la inercia de la particula es limitar la respuesta
de la velocidad de la particula a los rapidos cambios en la velocidad local del
fluido, esto debe caracterizarse identificando una escala de tiempo de relajacion
del movimiento relativo, es decir, e/ tiempo de respuesta viscosa de las particulas
(z',,'), que para una esfera de Stokes segun Clift et al. (1978) [102] es:

Ly v _20RY iy Ay

T/) = ” - . . - . - - . (6.43)
6 7R 1 g Qu 18v’p 18v

donde f es la relacion entre las densidades de la particula (p,) y del fluido (p0°),

d,; es el diametro de la particula y v° es la viscosidad cinematica del fluido. En
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funcién de este parametro, la ecuacion (6.40) puede escribirse en la forma en que

se utilizara para la obtencién de la férmula de tiempo de escape en el capitulo 8:

=I7,’+z'i‘—v (6.44)

SiL)y Up son la longitud y velocidad caracteristicas del campo de flujo
respectivamente, 7, = L, /U, es el tiempo de residencia caracteristico del flujo y
el efecto de la inercia de la particula vendrd determinado por el tiempo de
relajacién adimensional que es precisamente el nomero de Stokes. Por tanto, si el

numere de Stokes es muy pequefio, la inercia de la particula puede ser

despreciada.
. r.U;
S, =—%=-22 (6.45)
T’ LO

En el caso de vértices, los parametros caracteristicos para describir el
movimiento en forma adimensional son: 7, Uo‘ y R,". Para el vortice Rankine y el
vortice Kaufmann (objeto de estudio en esta Tesis) —que son vortices con

velocidad puramente tangencial-:

e Ly =R, esdecir, el radio tipico del vértice. (6.46a)
e U, =1"/R, es decir, la velocidad méaxima. (6.46b)
e R =I"/U, (6.46¢)

Teniendo en cuenta estas consideraciones y que en vértices la velocidad de

la particula es préxima a la del fluido U, se tiene:

7 =L,/U; =R [(["/R})=R}? /" =I"[U;’ (6.47)

y-el nlimero de Stokes se puede expresar de la siguiente manera:
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- - - ° * -2 ’.2 - ‘2 .2 L J - ‘2
_ mU, Pp 37tRp U, _ AU p,A, Uy” _ P, 4, ©6.48)
" 6aR,u'L, 6aR.p V'R, 18I 18pv I I8p Vv RS
Considerando las variables adimensionales
¥x=x"/L,. t=t"U,/L,, ©v=v"/U, (6.49)
las ecuaciones de movimiento adimensionales son:
d%(r) .
— =/ (6.50a)
» (r)
ﬂ—)zi[ﬁ +ii(5€.t)—\7(t)] (6.50b)
d St
con la condicién inicial:
¥(r=0)=%, (6.51a)
we=0)=V +i(x,.t =0) (6.51b)

naturalmente asumiendo que la densidad de la particula es mayor que la densidad
del fluido y que el numero de Reynolds de la particula es pequeno. La condicién
inicial impuesta es la mas simple posible: “que las particulas estan en equilibrio
con las condiciones de flujo circundantes’. L.as ecuaciones (6.50) y (6.51) son por
tanto las utilizadas en las simulaciones numéricas realizadas en la Tesis,
concretamente en los capitulos de resultados 8, 9 y 10 mediante los programas

informaticos implementados (Anexo 1I).

Por otro lado, segiin mostraron Davila & Hunt (2001) [1], las propiedades
de pequeiias particulas en flujos con regiones de vorticidad concentrada dependen
de si las particulas son atrapadas en el interior de los vortices o no. Hay que tener

en cuenta que si las particulas estan situadas lejos de los vortices su velocidad de
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es préxima a ¥, . En este contexto se introduce un nuevo parametro denominado

niumero de Froude de la particula, que se define como:

7, T, T vz giigt? pes
F = .p =—; s - = P =7 4 ___7r g = { 6.52
Pl LV, (L) P gr ©.52)

donde 7, sigue siendo el tiempo de respuesta viscosa de las particulas, %" es el
tiempo de residencia caracteristico del flujo lejos del vértice y L,” es la longitud
caracteristica del campo de flujo similar al parametro L,” que aparece en la
definicién del nimero de Stokes. Para definir el numero de Froude de la particula
hay que tener en cuenta que la velocidad de ésta lejos del vortice es préoxima a ¥,

ynoa U, , como ya se ha indicado.
Por tanto:

- Para particulas atrapadas en el interior de vortices, su inercia viene

caracterizada por el nimero de Stokes (este es el caso de flujos turbulentos

si el tiempo que necesitan las particulas para escapar de regiones de
intensa vorticidad es mucho mayor que el tiempo de vida de esas

estructuras vorticales).

- Para particulas no atrapadas en el interior de vdrtices, su inercia se

caracteriza por el namero de Froude de la particula (como ocurre en flujos
turbulentos si el tiempo necesario para que las particulas escapen de las
zonas de vorticidad es mucho mas pequeiio que el tiempo de vida de esas

estructuras vorticales).

De las expresiones de S, y F, es facil deducir la relacion entre ambos

parametros; asi, teniendo en cuenta las ecuaciones (6.41), (6.48) y (6.52):

.2 “UV? 7,
oo V2 7,UsV, - " R— X} (6.53)
, rre I (I /Un )
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Con todo ello, resulta un sistema de ecuaciones no lineal, que debera ser

resuelto computacionalmente.

Para ello se ha utilizado un método de Runge-Kutta de cuarto orden de
longitud de paso de variable, que adapta la longitud del paso de integracién a la
pendiente de la curva en cada punto. Mas detalles sobre el método de integracion

y su implementacion informatica pueden ser consultados en los Anexos 1 y 2.

148 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Metodologia Aplicada

7. METODOLOGIA APLICADA

Inicialmente, tras analizar diversos problemas fluidomecanicos a través de
la consulta de numerosas fuentes bibliogrificas (Anilisis Bibliogrifico), se
estudiaron con mas detenimiento aquellos que suscitaban un mayor interés y que

ademas eran mas susceptibles de ser investigados.

El siguiente paso fue detectar, entre los problemas analizados, las posibles
lagunas o las posibilidades de mejorar o ampliar los resultados conocidos,
avanzando en esas lineas de investigacién. La consecuencia inmediata fue el
Planteamiento de Objetivos a alcanzar (investigar el tiempo de escape de pequefias
particulas pesadas del interior de un vértice tridimensional y estudiar la
sedimentacion de pequerias particulas pesadas en una distribucion bidimensional

de vortices repetidos periédicamente).

Tras proceder a la Recopilacion de las ecuaciones basicas de la Dinamica de
Fluidos, la teoria basica de la Turbulencia y los fundamentos tedricos de los
Vortices, se procede a la Definicion del Campo de velocidades, las Ecuaciones de

movimiento y la Adimensionalizacion.

Seguidamente, se llevan a cabo mediante simulacion numérica, las
investigaciones correspondientes al primer objetivo de la Tesis (Tiempo de Escape y
Velocidad media de sedimentaciéon en un vortice tridimensional) y al segundo
objetivo (Sedimentacion en vértices bidimensionales periédicos).

Como consecuencia de los resultados obtenidos de ambas investigaciones
realizadas se extraen unas Conclusiones que ademéas servirin como punto de

partida de propuestas de Investigaciones futuras.

Toda esta metodologia se recoge de forma simplificada en el diagrama de
flujo de la Figura 7-1.
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D

ANALISIS BIBLIOGRAFICO

POSIBILIDAD DE NO

AVANZAR EN LA
INVESTIGACION

Sl

v
PLANTEAMIENTO DE OBJETIVOS

\ 4

RECOPILACION:
- ECUACIONES BASICAS DE LA DINAMICA DE FLUIDOS
- TEORIA BASICA DE LA TURBULENCIA
- FUNDAMENTOS TEORICOS DE LOS VORTICES

DEFINICION:

- CAMPO DE VELOCIDADES
- ECUACIONES DE MOVIMIENTO
- ADIMENSIONALIZACION

ANALISIS DEL TIEMPO DE ESCAPE Y ANALISIS DE LA SEDIMENTACION
DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION DE PARTICULAS

DE PARTICULAS EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS
DE UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

CONCLUSIONES

!

PROPUESTA DE INVESTIGACIONES FUTURAS

FIN

Figura 7-1: Diagrama de flujo general de la Metodologia.
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7.1. Metodologia aplicada para el anilisis del Tiempo de Escape y de
la Velocidad media de Sedimentacién de particulas de un vértice
tridimensional

7.1.1. Metodologia para el anilisis del Tiempo de Escape

En este primer objetivo de la Tesis (Tiempo de escape), ha sido necesario
elaborar nuevos programas informaticos a medida que se ha ido necesitando para

resolver o llevar a cabo el anilisis de cada una de las etapas de su metodologia.

Asi, primero se obtienen numéricamente las Trayectorias de las particulas.
Para ello, se ha procedido a la integracién de las ecuaciones de movimiento
mediante un método de Runge-Kutta -de cuarto orden de longitud de paso de
variable-. Para cada particula se ha introducido en el programa informaitico
elaborado su posicién y velocidad inicial, de modo que es posible obtener su
posicion en cualquier instante de tiempo posterior. La representacién grafica de
las posiciones de las particulas a lo largo de tiempo permite visualizar las

trayectorias y sus caracteristicas.

Al mismo tiempo se calculan los Puntos de Equilibrio del sistema dinamico
definido por las ecuaciones de movimiento (en proyeccién sobre el plano
perpendicular al eje del vértice: un foco inestable y un punto de silla) y se deduce
de un modo analitico la escala de Longitud caracteristica del problema. Ello conduce
a la obtencién de la Trayectorias Limite (trayectorias que parten del punto de silla y

que no pueden ser atravesadas por particulas cayendo desde encima del vértice).

A continuacién, se formula un criterio preciso para considerar si una
particula ha escapado del vértice o no (Criterio de escape). Este se ha fijado a la
vista dé la representacién grafica de las trayectorias generales de las particulas y
de las trayectorias limite, teniendo en cuenta los puntos de equilibrio y la region

de captura del vértice.
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Luego se realiza la Obtencién numérica del Tiempo de escape, que se obtiene
numéricamente mediante un algoritmo informatico que, dada la posicién inicial de
la particula y fijados los valores de los parametros que influyen en el problema,
proporciona el tiempo que tarda la particula en escapar segin el criterio
anteriormente mencionado. Al mismo tiempo se lleva a cabo el Anilisis de la
influencia de variables. Para ello, se varia en el programa los valores de las variables
con lo que es posible determinar la influencia que cada uno de ellos tiene en el

Tiempo de escape.

Paralelamente a la obtencion numérica del Tiempo de escape, se obtiene
una Férmula analitica tedrica para el mismo. Esto se realiza a partir de la ecuacion
de movimiento de las particulas escrita en la forma (6.44), de la que se despeja la
velocidad y se evalua la derivada de la velocidad respecto al tiempo utilizando la
aproximacion de Maxey &Corrsin (1986) [12]. De la expresion resultante se ha
deducido la velocidad con la que las particulas inerciales escapan del vortice e
introduciendo las escalas de longitud y tiempo caracteristicas del problema se ha

obtenido la formula buscada.

El siguiente paso ha sido comparar los resultados numéricos con los obtenidos
mediante la formula, para lo que se ha desarrollado nuevas rutinas informaticas que
comprueban su validez. La comprobacion numérica se realiza promediando los
valores del tiempo de escape para un elevado numero de particulas
equidistribuidas tomadas en la regiéon de captura del vortice. Para obtener ese
mallado de particulas, se han integrado analiticamente las ecuaciones diferenciales
que definen la trayectoria limite y la ecuacion algebraica obtenida se ha resuelto
mediante un proceso iterativo, ya que no es posible resolverla analiticamente. Se
ha comprobado la coincidencia de los resultados obtenidos mediante la férmula
con los obtenidos computacionalmente y a la vista de los mismos se ha

determinado la Validez de la férmula.

Finalmente se realiza una Aplicacion de la formula del tiempo de escape a un

caso practico. Todo el proceso se esquematiza en la Figura 7-2a.
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ANALISIS DEL TIEMPO DE ESCAPE DE
PARTICULAS DE UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

OBTENCION DE LAS TRAYECTORIAS DE PARTICULAS CALCULO DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO'Y
DEDUCCION DE LA LONGITUD CARACTERISTICA

v

TRAYECTORIAS LIMITE

FORMULACION DEL CRITERIO DE ESCAPE

A 4

OBTENCION NUMERICA OBTENCION ANALITICA
DEL TIEMPO DE ESCAPE Y ANALISIS DE LA FORMULA DEL
DE LA INFLUENCIA DE VARIABLES TIEMPO DE ESCAPE

vy—
COMPARACION DE LOS RESULTADOS
NUMERICOS CON LA FORMULA TEORICA

\ 4
| VALIDEZ DE LA FORMULA j

A 4

APLICACION DE LA FORMULA DEL TIEMPO DE
ESCAPE A UN CASO PRACTICO

Figura 7-2a: Diagrama de flujo de la metodologia para el
ansilisis del tiempo de escape de particulas de
un vértice tridimensional.
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7.1.2. Metodologia para anilisis de la Velocidad media de sedimentacién

Analizado el Tiempo de escape, se investiga su relaciéon con la Velocidad
media de sedimentacion. Para ello se implementa un algoritmo informatico que
calcula dicha velocidad para un nimero de particulas suficientemente grande

(~500) equidistribuidas en la region de captura del vortice.

El primer paso es pues la obtenciéon del Mallado de particulas, que se realiza
de la misma forma que en el apartado 7.1.1., es decir se obtienen las ecuaciones
diferenciales que determinan la trayectoria limite, se integran analiticamente
dichas ecuaciones diferenciales, dando lugar a su ecuaciéon algebraica y esta
ecuacion se resuelve mediante un proceso iterativo. Una vez calculado los valores

limite de la malla, el mallado de particulas se obtiene de un modo computacional.

Ante la imposibilidad de desarrollar una formulacion tedrica similar a la
del Tiempo de escape, se ha realizado un Calculo numérico de la velocidad media de
sedimentacion, mediante la implementacion de la correspondiente rutina
informatica. Dicha rutina calcula para cada particula la diferencia entre su altura
inicial y su altura final (integrando la ecuacion de movimiento), divide el
resultado entre el tiempo transcurrido y promedia ese valor para todas las
particulas de la malla tomadas en la region de captura. El tiempo transcutrrido
tiene que ser el suficiente como para que las particulas hayan escapado del vortice
y su velocidad haya alcanzado ya el valor asintético; ya que no es posible
conocerlo a priori, hay que estimar su magnitud. Ello se ha llevado a cabo
tomando un primer valor de ¢ con el que se ha calculado una primera
aproximacion de <V>, después se ha tomado un segundo valor de ¢ que ha sido el
doble del anterior para calcular un nuevo valor de <V_> y asi sucesivamente hasta
que la diferencia relativa entre dos valores consecutivos de <V> ha sido menor

que una cota previamente establecida.

A continuacién, se ha realizado la Representacion grafica de la velocidad media
de sedimentacion frente al tiempo de escape promedio en escala logarittmica para los

mismos valores del didmetro de la particula.
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Por ultimo, a la vista de la mencionada representacién grifica ha sido
posible establecer una relacién entre la velocidad media de sedimentacion y el tiempo de
escape promedio: para particulas suficientemente pequeiias la representacién
grafica en escala logaritmica resulta ser una linea recta, de modo que obteniendo
la ecuacion algebraica de dicha recta se llega a una relacién numeérica. La secuencia

de todo el proceso es la del diagrama de flujo de la Figura 7-2b.

ANALISIS DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION
DE PARTICULAS DE UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

MALLADO DE PARTICULAS:

- ECUACIONES DIFERENCIALES QUE DETERMINAN LA TRAYECTORIA LIMITE

- INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA TRAYECTORIA LIMITE Y
OBTENCION DE SU ECUACION ALGEBRAICA

- SOLUCION DE LA ECUACION ALGEBRAICA DE LA TRAYECTORIA LIMITE

- MALLADO DE PARTICULAS

CALCULO NUMERICO
DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION

l

REPRESENTACION GRAFICA
DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION
FRENTE AL TIEMPO DE ESCAPE PROMEDIO

l

OBTENCION DE LA RELACION ENTRE
LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION Y
EL TIEMPO DE ESCAPE PROMEDIO

GELACION NUMERICA)

Figura 7-2b: Diagrama de flujo de la metodologia para el
andlisis de la velocidad media de sedimentacién
de particulas de un vértice tridimensional.
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7.2. Metodologia aplicada para el anilisis de la Sedimentacion de

particulas en vértices bidimensionales periédicos

En el caso del segundo objetivo de la Tesis (sedimentacion de particulas en
disposicién periédica bidimensional de vortices), se desarrollan unas rutinas
informaticas que realizan la Simulacion de los vortices repetidos periédicamente,
proporcionando el campo de flujo tanto en el caso de que todos giren en el mismo
sentido como en el caso de que cada par de vortices consecutivos giren con sentidos

altemados segun el caso a analizar.

En ambos casos mencionados el método ha sido anilogo y de un modo
paralelo se han ido implementando de un modo secuencial las subrutinas
informaticas a medida que ha sido necesario. Se comienza con el Analisis de las
trayectorias de las particulas. Para obtenerlas se ha realizado la integracién de la
ecuacion de movimiento de las particulas de la misma manera que se describi6
para el analisis del tiempo de escape (apartado 7.1.1); asi se obtiene para cada
particula su posicién en cada instante de tiempo, con lo que es posible visualizar
sus trayectorias y analizar sus principales caracteristicas. Para las particulas
inerciales se investiga la existencia de zonas de acumulaciéon de particulas y de
zonas vacias en las que para un tiempo suficientemente grande no va a encontrarse

ninguna particula, analizando las implicaciones practicas que ello puede suponer.

Seguidamente se estudia si las particulas sedimentan en estos campos de
flujo mas o menos rapidamente que en fluido en reposo, calculando la velocidad
media de sedimentacion (Investigacion del incremento de la velocidad media de
sedimentacion respecto al caso de fluido en reposo). Para obtener dicha velocidad, se
ha tomado una malla de particulas equidistribuidas situadas todas en una misma
altura y se ha promediado el valor final de la velocidad al que tienden
asintéticamente (procedimiento analogo al detallado en los apartados 7.1.1. y
7.1.2). Comparando esta velocidad con la velocidad terminal de caida de las
particulas, es posible determinar si las particulas sedimentan en estos campos de

flujo mas rapidamente que en el caso de fluido en reposo.
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Después se realiza el Anilisis de la Influencia de la inercia de las particulas en la
velocidad media de sedimentacién, calculando dicha velocidad mediante el
procedimiento del apartado 7.1.2. para distintos valores de inercia de particulas.

Por ultimo, comparando los resultados obtenidos de la influencia de la
inercia de las particulas con los conocidos para turbulencia is6étropa, se ha
considerado la posibilidad de acoplar el campo de flujo desarrollado en la Tesis
con alguno existente, planteando la Posibildad de Aplicacion a Modelo Lagrangiano de
sedimentacioén y dispersion de particulas en flujos turbulentos que pueda desarrollarse

en futuras investigaciones. En la Figura 7-3 se refleja el proceso seguido.

VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS

v v

@SIS DE LA SEDIMENTACION DE PARTICULAS EN

SIMULACION DE VORTICES GIRANDO SIMULACION DE VORTICES GIRANDO

EN EL MISMO SENTIDO CON SENTIDOS DE GIRO ALTERNADOS

ANALISIS DE TRAYECTORIAS DE PARTICULAS ANALISIS DE TRAYECTORIAS DE PARTICULAS
INVESTIGACION DEL INCREMENTO DE LA INVESTIGACION DEL INCREMENTO DE LA

VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACION

RESPECTO AL CASO DE FLUIDO EN REPOSO RESPECTO AL CASO DE FLUIDO EN REPOSO
ANALISIS DE LA INFLUENCIA DE LA ANALISIS DE LA INFLUENCIA DE LA
INERCIA DE LAS PARTICULAS INERCIA DE LAS PARTICULAS

POSIBILIDAD DE APLICACION
A MODELO LAGRANGIANO
DE SEDIMENTACION Y DISPERSION
DE PARTICULAS EN FLUJOS
TURBULENTOS

POSIBILIDAD DE APLICACION
.A MODELO LAGRANGIANO
DE SEDIMENTACION Y DISPERSION
DE PARTICULAS EN FLUJOS

Figura 7-3: Diagrama de flujo de la metodologia para el
anélisis de la sedimentacién de particulas en
vértices bidimensionales periédicos.
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7.3. Material de investigacion

Para llevar a cabo las investigaciones realizadas en esta Tesis Doctoral se

ha utilizado como equipo principal un ordenador con las siguientes caracteristicas:

Procesador PENTIUM IV a 2000 Ghz.
Disco duro de 40 GB.

512 MB de memoria RAM.

Monitor color 177",

Tarjeta grafica ATI 32 MB.

Modem 56 Kb.

Asimismo se ha hecho uso del siguiente software:

Sistema operativo Windows XP, version 2000 (de Microsoft

Corporation®©).

Lenguaje de programaciéon Borland C++, version 5.02 (de Borland

International, Inc.©).

Lenguaje de programacion Matlab, version 6.5 (R13) (de The
MathWorks, Inc.©).

Programas informaticos de elaboracion propia implementados en C++
(Anexo II).
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Vortice Rankine

8. VORTICE RANKINE

Como se ha indicado en el apartado 5.2. de la Tesis (Vortices objeto de
estudio) se decide estudiar en primer lugar el vértice Rankine por ser un modelo
con una formulacién relativamente simple y comiinmente utilizado en el 4mbito
de las simulaciones numéricas. Ya se ha comentado que la utilizacién de otros
modelos con componentes radiales o axiales de la velocidad supondria un
importante incremento del tiempo de computacién y una complicacién innecesaria

para la obtencion de los objetivos propuestos.

Dichos objetivos, como ya se ha descrito son: por una parte la obtencién
del Tiempo de Escape de particulas de un vortice tridimensional y la Velocidad
media de Sedimentacion de particulas de dicho virtice tridimensional y por otra
parte el Andlisis de la Sedimentacion de particulas en wuna disposicion

bidimensional de vértices repetidos periédicamente.

Para alcanzar estos dos objetivos se ha empleado la ecuacién de
movimiento (6.40) y su expresion equivalente en forma adimensional (6.50) y se

ha seguido la metodologia descrita en los apartados 7.1. y 7.2. respectivamente.

8.1. Analisis del Tiempo de Escape de particulas de un vértice

tridimensional

El procedimiento seguido es el del diagrama de flujo de la Figura 7-2a de
la Tesis. Por un lado se obtienen las trayectorias de las particulas y se estudia la
influencia de la inercia de las mismas, observando sus caracteristicas mas
importantes. Por otro lado se calculan los puntos de equilibrio del sistema
dindmico definido por las ecuaciones de movimiento y se deduce la longitud
caracteristica del problema, lo que conduce a la obtencién de las trayectorias
limite. La determinacién de las trayectorias generales de las particulas y de las
trayectorias limite conlleva a la formulacién del criterio de escape, que establece

cuando una particula ha escapado del voértice. Ello permite por una parte la
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obtencion numérica del Tiempo de escape de las particulas y el andlisis de la
influencia sobre el mismo de diversas variables y por otra parte a la obtencion
analitica de una férmula para el Tiempo de escape. A continuacion se lleva a cabo
la comparacién de los resultados numéricos con la formula tedrica desarrollada, lo
que conduce a determinar el rango de validez de la misma. Por dltimo, se aplica la

formula del Tiempo de escape a un caso practico.

8.1.1. Obtencién de las Trayectorias de particulas

Dichas trayectorias se obtienen, integrando numéricamente las ecuaciones
de movimiento (6.50) junto con las condiciones iniciales (6.51). Esto se ha
realizado con los programas informaticos de elaboracion propia ligtravoin_s_i
(trayectorias de particulas sin inercia) y ligtraveoin (trayectorias de particulas con
inercia) cuyos listados se recogen en el Anexo II, a los que se les ha ensamblado
las funciones rank (calculo del campo de velocidades del vértice Rankine),
Juncs3.c (que recoge funciones necesarias para el funcionamiento de los
programas implementados) y el programa rgk_vect.c (que realiza la integracion de

las ecuaciones de movimiento mediante €l método de Runge-Kutta).

Tanto estos programas informaticos mencionados como todos los demas

utilizados en esta Tesis:

a Realizan los céalculos en forma adimensional, ya que ha sido
necesario escribir las ecuaciones de movimiento en forma
adimensional para poder realizar su integracion numérica. Ademas,
de este modo se pueden obtener las leyes de escala generales de los

procesos estudiados, en lugar de casos particulares.

o La simbologia empleada en las rutinas informaticas difiere en
algunos casos de la empleada en la Tesis por la imposibilidad de
introducir en el compilador empleado los signos con que se
representan algunas variables (como es por ejemplo el caso de las

letras griegas). Por esa razén se incluye también en el Anexo II un
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apartado de simbologia donde se relacionan los signos que aparecen

en los listados de los programas con las correspondientes variables

de la Tesis.

0 En los casos de ausencia de inercia de la particula (S,=0), la fuerza
de arrastre del fluido sobre la particula compensa en cada instante la
fuerza debida a la gravedad. De ahi, que la ecuacién de movimiento
se reduce a que la fuerza neta sobre la particula es cero. En forma
adimensional, esto implica que el primer miembro de la ecuacién
(6.50b) desaparece y la trayectoria de la particula queda determinada
por la especificacion de la posicion inicial de la particula y por la

&(e)

dr

solucién de: =v()=", +i(%,t); donde #(¥,t) representa el

campo de velocidad generado por la contribucién de todos los

vortices y es simulado por el programa informatico.

a En los casos en los que existe inercia (S, > 0), el movimiento de la
particula estd determinado por las ecuaciones (6.50) con todos sus
términos y ademas hay que especificar junto con las posiciones
iniciales de las particulas sus velocidades iniciales. Para obtener
estas velocidades iniciales se impone la siguiente condicién. “la
particula esta en equilibrio con el campo de flujo circundante” y es
calculada por el propio programa informatico. Dicho de otro modo,
la velocidad inicial de la particula se obtiene mediante la
superposicién de los campos de flujo inducidos por los voértices que
la rodean. Como en este caso son vortices Rankine, cada campo de

flujo viene dado por la ecuacién (4.62).

Los datos de partida a introducir en los programas ligtravoin s_i y

ligtravoin son:
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v, = velocidad terminal adimensional de caida en fluido en reposo.

S; = numero de Stokes (s6lo cuando existe inercia).

tita = angulo 0 que forma el eje del vortice con la direccion de la gravedad = /4.

chi = angulo de precesion @ para transformar las coordenadas al sistema
ligado al vortice = 0.

hini = paso de integracion inicial para el método de Runge-Kutta = 0, 1.

delta = error maximo en la integracion numérica = 107.

Y/] = posiciones iniciales de las particulas (tridimensional) = xo, yo, Zo
y velocidades iniciales de las particulas (cuando existe inercia).

tfin = instante de tiempo final para la integraciéon numerica.

Tal como se indicé en el apartado 6.4. (adimensionalizacion) para describir
las trayectorias es decir la interaccion de las particulas con el flujo vortical bastan
dos parametros que son: V, (la velocidad terminal de caida en fluido en reposo

adimensional) y S; (el numero de Stokes).

Particulas sin inercia

En el programa informatico ligtravoin_s_i (de calculo de trayectorias de

particulas sin inercia), se introducen los siguientes datos de partida:

V, = 0,5.
S; = 0.
tita = 0O=mn/4.
chi = 0.
hini = 0.1.7
delta = 107",
Y/] = posiciones iniciales de las particulas = x¢, yo, zo (Tabla 8-1).
tfin = 200.
TABLA 8-1. Posiciones iniciales de las particulas (sin
inercia), caso del vortice Rankine
Xo Yo Zy
1 0 300
3 0 300
5 0 300
-7,5 10 300
-5 10 300
-2,5 10 300
0 10 300
2.5 10 300
5 10 300
7.5 10 300
10 10 300
12,5 10 300
15 10 300
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Seguidamente, se ejecuta el programa obteniéndose como resultado para
cada particula los valores de “x, y, 2 que definen su posicién en cada instante de
tiempo (¢) posterior (Tabla 8-2).

TABLA 8-2. Posiciones de las particulas para cada instante de
tiempo (sin inercia) , caso del vértice Rankine

Xo Yo Z z X y z

0,100000| 1,498247 0,056935 | 299,964645
0,484945| 1,458633 0,274231 | 299,828546
1.5 0 300 |0,879887| 1,362662 0,488993 | 299,688913
1,255312 1,217102 0,677736 | 299,556180

0,100000 | 2,999754 0,024645 299,964645
0,600000| 2,991113 0,147889 299,787868
3 0 300 |1,518297| 2,942585 0,374497 299,463201
2,442065| 2,848913 0,602940 299,136599

0,100000| 4,999988 0,003106 299,964645
0,600000| 4,999570 0.018642 299,787868
5 0 300 |3,100000| 4,988454 0,096995 298,903984
3,518000| 4,985105 0,110304 298,756199

0,100000| 4,984104 9,972591 299,964645
0,600000| 4,903931 9,835836 299,787868
5 10 300 |3,100000| 4,484437 9,159382 298,903984
3,518000] 4.411015 9,047469 298,756199

0,100000| 7,487269 9,974197 299,964645
0.600000 | 7,423246 9,845586 299,787868
7,5 10 300 |3.100000( 7,093461 9,213034 298,903984
3.518000| 7.036663 9,109052 298,756199

0,100000| 9,990045 9,974607 299,964645
0,600000] 9,940123 9,848024 299,787868
10 10 300 |[3,100000| 9,686849 9,224901 298,903984
3,518000| 9.643902 9,122365 298,756199

Fuente: Programa informatico “ligtravoin_s_i ” de claboracién propia.

La representacién grafica de esos valores obtenidos proporciona las
trayectorias de las particulas sin inercia (Figura 8-1). Dicha representacion se
puede llevar a cabo con cualquier programa grafico informitico, en esta Tesis se
ha utilizado el Matlab.
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Figura 8-1: Trayectorias (adimensionales) de particulas sin
inercia (S, = 0), para vortice Rankine.

En esta Figura 8-1, puede apreciarse como para particulas sin inercia
(S,=0) algunas de ellas quedan atrapadas en el vortice, describiendo trayectorias
cerradas. Ademas, se puede observar que la vista mas significativa es la
correspondiente al plano XY. Ello es 16gico si se piensa que con el propoésito de
ver si una particula ha escapado o no del vortice, o de observar si sigue
trayectorias cerradas, la mejor opcion es dirigir la visual a lo largo del eje del
vortice, es decir, ver las proyecciones de las trayectorias sobre un plano
perpendicular al eje del mismo o plano XY. No obstante, las otras vistas resultan
ser una informacion complementaria de indudable interés, puesto que no hay que
olvidar que se trata del estudio de un caso tridimensional. El estudio del

movimiento de las particulas en torno a vortices con simetria axial se simplifica
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mucho proyectando las trayectorias sobre un plano perpendicular al eje del vértice

y considerando la componente de la velocidad terminal perpendicular a dicho eje
L LI . ! . .
(V, -dimensional-, ¥, -adimensional-), donde @ es el 4ngulo de inclinacién del

‘vértice (que coincide con el dngulo de nutacién descrito en el apartado 5.1.):

V," =V sen6 (8.1a)
V,' =V, senf (8.1b)
Particulas sin inercia

Anilogamente, se procede a introducir los datos de partida en el programa

informatico ligtravein (de célculo de trayectorias de particulas con inercia):

Vi = 0,5.

S = 0,5.

tita = 6=mn/4.

chi = 0.

hini = 0,1.

delta = 107

Y/] = posiciones iniciales de las particulas = x_ yo, zo (Tabla 8-3)
y velocidades iniciales (calculadas por el programa).

tfiin = 200.

TABLA 8-3. Posiciones iniciales de las particulas
(con inercia), caso del vértice Rankine

Xo Yo Z
0.5 0 300
i 0 300
2 0 300
3 0 300
5 0 300
7,5 10 300
-3 10 300
2,5 10 300
] 10 300
2,5 10 300
5 10 300
7.5 10 300
10 10 300
12.5 10 300
13 10 300

Seguidamente, se ejecuta el programa obteniéndose como resultado para
cada particula los valores de “x, y, z” que definen su posicién en cada instante de

tiempo (7) posterior (Tabla 8-4).
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TABLA 8-4. Posiciones de las particulas para cada instante de
tiempo (con inercia) , caso del vortice Rankine

Xo Yo 7y t X Y z

0,100000| 0,999795 0,064641 299,964645
0,277379 | 0,995992 0,179127 299,901932
1 0 300 (0,460230| 0.983247 0,296220 299,837284
0,665883 | 0,953976 0,425246 299,764575

0,700000 | 2,999984 0,024645 299,964645
0,409878 | 2,999067 0.101001 299.855086
3 0 300 (0,717089 | 2,995616 0,176632 299,746471
1,066802 ( 2,987390 0,262559 299,622829

0,100000| 4.999999 0,003106 299964645
0,600000 | 4,999869 0.018637 299,787868
5 0 300 |1,144332| 4,999266 0.035548 299,595417
1,804476 | 4,997684 0.056076 299,362021

0,100000] 4.984126 9972582 | 299.964645
0.597965 | 4.904836 9.836150 | 299.788787

5 10 | 300 |1.,074299| 4.828267 9.705949 | 299.620178
1.649822 | 4.734482 9.549163 | 299.416700
0,100000 | 7.487281 9974184 | 299,964645

0,600000 | 7.423554 9,845249 299,787868
7,5 10 300 (1,132850| 7.355180 9,708351 299,599477
1,770569 | 7,272511 9,545431 299,374009

0,100000 | 9,990049 9,974596 299,964645
0,600000 | 9,940245 9,847708 299,787868
10 10 300 |1,139143| 9,886357 9,711371 299,597252
1,785921 9.821378 9,548701 299,368582

Fuente: Programa informatico “ligtravoin > de elaboracion propia.

La representacion grafica de estos valores con Matlab proporciona las
trayectorias de las particulas con inercia (Figura 8-2). En ésta, se aprecia que al
tener las particulas inercia (5,>0), ninguna de ellas queda atrapada en el vortice ni
describe trayectorias cerradas debido a la accién de la fuerza inercial centrifuga
(Maxey & Corrsin, 1986) [12] sino que son arrastradas hacia fuera gradualmente
(Fung, 2000) [11]. Fisicamente, el efecto de la inercia de la particula es limitar su
respuesta a los cambios en la velocidad local del fluido y por tanto producir un
retardo de fase entre ambos. Si la inercia es grande la particula responde solo
suavemente a cambios en el campo de flujo y la escala de tiempo -en la cual el

campo de flujo alrededor de la particula cambia- es corta para ser mas efectivo.
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Figura 8-2: Trayectorias (adimensionales) de particulas con

inercia (S, = 0,5), para vortice Rankine.

Como ya se ha indicado, se ha realizado un analisis con variables

adimensionales porque de este modo es posible la integracién numérica de las

ecuaciones de movimiento y la obtenciéon de leyes generales en lugar de casos

‘particulares. No obstante, es interesante hacer notar que por supuesto existe un

total paralelismo entre los calculos y resultados adimensionales con sus

‘correspondientes dimensionales. Asi, por ejemplo, para la Figura 8-2 en la que se

ha tomado para los parametros adimensionales los valores V/=0,5 y $/~0,5 se

pueden obtener del siguiente modo las correspondientes variables dimensionales:

¥ DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS

L] » L) . V I".
v Y VR oy 82)
‘u;, I R;
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B U(;Vv‘o B F.I/‘.
‘TR g R’

.R.z
= V‘ — Slg v

S { -
I

(8.3)

Como el valor de V,' obtenido mediante ambas expresiones debe ser el
mismo, igualando las expresiones (8.2) y (8.3) se obtiene la relacién existente

entre las variables del problema:

* L] ‘2 - .3
I/II: — Slg .Rv — r‘ = g Sle (8.4)
R’ r v,

es decir, dados los valores concretos ¥~=0,5 y S~=0,5, éstos corresponden a toda

una variedad de posibles combinaciones de R,S. I'' y V;'. Algunas de esas

combinaciones son las que se muestran en la Tabla 8.5:

TABLA 8-5. Variables dimensionales correspondientes a las
adimensionales tomadas en la Figura 8-2

RS Ir* v, V. S

(m) (m’/s) (m/s)
0,0005 | 0,000035000 | 0,03500000 0,5 0.5
0,0050 | 0,001106797 | 0,11067972 0,5 0.5
0,0080 | 0,002240000 | 0,14000000 0,5 0,5
0,0100 | 0,003130495 | 0,15652476 0,5 0.5
0,0800 | 0,070835020 | 0,44271887 0.5 0.5
0,1000 | 0,098994949 | 0,49497475 0,5 0,5

Por tanto, siempre es posible “traducir” las variables y resultados

adimensionales a sus correspondientes dimensionales y viceversa.

Una cuestion que podria plantearse en este momento, es qué influencia
tendrian sobre las conclusiones que se han extraido de las trayectorias de las
particulas el haber tomado unas posiciones iniciales diferentes de las indicadas en
las tablas 8-1 y 8-3, ya que en las mismas se han mantenido fijas las coordenadas

6y, €69

Z”’ iniciales variando la “x”’.
y'y
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Es evidente que tomar una coordenada “z” inicial diferente no tiene
ninguna trascendencia sobre las trayectorias, ya que eso sélo supone tomar
particulas en otro plano perpendicular al eje del vértice. Ello se muestra con
claridad en la Figura 8-3, en la que se han tomado para los valores iniciales de las
coordenadas “x” e “y” los mismos que para la Figura 8-2 y se ha variado la
coordenada “z” desde el rango 300-250 al 1000-950. Puede observarse que en

ambas figuras las trayectorias de las particulas son “completamente idénticas”.
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Figura 8-3: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia (S, = 0,5) para otro valor inicial de la
coordenada “z” (caso del vértice Rankine).
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La influencia de la coordenada “y” se muestra en la Figura 8-4, en la que
se han tomado los mismos valores de “x” y “z” que en la Figura 8-2 y se ha

variado la coordenada “y” inicial de las particulas (valores de 50, 30, 10, 5 y 0).

[ |
yu =50 Yo=30 yo=15 »o=95 Yu=0

Figura 8-4: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia (S, = 0,5) para varios valores iniciales de la
coordenada “y” (caso del viortice Rankine).

En dicha Figura 8-4 se observa que la forma general de las trayectorias es
semejante para todos los valores iniciales de la coordenada “y” inicial, la unica
diferencia es que a mayor “y” inicial mas amplio es el “rodeo” que da la

trayectoria alrededor del vortice.
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8.1.2. Cilculo de los Puntos de equilibrio y Deduccién de la Longitud

caracteristica

Los puntos de equilibrio del sistema son los puntos donde el movimiento
de las particulas esti detenido, en el sentido de que las particulas podrian
permanecer alli en reposo, es decir su velocidad y aceleracién son nulas:

&' [dt" =dv[dt" =0.

La posiciéon de los puntos de equilibrio en un vértice irrotacional para
cualquier valor de la relacién de densidades 8 (p,/p) y de la velocidad terminal de
caida adimensional V; fue obtenida por Raju & Meiburg (1997) [122], asi pues
para 8 >1 (p,>p) -como es el caso de esta Tesis- la posicién de los puntos de
equilibrio para la proyeccion del movimiento sobre el plano XY perpendicular al

eje del vortice se obtiene de:

— %

v, +ii'(f’ )=0 8.5)

Sustituyendo en la ecuacién (8.5), el campo de velocidades del vértice
Rankine -definido por las ecuaciones (4.63 a,b,c)- y desdoblando en dos

ecuaciones escalares, se tiene que:

—x‘? Y Ey,2 =0 = y,=0 (8.6a)
£ E
Q. »
—V, senf + .ZXE 5 =0 (8.6b)
1+ 58 Ve
R:? R)?

\ 4 \4

Sustituyendo (8.6a) en (8.6b) y realizando operaciones algebraicas se
obtiene la siguiente ecuacién de segundo grado

(V. sen@)x;’ — R;? ;. + RV, senf =0 (8.7)

cuya solucién viene dada por
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. RQ £ \[RQ" 4RV, *sen’0

X, = s (8.8)
' 2V, sen@

La ecuaci6n (8.8) no tiene solucion real si R’ Q27 —4R.’V,'*sen’6 < 0.

. . - . » 2 . -
Si R.'€2°? —4R.°V,?sen’@ >0 tiene dos soluciones reales:

o o 4v, Zsenzg
A —J]"'z — R}V, ’sen’0

YE1 = 2V sen0 - V' send ¢
R’
o +\/_(_)‘2 4V, ?sen’0 *’sen20
. _ I+ VI =RV, 2sen’@
Xp2 = v sene V- send (8.10)
R:
donde:
x;, = abscisa del punto de equilibrio 1.
x,, = abscisa del punto de equilibrio 2.
€° = doble de la velocidad angular del vértice.
V" = velocidad terminal de caida en fluido en reposo.
[ angulo que forma el eje del vortice con la gravedad = 7/4.
R; = radio del vortice.
I"* = circulacion del vortice.

El anico parametro que no ha sido utilizado hasta ahora es Q°, que se

obtiene a partir del radio del vortice (R.) y de la circulacién (/") mediante la
ecuacion (4.55). También se ha hecho uso de la ecuacién (8.1) que relaciona ¥V,

)
con V,

Es obvio que en el espacio tridimensional estos puntos de equilibrio serian

en realidad unas “lineas de equilibrio” paralelas al eje del vortice. La distincion
entre el punto de equilibrio J?Z;l y 2;52 estriba -sin entrar en detalles- en que el

primero es un foco inestable del sistema dinamico definido por las ecuaciones de
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movimiento (las trayectorias se alejan de €l en las dos direcciones) y el segundo es

un punto de silla (la trayectorias se acercan a €l en una de direccién principal,
alejandose en la otra).

La ecuacion (8.8) tiene una tnica solucidn si
RG22 4RV, sen’0 = I'"* — R’V *sen’0 = 0 8.11)

que seria el caso en que los dos puntos de equilibrio se condensan en un tnico
punto. De (8.11) es posible entonces deducir el radio minimo de las trayectorias
de las particulas alrededor del vértice, (R, )mn, que seria la escala de Longitud

caracteristica (L.") del problema que se esta analizando:

(R))Zin V 25en?0 =T"? = (R))min =— = L. (8.12)

Se puede relacionar la Longitud caracteristica con la distancia entre los

puntos de equilibrio, que se obtiene de las ecuaciones (8.9) y (8.10):

Xr2 —3;17 — ﬁﬂz _R:ZI/I.'Z
2 v,

(8.13)

. J?1‘52 "5‘7.1:'1 .
De (8.12) y (8.13) se deduce que cuando V,” —0, ——2—-—>Lc

El desarrollo realizado para obtener los puntos de equilibrio y la longitud
caracteristica Lc‘ podria haberse realizado de un modo andlogo en términos de

variables adimensionales, tal como se describe a continuacién.

Los puntos de equilibrio se obtienen entonces de
V +i(x,)=0 (8.14)

que desdoblandola en las dos correspondientes ecuaciones escalares:
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_ = _o - y, =0 (8.15a)

l1+x%+y} :

—V,senf + —z—x’l—z =0 (8.15b)
1+x}+yE

y sustituyendo (8.15a) en (8.15b) y realizando operaciones algebraicas se obtiene

la siguiente ecuacion la ecuacion de segundo grado:
(V,sen@)x} —2x, +V,sen@ =0 (8.16)

cuya solucion es

_ 1+ 1~V sen’d

xl:' -
V,sen@

(8.17)

La ecuaciéon (8.17) no tiene solucion si /—V,/’sen’6 < 0 y tiene dos

soluciones reales si /—V,’sen’@ > 0 proporcionando la abscisa adimensional de

los puntos de equilibrio:

1—4\1-V?’sen’0 1—.[1-V,?

X = 8.18
El V sen v (8.18)
1+.J1-V’sen’0 1+ .\1-V,?
Xpy = = - (8.19)
V,sen@ V,

t

Con ello, la distancia entre los puntos de equilibrio en forma adimensional

S€ €Xpresa como

- - 2,/1—V,'2
lez'z - xEl| = V* (8.20)

]

La ecuacion (8.16) que proporciona la abscisa de los puntos de equilibrio

tiene una Gnica solucion si
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1-V?sen’0=1-V,2 =0 <1=1V, (8:21)

de donde se deduce la correspondiente Longitud caracteristica adimensional como
L=1/Vy.

Esta obtenciéon de L. puede realizarse quizds con mayor claridad

adimensionalizando L, =I""/V/" . Para ello, basta con aplicar las relaciones

(8.1a), (8.1b), (6.41), (6.46) y (6.49) a la ecuacién (8.12):

* *

" " RUg _ RUs R, L 1
V:' V,‘sena V,‘sena V,Uasene V,' R: v,

L=

En forma adimensional también es posible relacionar la longitud
caracteristica con la distancia entre los puntos de equilibrio. De la ecuacién (8.20)

se.tiene:

-— — '2
Isz —xl-.‘l| _NI-V

2 A

!

(8.23)

y comparando (8.22) con (8.23) se deduce que cuando V,"—>0, el valor de

Ixez — xEll iy}
2 c

Como ejemplo, en la Tabla 8-6 se muestran las abscisas de los puntos de
equilibrio, la mitad de la distancia entre ellos y la longitud caracteristica para los

‘valores de los parametros de la Tabla 8-5, tanto en términos dimensionales
(xg;.x:,) como adimensionales ( x,,,x,;,) a partir de los distintos parametros que
caracterizan al vortice (R, ') y teniendo en cuenta la Velocidad terminal o

utilizandose las ecuaciones (8.9), (8.10) y (8.12) y las ecuaciones (8.18), (8.19) y
(8.22) respectivamente.
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TABLA 8-6. Puntos de equilibrio y distancia entre ellos para los valores

de los parametros considerados en 1a Figura 8-2

R,

() 00005 00050 0,0080 00100 0,0800 0,1000
p "{:/s) 0000035000 { 0001106797 | 0002240000 | 0,003130495 | 0070835020 | 0.098994%49 | ...
("':;s) 0035000000 | 0110679720 | 0,140000000 | 0,156524760 | 0442718870 | 0494974750 | ...
*‘(‘;') 446429107 | 141174107 | 457147167 | 798607107 | 0000144607 | 0000252651
“;ﬁf) 0002828427 | 002828413 | 0045254377 | 0056567744 | 0452403733 | 0565432774 | ...
Y s
*E2 ~ XEI / 2 0001414213 | 0014141994 | 002262696 | 0028283473 | 0226129563 | 0282590062
(m)
f;;) 0001414214 | 0014142136 | 0022627417 | 0028284271 | 022627417 | 0282842713
Xg1 0,122675814 | 0,182675814 | 0,182675814 | 0,182675814 | 0,182675814 | 0,182675814 | ...
Xg2 5474178437 | 5474178437 | 5474178437 | 5474178437 | 5474178437 | 5474178437 | ...
Xpy - EEII /2 2645751312 | 2645751312 | 2645751312 | 2645751312 | 2645751312 | 2645751312 | ...
L. 20842713 | 280842713 | 280840713 | 280840713 | 222842713 | 282840713

Como puede observarse en la Tabla 8-6, en términos adimensionales se
obtienen valores idénticos para la posicion de los puntos de equilibrio, la
semidistancia entre ellos y la longitud caracteristica partiendo de diferentes
valores de los datos de partida. Ello es l6gico ya que las combinaciones de R,”, I"*
y V¥, de dicha tabla corresponden a los mismos valores de los parametros
adimensionales (V; = 0,5 y S; = 0,5). También se aprecia —tanto en términos
dimensionales como adimensionales- que el valor de la semidistancia entre los
puntos de equilibrio es muy proximo al de la longitud caracteristica. Esa

aproximacion seria todavia mayor en el caso de haber tomado un valor aiin mas

pequeiio de la velocidad terminal.
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8.1.3. Trayectorias Limite

Hay unas trayectorias que comienzan en el punto de silla y encierran una
regién que no puede ser alcanzada por las particulas que vienen desde encima del
vortice, estas son las trayectorias limite. Para obtenerlas, se ejecuta el citado
programa ligtravoin con las mismas condiciones de partida pero imponiendo
como condicion inicial las coordenadas del punto de silla (el citado X},). Estas
trayectorias limite son de utilidad para establecer un criterio de escape (segin el
cual se considerara si una particula ha escapado o no del vértice) y para
determinar la regidn de captura (es decir, aquella zona en que las particulas son

atrapadas por el vortice y se mueven alrededor de él hasta que consiguen escapar).

20 L L4 L) L}

10 .

-0 - L
0

-5 5 25
X
Figura 8-5: Forma y amplitud de la regién encerrada por las
' trayectorias limite para S; = 05 y diferentes
valores de V; (caso del vortice Rankine).
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En la Figura 8-5. tomando idénticos datos de partida para la inercia de las
particulas y variando V,, se aprecia como la forma y la amplitud de la region
encerrada por las trayectorias limite viene determinada por el valor de la

velocidad terminal de caida (V)).

De esta grafica se deduce que a medida que aumenta la velocidad terminal
de caida. la region encerrada por las trayectorias limite es menos amplia hasta
que para una velocidad terminal de caida suficientemente elevada. dicha zona es
tan pequenia que prdcticamente puede considerarse que desaparece. Esta
afirmacion queda corroborada por la ecuacion (8.20), de la que se deduce que al
aumentar V, la distancia entre los puntos de equilibrio —intimamente relacionada

con la amplitud de la region encerrada por las trayectorias limite- disminuye.

Al mismo tiempo. en dicha figura se representa el punto de silla para cada
valor de V,: observandose que al aumentar V; . la abscisa del punto de silla es cada

vE€Z menor.

8.1.4. Formulacion del Criterio de escape

Para determinar el tiempo de escape (T.’), que es el tiempo que tardan las
particulas en escapar del vortice, es necesario indicar con precision el criterio
segan el cual se considera que la particula ha escapado. Para ello hay que
establecer en primer lugar algunos puntos de referencias, que a la vista de las

trayectorias de las particulas, pueden ser la posicion de los puntos de equilibrio

X;, y %;, y ladistancia entre ellos |%;, - X;,

Con estos puntos de referencia, el criterio que se ha seguido en esta
investigacion es que: “wuna particula ha escapado del vortice cuando su distancia
al foco sea igual a 1.5 veces la separacion entre los puntos de equilibrio, o sea

L]

del orden de 3 veces la Longitud caracteristica . Aunque este criterio pudiera
parecer arbitrario, con la siguiente figura se demostrara que la eleccion realizada

es acertada.
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En la Figura 8-6 se representan para varias combinaciones de Viy Sr

e por un lado las trayectorias de las particulas (marcadas en rojo) y
las trayectorias limite (marcadas en azul), obtenidas con el

programa ligtravoin.

e y por otro lado tres circulos (marcados en verde) cuyos radios son:
|Zez —%ei|> L5|%e, — %5 ¥y 2|%e; —X;,| respectivamente y

centrados en el foco (X £1)» trazados con Matlab.

Para establecer cual de esos tres circulos es el mas adecuado como frontera

de escape se toma inicialmente una particula (sefialada en la figura con una x
negra) dentro del circulo pequefio (|J'E g2 —Xg ,|) y proxima a éste y dentro de la

region encerrada por la trayectoria limite (punto 1). Luego, se traza su trayectoria
(marcada en negro), observandose que la particula atin no escapa sino que da una
vuelta alrededor del vértice, por lo tanto dicho circulo no seria apropiado como
distancia de escape.

De manera analoga, se toma otra particula en este caso dentro del circulo
intermedio 1,5 |5c’ g2 —Xg ,l y préoximo a éste (punto 2), se traza su trayectoria y se
aprecia que la particula escapa del vértice sin dar ninguna vuelta alrededor de €l.

Asi pues, se podria decir que este circulo seria una aproximacién bastante valida

como distancia de escape. Esta distancia se denotar4 en lo sucesivo con la letra D.

Llegado a este punto es evidente que no tiene sentido realizar este
procedimiento para el tercer circulo, ya que la particula siempre escapara del

vOrtice.

Aunque es posible afinar mas esta condicién, la que se ha tomado parece
suficientemente aproximada ya que cuando la particula deja de dar vueltas
alrededor del vértice y por fin escapa, sedimenta muy rdpidamente por lo que
‘tomar otro criterio tiene muy poca influencia en el Tiempo de Escape; lo que

‘reéalmente importa es tener la seguridad de que ya ha escapado.
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Figura 8-6: Distancia de escape (D) para vértice Rankine.

De manera similar al estudio de la influencia de la velocidad terminal
sobre la amplitud de la region encerrada por las trayectorias limite, también puede
analizarse su influencia en la distancia de escape. En la Figura 8-7, puede verse
como varia dicha Distancia (D) a la cual una particula ha escapado del vértice
[obtenida -por supuesto- multiplicando por 1,5 la distancia entre los puntos de
equilibrio que proporciona la ecuacion (8.13)] frente a la velocidad terminal de
caida (V,") manteniendo fijos el numero de Stokes y las caracteristicas del vortice.

A medida que V,” aumenta, la distancia de escape disminuye hasta que se anula

para un valor de V" = (u,:,)max; es decir: (V"),_, =V, /sen¢9 = (2°R; [2send .
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Asi por ejemplo, para los valores de los parametros tomados en la Figura 8-7: '
=2 rad/s; R,"= 1 m (que corresponden a I = 1 m?/s yUs =1m/s); S;=04y 6=
7/4; resulta que ¥, se anula para vV, =2 mis.

45 . .

401 i
s} i
o} -
25} -

b

20} -
15} J
10} -
5 ]
% 05 1 1.5

vt

Figura 8-7: Distancia de escape (D) frente a la velocidad
terminal de caida (V; *), para S, = 04y 6 = /4
(caso del vértice Rankine).

Obviamente, el tiempo que una particula necesita para escapar del vortice
también depende de la condicién inicial. Es evidente que el tiempo de escape
tiende a infinito si la particula es soltada en el foco %; - En la practica, lo que
interesa conocer es el tiempo que necesita para escapar una particula situada
inicialmente en algiin punto dentro de la regién de captura. Una vez que la
‘particula esta fuera de dicha region, sedimenta muy rapidamente. Por ello, en los
célculos siguientes, la posicién inicial de la particula fue tomada a una distancia
muy pequefia del foco -concretamente igual a un 1 % del radio del vortice-, es

%, —%5,| = 0,01R; . Otros valores también serian vilidos.
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8.1.5. Obtencién Numérica del Tiempo de escape y andlisis de la influencia

de variables

El Tiempo de escape de una particula (7,) -dentro de la regién de captura-
se obtiene ejecutando el programa informatico -de -elaboracién propia-
tescapeiner (cuyo listado se recoge en el Anexo II) en el cual se introducen como
datos de partida los ya citados con anterioridad salvo que en este caso se varian
los valores de V, y S,, asi como su posicion inicial. Esta posicion -como se acaba

de mencionar en el apartado anterior- esta situada a una distancia del foco del 1 %
del radio del vortice-, es decir X, —X,,|=0,0IR;. Esto queda recogido en la
siguiente Tabla 8-7.

TABLA 8-7. Tiempo de escape (7, para

diferentes valores de V; y S,
caso del vortice Rankine

S, Ve T,
0,02 3322000
0,04 218570

0,3 0,06 46508
0,08 15034
0,02 2383500
0,04 158830

0.5 0,06 33929
0,08 11490,3
0,02 1445000
0.04 99660

0,7 0,06 21350
0,08 7945,4
0,02 1047600
0,04 75471

1 0,06 17598,3

0,08 5602,2

Fuente: Programa informatico ““fescapeiner ' de elaboracion propia.
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Representando el Tiempo de escape frente a la Velocidad terminal de
caida de la particula (V;) para varios valores del ntmero de Stokes (diferentes
inercias) (Figura 8-8) se deduce que el tiempo de escape disminuye
monétonamente al aumentar la velocidad terminal de caida independientemente
del nimero de Stokes que presente. Ello es légico si se piensa que la particula

cruza el vértice mas rapidamente para valores més elevados de V.

10’ . —_—

10°F

10°}

Te

10°}
107

1[:.’2;r
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107 10" 10
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Figura 8-8: Tiempo de escape (7,) frente a la velocidad terminal de
caida (V) para diferentes S, (caso del vértice Rankine).

En la Figura 8-9, se estudia la influencia de la inercia de la particula (S;) en
el tiempo de escape (7.) para ¥, fijo. De ella, se deduce que el tiempo de escape
tiende a disminuir a medida que el nimero de Stokes crece, hecho que es 16gico
ya que a medida que la inercia de las particulas es mayor, éstas se veran menos
influenciadas por la accién del vértice. Sin embargo, esta disminucion del tiempo
de escape no tiene lugar de un modo monétono sino que aparecen una serie de

oscilaciones, tal como puede verse en la grifica mediante la aparicién de picos.
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Figura 8-9: Variacion del Tiempo de escape (7,) con la inercia de las
particulas (§,) para V, = 0,2 (caso del vortice Rankine).

Para explicar por qué aparecen esas oscilaciones. esto es, por qué a veces
las particulas tardan mas en escapar, aunque su inercia sea mayor, se¢ ha analizado
con mayor detalle el rango de nimeros de Stokes correspondiente a una de las
oscilaciones, es decir a un pico; concretamente se ha estudiado la parte de la curva
seflalada en azul en la Figura 8-9. En dicha zona, ¢l valor del nimero de Stokes es

de 0,38 en ¢l punto inicial; de 0,45 en el punto mas alto y de 0,52 en el punto final

En la siguiente Figura 8-10, se muestra en rojo la trayectoria de una
particula soltada cerca del centro del vortice, en verde la posicion del punto de
silla y en azul las trayectorias limite para varios valores del nimero de Stokes

(0,39 al 0,50) en la zona mencionada del citado pico objeto de estudio.
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Figura 8-10: Trayectorias de una particula en uno de los rangos de
nameros de Stokes en que el tiempo de escape oscila
(caso del vortice Rankine).
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Aunque Fung (2000) [11] justificase para el caso bidimensional este
comportamiento de oscilaciones del tiempo de escape de las particulas
relacionandolo con el namero de vueltas que da la particula antes de escapar del

vortice, la Figura 8-10 indica que también esta relacionado con la mayor o menor

distancia entre la particula y el punto de silla X, en la Gltima vuelta:

e Para valores del nmimero de Stokes (S; = 0,39; 0,42; 0,44)
correspondientes a la zona ascendente del pico en estudio, el tiempo
de escape aumenta. La particula describe tres vueltas antes de
escapar y a medida que el nimero de Stokes crece, la particula pasa
cada vez mas cerca del punto de silla; lo cual explicaria que el

tiempo de escape aumente con el nimero de Stokes en esta zona.

e Para S; = 0,45 (punto superior del pico en estudio), la particula en
lugar de dar la tercera vuelta, escapa pasando muy cerca del punto de

silla.

e Por ultimo, en la zona descendente del pico en estudio (S, = 0,47;
0,50), el tiempo de escape disminuye como es logico esperar. La
particula da dos vueltas, siempre bastante lejos del punto de silla y al
aumentar la inercia de las particulas el efecto del voértice sobre ellas

es menos acusado.

Finalmente en la siguiente Figura 8-11, se representa la variacion del

Tiempo de escape (7.) frente al angulo de inclinacion del vértice (8):

* Cuando @ es muy pequefio (vOrtice casi vertical), la particula
practicamente describe un movimiento helicoidal alrededor del eje

del vortice hasta que escapa, por lo que 7, es muy grande.

= A medida que crece O, el vortice va estando menos inclinado y la

particula escapa mas rapidamente de él.
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Figura 8-11: Influencia del dngulo de inclinacién (O en el
Tiempo de escape (T,) para S, =04y V,=0,3
(caso del vortice Rankine).

8.1.6. Obtenciéon Analitica de la férmula del Tiempo de escape

Como paso previo al desarrollo de la formula se van a realizar las

siguientes consideraciones:

1. La escala de longitud caracteristica del problema que se esta analizando es
la indicada en la ecuacién (8.12): L, =17 /V,” .

2. Cuando la velocidad de caida (V) y la inercia de las particulas es
suficientemente pequefia, las trayectorias de las mismas son modificadas
por el vértice en regiones donde la velocidad del fluido [#”|~ V" . Esto es
véalido en aquellos voértices -como es el caso del Rankine- en los que la
velocidad del fluido -fuera del centro de los mismos- decae como /~* / x ‘| .
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—

u

Entonces, las velocidades de las particulas son tales que: |i:’ '|zV,"z

(Davila & Hunt, 2001) [1].

3. De las dos consideraciones anteriores, se calcula la escala de tiempo

caracteristica_para las particulas (¢. ). dividiendo la escala de longitud

caracteristica L. por el valor de la velocidad de las particulas |V °| ~V:
= (T = (8.24)

Seguidamente, se va a proceder al desarrollo de la Formula del Tiempo de

escape mediante los siguientes pasos:

1°) Se parte de la ecuacion de movimiento (6.40) y se dividen ambos

miembros por 67tRp',u‘, resultando la ecuacion (6.44):
z d‘7, =V +u -v"
P dr

2°) De la ecuacion (6.44) se despeja la velocidad de la particula:

ﬁ‘

v =V +i -1 —
! ? dr

(8.25)

3°) El término % puede evaluarse -segin Maxey & Corrsin (1986)[12]-

tomando la velocidad de la particula de un modo aproximado como

7" =i + V', con lo que la ecuacion (8.25) queda de la siguiente forma:

—e ) —~e . d —~ ;e
v =V +u -7, .[u +V,] (8.26)
dt
—~n . —~e . al_‘.. — > —~e
vi=V' ' +u —r,,[at. +(u +V, )-Vu ] (8.27)
5 =V +ud -1 Di- (8.28)
t Y4 Dt. -
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4°)

5%)

6°)

7°)

8°)

9°)

10°)

Si las particulas no tienen inercia (7} =0), la expresién (8.28) queda

L ]

reducida a: ¥° =¥, +". Por tanto, las particulas no escapan del vértice

sino que siguen trayectorias cerradas alrededor del foco X1

Si las particulas tienen inercia (r;, >0), éstas escapan del vortice con una

Velocidad de escape (%, ):

. Dii’
P pDt*

—

vV, =T

e

(8.29)

Esta velocidad de escape que aparece en la ecuacién (8.29) es equivalente

a un espacio dividido por un Tiempo de escape (7."):

—. espacio . Du’
ve = » = rp L]
T, D¢

[

(8.30)

Teniendo en cuenta la primera consideracién expuesta, el espacio que
aparece en la ecuacion (8.30) es del orden de la escala de longitud

caracteristica (L, = I [V").

Con la segunda consideracion, el término Du" de la ecuacion (8.30) es del

ordende V,”.

Por ultimo, si se toma la tercera consideracién, el término Dt’de la
mencionada ecuacién (8.30) seria del orden de la escala de tiempo

caracteristica de la particulas (t. = I"°[V,"?).

Si se sustituye las equivalencias de los pasos 7°, 8° y 9° en la citada
ecuacion (8.30), ésta quedaria:

T A 7
T. Y4 ["/Vt.lz

e

(8.31)
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11°)

8.1.7.

De la ecuacion (8.31) se despeja 7., -

.2
T =~ _F_ (8.32)
< STy
de donde se deduce la expresion del TIEMPO DE ESCAPE como:
.2
T =K, (8.33)
TV,

siendo K, una constante adimensional independiente de los parametros del
problema, que se determina empiricamente y que en lo sucesivo se

denominara Constante de tiempo de escape.

Hasta la fecha, esta formula no ha sido deducida por ningun
investigador y por ello supone un importante logro de esta Tesis, ya que
representa un notable avance dentro de la investigacion de la

interaccion de particulas con flujos vorticales.

Comparacién de los Resultados numéricos con la Férmula tedrica.

Validez de la Férmula

Una vez obtenida la formula teodrica del Tiempo de escape (ecuacion 8.33)

se procede a verificar mediante simulacién numérica la validez de 1a misma.

Para que el Tiempo de escape obtenido numéricamente sea independiente

de la posicion inicial de la particula, se calculara el mismo promediando su valor

para una malla de 500 particulas equidistribuidas tomadas dentro de la region de

captura (Figura 8-12). Mientras mayor sea el nimero de particulas mas exacto es

el resultado y mayor es también el tiempo de computacidon. Se ha comprobado que

con el namero de particulas indicado se obtienen unos resultados suficientemente

precisos en comparacion con un nuUmero mayor.
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‘Malla de particulas
T ™
(
b
\
\
\\,\—-‘;_\—u

—~=i\\\

Figura 8-12: Malla de particulas en la regién de captura del
vortice para obtener valores promedio.

Para obtener ese mallado de particulas, hay que obtener la ecuacién
diferencial de la trayectoria limite, que pasa por el punto de silla y que encierra en
su interior a la regién de captura; después hay que integrar esa ecuacién
diferencial para obtener su ecuacion algebraica y por ultimo hay que resolver esa

ecuacion algebraica.
19  Ecuaciones diferenciales que determinan la trayectoria limite.

En coordenadas cartesianas la trayectoria limite estd determinada por las

ecuaciones:
dx. =u, (8.34)
dt
Zy, =u, —V,” (8.35)
t
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que en el caso particular del vortice Rankine son, haciendo uso de las

ecuaciones (4.63)

& __ =2y _ (8.36)
dt I+ ” +2
R}? R}
L g. - .
dJ}. = ozx ) —V, (8.37)
dr I+ Ly
R?> R>?

- u‘ . Vl'.
dy 4 (8.38)

29 Integracion de las ecuaciones diferenciales de la trayectoria limite y

obtencion de su ecuacion algebraica.

Para la integracion de las ecuaciones (8.34) y (8.35) 6 (8.36) y (8.37) o

bien (8.38), un método sencillo es tener en cuenta que

‘2 -2 »
d(x ;Cy +D_ 2x" +2y° dy, (8.39)

que, sustituyendo (8.38) queda

- —V'.

‘2 .2
d(x~ + ): +1)_ 2x" +2y° =7 — (8.40)
dx u,

y sustituyendo Uy y u,,‘ -ecuaciones (4.63)- y realizando operaciones

algebraicas queda

L3 L)) i +\?2 *\?2
d(x ;rxy +1)=2;;',. |i]+(x.J +(2’_}] (8.41)
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que es una ecuacion facil de integrar separando variables. La integracion

de (8.41) proporciona

2w .
L] L] Y —.'—'Zx
x?2+y? +R?* =ce?® (8.42)

: €6 9 hd sz -
siendo “c” una constante de integracién, que se puede obtener conociendo

las coordenadas x, , ¥,  de un punto de la trayectoria limite, que serian las

correspondientes al punto de silla X}, :

-2 2 2 .riyl'(,’ % X’ + Y, + R?
X" +Y, + R =c€ =c= T (8.43)
ea‘k:)“;

Sustituyendo (8.43) en (8.42) y despejando “y ”’se obtiene la ecuacién de
la trayectoria limite:

b AN
. . Y - —e3( % %) . »
y =\/(xa’+yo’+Rv’)e"”" —x7 —R}? =

(8.44a)

Za(x"-x5)

-
Vows? o3 + R ) g

donde:

x,y. = coordenadas de la trayectoria limite.

X0 »¥o = coordenadas de un punto de la trayectoria limite -punto de silla,
ecuacion (8.10)-.

= componente de la Velocidad terminal de cafda en fluido en
reposo perpendicular al eje del vortice.

R; = radio del vértice.

< = doble de la velocidad angular del vértice.

r = circulacién del vértice.

V'.

4

La ecuacién de la trayectoria limite, utilizando las relaciones (6.49), puede

expresarse en forma adimensional :
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39

yz\/(x,]’ +y,]’ +1,)e'7" o) _xf o] =

(8.44b)
2 2 v, senf(x ~x,, 2
\/(x,, +y, 1) T T ]
donde:
x.y = coordenadas adimensionales de la trayectoria limite.
x4, y0s = coordenadas adimensionales de un punto de la trayectoria limite
-punto de silla, ecuacion (8.19)-.
v, = componente adimensional de la Velocidad terminal de caida en

fluido en reposo perpendicular al eje del vortice.

46 9%

La coordenada “x asi obtenida representa los valores iniciales (x,) y

finales (x;) de la malla de particulas tomada en la region de captura.
Solucion de la ecuacion algebraica de la trayectoria limite

Una vez obtenida la ecuacion de la trayectoria limite, representada por las
ecuaciones (8.44a) —forma dimensional- y (8.44b) —forma adimensional-.
hay que resolver cualquiera de dichas ecuaciones para tomar la malla de
particulas dentro de la regién encerrada por la trayectoria limite. Dado que
no es posible resolverlas analiticamente, es necesario hacerlo mediante un
proceso iterativo, hallando en cada caso sus soluciones segun el valor que

tomen los parametros de que depende el problema planteado.

A continuacion, en la Tabla 8-8 se presentan en forma adimensional las
soluciones obtenidas para la ecuacion (8.44b); es decir, los valores frontera
tomados para la coordenada “x” (x,, xy). A efectos de calculo es preferible
resolver la ecuacion (8.44b) porque los programas informaticos que se han
elaborado y que se recogen en el Anexo II operan en forma adimensional,
si se resolviera la ecuacion (8.44a) seria necesario adimensionalizar las
soluciones para poder ejecutar los programas informaticos. En concreto,
en la Tabla 8-8 se exponen las soluciones en funcién de la velocidad

terminal (V) y se representan en la Figura 8-13.
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TABLA 8-8. Valores adimensionales Limite para la malla de
particulas en la regiéon de captura de un vértice
Rankine, en funcién de V,

Vi Limites para la malla
X Xy
0,24 -2,028 5,468
0,22 -2,243 5,994
0,20 -2,497 6,623
0,18 -2,805 7,388
0,16 -3,187 8,340
0,15 -3,414 8,910
0,14 -3,672 9,561
0,13 -3,970 10,310
0,12 -4,315 11,183
0,11 -4,723 12,214
0,10 -5,210 13,450
0,09 -5,804 14,958
0,08 -6,544 16,842
0,07 -7,491 19,263
0,06 -8,758 22,487
0,05 -10,526 27,000
0,04 -13,173 33,763
0,03 -17,581 45,035
0,02 -26,389 65,570
0,008 -66,003 168,953
0,006 -88,007 225,275

En esta Tabla 8-8, no se incluye el valor de V; = 0, ya que segun la
ecuacién (8.13) implicaria que la distancia entre los puntos de equilibrio y
por tanto los limites de la malla de particulas (regién de captura) tenderian
a infinito. Tampoco se incluyen valores muy altos de V,, puesto que como
se verad posteriormente en la Figura 8-17, dichos valores no aportan

informacion de gran interés debido a que la tendencia es a diverger del

valor de la constante K..
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Figura 8-13: Limites de la malla de particulas en la region de
captura del voirtice en funcion de V; (caso del
vortice Rankine).

En la Tabla 8-9 se muestran los limites de la malla de particulas en
funcién del diametro de la particula (d,,‘) y de la circulacion del vortice
(™), con objeto de materializar posteriormente el Tiempo de escape en
funcién de dichas variables fisicas, con dimensiones tangibles y reales

(Figura 8-19). Por ello, se procede a continuacion a explicar

someramente el procedimiento seguido:

= De la ecuacion (6.43) se obtiene:

! d 18v° 18p°v’

(8.45)

= Para obtener V, adimensional basta con utilizar las ecuaciones
(6.41) y (6.49), quedando:

V = V’. = ﬂg.d;z
‘U, 18U,

(8.46)
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® También puede expresarse en funcién del radio del vértice (R,) y

de la circulacion del vértice (/1) empleando la ecuacion (4.55):

V_ﬂng d°2

t = 18V.F. P (8°47)

* Para cada valor del diametro de la particula (dp') y de la
circulacién del vértice () considerados se obtiene un valor de la
Velocidad terminal adimensional que sustituido en la ecuacién
(8.44b) y empleando (8.1) para obtener ¥, , permite la resolucién

iterativa de dicha ecuacion.
= Los datos de partida —a modo de ejemplo- son:

B =relacion entre las densidades de la particula (pp°) y del fluido
(p) =1000/1,2.
g = aceleracion de la gravedad = 9,8 m/s”.

v°® = viscosidad cinemaitica del fluido = 1,5 - 10 m?%s.

R, =0,00] m.

En dicha Tabla no se incluyen valores de d, menores que los indicados
porque -como se vera mas adelante en la Figura 8-19- con los valores
tomados se aprecia con suficiente claridad la coincidencia de los
resultados numéricos y tedricos; ademas en el limite de d,,' = 0 -de acuerdo
con la ecuacioén (8.47)- se cumpliria V;, = 0 y segun la ecuacién (8.20) la
distancia entre los puntos de equilibrio y por tanto los limites de la malla
de particulas (region de captura) tenderian a infinito. Por lo que respecta al
otro extremo de la tabla, tomar valores mayores de d,,' no proporcionarian
resultados mas relevantes que los ya obtenidos, ya que como se vera
posteriormente en la citada Figura 8-19 la tendencia para valores mas
elevados de dp' es a diverger del valor calculado mediante la fé6rmula
(8.33). Ademss a medida que aumenta d,” y por tanto ¥, la amplitud de la
regiéon de captura se reduce hasta que para un valor suficientemente

elevado desaparece. Para un valor concreto de dp', a medida que aumenta
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la circulacion del vértice aumenta la distancia entre los limites de la malla

de particulas y por tanto aumenta la amplitud de la regién de captura.

También se observa que. para un valor concreto de r , la distancia entre

los limites de la malla de particulas —y en consecuencia la amplitud de la

region de captura-

se va reduciendo. Estas observaciones se aprecian con

claridad en la Figura 8-14.

TABLA 8-9. Valores adimensionales Limite para Ila malla de
particulas en la region de captura de umn vértice
Rankine, en funcién ded,” y I
. r
dp (n’/s)
107 310° 10°
(um) Xi Xr Xi Xr Xi Xr
6 4,778 12,355
7 -3,462 9,031
8 -2.591 6,860 -8.148 20,929
9 -1,982 5,357 -6.416 16,516 -21.562 55,220
9,5 -19,348 49,557
10 -1,527 4,265 -5.172 13,355 -17.458 44,721
11 -1,173 3,440 4,247 11,011 -14,418 36,944
12 -0,882 2,792 -3,539 9,224 -12,108 31,041
13 -0,630 2,264 -2,982 7,827 -10,307 26,440
14 -0,397 1,812 -2,534 6,714 -8.876 22,788
15 -0,159 1,400 -2,168 5,811 -7,720 19,839
16 0,142 0,958 -1,862 5,067
17 -1,603 4,444 -5,986 15,423
18 -1,379 3,915
19 -1,183 3,462
20 -1,008 3,068 4,284 11,104
21 -0,849 2,721
22 -0,702 2,411
23 -0,564 2,131
24 -0,430 1,874
25 -2,662 7,031
26 -0,156 1,395
30 -1,745 4,784
35 -1,151 3,391
40 -0,715 2,438
45 -0,344 1,715
50 0,073 1,051
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Coordenadas (x)
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. -_— X (I =10* m'ls)
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.......
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Diametro de particula (dp®) (micras)

Figura 8-14: Limites de la malla de particulas en la regién de
captura del vértice en funcién de d,” y I"“(caso
del vértice Rankine).

49 Mallado de particulas.

Una vez calculados los valores limite para la malla de particulas, ésta se
obtiene mediante un procedimiento computacional, que se introduce en
cada uno de los programas informéticos elaborados —recogidos en el
Anexo II-.

Determinaciéon de la Constante de tiempo de escape (K,)

Para ratificar mediante simulacién numérica la validez de la férmula
obtenida para el Tiempo de escape (7.") -ecuacién (8.33)-, hay que determinar el

valor de la constante K, que aparece en dicha ecuacion:

. _® ory
_L'z,V

. - (8.48)
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= Teniendo en cuenta que se ha tomado 8 = n/4 y queV,” = V,"sen8 se tiene:

T:’.T. V’.4
K="t (8.49)
4r°?

= En la ecuacién (8.49) hay que sustituir el Tiempo de escape T, . Este se
obtiene numéricamente ejecutando el programa Kemedia (Anexo II).
Como esta rutina informatica realiza los calculos en forma adimensional,

es preciso rescribir la ecuacion (8.49) en términos de variables
adimensionales utilizando relaciones que ya han sido expuestas en la

Tesis, como las (4.55), (6.46) y(6.49):

_ - L(RJU VU, L TRVIUF

K =
o 412 Po4rt?
(8.50)
CTYVAUS(TU,) LU T
3 . I e
r 41" P r 4
=  (Considerando la ecuacién (6.45) se obtiene:
STV!
K, = —';—’ (8.51)

De este modo, introduciendo en el programa Kemedia los valores de los
parametros de partida -ya indicados con anterioridad para otros programas e
indicando el numero de divisiones de los ejes que determinan la region de captura
(M)- y variando V, y S, se obtiene numéricamente el valor de 7, que sustituido en

la ecuacion (8.51) proporciona el valor de X,.

Conviene destacar que aunque la simulacién numérica se podria haber
realizado elaborando un programa informatico que obtuviera en una unica
ejecucion los resultados correspondientes a todos los valores de los parametros

analizados, se ha optado por elaborar programas que deben ser ejecutados cada
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vez que se varia alguno de los parametros cuya influencia se desea analizar. La

raz6n de hacerlo de este modo es que hay que tener en cuenta que el tiempo que el

ordenador tarda en ejecutar estos programas es bastante grande, por lo que en el

caso de que hubiera algin error en los mismos o fuera necesario depurarlos se

produciria una notable pérdida de tiempo. El tiempo de computacién es mayor a

medida que la inercia de las particulas es menor. Asi, para los menores valores

considerados de la inercia de las particulas (y por tanto de su tamaiio), dicho

periodo de tiempo llega a prolongarse por mas de dos semanas.

A modo orientativo se adjunta la siguiente Tabla 8-10, que muestra los

distintos valores de V,, S, T., K. y también el valor de F), -obtenido mediante la

ecuacion (6.53)- que recoge la influencia conjunta de V,y S,.

TABLA 8-10. Valores de la Constante de tiempo de escape (K,) y
del Tiempo de escape (7,) en funcién de V;, S; y F,,

caso del vortice Rankine

v,
0,006 | 0008 | 0,02 0,03 0,04 0,06
F, 0,00004 000016 | 000036
01| T 9005141,5 5763418 | 1176020
K. 0,03600 003680 | 003810
F, 000012 000048 | 000108
03| 7. 30465574 200768 | 425831
i K. 003650 003850 | 0,04139
| F, 0,00028 000112 | 000252
e | T 13388845 922089 | 205122
h K. 0,03740 004131 | 004652
F, | 0,000036 | 0,000064 | 0,000400 | 0,000900 | 0,001600 | 0,003600
‘;ﬁ 1 | 7. | 111635802 | 35334369 | 9572453 | 1990424 | 676054 | 154717
' K. | 003617 | 003618 | 003839 | 004030 | 004326 | 005012
i F, | 0000108 | 0,000192 | 0,001200 | 0002700 | 0,004300 | 0,010800
ff 3 | T, | 37530245 | 12040384 | 3488734 | 769979 | 279013 | 70106
| K. | 003648 | 003699 | 004186 | 004677 | 005357 | 006814
:

: -t-icnt,e: Programa informético “Kemedia ™ dec elaboraci6n propia.
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De esta Tabla, se deduce que:

»] Para un numero de Froude tendiendo a cero (¥,—0) y para una Velocidad
terminal de caida en fluido en reposo tendiendo a cero (V,—0), la
Constante de tiempo de escape tiende al valor 0,036 (X.—0,036), para el

caso del vortice Rankine.
o Nos conduce a las siguientes representaciones:

- Constante de tiempo de escape K, frente al numero de Froude de la

particula F, para diferentes valores del nimero de Stokes S,

(Figura 8-15 y Figura 8-16).

- Constante de tiempo de escape K, frente a la Velocidad terminal de
caida en fluido en reposo V, para diferentes valores del namero de
Stokes S, (Figura 8-17).

En la Figura 8-15 se representa: mediante simbolos. el valor de K,
obtenido mediante la ecuacion (8.51) a partir de los valores calculados
numéricamente para el Tiempo de escape; y mediante una /inea recta de color
negro, el valor constante 0,036. Se observa claramente que para valores
suficientemente pequefios del nimero de Froude de la particula (F, < 107), la
constante K, tiende al citado valor 0,036; a medida que dicho parametro
disminuye, la coincidencia entre los resultados numéricos y el valor constante
deducido aumenta, esto puede verse en la tendencia en alcanzar la linea recta
negra seifialada en la grafica. Para mayores valores del nimero de Froude de la
particula, el valor de K, diverge de 0,036 por lo que la ecuacién (8.33) que
proporciona el Tiempo de escape deja de tener validez. Una posible explicacion
de este hecho estriba en que cuando las particulas tienen una inercia elevada no

son atrapadas por el vértice.
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Figura 8-15: Constante de tiempo de escape (KX,) frente al nimero
de Froude de la particula (F,) para diferentes
numeros de Stokes (caso del virtice Rankine).
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Al recopilar en una misma grafica la Constante de tiempo de escape (K.)
frente al namero de Froude de la particula (F,) para los distintos valores del
numero de Stokes (Figura 8-16), se observa una caracteristica interesante
consistente en que las curvas K,-F), practicamente se superponen. La explicacion a
este hecho esta en que las particulas para ser atrapadas por el vortice deben tener
pequeiio tamafio, es decir pequeiio diametro (d,,‘), con lo que la Velocidad
terminal (V) —segln ecuacion (8.47)- sera también pequefia y por consiguiente la
amplitud de la regién de captura —segun la Figura 8-5 y las ecuaciones (8.13) 6
(8.23)- sera mucho mayor que el centro del vértice; en este caso la inercia de las
particulas esta caracterizada por el nimero de Froude de la particula (F,) y la
dependencia de K, respecto del nimero de Stokes (S;) desaparece (apartado 6.4 de

la Tesis).
O §,=0,1
X 5,=03
+ §,=0,7 v
S, = v
~\-\——/~ S'= 3 [rd
-1 4
107 } +" -
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=
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x e
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Y 'l al N 41 1 a2l
49 -3
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Figura 8-16: Comparaciéon de la Constante de tiempo de escape
(K,) frente al namero de Froude de la particula (F})
para distintos nimeros de Stokes (caso del vértice
Rankine).
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Figura 8-17: Constante de tiempo de escape (KX.) frente a la
Velocidad terminal (V) para diferentes nameros de
Stokes (caso del vértice Rankine).

En esta Figura 8-17 se observa la misma tendencia de K, hacia el valor
0,036 a medida que disminuye la velocidad terminal V; y también se aprecia que
cuanto menor es el nimero de Stokes (S;) menor es el valor de K,, ya que las

particulas son mas fiacilmente atrapadas por el vortice.
Validez de la Férmula

Una vez obtenido el valor de la Constante de tiempo de escape (K.) se
procede a corroborar mediante simulacién numérica la validez de la Férmula
(8.33) obtenida en esta Tesis para el Tiempo de escape. Aunque esto puede
realizarse en términos de magnitudes adimensionales, es recomendable llevarlo a
cabo en términos de variables fisicas con magnitudes tangibles por su utilidad

practica.
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En la Figura 8-18 se verifica la validez de la Formula mostrando la
dependencia del Tiempo de Escape (T.") frente al didmetro de las particulas (dp.)
para distintos valores de la circulacion del vortice (/) (desde 10™ a 10* m%s) y
un radio del vértice R,” = 0,001 m; estos valores son del orden de magnitud
habitual en flujos turbulentos en los que existen tubos delgados con intensa
vorticidad con un tiempo de vida promedio del orden de la escala de tiempo

integral (Vincent & Meneguzzi, 1994) [10].

Para realizar los calculos se ha desarrollado el programa dtmedia (Anexo
II) en el que se introducen como datos de partida -ademas de los que ya se han
indicado al comentar otros programas informaticos elaborados y cuyos valores se
han mantenido-: el diametro de la particula (d,,.), la circulacién del vortice () y
el radio del mismo (R,") asi como los limites para la malla de particulas (x;, xp)de
acuerdo con la Tabla 8-9. El citado algoritmo informatico realiza los calculos en
términos de variables adimensionales, por lo que proporciona como resultado
(Tabla 8-11) el valor adimensional del Tiempo de escape promedio (<7.>). Este
tiempo se transforrma en su correspondiente dimensional —utilizando la ecuacion

(6.49)- del siguiente modo: 7, =T,(R, /U, )=T,(R)? /" ).

En la figura se representan: por simbolos los resultados obtenidos mediante
simulacion numérica para el Tiempo de escape y por lineas sélidas los resultados
tedricos obtenidos mediante la ecuacion (8.33) -con K, = 0,036-. De esta figura se
deduce que para un diametro de particula lo suficientemente pequefio (= 10 pum),
el Tiempo de escape de la particula obtenido por simulacion numérica coincide
con el tedrico proporcionado por la ecuacion (8.33), divergiendo cuando aumenta
el diametro. El mayor valor de d, para cada valor de la circulacién del vértice 1™
es el valor del diametro de la particula cuya velocidad terminal es tal que la regién
de captura desaparece (Asi, puede observarse que en las Tablas 8-8 y 8-9 a
medida que crecen la velocidad terminal y el diametro de la particula se estrechan

los limites de la region de captura).
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TABLA 8-11. Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
(<T>) de un vértice Rankine, en funcién de d,,' yI*

d; TS
" (um) r’'=10°ms%) = 310° (ms5) "= 10* (n’ss)
6 937491,4 |
7 205064,3
8 56050,2 1410487,6
9 18057,5 4387843 15955241,3
9,5 9307711,4
10 6788,6 155220,9 5580671,3
11 2891,2 60956,1 2164141,4
12 1377,7 262443 912798,4
13 733,7 12208,0 413951,5
14 436,1 6103,1 200247,3
15 286,3 2030,9 102204,0
16 221,5 1815,3
17 1070,8
18 660,53
19 425.7
20 285,1 6815,19
21 196,6
22 140,8
23 105,4
24 78,8
25 980,514
26 49,13
30 261,7
35 75,5
40 35,9
45 18,5
50 11,8

Fuente: Programa informatico “dfmedia ” de elaboracion propia.
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Figura 8-18: Tiempo de escape (7.) frente al didmetro de la
particula (d,,') para distintos valores de la circulacién
del vértice y radio del vértice R,"=0,001 m (caso del
vortice Rankine).
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Al recopilar en una misma grafica el Tiempo de Escape (7. ) frente al
diametro de la particula (dp') para los distintos valores de la circulacién del
vértice (Figura 8-19) se observa que a igualdad de tamario de particula, el tiempo
de escape aumenta con el incremento de la circulacién del vértice, como es 16gico

esperar.

10 : —
10* | i
10% | i
@
e
@D
N
10° | §
-2
107 F o I"=10°m¥s .
X Ir"=3-10°m¥s
+ I'=10"m%s
-4
10 —a 2 i Y 4 i Y s 1 N 1 1 1 Y 1 2 '
10° 10" 10°
dy* (um)

Figura 8-19: Comparaciéon del Tiempo de escape (T.") frente al
didmetro de la particula (d,) para distintos valores
de la circulaciéon del vértice y radio del vértice
R,"=0,001 m (caso del vértice Rankine).

Asi pues, la Férmula (8.33) -desarrollada en esta Tesis Doctoral- para el

Tiempo de escape, es uno de los resultados mas importantes de esta investigacion.
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8.1.8. Aplicacién de la Férmula del Tiempo de escape a un caso prictico

A continuacidon se va a exponer una las posibles aplicaciones de la

Férmula (8.33) del Tiempo de escape T, desarrollada en esta Tesis.

Como ejemplo, dicha férmula puede ser de utilidad para entender el
comportamiento de pequeiias particulas pesadas en flujos turbulentos,
caracterizados por intensos vértices con circulacién I”” del orden de la viscosidad

cinematica del fluido v y escala de tiempo integral 7. En concreto, para el

problema de la velocidad promedio de sedimentacién hay dos teorias:

. Si T) >> 7T, casi todas las particulas permaneceran atrapadas dentro

de los vortices. En este caso Maxey (1987) [16] dedujo que la
velocidad media de sedimentacién es del orden de ¥V, . El justificod
este resultado como una consecuencia del efecto de captura y de la
ausencia del efecto de cruce de trayectorias para particulas con

inercia suficientemente pequeifia.

» Si T, <<T practicamente todas las particulas estan fuera del

vortice. Davila & Hunt (2001) [1] sugirieron que debido a la
formacion de regiones vacias, las particulas con muy poca inercia

tienen una velocidad media de sedimentacion mucho mas grande:
del orden de V,‘( l+a® )donde a es un parametro del orden de la

relaciéon entre I'"/V,” y la distancia entre los vértices y B es una

“integral de barrido™ de la longitud de sedimentacion diferencial.
Por tanto, la velocidad media de sedimentacién puede alcanzar

valores mas elevados que los indicados por la teoria por Maxey.

= Si 7, ~T, esta relacion proporciona un valor critico del diametro

de las particulas que tienen un comportamiento intermedio.
Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.43) y (8.45), la formulacién

(8.33) aqui obtenida implica que el Tiempo de escape es
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proporcional a d;'m . Esta fuerte dependencia del Tiempo de escape

con el didmetro de las particulas indica que se produce una subita
transicion entre ambas teorias de sedimentacién, con importantes

consecuencias en el comportamiento de particulas pesadas en flujos
turbulentos.

En particular y a modo de ejemplo, en el caso de flujos atmosféricos -

concretamente para nubes en la atmdésfera, es decir para gotas de agua en el aire-
es posible acotar el diametro critico de particula d., para el que se produce la

transicién entre las dos teorias, utilizando la férmula (8.33) desarrollada en esta

Tesis:

1. Se toman como datos de partida: densidad de las particulas g, =1000
kg/m3, densidad del fluido o =1,2 kg/m> (con lo que el valor de 8 es
igual a 1000/1,2 = 833,33), viscosidad cinematica del fluido v=1,5-
107° m?%/s, circulacién de los vértices I'=3-10° m*/s y I’=3-10"* m%/s
(valores tipicos de circulacion que se pueden encontrar en flujos

turbulentos en las nubes), escala de tiempo integral 7, comprendida

[

entre 10 s y 100 s (Davila & Hunt, 2001) [1].

2. Se iguala T a 7., utilizando para 7, la Férmula (8.33) con un

¢

valor de la Constante de tiempo de escape K. = 0,036:
T =T =T =K I?/t,y"'=0036" [tV " (8.52)

3. Se sustituye en la expresion anterior el tiempo de respuesta viscosa
de las particulas tp‘ segun la ecuacién (6.43) y la velocidad terminal
de caida en fluido en reposo V; segin las ecuaciones (8.1) y (8.45),
teniendo en cuenta que el angulo de inclinacién del vértice es de

O=m/4.
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5 _.°5 °2
T, =0.036—; ]‘?‘ Y JF =T, (8.53)
P g sen 0d,

4. Se sustituyen los valores de partida y se obtiene el diametro critico

en funcién de la escala de tiempo integral para los dos valores de

circulacion:
r"=310°ms
e 10y
T,' _ 3,24-10 - - d,',"’ _ 5,026M95§63 10 (8.54a)
6.445901359-10°°4d ' T
r"=310"ms
) 0 . —45
- 3.24-10 - - d,',"’ _ 5,0264492563 10 (8.54b)
6,445901359-10°°d ,*° L
5. Se calcula el diametro critico para los dos valores de la escala de

tiempo integral:
r’=310"ms
7" =10s=>d., =1862um
T =100s = d. =14.79 um
r°=310"ms
I'=10s>d,, =2952um

I =100s => d_, = 2345 1om

En la siguiente Figura 8-20 se representa la velocidad media de

sedimentaciéon de gotas de agua en aire para las tres opciones citadas con los dos
valores de circulaciéon: 7. >>T,” (Maxey, linea continua azul), T. << T, (Davila
& Hunt, circulos verdes) y T. ~ 7T  (transicién entre ambas, cruces rojas). Al
mismo tiempo se representan los valores obtenidos del didmetro critico (/ineas
discontinuas rojas). Con ello, se demuestra que gracias a la Férmula (8.33) de la

Tesis es posible acotar el diametro critico de particula para el que se produce la

transicion entre ambas teorias de sedimentacion en flujos turbulentos.
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Figura 8-20: Velocidad media de sedimentacién (<V;>)
de gotas de agua en aire frente al
didmetro de la particula (d, ).
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Como puede observarse:

e En el rango de transicion las particulas con tamafios del mismo orden
pueden tener velocidades de sedimentacion muy diferentes, con lo que se
incrementa la posibilidad de colisiones. Este efecto incluso es mas fuerte
teniendo en cuenta que si el nimero de Froude de la particula -ecuacion
(6.53)- es del orden unidad (F,~1) en el rango de transicion, las fuerzas
centrifugas sobre las particulas producen considerables fluctuaciones en
las velocidades de las particulas cerca del punto de silla (Martin &
Meiburg, 1994) [113].

e El valor obtenido para el diametro critico de la particula para circulacion
I * entre 3-10* y 3-10° m?%s guarda concordancia con las medidas
experimentales llevadas a cabo por Jonas (1996) [123], lo cual viene a
corroborar de nuevo la utilidad de la Féormula (8.33) -desarrollada en esta
Tesis- que permite obtener un tamafio critico de particula a partir del cual
se pueden distinguir dos comportamientos diferentes de pequerias

particulas pesadas en turbulencia homogénea.

8.2. Analisis de la Velocidad media de Sedimentaciéon de particulas

de un voértice tridimensional

La metodologia utilizada es la indicada en el diagrama de flujo de la
Figura 7-2b de la Tesis. El paso previo es tomar una malla de particulas
equidistribuidas en la region de captura del vortice, encerrada por la trayectoria
limite. Para ello se obtiene analiticamente la ecuacion de la trayectoria limite y
después se resuelve dicha ecuacion iterativamente, ya que no es posible su
resolucion algebraica. A continuacion, se calcula la velocidad media de
sedimentaciéon numéricamente y se representa graficamente frente al Tiempo de
Escape promedio. A la vista de la representacion es posible obtener una relacion

entre la Velocidad media de sedimentacion y el Tiempo de Escape promedio.
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8.2.1. Mallado de particulas

Después de desarrollar la Férmula (8.33) para el Tiempo de escape, de
comprobar numéricamente su validez y de constatar su utilidad, se plantea la
cuestion de analizar la Velocidad media de sedimentacién de particulas pesadas
situadas inicialmente en la region de captura del vértice y de investigar su posible
relacion con el Tiempo de escape.

El desarrollo de una formulacién tedrica similar a la expresién (8.33) para
la Velocidad media de sedimentacion no es facil de obtener a priori y se saldria en
principio fuera de los objetivos inmediatos de esta Tesis. Por eso, la opcién mas
factible es acometer su estudio numérico. Para ello, se ha tomado una malla de
500 particulas equidistribuidas en la regién de captura del vortice, del mismo
modo que ya ha sido anteriormente explicado en el apartado 8.1.6 [Figuras 8-12,
8-13 y 8-14; ecuaciones (8.34) a (8.44) y Tablas 8-8 y 8-9].

8.2.2. Calculo Numérico de la Velocidad media de sedimentacion

Este cdlculo se realiza mediante el programa informatico inclivel (recogido
en el Anexo II), en el que se introducen como datos de partida el didmetro de la
particula (dp'), la circulacién del vértice () y el radio del mismo (R.,') asi como
los limites para la malla de particulas (x; y xp) de la Tabla 8-9. Los resultados se
recogen en la Tabla 8-12. El programa realiza las operaciones siguientes: para
cada una de las N particulas de la malla, guarda su posicion inicial z,, y su
posicion final z; después de transcurrir un cierto tiempo /. El valor de la velocidad

media de sedimentacién se obtiene entonces mediante

=N
<V >=—1- Zio — Zu
z

8.55
N& & (8.55)

El instante de tiempo final ¢ tiene que ser el suficiente como para que las

particulas hayan escapado del vértice y para que su velocidad haya alcanzado ya
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el valor asintético. por lo que no es posible conocerlo a priori. Para estimarlo
(Figura 8-21), se ha tomado un primer valor de ¢ con el que se ha calculado una
primera aproximacion de <V_>, después se ha tomado un segundo valor de ¢ que
ha sido el doble del anterior para calcular un nuevo valor de <V> y asi
sucesivamente hasta que la diferencia relativa entre dos valores consecutivos de

<V> es menor que una cota preestablecida de 107 (error relativo del 0.001 %).

TABLA 8-12. Tiempo de escape promedio (<7, >) Numérico y Teérico
(Formula) y Velocidad media de sedimentaciéon (<V>)
de un vortice Rankine, en funcion de d,,' yrI”*

r
. (m’/s)
dp 10° 310° 10™
<T.,> <V, <T.> <V, <T.> <V,
G . > > T. >
(s) (s) (s)
Numérico | Férmula Numérico | Férmuls Numérico Férmuis

7 | 205064 | 19852 | 0,146277

8 56050 | 5223 | 0,189599 | 470163 | 47004 | 0.063704

9 1807.5 | 1608 | 0239594 | 14626 | 14475 | 0,080453 | 1595224 | 160830 | 0,024371

9.5 93077,1 | 93660 | 0,027110

10 6789 561 |0,294549| 5174 5047 | 0,099134 | 55806,7 | 56080 | 0,029993

11 298.1 216 | 0,355159] 2032 1946 |0,119742 | 216414 | 21620 | 0,036189

12 137.8 91 0,423470 875 815 |[0,142283 | 91279 9060 | 0,042953

13 734 4] 0,485523 | 407 366 |0,166745| 41395 4070 | 0.050288

14 43,6 19 [0,554639| 203 174 | 0,192912 | 20025 1940 | 0,058192
15 2839 10 | 0,650757 68 88 10217394 | 10220 970 | 0,066707
16 22,1 5 0,765125 61 46 | 0,250267

17 36 25 10280792 3073 280 | 0,085449
18 22 14 (0313784

19 14 8 0,347742

20 10 5 0,383102 63,2 50 0,117431
21 7 3 0419239

25 99 10 0,179951

Fuente: Programa informatico “inclivel = de elaboracion propia para <}'>
Programa informatico “dfmedia™ de claboracion propia para <7,”> numérico.
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Figura 8-21: Diagrama de flujo de obtenciéon del tiempo de
computacién (7) para el que la velocidad de las
particulas alcance el valor asintético.

8.2.3. Representacion fica de la Velocidad media de sedimentacién frente
al Tiempo de escape promedio

Habiendo obtenido a partir del diametro de las particulas d,” los siguientes
parametros:
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1) El Tiempo de escape promedio <7, > obtenido con la Férmula
(8.33) 6 (8.53).

2) El Tiempo de escape promedio <7, > obtenido mediante
Simulacion numérica con el programa dtmedia (apartado 8.1.6.
en la seccion Validez de la Formula).

3) La Velocidad media de sedimentacion <V_> obtenida mediante
Simulacion numérica con el programa inclivel (apartado
8.2.2)).

Los resultados se muestran en la Figura 8-22, en la que se representa -para
los mismos valores de circulacion del voértice ya considerados en figuras
anteriores- la Velocidad media de sedimentacion <V> frente al Tiempo de escape
promedio <7, >, con lineas continuas (el obtenido mediante la Férmula) y con

simbolos (el obtenido mediante la Simulacién numérica).

10 L v L] L] B
o ]
- . o} 7
2. = g ‘\9‘() T
+ ~s = i
+ T )
e < T
+ : A=y
+ s \Q\_ )
\‘\x‘_ >
5 10" - e
% ; ~+ &‘\,‘_ q
3 b e \'\,
T4
-
*
*
T4
o I=10° ms Fu
v IS=3-10%ms 1
I°=10" m¥s
-2
10 1 1 1 1
10° 107 10° 10° 10° 10°
<Te*™> (s)

Figura 8-22: Velocidad media de sedimentaciéon <V> frente
al Tiempo de escape promedio <7, > (caso del
vortice Rankine).
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Pueden observarse nuevamente los dos comportamientos diferenciados
para las particulas que ya se han constatado con anterioridad. Para particulas
suficientemente pequefias, es decir, aquellas con un tiempo de escape elevado la
curva <V >-<T,"> es una linea recta cuando la representacion es en escala
logaritmica, tanto para el tiempo de escape tedrico como para el obtenido
numéricamente mientras que para particulas grandes y pesadas se produce una
dispersién de los puntos, que ya no estin sobre esa recta ni en el caso tedrico ni en

el numérico.

8.2.4. Obtencién de la relacién entre la Velocidad media de sedimentacién y
el Tiempo de escape promedio. Relacién numérica

La observacion de la Figura 8-22 sugiere la posibilidad de encontrar algun
tipo de relaci6n entre la Velocidad media de sedimentacion y el Tiempo de escape
promedio para particulas suficientemente pequefias. Para obtener esa relacién, se
puede establecer algebraicamente la ecuaciéon de las rectas que aparecen con

lineas continuas en dicha figura.

Por ejemplo, tomando dos puntos de la linea continua azul (vortice
Rankine con circulacién I" = 10 m?%s) y teniendo en cuenta que dicha grafica

est4 en escala logaritmica, la ecuacion de la recta seria:

log <V, > —log 0189599 _log <7, > — log5223
log 0,146277 — log 0,189599  log 19852 — log 5223

(8.56)

Realizando esta misma operacién para los tres valores de la circulacién
considerados en la figura, se obtiene en cada caso una relacién tipo donde aparece
una constante K; (constante de sedimentaciéon) que depende del valor de la
circulacién del vortice. Los valores obtenidos para dicha constante son
1,000354097; 0,537110195 y 0,25859312 para I" = 1072, 3-10° y 10®* m?%s

respectivamente. La relacién es:
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<V.>= %;zlg <7, >7'7 (8.57)
<T, >~

Se deduce por tanto que la velocidad media de sedimentacion
(adimensional) de pequeiias particulas pesadas situadas inicialmente en la region

1/5

de captura de un vortice tridimensional es del orden de <7, >7"": es decir es

proporcional al inverso de la raiz quinta del Tiempo de escape promedio.

Haciendo uso de la ecuacion (6.49) es posible escribir la ecuacion (8.57)
en forma dimensional para < V.">:

s

K . )
TR =<V, >= —7 oo =><V, >= R <7 20D (8.58)
0 e :

8.3. Analisis de la sedimentacion de particulas en vértices

bidimensionales peridodicos

Se ha seguido el procedimiento descrito en el diagrama de flujo de la

Figura 7-3 de la Tesis:

= Se ha desarrollado un algoritmo informatico que simula la existencia de
vortices girando —tanto con en el mismo sentido de giro como con sentidos

de giro alternados- repetidos periddicamente.

Se han analizado las trayectorias de las particulas.
= Se ha investigado el incremento de la velocidad media de sedimentacion

respecto al caso de fluido en reposo.

Se ha llevado a cabo un analisis de la influencia de la inercia de las

particulas.

Por ualtimo, se ha planteado la posibilidad de aplicar el modelo de flujo
aqui investigado en el desarrollo de un modelo Lagrangiano de

sedimentacion y dispersion de particulas en flujos turbulentos.
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8.3.1. Simulacién de vértices girando en el mismo sentido

El algoritmo informatico implementado simula vértices bidimensionales
que se repiten periédicamente en las direcciones horizontal y vertical, girando
todos ellos en el mismo sentido. Se ha elegido -como ejemplo para el estudio- el
sentido “antireloj” (Figura 8-23). Dicho algoritmo se recoge en el Anexo II dentro

de cada uno de los programas elaborados cuando es necesario su empleo.

El radio de los vértices se toma mucho menor que la distancia entre
vértices, a fin de minimizar las posibles interacciones entre los campos de flujo de
cada uno de ellos. Dicha separacion entre vortices (L,) es constante, es la misma

en las direcciones “0Ox™ y “0y” y es 10 veces mayor que el radio de los mismos.

QO ED
OO
&

R. = Radio de vortice

L, = Separacion eatre vortices

L,

Figura 8-23: Representacién esquemitica de la disposiciéon
bidimensional de vértices girando en el mismo
sentido.
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8.3.1.1. Anailisis de trayectorias de particulas

Particulas sin inercia

Las trayectorias se obtienen de manera similar a la descrita en el apartado
8.1.1.; la diferencia estriba en que ha sido necesario desarrollar, para
simular los vortices girando en el mismo sentido, un nuevo programa
informatico de elaboracion propia trahormuchos_s_i (trayectorias de

particulas sin inercia) cuyo listado se recoge en el Anexo II.

En el caso del programa trahormuchos_s_i, los datos de partida son:

v, = velocidad terminal adimensional de caida en fluido en reposo.
L, = distancia horizontal entre los vértices = 10.

L, = distancia vertical entre los vortices = 10.

hini = paso de integracion inicial para el método de Runge-Kutta = 0, 1.
delta = error maximo en la integracién numérica = 107".

Y[] = posiciones iniciales de las particulas (bidimensional) = xo_yo.
tfin = instante de tiempo final para la integracién numérica.

A continuacion, se ejecuta el citado programa, obteniéndose como
resultado para cada particula los valores de “x, y” que definen su posiciéon

en cada instante de tiempo (¢) posterior (Tabla 8-13).

La representacion grafica de los valores obtenidos proporciona las
trayectorias de las particulas sin inercia (Figura 8-24). Dicha
representacion se lleva a cabo con el programa Matlab. El hecho mas
evidente de esta figura es la posibilidad de suspension permanente, con
particulas describiendo Orbitas cerradas. Esto también se produce en otros
campos de flujo -que ya han sido mencionados en esta Tesis Doctoral-,
como son los de Stommel (1949) [13] y los de Maxey & Corrsin (1986)
[12]. La existencia de estas trayectorias cerradas implica la presencia de
puntos de equilibrio en los que la velocidad local del flujo es igual y
opuesta a la velocidad terminal de caida, de modo que cualquier particula

soltada en uno de estos puntos de equilibrio permanecera en él.
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TABLA 8-13. Posiciones de las particulas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en véortices
periédicos girando en el mismo sentido,

caso del vértice Rankine
X Yo t x y
0,10000 1,499638 90,016374
0,60000 1,486836 90,098808
1,5 90 1,40391 1,424691 90,237294
2,22357 1,293738 90,393732
0,10000 1,749887 90,006958
0,60000 1,745906 90,041941
1,75 90 1,85192 1,625513 90,134813
3,11311 1,500199 90,246112
0,00092 4,999911 103,999631
0,00175 4,999829 103,999317
5 104 0,00591 4,999423 103,997724
0,02672 4,997394 103,989881
0,10000 7,482007 103,938627
0,60000 7,391504 103,627261
7.5 104 2,08758 7,124589 102,648546
3,00000 6,975020 102,001945
0,10000 9,974859 103,949920
0,60000 9.844227 103,696803
10 104 1,61037 9,552220 103,165536
2,40805 9,291534 102,715029
0,10000 12,481956 103,961292
0,60000 12,389402 103,769628
12,5 104 2,74724 11,937852 102,987065
3,00000 11,877427 102,899851
Fuente: Programa informético “frahormuchos_s_i ~ de ¢laboraci6n propia.
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Figura 8-24: Trayectorias (adimensionales) de particulas sin
inercia (S; = 0) con vortices girando en el mismo
sentido, para una  velocidad terminal
adimensional de caida de la particula ¥V, = 0,5
(caso del Vortice Rankine).

Particulas con inercia

Nuevamente las trayectorias se obtienen de manera analoga a la descrita en
el apartado 8.1.1.; en este caso se ha desarrollado, para simular los vértices
girando en el mismo sentido, el programa informatico trahormuchos
(trayectorias de particulas con inercia) —también de elaboraciéon propia-

cuyo listado se recoge en el Anexo II.

Los datos de partida son idénticos a los del programa trahormuchos_s i,
con la salvedad de que hay que introducir el nimero de Stokes (S)) y

especificar las velocidades iniciales de las particulas (que son calculadas

por el propio programa).
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La ejecucién del programa proporciona para cada particula los valores de

“X, ¥’ que definen su posicion en cada instante de tiempo (f) posterior
(Tabla 8-14).

TABLA 8-14. Posiciones de las particulas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vértices
periddicos girando en el mismo sentido,
caso del vértice Rankine

X0 Yo t x y:
0,10000 1,500002 -0,049834
0,60000 1,500387 -0,294124
1,5 0 1,58514 1,506519 -0,753595
2,55985 1,524290 -1,185151
0,10000 3,500000 -0,049929
0,60000 3,500072 -0,294124
3,5 0 2,44127 3,504557 -0,753595
4,00000 3,518486 -1,185151
0,10000 5,000000 -0,050050
0,60000 5,000036. -0,301780
5 0 3,03217 5,004415 -1,559123
4,00000 5,009858 -2,072897
0,10000 6,500000 -0,050071
0,60000 6,500073 -0,302541
6,5 0 2,43533 6.504670 -1,257509
4,00000 6,519341 -2,101396
0,10000 8,500002 -0,050166
0,60000 8,500394 -0,305875
8,5 0 1,54134 8.506286 -0,807485
2,53110 8,524913 -1,357226
0,10000 11,500002 -0,049834
0,60000 11,500387 -0,294124
11,5 0 1,58514 11,506519 -0,753595
2,55985 11,524290 -1,485151

Fuente: Programa informatico “frahormuchos = de elaboracion propia.
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En la Figura 8-25 pueden observarse las trayectorias descritas por las
particulas para diferentes valores de su inercia, es decir, para diferentes
valores del numero de Stokes (S,= /0, 20, 50, 80) siendo soltadas todas las

particulas en la misma ordenada:

- Contrariamente al caso de particulas sin inercia. en ninguna de estas
trayectorias se aprecia una Orbita cerrada correspondiente a una
particula atrapada, lo cual se debe a la accion de la fuerza inercial
centrifuga que hace que las particulas escapen en espiral como ya se ha

mencionado.

- No obstante, en dicha figura puede observarse que hay una
caracteristica de las trayectorias de las particulas ain mas obvia e
incluso hasta cierto punto sorprendente: para un tiempo
suficientemente grande todas las particulas -independientemente de su
abscisa inicial- acaban oscilando alrededor de la linea media vertical

situada entre dos lineas verticales de vortices.

- A medida que aumenta el nimero de Stokes, la inercia de las particulas
es mayor y la amplitud de las oscilaciones es mas pequefia, como era
légico esperar, ya que las particulas se veran menos afectadas por el

campo de flyjo.

- Ademas, ocurre algo similar a lo observado por Wang & Maxey
(1993) [9] para un flujo turbulento isétropo y homogéneo generado
mediante el método de simulacién numérica directa (DNS): las
particulas se agrupan en el “canal” que se forma entre dos regiones
vecinas de vorticidad; la inclinacion inercial (es decir, la interaccion
de las particulas con las estructuras locales espaciales del flyjo,
concepto designado como inertial bias en inglés) hace que la particula
no se desplace a lo largo de una linea de corriente del flujo sino que se
mueva a lo largo de la periferia de la estructura vortical, tendiendo a

zonas de baja vorticidad y baja tension de fluyjo.
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Figura 8-25: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia moderada (S, = 10 a 80) para vértices girando
en el mismo sentido (caso del vortice Rankine).
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En la Figura 8-26 se muestra un comportamiento diferente de las
trayectorias descritas por las particulas para valores del nimero de Stokes
mas elevados (S,= 130, 165, 200 y 235) siendo este comportamiento

sorprendente e inesperado:

- Ahora, las particulas no terminan oscilando en la zona central entre dos
hileras verticales de vortices. sino que hay unas curvas aisladas bien
definidas que limitan unas franjas de baja vorticidad del flujo en las
cuales no pueden entrar las particulas que inicialmente estaban fuera

de ellas.

- Las particulas que fueron soltadas inicialmente dentro de alguna de
estas franjas caen casi verticalmente, por la sencilla razon de que el

efecto de la vorticidad en estas zonas es muy poco importante.

- Se forman en las zonas cercanas a cada hilera vertical de vortices una
region vacia, en la que al cabo del tiempo no va a encontrarse ninguna

particula.

- Asi, en la figura se distinguen dos tipos de zonas: las franjas de baja
vorticidad y las regiones vacias, ambas separadas por las curvas antes
mencionadas, que corresponden a segmentos de las trayectorias

asintdticas finales de las particulas (Maxey & Corrsin, 1986) [12].

- También se deduce de la figura que a medida que aumenta la inercia
de las particulas, mayor es la anchura de las franjas donde la influencia
de la vorticidad es poco importante hasta que para un valor del numero
de Stokes muy elevado, la inercia de las particulas es tan grande que
practicamente no se ven afectadas por la vorticidad y por el campo de
flujo del fluido; al mismo tiempo la anchura de las regiones vacias va
siendo menor. Todo ello se aprecia también con claridad en la Figura
8-27, en las que aparece la abscisa de las particulas frente al tiempo

para diferentes inercias de las mismas.
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Figura 8-26: Trayectorias (adimensionales) de particulas con

inercia fuerte (S, =

130 a 235) para vértices girando

en €l mismo sentido (caso del vértice Rankine).
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Figura 8-27: Evoluciéon (adimensional) de la abscisa de particulas
con inercia fuerte (S, = 130 a 235) para vértices
girando en el mismo sentido (caso del vértice
Rankine).
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A modo de resumen sobre las trayectorias, se puede decir que:

1. Para nimeros de Stokes muy pequeiios, particulas con muy poca inercia,
éstas estaran muy afectadas por el campo de velocidad del fluido
circundante, las franjas de baja vorticidad seran muy estrechas (llegaran a
aparecer como unas lineas gruesas) y las regiones vacias seran muy
anchas (practicamente todo el espacio entre dos lineas verticales situadas a

lo largo de los puntos medios entre dos lineas verticales de vortices).

2. Para numeros de Stokes muy elevados, las particulas tendran mucha
inercia y el efecto que el campo de flujo ejercera sobre ellas sera muy leve,
por lo que ocurrira justamente lo contrario: las regiones vacias seran muy
estrechas (practicamente desapareceran) y las franjas de baja vorticidad
del flujo serdn muy anchas (practicamente todo el espacio y las particulas

seguiran trayectorias casi verticales).

3. La consecuencia que se extrae de estos resultados puede ser de gran
importancia en procesos industriales que requieran la separaciéon de
particulas de diferentes caracteristicas y diferentes inercias, o que
requieran la separacion de particulas de un fluido. Esto sugiere la
posibilidad de construccién de algin dispositivo que materialice la
disposicioén bidimensional de los voértices girando en el mismo sentido, de
modo que se conozca la abscisa a la que irdn a parar las particulas que se

quieran separar.

4. Los resultados obtenidos en esta investigaciOn proporcionan ademas una
posible alternativa no s6lo como método de separacién de particulas de un
fluido sino también como método de clasificacién de las mismas. Hay que
tener en cuenta que la presencia de flujos multifisicos dispersos es muy
comun en el entorno medioambiental y en muchos procesos industriales.
Por citar algunos ejemplos se podria mencionar la mineria (Parra et al.,
2003) [124], el polvo resultante de la erosién, los residuos de las

combustiones, procesos de ingenieria quimica (Santos Garcia) [125], etc.
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Por tanto Jos procesos de separacion de particulas sélidas de un fluido y su
clasificacion constituyen en la actualidad un importante campo de
investigacion (Frank et al., 1999) [126]. En este sentido, algunos métodos
usuales incluyen la supresion de la produccion de polvo, aceleracién de la
sedimentacién de las particulas, ventilacion (Dawson, 1990) [127] o bien
el empleo de filtros, precipitadores electrostiaticos (Veenhuizen et al.,
1990) [128] y ciclones (Frank et al., 1998) [129], Ogawa et al., 1993)
[130]. También se han realizado estudios numéricos, como los de Frank et
al. (1997) [131] o los de Cristea et al. (1996)[132]. A continuacion se
exponen dos ejemplos de posibles aplicaciones practicas de estos

resultados obtenidos.

Ejemplo 1

Se desea en una instalacion de un campo de vorticidad periédico con
vortices Rankine girando en el mismo sentido, obtener el diametro de las
particulas (d,,‘) que pueden separarse en funciéon del radio (R)) o de la
circulacién (I" 7) de los vortices, fijando a priori un nimero de Stokes (S;
=130) y una velocidad terminal adimensional (¥, = 0,5), ambos obtenidos

de las conclusiones de las figuras anteriores (Ej: Figura 8-26).

Para ello, se conocen como datos de partida los siguientes: aceleracion de
la gravedad (g"), densidad de las particulas (p,,‘), densidad del fluido (p") y

viscosidad cinematica del fluido (v‘).

Asi pues, si se fija el valor de R, el valor de la circulacién del vértice I”°

viene impuesto por la ecuacion (8.4) o viceversa:

1-' — g.SlR:3
V.
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Con ello, el diametro de las particulas (dy’) queda determinado por la
ecuacién (6.48) de la que se despeja:

a 18p°v'R)? p, I’

* %2 - . e _»
_ pp Pr :>d;=J]8pVszsl
A fin de poder materializar el parametro adimensional -fijado a priori- de
la Velocidad terminal (V;), ésta puede obtenerse mediante la ecuacién
(8.2):

Algunos posibles valores para la sedimentacioén de particulas de plomo en

aire, son los mostrados en la Tabla 8-15.

TABLA 8-15. Obtencion del diametro de las particulas de plomo
(d, piomo) que pueden separarse por sedimentacion en
aire en funcion del radio (R, ) y/o de 1a circulacién de

los vértices (I" °)
R, r d, Ve
(m). (m’/s) (um) (m/s)
0,0005 0,000564358 40,63 0,564358042
0,0050 0,017846568 72,26 1,78965683
0,0080 0,036118915 81,27 2,25743217
0,0100 0,050477718 85,93 2,523885893
Datos de partida: g =9,81 m/s?
p,,' = p',,,,,,,,,, = 11300 kg/m’
p.= p.aite =12 kg/m3
v = v e = 1,510 > m¥s
S, =130
V,=0,5
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Ejemplo 2

En una instalacion de un campo de vorticidad peridédico con vértices
Rankine girando en el mismo sentido, se desea obtener las caracteristicas -
radio (R,") y circulacién (I7)- de los vértices en funcién del diametro de
las particulas (dp°) que se pretenden separar, fijando a priori un nimero de
Stokes (S,=130) y una velocidad terminal adimensional (¥V;= 0,5) obtenida

de las conclusiones de las figuras anteriores (Ej: Figura 8-26).

Para el propdsito formulado, se conocen los mismos datos de partida del
ejemplo 1: aceleracion de la gravedad (g), densidad de las particulas (p,,‘),
densidad del fluido (p") y viscosidad cinematica del fluido (v").

En primer lugar, se calcula la velocidad terminal (¥;) en funcién del

didmetro de las particulas (dp’) mediante la ecuacion (8.45):

Por otra parte, las ecuaciones (8.2) y (8.3) forman un sistema de dos

ecuaciones con dos incognitas cuya resolucion proporciona los valores
* L
buscadosde R, yI :

VR, ) . "2

Ecuacion (8.2): V, = /" R, = Vi S (8.59)
I S.gV,
F.V. L] .3

Ecuacion (8.3): S, = ——=5 I =L,7 (8.60)
g R, ) S.gV.

En la Tabla 8-16 se exponen varios valores para la sedimentacion de

particulas de plomo en aire.
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TABLA 8-16. Obtencion del radio (R,") y de la circulacién I*) de
los vértices en funcién del diametro de las particulas

(d,,‘) para la separacién por sedimentacién de
particulas de plomo en aire

d; | v R, r*
(um) (mss) (m) (m’/s)
6 1,23 - 1072 2,83 -107 5,85-10°
10 3,42-1072 1,83 -10° 1,25 - 107
14 6,70 - 10" 7,05 - 10 9.44 - 107
18 1,11 -10? 1,93 -10° 4,26 - 10
Datos de partida: g = 9,81 m/s?

Pp = P plome = 11300 kg/m®
P=p ure=1,2 kg/m’

V' =V aie = 1,510 S m%s
S, =130

V,=0,5

8.3.1.2. Investigacién del incremento de la velocidad media de sedimentacién

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad de sedimentacién promedio (<V;>) se ha obtenido calculando
-para una malla de 500 particulas equiespaciadas situadas a una misma altura- la
velocidad final a la que tienden asintéticamente y promediando esos valores de un
modo similar al descrito en el apartado 8.2.2. (cdlculo numérico de la velocidad

media de sedimentacion).

El procedimiento se ha implementado mediante el programa informético
de elaboracion propia st_vel _hormuchos (recogido en el Anexo II) al que se le ha

ensamblado las funciones rankine y funcs3.c y el programa rgk _vect.c.

Los datos de partida a introducir en el programa st _ vel_hormuchos son los

siguientes:
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V, = velocidad terminal adimensional de caida en fluido en reposo.

S, = namero de Stokes = 20.

M = numero de partes en que se divide la malla de particulas.

L = longitud sobre la que se toma la malla de particulas.

L. = distancia entre los vértices = 10.

hini = paso de integracién inicial para el método de Runge-Kutta = 0,1.
delta = error maximo en la integracién numérica = 107",

tfin = instante de tiempo final para la integracién numérica = 80000.

Seguidamente, se ejecuta el citado programa, obteniéndose como resultado

la velocidad media de sedimentacion (<V,>) en funcion de la velocidad terminal

adimensional (V,) (Tabla 8-17).

TABLA 8-17.

Incremento de Ila velocidad media de
sedimentacion (<V;>) respecto al caso de
fluido en reposo (V) para vortices Rankine
periodicos girando en el mismo sentido

<V >-V
v, <V,> —r 100
‘ v,

0 0,000352 -
0.05 0,066438 32
0,1 0.124177 24
0,2 0,220572 10,28
0,3 0,317873 5.95
0.4 0,416895 4,22
0,5 0,512964 2,59
0,6 0,611002 1.83
0,7 0,706460 0,92
0.8 0,805706 0,71
0,9 0,905131 0,57

| 1,004704 0.47
1,1 1,104338 0,39
1,2 1,204130 0,34
1,3 1,303885 0,29
1.4 1,403647 0,26

Fuente: Programa informatico “'st_vel_hormuchos " de claboracion propia.
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Estos resultados obtenidos se representan con Matlab en la Figura 8-28. En
ella se observa que aunque -para pequefios valores de V: - las particulas
sedimentan un poco mas rapido en este campo de flujo de vértices periddicos
girando en el mismo sentido que en el caso de fluido en reposo (ya que la curva
esta por encima de la diagonal de la figura), ese incremento de la velocidad de

sedimentacion es poco importante. Unicamente para valores muy pequefios de ¥

ese incremento es aproximadamente del orden del 30 %.
1F -
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Figura 8-28: Velocidad media de sedimentacién (<Vy>) frente a
la velocidad terminal de caida en fluido en reposo
(V) para vértices girando en el mismo sentido (caso
del vértice Rankine).
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8.3.1.3. Analisis de la influencia de la inercia de las particulas

El procedimiento para obtener la velocidad media de sedimentacién (<V,>)
en funcion de la inercia de las particulas ha sido analogo al ya descrito en el
apartado anterior 8.3.1.2.; nuevamente se ha utilizado el programa informatico
st_vel _hormuchos pero en este caso se ha mantenido fijo el valor de la velocidad

terminal (V; = 0,5) y se ha ido variando el nimero de Stokes (S)).

Los resultados obtenidos son los de la Tabla 8-18 y la Figura 8-29 (en la
que se representa la velocidad media de sedimentacion <V,> frente al nimero de

Stokes S)).

TABLA 8-18. Velocidad media de sedimentaciéon (<V;>)
en funcién del nuimero de Stokes (S,) para
vortices Rankine periddicos girando en el
mismo sentido

S <V,>
0,1 0,521486
0,3 0,522058
0,7 0,522194
1 0,522349
3 0,522681
5 0,523329
10 0,523431
20 0,523474
30 0,523704
40 0,522789
50 0,521416
75 0,518402
100 0,515134
150 0,510364

Fuente: Programa informatico *s¢_vel_hormuchos ™ de elaboracion propia.
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Figura 8-29: Velocidad media de sedimentacién <V,> frente a la
inercia de las particulas (S,) para una velocidad
terminal adimensional de caida de la particula V, =

0,5 comn vértices girando en el mismo sentido (caso
del virtice Rankine).

En la Figura 8-29 puede observarse que:

- La curva obtenida guarda cierta similitud con los resultados teérico-
experimentales para turbulencia isétropa [22] (para S; pequeiio (¥} >
V,:y para S, grande (¥,) < V,) pero su concordancia no es total.

- La curva no es uniforme, presenta bastantes picos. Una explicacién
seria que en las zonas centrales situadas entre dos hileras verticales de
voértices se produce una capa de cortadura con campos de velocidad

con sentidos opuestos, lo cual no es del todo simulado por este modelo.

- Por ello, este campo de flujo no parece adecuado para ser aplicado al
desarrollo de un modelo Lagrangiano de sedimentacion y dispersion

de particulas en flujos turbulentos.
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- En base a las anteriores observaciones se va a formular el siguiente
planteamiento: “cada dos vortices adyacentes -tanto en direccion

vertical como horizontal- giran con sentidos de giro alternados™.

- Otro hecho a destacar es el valor tan elevado del namero de Stokes que
aparece en la figura. Una explicacion a este hecho seria que para cada
particula. cada hilera vertical de vortices es como si fuera un unico
vortice muy grande hasta que alcanza la zona de baja vorticidad del

flujo.

8.3.2. Simulacion de vortices girando con sentidos de giro alternados

Segun se acaba de ver. el modelo anterior en el que los vortices giran en el
mismo sentido no parece un punto de partida adecuado para el futuro
establecimiento de un modelo lagrangiano de sedimentacion de particulas en flujo
turbulento. Por esa razdén. se introduce esta nueva vanante de sentidos de giro
alternados para los vortices (Figura 8-30) y también porque es un campo de flujo
que por si mismo es digno de consideracion y merece ser estudiado desde el punto

de vista de la sedimentacion de particulas.

Al i1gual que en el caso antenor se simula mediante un algoritmo
informatico (diferente) la existencia de los vorntices repetidos perniodicamente que
hace que “‘cada dos vortices contiguos giren en sentidos opuestos tanto horizontal
como verticalmente”. Dicho codigo informatico se ensambla en los distintos

programas desarrollados en los casos en que sea necesanio (Anexo II).

El radio de los vortices sigue siendo mucho menor que la separacion entre
cllos, que es constante y es la misma en las direcciones de ambos ejes
coordenados. Se ha tomado, como en el caso anterior, la separacion entre los

vortices 10 veces mayor que el radio de los mismos.
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R, = Radio de vértice
L, = Separaci6n entre vértices

Figura 8-30: Representaciéon esquemitica de la disposicién
bidimensional de vértices girando con sentidos de
giro alternados.

8.3.2.1. Analisis de trayectorias de particulas
Particulas sin inercia

Las trayectorias se obtienen nuevamente mediante el procedimiento
detallado en el apartado 8.1.1.; la diferencia es que para simular los
vortices girando con sentidos de giro alternados se ha desarrollado el
programa informatico altertrahormuchos_s_i (trayectorias de particulas

sin inercia), recogido en el Anexo Il

Los datos de partida son los mismos que en el programa
trahormuchos s i, obteniéndose al ejecutar el programa la posicién de

cada particula en cada instante de tiempo (f) posterior (Tabla 8-19).
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TABLA 8-19. Posiciones de las particulas (sin inercia)

para cada

instante de tiempo en

vértices periédicos con sentidos de giro
alternados, caso del vortice Rankine

Xo Yo { X y

0,100000 -0,997571 90.049010

5.199568 -0.650377 90,528221
-1 90 10.00115 0.241709 90.472610
15.17197 0,579113 89.436381
0.100000 -1,749887 90,006958
5.361289 -1,247320 90,541084
-1,75 90 10,00702 -1,196067 89.429774
15.18022 -1.748624 89.975180

0,100000 5.009755 103.96224
5.842601 5.546495 101.97847

5 104 10,669631 5,843783 100,59452
15.747196 5,825300 99273015
0,100000 7,518044 103.96129

5,697668 8,933406 102,03992

7.5 104 10,27477 10,03618 98.67675

15.40113 8,037587 96,97637

0,100000 10.02514 103,94992

5.333175 11,68011 100,38825

10 104 10,33739 10,28078 96,535637
15,61206 9,063611 93,831932

0,100000 12,51799 103,93862

5,528032 13,24655 100,03407

12,5 104 11,18793 12,49147 95,970955
16,02576 11,58353 93,676703

Fuente: Programa informatico “altertrahormuchos_s_i ** de claboracion propia.
244 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Vortice Rankine

En la Figura 8-31, puede verse la representacién grafica de las trayectorias
de las particulas. Nuevamente se aprecia la posibilidad de suspensién
permanente, con algunas particulas describiendo 6rbitas cerradas. También
se observa que las particulas que no son atrapadas, siguen una trayectoria

que va rodeando los vértices segiin el sentido de giro de los mismos.

100

0

85}t

75 = :
-5 0 5

15 20

Figura 8-31: Trayectorias (adimensionales) de particulas sin
inercia (S, = 0) con vértices con sentidos de giro
alternados, para una velocidad terminal
adimensional de caida de la particula ¥, = 0,5
(caso del vértice Rankine).

Particulas con inercia

Las trayectorias se siguen obteniendo mediante el procedimiento del
apartado 8.1.1.; para este caso de particulas con inercia se ha
implementado el programa informético alfertrahormuchos, cuyo listado
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se presenta en el Anexoll. Se ha partido de los mismos datos que en el
programa altertrahormuchos_s_i pero —puesto que las particulas tienen
inercia- hay que introducir el numero de Stokes (S)) y las velocidades

iniciales de las particulas (que son calculadas por el propio programa).

Una vez ejecutado el citado programa altertrahormuchos. se obtienen las

posiciones de las particulas en cada instante de tiempo (Tabla 8-20).

TABLA 8-20. Posiciones de las particulas (con inercia)
para cada instante de tiempo en voértices
periodicos con sentidos de giro alternados,
caso del vortice Rankine

Xo Yo ! p. ¢ y
0.028A3S -0.000936 103 983673
0.067307 -0.004603 103.966295
0 104 0.107934 -0.010327 103.946817
0.151681 -0.018324 103.924140
0033873 6000642 103983707
0077902 6002973 103.96403 1
8] 103 0124472 6006639 103944457
0175196 6011572 103.924033
0.033082 14.000636 103982362
0O7TR1Y 150020987 103 987943
4 tOJ O 124818 14006685 O3 930864
0. 175601 14.01 1600 103 Q0O45S

FFuente: Programa informatico “altertrahormuchos = de claboracion propia.

Las trayectorias de las particulas (marcadas con distintos colores segun su
posicion inicial) para diferentes valores del nimero de Stokes quedan
reflejadas en las Figura 8-32 y 8-33 (inercia moderada) y Figuras 8-34 y 8-

35 (inercia fuerte).
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S, =0,1
§,=0,5
4
.
0 5
0 15

Figura 8-32: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos
elevados en vértices con sentidos de giro alternados
(caso del vortice Rankine).
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Para una mejor visualizacion de las consecuencias que se pueden extraer
de dichas trayectorias se decide escoger solamente tres particulas situadas
en posiciones iniciales representativas de las diferentes zonas del campo
fluido: una situada en aquella posicion en la que la accidon del campo de
flujo sea mas intensa (frazado azul), es decir, en una de las hileras
verticales de vortices y las otras (trazados rojo y verde) situadas cerca de
las regiones centrales entre dos filas verticales de vortices (donde la accion
de los vortices sobre las particulas tiene menor intensidad). No se han
representado trayectorias de mas particulas porque se produce un
solapamiento de las mismas, impidiendo observar con claridad sus

caracteristicas.

En la Figura 8-32, se observa que para tiempos elevados y valores
pequeiios y moderados de la inercia (es decir, para valores del namero de

Stokes hasta 4):

0 La particula situada inicialmente en la hilera vertical de vdrtices
(azul) va rodeando los mismos segin su sentido de giro,

siguiendo las lineas de corriente del flyjo.

o Las otras particulas (rojo y verde), al encontrarse en una zona de
baja vorticidad, caen de una forma mas o menos vertical pero con

oscilaciones provocadas por la accién del campo de flujo.

o En definitiva, todas las particulas siguen una trayectoria préxima
a la vertical pero con oscilaciones debidas a la accién de los

vortices.

En la Figura 8-33 se representan las mismas trayectorias de la Figura 8-32
pero en los instantes iniciales de tiempo, observandose con mas detalle las

oscilaciones mencionadas.
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Figura 8-33: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia moderada (S; = 0,1 a 4) para tiempos
cortos en vortices con sentidos de giro alternados
(caso del vértice Rankine) .
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Sin embargo, para valores mas elevados del nimero de Stokes (a partir de
5) se observa un cambio sorprendente en el comportamiento de las

particulas:

o Las particulas al principio (tiempos cortos, Figura 8-34) van
describiendo una trayectoria mas o menos regular (igual que antes, es
decir. con oscilaciones alrededor de su vertical), pero en realidad cada
vez la trayectoria esta situada un poco mas alejada de la linea vertical

hasta que llega un momento en que se separa de ella.

o Las particulas al final (para tiempos suficientemente grandes, Figura 8-
35) terminan oscilando alrededor de la linea media situada justo en el
centro entre dos hileras verticales de vortices. Este resultado es similar
al encontrado en el caso de vortices girando en el mismo sentido, las
particulas se agrupan en el “‘canal” formado por dos regiones vecinas
de vorticidad, como consecuencia del fenémeno de la inclinacién

inercial.

0 Abhora, a diferencia de aquel caso, incluso para valores del numero de
Stokes elevados se mantiene este comportamiento y no aparece la
distincién entre franjas de baja vorticidad y regiones vacias que se
encontré entonces. Ello es debido a la diferencia entre los campos de

flujo utilizados en ambos casos.

= En el primero (vortices con el mismo sentido de giro), se
producen zonas en las que vortices adyacentes inducen en el

fluido velocidades con sentidos opuestos.

= En el segundo (vortices alternados), en cualquier zona del
campo fluido los vértices adyacentes inducen velocidades en el
mismo sentido con lo que la disminucion de la influencia de la
vorticidad es menos acusada en las zonas alejadas de las hileras

verticales de vortices.
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Figura 8-35: Trayectorias (adimensionales) de particulas
con inercia fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos
elevados en vértices con sentidos de giro
alternados (caso del vortice Rankine) .
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8.3.2.2. Investigacién del incremento de la velocidad media de sedimentacién

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad de sedimentacién promedio (<V,>) se ha obtenido mediante
un procedimiento analogo al indicado para el caso de vértices girando en el
mismo sentido (apartado 8.3.1.2.). La diferencia es que para simular los vértices
girando con sentidos de giro alternados se ha desarrollado el programa de

elaboracion propia alfer st vel (Anexo II), introduciendo los mismos datos de

partida.

Los valores obtenidos de la velocidad media de sedimentacién (<V,>)
frente a la velocidad terminal adimensional de caida en reposo (V) son los de la
Tabla 8-21.

TABLA 8-21. Incremento de la velocidad media de
sedimentacién (<V,>) respecto al caso de
fluido en reposo (V) para vértices Rankine
periddicos con sentidos alternados

<V. >-V,
V. <V> —2* " __'100
Vv,
0 0.000167
0,05 0,105429 110
0,1 0,160043 60
0,2 0,242523 21
0,3 0,332572 10,85
0.4 0,426500 6,62
0,5 0,522311 4,46
0,6 0,618811 3,13
0,7 0,713758 1,97
0,8 0,809121 1,14
0,9 0,907098 0,78
1 1,005723 0,57
1.1 1,104526 0,41
1,2 1,203371 0,28
1,3 1,302511 0,19
1,4 1,401588 0,11

Fuente: Programa informético “alfer_st_vel " dc elaboracion propia.
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Se representan en la Figura 8-36, que evidencia que las particulas:

w] Con una velocidad terminal (7;) baja sedimentan mas rapido en este campo
de flujo que en fluido en reposo. Ese incremento de velocidad de

sedimentacion llega a ser del orden del 110 % para pequeiios valores V;.

o Con valores de V, altos, apenas hay diferencia entre la velocidad media de
sedimentacion y la velocidad terminal. Esta diferencia sera ain menor a
medida que la inercia de las particulas aumente, ya que seguirian una
trayectoria cercana a la vertical, s6lo con pequeiias desviaciones debidas al

campo de flujo.
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Figura 8-36: Velocidad media de sedimentacién (<V,>)
frente a la velocidad terminal de caida en fluido
en reposo (V) para vértices con sentidos de giro
alternados (caso del véortice Rankine).
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8.3.2.3. Andlisis de la influencia de la inercia de las particulas

Para obtener la velocidad media de sedimentacion (<V;>) en funcién de la

inercia de las particulas se ha seguido el mismo procedimiento ya comentado en el

apartado 8.3.1.3.; utilizando el programa de elaboracion propia alter st vel en el
que se ha mantenido fijo el valor de la velocidad terminal (¥, = 0,5) y se ha ido

variando el nimero de Stokes (S)).

Los resultados obtenidos son los reflejados en la Tabla 8-22 y son
representados en la Figura 8-37.

TABLA 8-22. Velocidad media de sedimentacién <V,>)
en funciéon del nimero de Stokes (S, para
vértices Rankine periédicos girando con
sentidos alternados

S <V>
0,05 0,500829
0,1 0,501051
0,2 0501234
0,3 0,501323
0.5 0,501422
1 0,501555
3 0,501328
5 0,501138
10 0,500953
20 0,500695
30 0,500401
40 0,500040

Fuente: Programa informatico “alter_si_vel " de claboracion propia.
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Figura 8-37: Velocidad media de sedimentacion (<V,>) frente

a la inercia de las particulas (S, para una
velocidad terminal adimensional de caida de la

particula ¥, = 0,5 con vértices con sentidos de
giro alternados (caso del vértice Rankine).

isétropa (Srdic, 1999) [22].

En esta grafica puede apreciarse que el resultado obtenido numéricamente
es muy similar a los resultados conocidos tedrico-experimentales para turbulencia

8.3.2.4. Posibilidad de aplicacion a Modelo Lagrangiano de sedimentacion y
dispersion de particulas en flujos turbulentos

El resultado del apartado anterior hace pensar que: el flujo aqui analizado

simula con bastante exactitud el tipo de estructuras vorticales presentes en los

turbulentos.

Slujos turbulentos isotropos que hacen decrecer o aumentar la velocidad media de
modelo Lagrangiano para la sedimentacion de particulas pesadas en flujos

sedimentacion, por lo que podria ser utilizado para un posterior desarrollo de un
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9.  VORTICE KAUFMANN

Una vez estudiados los dos objetivos propuestos para el caso del vortice
Rankine, se van a aprovechar los conocimientos adquiridos para abordar la
investigacion de los mismos en el caso del vortice Kaufman. Por ello se incidira
con menor profundidad en aquellos aspectos metodolégicos que ya han sido
suficientemente descritos en el capitulo anterior y unicamente se detallarin

aquellos aspectos que supongan alguna diferencia significativa entre ambos
modelos de vértices.

La razon de estudiar este tipo de vortice es la misma que ya se mencion6
para el modelo Rankine, segin lo comentado en el apartado 5.2. (Vértices objeto
de estudio) del bloque de Metodologia; el vortice Kaufmann también tiene una
formulacion relativamente simple y es adecuado para ser utilizado en las
simulaciones de esta Tesis. Igual que para el vortice Rankine, para alcanzar los
objetivos propuestos se ha utilizado la ecuaciéon de movimiento (6.40) y su
expresion equivalente en forma adimensional (6.50) y se ha seguido la
metodologia descrita en los apartados 7.1. y 7.2.

9.1. Anailisis del Tiempo de Escape de particulas de um vértice

tridimensional

Nuevamente se ha seguido la metodologia representada en el diagrama de
flujo de la Figura 7-2a.

Se comienza por una parte analizando las trayectorias de las particulas, sus
principales caracteristicas y la influencia de la inercia de las particulas y por otra
se calculan los puntos de equilibrio y se deduce la longitud caracteristica para el
caso. concreto del vértice Kaufmann, obteniéndose asimismo las trayectorias
limite. A partir de los dos pasos anteriores se establece la formulacién del criterio
de escape segun el cual se considera que una particula ha escapado del vértice.

Con ello, se procede por un lado a la obtencioén numérica del Tiempo de escape y
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el analisis de la influencia de diversas variables y por otro lado a la obtencién de
la férmula analitica del Tiempo de escape que, dado que en la féormula obtenida en
el capitulo anterior no se hizo ninguna limitaciéon sobre el vértice considerado,
sigue siendo valida. Por altimo, mediante simulacion numérica se verifica la

validez de la férmula para este modelo de vortice.

9.1.1. Obtencién de las Trayectorias de particulas

Las trayectorias se obtienen mediante un procedimiento completamente

idéntico al descrito en el apartado 8.1.1. para el vértice Rankine.

Se utilizan por tanto los mismos programas informaticos de elaboracion
propia que en el caso de dicho modelo (ligtravoin_s_i y ligtravoin). La Gnica
diferencia es que en lugar de la funcién rank se utiliza la funcién kauf (recogida
en el Anexo II de la Tesis), que proporciona el campo de velocidades del voértice
Kaufmann. El resto de funciones a ensamblar en cada caso en el programa
principal son las mismas que se utilizaron para el vortice Rankine, es decir,

Juncs3.c y rgk_vect.c.

Los datos de partida a introducir en los programas ligtravoin s i y
ligtravoin —y también en los restantes programas informaticos utilizados a lo largo
de todo este capitulo- son analogos a los tomados en el capitulo anterior para el

vortice Rankine.

Particulas sin inercia

Ejecutando, por tanto, el programa ligtravoin_s_i (célculo de trayectorias
de particulas sin inercia) se obtienen las posiciones “Xx, y, z” de las particulas en
cada instante de tiempo (¢). Dichos valores son los que se relacionan en la Tabla
9-1. La posterior representacion grafica de dichos valores permite visualizar las

trayectorias de las particulas sin inercia.

258 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Vortice Kaufmann

TABLA 9-1. Posiciones de las particulas para cada instante de
tiempo (sin inercia), caso del vértice Kaufmann

. X0 | Yo Zo t X v Z

0,10000 0,999634 0,014643 299,965
0,60000 0,986788 0,087477 299,788
1 0 300 1,26469 0,940816 0,181366 299,553
1,83418 0,874149 0,256072 299,352

0,10000 | 1.49983 0,010799 399.065

0,60000 1,49401 0,064813 299,788

1,5 0 300 1,76032 1,44749 0,190559 299,378
2,65567 1,37738 0,287933 299,061

0,10000 2,24999 0,001758 299,965

0,60000 2,24949 0,010559 299,788

2,25 0 300 | 2,72967 2,23905 0,048954 299,035
4,86544 2,21412 0,091081 298,280

0,10000 4,99205 9,968620 299,965

0.60000 4,95202 9,811970 299,788

5 10 300 | 3,10000 4,74405 9,035170 298,904
5,00000 4,57650 8,452760 298,232

0,10000 7,49364 9,969420 299,965

0,60000 7,46168 9,816800 299,788

7.5 10 300 | 3,10000 7,29845 9,060640 298,904
5,00000 7,17054 8,494360 298,232

0,10000 9,99502 9,969630 299,965

0,60000 9,97011 9,817990 299,788

10 10 300 | 3,10000 9,84478 9,065690 298,904

5,00000 9,74895 8,500870 298,232

Fuente: Programa informatico “ligtravoin_s_i ™ de elaboracion propia.

En la Figura 9-1 se representan las trayectorias de particulas sin inercia
(S,=0). E] hecho mas significativo que puede observarse es que algunas de ellas
quedan atrapadas en el vértice, describiendo trayectorias cerradas. Del mismo
modo que para el vortice Rankine, la vista mas relevante es la correspondiente al

plano XY, sin menoscabo del interés que representan las restantes vistas por
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Figura 9-1: Trayectorias (adimensionales) de particulas sin

Particulas con inercia

En el caso de particulas con inercia, se ejecuta el programa ligtravoin,

siguiendo nuevamente el procedimiento que ya ha sido comentado varias veces a

lo largo de la Tesis.

Los valores obtenidos para las posiciones de las particulas a largo del

tiempo, obtenidos mediante la ejecuciéon del citado programa se muestran en la

Tabla 9-2.

inercia (S, = 0), para vértice Kaufmann.
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TABLA 9-2. Posiciones de las particulas para cada instante de
tiempo (con inercia), caso del vértice Kaufmann

Xp: Yo Zo | 1 X y z
0.100000| 0.999977 0.014645 299964645
0.385681| 0.998833 0.056465 299863641
1 0 300 [0.670183| 0.994582 0.098005 299.763055
0.991924| 0.984515 0,144653 299.649302

0.100000 | 1.499989 0.010798 299,964645
0.435381 1.499255 0.047008 299.846069
1,5 0 300 |0.766057 | 1.496466 0.082672 299,729158
0,146552 | 1.489736 0.123620 299,594633

0.100000| 2.249999 0,001758 299.964645
0.600000 | 2.249841 0.010549 | 299.787/868
2,25 0 300 |1.123532| 2249150 0,019759 299,602772
1,761092 | 2247351 0.031011 299.377360

0.100000| 4.992063 9.968613 299.964645
0.600000| 4.952273 9811766 | 299.787/868
5 10 300 (1.164608| 4.906930 9.634988 299.588249
1.839260 | 4951985 9.424389 299,349723

0.100000| 7.493640 9.969415 299.964645
0.600000| 7.461794 9.816581 299.787/868
7,5 10 300 |1,179317| 7.424700 9.639884 299,583049
1.867467 | 7.380276 9.430706 299,339751

0,100000| 9.995025 9.969620 299,964645
0.600000| 9.,970136 9.817801 299.787/868
10 10 300 |1.196794| 9.940379 9.636936 299,576809
1.906875 | 9.904884 9422388 299325818

Fuente: Programa informatico “ligtravoin ™ de elaboracién propia.

Las trayectorias de particulas con inercia (S,>0) se obtienen representando
estos valores (Figura 9-2). Por las mismas razones expuestas en el caso del vértice
Rankine, ninguna particula describe trayectorias cerradas alrededor del eje del
vértice ni es atrapada por el mismo. Tanto la Figura 9-1 como la Figura 9-2
muestran que las trayectorias de las particulas son cualitativamente semejantes al

caso del vértice Rankine.
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Figura 9-2: Trayectorias (adimensionales) de particulas con

inercia (S, = 0,5), para vértice Kaufmann.

9.1.2. Calculo _de los Puntos de equilibrio y Deduccién de la Longitud

caracteristica

El procedimiento es idéntico al seguido en el apartado 8.1.2. para el
vortice Rankine. En este caso se sustituye en la ecuacion (8.5) el campo de

velocidades del vortice Kaufmann, dado por la ecuacion (4.64). Desdoblando en

dos ecuaciones escalares se obtiene:
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—(2°/2)y, .

nz =0 = y.=0 9.1a)
1+ -5+ £

. Q" /2)x,
—V, senf + ( e _—0 (9.1b)

1+ Xy + y_,:i
R:z R

v

Sustituyendo (9.1a) en (9.1b) y realizando operaciones algebraicas se
obtiene la siguiente ecuacién de segundo grado

(V, sen8)x,’ —R,’ (2" /2)x; + RV, senf = 0 9:2)

cuya solucién es

. RS2 /2)£\[R(2°7/4)— 4RV, *sen’0

x .
£ 2V, sen@

9.3)

La ecuaciéon anterior (9.3) no tiene ninguna solucién real si
R(2%/4)—4R)°V *sen’0 <0 < 0. Si R’ (2°°/4)—4R)’V,’sen’d >0

tiene dos soluciones reales:

. . 4V, sen’0
(2 /2)—\/(.0 2 /4)——'—55—"—

v

2V, sen@
R’

v

XEy

.4

(I"72)=~J(r"?/4)-R,V, ’sen’0
Vv, sen6
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. . V.’ sen’0
(02 /2)+\/((2 ’/4)—4'—;5"—~
x._ = < v =
" 2V, sen
R’

Y

(9.5)

(I /2)+\(I"?/4)=R*V, *sen’6
V. sen@

t

donde todos los parametros tienen el mismo significado que ya se ha ido

indicando a lo largo de la Tesis. Igual que en el caso del vértice Rankine, ¥,,es

un foco inestable y X, es un punto de silla.
La ecuacion (9.3) tiene una unica solucion si

R(27/4)—4R.’V, ’sen’@=0=1I""—4R.’V, ’sen’0 =0 (9.6)

[ ]

que seria el caso en que los dos puntos de equilibrio se condensan en un unico
punto. Entonces, la escala de Longitud caracteristica (Lc') que seria el radio
minimo de las trayectorias de las particulas alrededor del vortice (R;),,,,,, se

puede deducir de la ecuacion (9.6):

4(R, ). V' isen’'@=I" = (R,),, = =L, 9.7

mun .

La relaciéon entre la Longitud caracteristica y la distancia entre los puntos

de equilibrio, que se obtiene de las ecuaciones (9.4) y (9.5):

e BN VP
2 - Vo'

t

(9.8)

—e

De (9.7) y (9.8) se deduce que cuando V,” —0 %—) L, igual que

en el caso del vortice Rankine.
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La obtencién de los puntos de equilibrio y la longitud caracteristica L.

también es posible llevarla a cabo en términos de variables adimensionales, tal
como se describe a continuacion.

Los puntos de equilibrio se obtienen entonces de la ecuacion (8.19)

V,+i(%;)=0 que desdoblindola en las dos correspondientes ecuaciones

escalares queda:
— Ve
— =0 = =0 9.9
1+x%+y} Ve ®-92)
——V,S€r‘19+—%= 0 (9.9b)
I1+x; +y;

y sustituyendo (9.9a) en (9.9b) y realizando operaciones algebraicas se obtiene la

siguiente ecuacion la ecuacion de segundo grado:

(V,sen6)x; —x, +V,send =0 (9.10)

cuya solucién es

1iJ1—4V,2sen29 ©.11)
B 2V,senf '

Xg

La ecuacién (9.11) no tiene solucién si J —4V’sen’@ < 0 y tiene dos
soluciones reales si I — 4V,’sen’0 > 0 proporcionando la abscisa adimensional de
los puntos de equilibrio:

r2
_1—1-4Vsen’® _1 —W ©.12)

s 2V, send v,

'2
_ 1+\J[1—4V}?sen’6 _ 1+,/1 —-’4V, ©.13)

X2 2V, sen@ 2V,
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Asi, la distancia entre los puntos de equilibrio en forma adimensional es

1-4v,°
o

[

X2 — %] = (9.14)

La ecuacion (9.11) que proporciona la abscisa de los puntos de equilibrio

tiene una Unica solucién si

220 _ 1 2 _ = '
1—4V sen'@=1-4V,* =0 < 1=2V, (9.15)

de donde se deduce la correspondiente Longitud caracteristica adimensional como

L.=1/2V,.

Esta obtencion de L. puede realizarse quizas con mayor claridad
adimensionalizando L. =7 / 2V," . Para ello, basta con aplicar las relaciones

(8.1a), (8.1b), (6.41), (6.46) y (6.49) a la ecuacion (9.7):

o r° _ r° _ RU,  RU, R,
© 2V 2V sen® 2V, sen® 2V,.U,senf 2V,
1 1 4 ' 1 (9.16)
de donde
Li: 112: L = 1'
R, 2V, i (9.17)

La relacion entre la longitud caracteristica y la distancia entre los puntos

de equilibrio en forma adimensional se obtiene de la ecuaciéon (9.14):

(9.18)

De la comparacién de (9.17) con (9.18) se deduce que cuando V," —0, el

valor de |x,_2——_i,_,|_> L. .
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9.1.3. Trayectorias Limite

Las trayectorias limite (Que comienzan en el punto de silla Yy no pueden ser

alcanzadas por las particulas que vienen desde encima del vortice) se obtienen
-ejecutando el programa ligtravoin, de manera idéntica al caso del vortice Rankine.

La forma y la amplitud de la region encerrada por las trayectorias limite viene
determinada por el valor de la velocidad terminal de caida ( V). Al aumentar la
velocidad terminal de caida la region encerrada por las trayectorias limite es
menos amplia hasta que para una velocidad terminal de caida suficientemente
elevada dicha zona es tan pequefia que pricticamente puede considerarse que

desaparece, como se aprecia en la Figura 9-3.

ZJ . ) ¥ J J L)

Foco . [ Puntos de sills

(%) i} / (%)

10

25

Figura 9-3: Forma y amplitud de la regién encerrada por las
trayectorias limite para diferentes valores de V, (caso

del vértice Kaufmann).

Todos los comentarios realizados para el vortice Rankine en el apartado
81 .3. siguen siendo vilidos para el vértice Kaufmann.
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9.1.4. Formulzaciéon del Criterio de escape

El criterio segun el cual se considera que la particula ha escapado del
vortice es el mismo que ya se preciso en el caso del vortice Rankine en el apartado
8.1.4., es decir, “se considera que una particula ha escapado del vortice cuando
su distancia al foco %, sea igual a 1,5 veces la separacion entre los puntos de
equilibrio”. En la siguiente Figura 9-4 -en la que aparece dicha distancia D

adimensionalizada con el radio del voértice- se muestra el acierto de dicha

.,
eleccion.
F : v v » y r T
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_ .
! i
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Figura 9-4: Distancia de escape (D) para vértice Kaufmann.
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Por razones idénticas a las sefialadas en el apartado 8.1.4,, en los siguientes
céleulos se ha tomado la posici6n inicial de la particula a una distancia del foco
igual a un 1% del radio del vértice, es decir:

|%5 — %5| = 0.01R; (9.19)

9.1.5. Obtencién Numérica del Tiempo de escape y andlisis de la influencia

de variables

Como para el vortice Rankine, se ha obtenido el Tiempo de escape de una
particula mediante el programa de elaboracién propia fescapeiner; en dicho
programa se han introducido los mismos datos de partida que en aquel caso. En
primer lugar se recoge en la Tabla 9-3 y se representa en la Figura 9-5, el Tiempo
de escape 7, de la particula —situada inicialmente dentro de la regién de captura-
frente a la velocidad terminal de caida (V;) para diferentes valores del ntmero de
Stokes (S;). Del mismo modo que para el vértice Rankine el Tiempo de escape
disminuye monétonamente al aumentar la velocidad terminal de caida

independientemente del nimero de Stokes.

TABLA 9-3. Tiempo de escape (7,) para
diferentes valores de V; y S,
caso del vértice Kaufmann

§; ¥ T.
002 863496.71
0.04 5726585
0.3 0.06 12841.08
0.08 4566.88
0.02 51787991
0.04 37059.17
0,5 0.06 8699.79
0.08 3938.66
0.02 38561240
0.04 —28960.68
0.7 0.06 6602.24
0.08 2437.80
0.02 270378.77
0.04 23577.36
1 0.06 5024.77
0.08 2047.31

‘Fuente: }.;;ogmma informaético “}acapeiner » de elaboracion propia,
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Figura 9-5: Tiempo de escape (7Te) frente a la velocidad terminal de
caida (V,) para diferentes S, (caso del vortice
Kaufmann).

La influencia de la inercia de la particula (S;) en el Tiempo de escape
manteniendo fijo el valor de V, puede observarse en la siguiente Figura 9-6. De
nuevo el paralelismo de resultados con el vortice Rankine se mantiene: el Tiempo
de escape tiende a disminuir a medida que el numero de Stokes crece, pero esta
disminucion del Tiempo de escape no es monotona sino que aparecen una serie

de oscilaciones o picos.

Para buscar una explicacién al hecho de que a veces las particulas tardan
mas en escapar a pesar de que su inercia sea mayor, se ha estudiado en detalle el
rango de numeros de Stokes correspondiente a una de las oscilaciones; en
concreto, se ha analizado la parte de la curva seiialada en azul en la Figura 9-6, en
la que el valor del nimero de Stokes es de 0,32 en el punto inicial, de 0,386 en el

punto mas alto y de 0,44 en el punto final.
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Figura 9-6: Variaciéon del Tiempo de escape (7.) con la inercia de las
particulas (S,) para V=0,2 (caso del vortice Kaufmann).

Los resultados del analisis del pico marcado en azul son los que pueden
observarse en la siguiente Figura 9-7. En la misma se muestra en rojo la
trayectoria de una particula soltada cerca del centro del voértice, en verde la
posicién del punto de silla y en azul las trayectorias limite para varios valores del
nimero de Stokes (0.32 al 0.44) en la zona mencionada del citado pico objeto de
estudio.

Conviene puntualizar que en las figuras se ha mantenido el mismo criterio
de colores utilizado para el voértice Rankine a fin de facilitar la posterior

comparacién entre los dos modelos de vértices en el siguiente capitulo.
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Figura 9-7: Trayectorias de una particula en uno de los rangos de
numeros de Stokes en que el tiempo de escape oscila
(caso del vortice Kaufmann).
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De la Figura 9-7 se desprende la misma justificacién que se dedujo en el

capitulo anterior para el vértice Rankine; el comportamiento de oscilaciones del

Tiempo de escape de las particulas estd relacionado con la mayor o menor

distancia entre la particula y el punto de silla X;, en la ultima vuelta. En dicha

figura puede apreciarse que:

En la zona ascendente del pico en estudio (S, = 0,33; 0,35;
0,37) donde el Tiempo de escape aumenta, la particula describe
tres vueltas antes de escapar y a medida que el niimero de
Stokes crece, pasa cada vez mas cerca del punto de silla. Por
eso el Tiempo de escape aumenta con el nimero de Stokes en

esta zona.

En el punto superior del pico en estudio (S; = 0,386), la
particula ya no da la tercera vuelta sino que escapa pasando

muy cerca del punto de silla.

En la zona descendente del pico (S, = 0,41; 0,43), disminuye el
Tiempo de escape como es cabia esperar. La particula da dos
vueltas, siempre bastante lejos del punto de silla y al aumentar
la inercia de las particulas el efecto del vértice sobre ellas es

menor.

9.1.6. Obtencién Analitica de la formula del Tiempo de escape

8.1.6. para el voértice Rankine.

Este desarrollo conduce a la ecuacion (8.30): ¥,

La obtencion de la férmula se realiza del mismo modo que en el apartado

. _espacio . Du’

e

donde hay que tener en cuenta que:

T°  ? Dt

e ?
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e ¢l espacio es del orden de la escala de longitud caracteristica que,

como se vio en el apartado 9.1.2., viene dada para el vortice

Kaufmann por la ecuacién (9.7): L. =T"/2r,".

e Dii es del orden de V,”, puesto que para el vortice Kaufmann

sigue siendo vialida la segunda consideracion realizada en el

apartado 8.1.6. para el vortice Rankine.

e Df es del orden de la escala de tiempo caracteristica de las
particulas, que se obtiene dividiendo la escala de longitud

caracteristica (L. ) por el valor de la velocidad de las particulas

v

~V, ., esdecir, t. = (" /2V," )V, =" /2V,2.

Sustituyendo estas tres equivalencias en la ecuacion (8.30), ésta queda del

siguiente modo:

I_,O/zl/," _ z-. I/’.n
T, < rrae

(9.20)

De la ecuacién (9.20) se despeja 7,

. re
T, ~ ——r (9.21)
4z v,
con lo que se obtiene para Tiempo de escape la misma expresion (8.33) que para
el vortice Rankine, es decir, 7, =K, T'"?/7, V" incluyendo en la Constante de
tiempo de escape K. el coeficiente 4 que aparece en el denominador del segundo

miembro de la ecuacion (9.21).

274 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Vortice Kaufmann

9.1.7. Comparacién_de los Resultados numéricos con la Férmula teérica.
Validez de la Férmula

La comprobacién de la validez de la férmula teérica del Tiempo de escape
para el voértice Kaufmann (ecuacién 8.33) se realiza mediante simulacién
numérica de un modo idéntico al seguido para el vértice Rankine en el apartado
8.1.7. La unica diferencia es que en lugar de utilizar el campo de velocidades del
vortice Rankine —ecuaciones (4.63)- se utiliza el del vértice Kaufmann —ecuacioén
(4.64)-. Por tanto, siguiendo el procedimiento detallado en las ecuaciones (8.34) a

(8.43) se obtiene la ecuacion de la trayectoria limite:

4V
—_t(x" xu)

(x> + y;2 + R)eT ™ ~x?-R?=

(9.22a)

v
. . . ——(x ~x .
\/(xo“ryozﬂ?f)er —x? - R?

donde:

x",y" = coordenadas de la trayectoria limite.

X0 » Yo = coordenadas de un punto de la trayectoria limite -punto de silla,
ecuacion (8.10)-.

V° = componente de la Velocidad terminal de caida en fluido en

reposo perpendicular al eje del vortice.

R = radio del vértice.
o< = doble de la velocidad angular del voértice.
r = circulacién del vértice.

La ecuacién de la trayectoria limite también puede expresarse en forma

adimensional utilizando las relaciones (6.49):

y =2 + 2 + DY T —x —1 =

2 2 V, senf(x -x5) _ 2 _
\/(xo +y, + 1)e’ o) —x* —1 9.22b)
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Como para el vortice Rankine, la ecuacion de la trayectoria limite debe ser
resuelta iterativamente. Todos los comentarios que se realizaron para dicho
vortice siguen siendo validos para el vortice Kaufmann. Las soluciones obtenidas
—en forma adimensional- para la ecuaciéon (9.22b) en funcién de la velocidad
terminal (V;) son los que se exponen en la Tabla 9-4 y se representan en la Figura
9-8.

TABLA 9-4. Valores adimensionales Limite para Ia malla de
particulas en la region de captura de un vértice
Kaufmann, en funcion de ¥V,

vV, Limites para la malla
X7 Xz
0,24 -0,726 2,461
0,22 -0,864 2,753
0.20 -1.019 3,094
0,18 -1,200 3,501
0.16 -1,416 4,001
0,15 -1,543 4,319
0,14 -1,683 4,635
0,13 -1,843 5,021
0,12 -2,028 5,468
0,11 -2,243 5,994
0,10 -2,497 6,623
0,09 -2,805 7,388
0,08 -3,187 8,340
0,07 -3,671 9,560
0,06 -4,315 11,183
0,05 -5,210 13,450
0,04 -6,544 16,812
0,03 -8,758 22,487
0,02 -13,173 33,765
0,008 -32,993 84,469
0,006 -43,997 112,631
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Coordenadas (x)

0 004 0,08 012 0.16 02 0.24
Velocidad terminal adimensional ()

Figura 9-8: Limites de la malla de particulas en la regién de
captura del vértice en funcién de V, (caso del
voirtice Kaufmann).

Los limites de la malla de particulas en funcién del didmetro de la
particula (dp‘) y de la circulacién del vértice (/) se recogen en la Tabla 9-5 y se
representan en la Figura 9-9.

El procedimiento seguido para ello es el mismo que para el vortice
Rankine —ecuaciones (8.45) a (8.47)- y los comentarios realizados en aquel caso
son también de aplicacion para el vortice Kaufmann.

También han sido los mismos los datos de partida:

B = relacién entre las densidades de la particula (pp') y del fluido
(2) =1000/1,2.

g = aceleracion de la gravedad = 9,8 m/s’.

v* = viscosidad cinemitica del fluido = 1,5 - 10~ m?/s.

R,” = radio del vértice = 0,001 m.

‘SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL 277
“¥ DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
“PARTICULAS PESADAS



Vortice Kaufmann

TABLA 9-5. Valores adimensionales Limite para la malla de
particulas en la regiéon de captura de un vértice
Kaufmann, en funcién ded, y I

. r
d, (n’/s)
10° 310° 10"
(um) X; Xr X; Xr X Xr
4 -5.394 13,917
5 -3,389 8.847
6 -2,272 6,066 -7,232 18,594
7 -1,568 4,361 -5,281 13,630
8 -1.076 3.221 -4.005 10,400
9 -0,696 2,398 -3,121 8,175 -10,755 27,585
9.5 -9,645 24,751
10 -0,364 1,752 -2,478 6,575 -8.697 22,330
11 -0,008 1,162 -1,191 5,380 -7,171 18,439
12 -1,610 4,460 -6,008 15,477
13 -1,300 3,733 -5,099 13,169
14 -1,041 3,143 -4,375 11,334
14,5 -0.924 2,887
15 -0.817 2,652 -3,788 9,851
15,5 -0,714 2,435
16 -0,615 2,233
17 -0,424 1,863 -2,900 7,623
18 -0,234 1,523
19 -0,021 1,185
20 0,311 0,749 -2,011 5,428
25 -1,116 3,312
30 -0,532 2,068
35 -0,532 2,068
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Figura 9-9: Limites de la malla de particulas en la regién de
captura del vértice en funcién de d,” y I "(caso
del virtice Kaufmann).

Determinacién de la Constante de tiempo de escape (K,)

Se realiza de un modo completamente idéntico al del vértice Rankine
(apartado 8.1.7.), introduciendo en el programa Kemedia los mismos datos de
partida. Asi se obtiene numéricamente el valor del Tiempo de escape

adimensional (7.) que sustituido en la ecuacién (8.51) proporciona el valor de K.

En la siguiente Tabla 9-6, se muestran los distintos valores de V;, Sy, Te, K.
y también el valor de F, -obtenido mediante la ecuacion (6.53)- que recoge la
influencia conjunta de V, y S..
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TABLA 9-6. Valores de la Constante de tiempo de escape (K,) y del
Tiempo de escape (7.) en funciéon de V,, S, y F),, caso
del virtice Kaufmann

Ve
0,006 0,008 0,02 0,03 0,04 0,06
F, 0,00004 0,00016 0,00036
0,1 T, 2250000 14899126 | 3131162
K, 0,009 0,00953 0,01014
F, 0,000012 0,00048 0,00108
03| T, 754166,67 53889,1 119287
K, 0,00905 0,010346 | 001159
F, 0,00028 0,00112 0,00252
07| T. 348499,58 254792 613728
Se K, 0.009758 00114 0,01392
F, | 0000036 | 0,000064 | 0000400 | 0,000900 | 0,001600 | 0,003600
1 T. | 27777777 | 91796875 | 25038465 | 542928 19199 4644,78
K, 0,009 0,0094 0,010015 | 001099 0,0123 0,0150
F, | 0,000108 | 0,000192 { 0001200 | 0,002700 | 0,004800 | 0,010800
3 | T, [ 92592593 | 3352864.6 | 965685 22590,7 8528,65 2316,55
K, 0,009 0,0103 0,01159 001372 0,01637 0,0021

Fuente: Programa informatico “Kemedia = de elaboracion propia.

De esta Tabla es posible concluir que:

o Para un numero de Froude tendiendo a cero (F,—0) y para una Velocidad
terminal de caida tendiendo a cero (V;—0), la Constante de tiempo de

escape tiende al valor 0,009 (K.—0,009) para el vortice Kaufmann.
m] Da lugar a las siguientes representaciones:

- Constante de tiempo de escape K, frente al numero de Froude de la
particula F, para diferentes valores del nimero de Stokes S;

(Figura 9-10 y Figura 9-11).

- Constante de tiempo de escape K, frente a la Velocidad terminal de
caida en fluido en reposo V,para diferentes valores del nimero de
Stokes S, (Figura 9-12).
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Figura 9-10: Constante de tiempo de escape (K,) frente al numero
de Froude de la particula (F,) para diferentes
numeros de Stokes (caso del vértice Kaufmann).
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En la Figura 9-10 se representan el valor constante 0,009 (linea recta de
color negro) y el valor de K, obtenido mediante la ecuacién (8.51) a partir de los
valores calculados numéricamente para el Tiempo de escape (simbolos),
deduciéndose que para valores suficientemente pequefios del namero de Froude
de la particula (F, < 10%), la constante K, tiende al valor 0,009 y que a medida
que dicho parametro disminuye, la coincidencia entre los resultados numeéricos y
dicho valor constante aumenta. Para mayores valores de F}, el valor de K, diverge
de 0,009 por lo que la ecuacién (8.33) que proporciona el Tiempo de escape deja
de tener validez. La explicacion a este hecho es la misma que se expuso para el

vortice Rankine en el apartado 8.1.7.

En la Figura 9-11 se representan conjuntamente las graficas de la
Constante de tiempo de escape (K.) frente al nimero de Froude de la particula
(Fp) para los distintos valores del numero de Stokes (S;), observandose el mismo
hecho que para el vortice Rankine: las curvas K,.-F), practicamente coinciden. La

explicacion es exactamente la misma que la dada en aquella ocasidn.
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Figura 9-11: Comparacion de la Constante de tiempo de escape
(K,) frente al nimero de Froude de la particula (F})
para distintos nimeros de Stokes (caso del vértice
Kaufmann).

282 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Vortice Kaufmann

10 ~—————
I ’ - ]
O §,=0,1 J
X §,=03 ]
+ S,=0,7
L oS=1 1
v
i vV S§,=3 v ]
7 -+
v + i
7 -+
v o ++ x 4
v
o v S x X
4 v 4 N ®
v + x e ]
A4 s % o
x (o]
v + o©
i x o
A\v4 “+ O
.2 % o
10 ;F = 5 x_ & © j
P
Iy 4 " PR | A . r —A " " 2 a2 1
2 .
10 10"
Vi

Figura 9-12: Constante de tiempo de escape (X,) frente a la
Velocidad terminal (V) para diferentes nameros de
Stokes (caso del vértice Kaufmann).

En la Figura 9-12, también se observa la tendencia anterior de K, al valor
0,009 conforme disminuye la velocidad terminal ¥, y que al disminuir la inercia
de las particulas (S;) menor es el valor de K.. Ello se debe a la razén ya comentada
para el vértice Rankine de que las particulas son atrapadas por el vOrtice mas

facilmente.
Validez de 1a Féormula

Tras obtener el valor de la Constante de tiempo de escape (X.) en el caso
del vértice de Kaufimann, se procede a verificar -mediante simulacién numérica-
para este modelo la validez de la Férmula (8.33) obtenida en esta Tesis para el
Tiempo de escape. Al igual que para el vértice Rankine, es conveniente realizarlo
en términos de variables fisicas con magnitudes tangibles por su utilidad practica,
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aunque por supuesto seria posible hacerlo en términos de magnitudes
adimensionales. El procedimiento utilizado es el mismo que se detall6 en el
apartado 8.1.7. —caso voértice Rankine-; los calculos se han realizado con el
programa dtmedia (Anexo II) con los mismos datos de partida y con los limites
para la malla de particulas (x,, xy) indicados en la Tabla 9-5. El mencionado
programa informatico realiza los célculos en términos de variables adimensionales
obteniendo como resultado el valor adimensional del Tiempo de escape promedio
<T,> (Tabla 9-7). El correspondiente valor dimensional se obtiene por aplicacion
de la ecuacioén (6.49): T =T.(R. /U, )=T,(R)?/I"" )y su representacion frente
a d,,‘ en la Figura 9-13.

TABLA 9-7. Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
(<T>) de un vortice Kaufmann, en funcion de d,' y r-
d, <T>
(um) I’=10% (n''ss) I "= 3-10° (ni/ss) "= 10" m’s5s)
4 13518506,9
5 1477066,4
6 245511,1 6312310,5
7 58061,7 1354919,1
8 17280,8 359188.,2
9 6481.4 114878,7 4020735,3
9,5 2421136,9
10 2949 6 415982 1437772,6
11 1751,8 16915,2 5615322
12 7557.3 2379942
13 3711,3 107826,2
14 1979.8 52634,7
14,5 1478,1
15 1128.,6 272314
15,5 878.8
16 697.3
17 450,3 8557.,8
18 319,7
19 2431
20 218,1 2047,0
25 354,5
30 105,1
35 44,29
Fuente: Programa informatico “dtmedia > de elaboracion propia.
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Figura 9-13: Tiempo de escape (7.) frente al didmetro de la
‘ particula (d,) para distintos valores de la circulacién
del vértice y radio del vértice R, =0,001 m (caso del

vértice Kaufmann).
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En dicha Figura 9-13 se han representado por lineas sdlidas los resultados
tedricos obtenidos con la ecuacion (8.33) —con K.=0,009- y por simbolos los
resultados obtenidos para el Tiempo de escape mediante simulacion numérica. La
figura muestra —al igual que ya se vio para el vortice Rankine- que el Tiempo de
escape obtenido mediante simulacion numérica y el tedrico proporcionado por la
ecuacion (8.33) coinciden para valores del diametro de la particula

suficientemente pequeiios (= 10 pm).

En la siguiente Figura 9-14 se recopila en una misma grafica -para los
distintos valores considerados de la circulacion del vértice- el Tiempo de Escape
(T.) frente al diametro de la particula (d,,‘). Se observa, como cabia esperar, que a
igualdad de tamafio de particula el Tiempo de escape aumenta con el incremento

de la circulacion del vortice.
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Figura 9-14: Comparacion del Tiempo de escape (T.) frente al
diametro de la particula (d,,') para distintos valores
de la circulacion del vértice y radio del vértice
R,’=0,001 m (caso del vortice Kaufmann).
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9.2.

Analisis de la Velocidad media de sedimentacién de particulas de
un vortice tridimensional

Como ya se ha hecho constar en otras ocasiones a lo largo del capitulo,

vuelve a seguirse un procedimiento idéntico al utilizado para el vortice Rankine

(apartado 8.2.). Por tanto se sigue la metodologia recogida en el diagrama de flujo

de la Figura 7-2b y se utiliza para el calculo numérico de la Velocidad media de
sedimentacién el programa informatico inclivel (Anexo ). En él, se introducen
los mismos datos de partida que para el vértice Rankine y los limites para la malla
de particulas indicados en la Tabla 9-5. Los resultados son los de la Tabla 9-8:

TABLA 9-8. Tiempo de escape promedio (<7, >) Numérico y Tebrico
(Férmula) y Velocidad media de sedimentacién (<V>)
de un vértice Kaufmann, en funcién de d,” y I™*

B i r
s (m'ss)
dp. | _10° 3-10° 107
) <I.> <V > <T,> <V> <T.,> <V>
R __ ) L) : 0]
| | Numérico Férmula Numérico | Férmula Numérico | Férmula
4 1351850,7 | 1337000 | 0.047348
5 147706,6 | 143600 | 0.073209
6 24511,1 23200 | 0,104520] 210410 | 208670 | 0,032849
7 5806,2 5000 [0,141054| 45160 | 44670 | 0,044588
8 17281 1300 | 0.188533| 11970 | 11750 | 0,058102
-9 648,1 4000 ]0233413| 3380 3620 | 0.073375 | 402074 | 40207 | 0,0241386
9.5 242114 | 23415 | 0,0268726
10 2999 1000 102887221 1390 1260 | 0,090450 | 14377.7 | 14019 | 0,0297522
11 175,17 1000 | 0335712 560 490 0,109074 | 56143 | 5405 | 0,0359468
12 250 200 0,130276 | 23799 | 2264 | 0,0427226
13 120 90 0,152619 | 107826 | 1017 | 0,0500759
14 70 40 0.176655 | 5263 485 | 00580023
14,5 50 30 0,189077
15 40 20 0217706 | 2723 243 | 0,0664860
15.5 30 20 0.231456
16 20 10 0,245759
17 20 10 0274636 | 85,57 70 0,0849380
18 10 0 0,306654
19 10 0 0,355536
20 10 0 0,395939 | 2047 14 0,116233
- 25 3.54 1 0,175215
30
35
Fuente: Programa informatico “inclivel " de elaboracién propia para <V> .
Programa informatico “dtmedia” de elaboracion propia para <7, > numérico,
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9.2.1. Representacion grifica de la Velocidad media de sedimentacién frente

al Tiempo de escape promedio

Una vez que, a partir del diametro de las particulas d,”, se han obtenido los

siguientes parametros:

1) Tiempo de escape promedio <7, > obtenido mediante Simulacién
numeérica con el programa dfmedia (apartado 9.1.7.).

2) Tiempo de escape promedio <T,”> obtenido con la Férmula (833) 6 (8.53).

3) Velocidad media de sedimentacion <V> obtenida mediante Simulacion

numeérica con el programa inclivel .

Los resultados se sintetizan en la Figura 9-15; en la ella se representan -
para los mismos valores de circulacion del vortice ya considerados en figuras
anteriores- la Velocidad media de sedimentaciéon <V> frente al Tiempo de escape
promedio <7, >: con lineas continuas (el obtenido mediante la Férmula) y con

simbolos (el obtenido mediante la Simulacion numérica).
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Figura 9-15: Velocidad media de sedimentaciéon <V > frente
al Tiempo de escape promedio <T, > (caso del
vortice Kaufmann).
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En la Figura 9-15 se observa —igual que con el vértice Rankine- que para
particulas suficientemente pequefias (y por tanto con un tiempo de escape
elevado) la curva <V>-<T,™> representada en escala logaritmica es una linea
recta, tanto para el tiempo de escape teérico como para el obtenido
numéricamente; en cambio, para particulas grandes y pesadas los puntos de la

gréfica ya no estan sobre esa recta ni en el caso tedrico ni en el numérico.

9.2.2. Obtencion de la relacién entre la Velocidad media de sedimentacién Yy
el Tiempo de escape promedio. Relacién numérica

De la Figura 9-15 es posible establecer para el vortice de Kaufmann las
mismas relaciones (8.57) y (8.58) que se dedujeron para el vértice Rankine en el
apartado 8.2.4. Para ello, igual que en aquel caso, se escriben las ecuaciones
algebraicas de las rectas que aparecen en la mencionada Figura 9-15. Ahora, el
valor que toma la constante K; en las ecuaciones (8.57) y (8.58) es de
0,744531243; 0,372392509 y 0,197889516 para I" "= 107>, 3-10° y 10® m?s

respectivamente.

Se concluye que también para el vortice Kaufimann, la velocidad media de
sedimentacién (adimensional) de pequefias particulas pesadas situadas
inicialmente en la region de captura es proporcional al inverso de la raiz quinta del

Tiempo de escape promedio.

9.3. Anilisis de la sedimentacién de particulas en vértices

bidimensionales periédicos

Se ha seguido un procedimiento idéntico al empleado en el capitulo 8 para
el vértice Rankine, es decir, el descrito en el diagrama de flujo de la Figura 7-3 de
¢esta Tesis (apartado 7.2).
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9.3.1. Simulacién de vértices girando en el mismo sentido

Segin se ha comentado anteriormente, el coédigo informatico
implementado simula la existencia de los vortices que se repiten periddicamente

en las direcciones horizontal y vertical, girando todos ellos en el mismo sentido.

La diferencia con el capitulo 8 es que ahora se utiliza el campo de
velocidades del vortice Kaufmann en lugar de la del vortice Rankine. Por tanto la
representacion esquematica de esta disposicion de vortices sigue siendo la de la

Figura 8-23.

9.3.1.1. Analisis de trayectorias de particulas
Particulas sin inercia

Las trayectorias se obtienen de la misma forma que se expuso en detalle en
el capitulo 8 para el vortice Rankine. Por tanto se utiliza el programa
informatico trahormuchos s i sustituyendo el campo de velocidades del
vortice Rankine por el del vortice Kaufmann. Por lo demas, los datos de
partida y parametros del programa son los mismos que se utilizaron en

aquel caso.

Los resultados obtenidos para las trayectorias de algunas particulas son los

que se muestran en la Tabla 9-9 y se representan en la Figura 9-16.

La deduccion mas destacable es al igual que para el vortice Rankine, la
posibilidad de suspension permanente de algunas particulas, describiendo
orbitas cerradas. Los mismos comentarios que se realizaron en aquella

ocasion siguen siendo aplicables ahora.
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TABLA 9-9. Posiciones de las particulas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en vértices
periddicos girando en el mismo sentido,
caso del vértice Kaufmann

PARTICULAS PESADAS

SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTIC
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES

PERIODICOS PARA

X0 Yo. L RS y
0,1 0,495542 90,046153
0,293098 0,460362 90,135096
1,5 90 0,489468 0,380981 90,223112
0,617805 0,296028 90,274358
0,1 0,799991 90,011545
0,6 0,783586 90,070720
1,75 90 1,16623 0,732841 90,145764
1,59278 0,660968 90,212916
0,001741 4,999915 103,999215
0,003337 4,999837 103,998514
5 104 0,011320 4,999448 103,995009
0,051233 4,997520 103,977493
0,1 7,490997 103,944323
0,6 7,445484 103,664015
7.5 104 2,48823 7.270454 102,569966
3 7,224442 102,261605
0,1 9,987429 103,949980
0,6 9,922097 103,699201
10 104 1,96385 9,718941 103,006113
3 9,532935 102,462240
0,1 12,490984 103,955656
0,6 12,444958 103,735207
12,5 104 3,1 12,188767 102,672909
4 12,084816 102,312235
‘Fuente: Programa informético “trahormuchos_s_i " de elaboracion propia.
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Figura 9-16: Trayectorias (adimensionales) de particulas sin
inercia (S, = 0), con vértices girando en el mismo
sentido, para una velocidad terminal
adimensional de caida de la particula V, = 0,5
(caso del vortice Kaufmann).

Particulas con inercia

Como se ha reiterado en numerosas ocasiones a lo largo de este capitulo,
se sigue el mismo procedimiento utilizado en su momento para el vortice
Rankine. Por tanto, se vuelve a utilizar el programa trahormuchos con los
mismos datos de partida que en aquella ocasion pero introduciendo en el
campo de velocidades el correspondiente al vortice Kaufmann en lugar del

correspondiente al vortice Rankine.

Las posiciones “x, y” de algunas particulas en cada instante de tiempo son
recogidas en la Tabla 9-10 y su visualizacion grafica para diferentes

valores de inercia en las siguientes figuras. Para inercia moderada (S, = 10,
20, 30, 35), Figura 9-17.
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TABLA 9-10. Posiciones de las particulas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vértices
peridédicos girando en el mismo sentido,
caso del vértice Kaufmann

X;) Yo t x y
0,1 1,500001 -0,049917
0,6 1,500193 -0,297091
1,5 0 1,71345 1,504018 -0,834808
2,83328 1,555280 -1,362700
0,1 3,500000 -0,049964
0,6 3,5000036 -0,298742
3,5 0 2,66073 3,502851 -1,307739
4 3,508906 -1,952300
0,1 5,000000 -0,050025
0,6 5,000018 -0,300881
5 0 3,1 5,002251 -1,571362
4 5,004654 -2,034204
0,1 6,500000 -0,050036
0,6 6,5000036 -0,301258
6,5 ) 2,67637 6,502948 -1,361041
4 6,509103 -2,047584
0,1 8,500010 -0,050083
0.6 8,500195 -0,302908
8.5 0 1,69421 8.,503982 -0,868517
2,82145 8,515796 -1,463844
0,1 11,50001 -0,049917
0,6 11,00193 -0,297091
11,5 0 1,71345 11,504018 -0,834808
2,83328 11,515528 -1,362700

Fuente: Programa informatico “trahormuchos ™ de elaboracién propia.
SI;M[UEACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL 293

\ SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIGDICOS P




Vortice Kaufmann

[N/ N
S0t 1
- S,=10
000G
B r?; 5 8 13 =
“ /
/
f
/ //
500} !r/ /]II
§ i 5,=20
- f 4
f
100 |
B R S e a S
o
| \
5000 v?.} ; l}l
\II i
. i f S5,=30
§ i
i i
onl | i
f f
f !
e N
/ | /
qH /I <4
/ S,=35
-10000 ¢ f 4
J ,
;}, |
150 T 4 & 8 w0 n slalvs w ™

Figura 9-17: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia moderada (S, = 10 a 35) para vértices girando

en ¢l mismo sentido (caso del vértice Kaufmann)
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De la anterior Figura 9-17 se desprende que las trayectorias de las
particulas utilizando este modelo de vértice tienen cualitativamente unas

caracteristicas semejantes a las obtenidas con el vértice Rankine:

- No se aprecian trayectorias cerradas -contrariamente al caso de

particulas sin inercia- debido a la fuerza inercial centrifuga.

- A partir de un cierto instante de tiempo todas las particulas acaban
oscilando alrededor de la linea media vertical situada entre dos lineas

verticales de vortices.

- Al aumentar el nimero de Stokes —y por tanto la inercia de las
particulas- la amplitud de las oscilaciones es mas pequefia, como

cabia esperar.

- Las particulas se agrupan en el “canal” que se forma entre dos
regiones vecinas de vorticidad. Debido a la inclinacion inercial la
particula no se desplaza a lo largo de una linea de corriente del flujo
sino que se mueva a lo largo de la periferia de la estructura vortical,

tendiendo a zonas de baja vorticidad y baja tension de flyjo.

Para valores mayores del nimero de Stokes (S, = 60, 85, 110 y 135)
(Figuras 9-18 y 9-19), se vuelve a observar el cambio de comportamiento
en las trayectorias de las particulas -ya constatado para vértice Rankine-:
las particulas no terminan oscilando en la zona central entre dos hileras
verticales de vortices, sino que se acumulan en unas determinadas
regiones; diferenciandose los dos mismos tipos de zonas que para el
v6ﬂ:ice Rankine, las franjas de baja vorticidad y las regiones vacias. Estas
figuras también muestran —de forma coincidente con el caso el vértice
Rankine- que al aumentar la inercia de las particulas, mas anchas son las
franjas de baja vorticidad hasta que para una inercia muy elevada las
particulas casi no son afectadas por el campo fluido. Simultdneamente, las

regiones vacias se van haciendo mas estrechas.
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Figura 9-18: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia fuerte (S; = 60 a 135) para vértices girando
en el mismo sentido (caso del vortice Kaufmann).
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Figura 9-19: Evolucién (adimensional) de la abscisa de particulas
con inercia fuerte (S, = 60 a 135) para vortices
girando en el mismo sentido (caso del vértice

Kaufmann).
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9.3.1.2. Investigacién del incremento de la velocidad media de sedimentacion

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad de sedimentaciéon promedio (<V,>) se ha calculado de
idéntica manera a la seguida en el apartado 8.3.1.2. para el vortice Rankine. Para
ello, al programa informatico st_vel_hormuchos se le ha ensamblado la funcién
kaufmann en lugar de la funciéon rankine. (Todos esos algoritmos informaticos
estan recogidos en el Anexo II). Los datos a introducir en el programa
st_vel _hormuchos son los mismos que para el vortice Rankine, obteniéndose la
velocidad media de sedimentacion (<V,>) en funcién de la velocidad terminal
adimensional (V). Los resultados concretos son los recogidos en la Tabla 9-11,

que se representan graficamente en la Figura 9-20.

TABLA 9-11. Incremento de Ila velocidad media de
sedimentacion (<V,>) respecto al caso de
fluido en reposo (V) para vortices Kaufmann
periodicos girando en el mismo sentido

<V,>-V,
Vi <V,> ——F 100
V.

0 0,000347 -
0.05 0,063101 26,20
0,1 0,108680 8,68
0,2 0,205456 2,75
0,3 0,303715 1,24
0.4 0,401834 0,46
0,5 0,501869 0,37
0,6 0,601912 0,32
0,7 0,701940 0,28
0,8 0,801957 0,24
0,9 0,901968 0,22

| 1,001969 0,20
1,1 1,101969 0,18
1,2 1,201962 0,16
1,3 1,301956 0,15
1.4 1,401940 0,14

Fuente: Programa informatico “st_vel _hormuchos ™ de claboracion propia.
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Figura 9-20: Velocidad media de sedimentacién (<Vy>) frente a
la velocidad terminal de caida en fluido en reposo
(V) para vértices girando en ¢l mismo sentido (caso
del vértice Kaufmann).

De la figura anterior se puede extraer la misma conclusién que para el
vértice Rankine: aunque este campo de flujo acelera la sedimentacién de las
particulas respecto al caso de fluido en reposo, Unicamente para valores muy
pequefios de la velocidad terminal es relativamente importante ese incremento de

lavelocidad media de sedimentacion.
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9.3.1.3. Anailisis de la influencia de la inercia de las particulas

La velocidad media de sedimentacion (<V,>) se obtiene de la misma forma
que en el apartado 9.3.1.2.; se utiliza el programa st _vel hormuchos pero se va
variando el nimero de Stokes (S;) manteniendo invariable la velocidad terminal

(Vi=0.5).

Los resultados son los mostrados en la Tabla 9-12 y representados

graficamente en la Figura 9-21.

TABLA 9-12. Velocidad media de sedimentaciéon (<V,>)
en funcion del nimero de Stokes (S)) para
vortices Kaufmann periddicos girando en
el mismo sentido

S, <V
0,1 0,511023
0.4 0,511937
0.8 0,512537

2 0,513016

3 0,513149

6 0,513450

10 0,514623
20 0,515111
30 0,515328
40 0,514901

50 0,514003

75 0,513672
100 0,512998
150 0,511993

Fuente: Programa informético “s¢_vel hormuchos ™ de elaboracion propia.

300 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Vortice Kaufimann

0.52 T

051

0.5

0.49 !

<Vy>

0.481
0.47 +

0.46 s

0.45 2 ';
10° 10 10 10* 10° 10°
St

Figura 9-21: Velocidad media de sedimentacién <V,> frente a la
inercia de las particulas (S,) para una velocidad
terminal adimensional de caida de la particula V; =
0,5 con vortices girando en el mismo sentido (caso
del vortice Kaufmann).

Los resultados son andlogos a los obtenidos para el vértice Rankine en el
apartado 8.3.1.3.:

- La curva representada en la Figura 9-21 guarda algiin parecido con los
resultados tedricos y experimentales para turbulencia isétropa ((v,,)>V;
para S, pequefio y (¥, )<V, para S; grande), pero la aproximacién no es

muy exacta.

- La curva no es uniforme con presencia de bastantes picos en ella. La

explicacién es la ya dada en el mencionado apartado 8.3.1.3.
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- Por tanto, con el vortice Kaufmann se confirma la conclusion que ya
fue obtenida con el voértice Rankine: “este campo de flujo no parece
apropiado como fundamento de un modelo Lagrangiano de

sedimentacion y dispersion de particulas en flujos turbulentos™.

9.3.2. Simulacion de vértices girando con sentidos de giro alternados

La representacion esquematica de esta disposicion de vortices es la de la

Figura 8-30.

Como en los demas casos analizados. la existencia de los vortices
repetidos periddicamente es simulada mediante el codigo informatico
implementado, que se ensambla en los programas informaticos desarrollados en

aquellos casos en que sea necesario (Anexo II).

9.3.2.1. Analisis de trayectorias de particulas
Particulas sin inercia

lL.as trayectorias de particulas sin inercia s¢ obtienen mediante el
procedimiento que ya se ha descrito en varias ocasiones, pero utilizando el
programa informatico de elaboracion propia altertrahormuchos s_i

(Anexo II).

Los datos de partida a introducir en dicho programa son los mismos que en
¢l programa trahormuchos_s_i. l.a ejecucion del programa proporciona la
posicion de cada particula en cada instante de tiempo posterior (Tabla 9-
13). La representacion grafica de dichas posiciones de las particulas (es
decir, las trayectorias) es la de la Figura 9-22. En e¢lla se observa que, al
igual que para el vértice Rankine, algunas particulas describen trayectorias
cerradas y que las demas particulas siguen unas trayectorias que van

rodeando los vortices segun el sentido de giro de los mismos.
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TABLA 9-13. Posiciones de las particulas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en
vortices periédicos con sentidos de giro
alternados, caso del vértice Kaufmann

Xo. Yo r x y-
0,489468 -0,380981 90,223120
0.617805 -0,296028 90,274358
-0,5 90 0,714578 -0,207551 90,302962
0,799083 -0,108145 90,311528
0,100000 -0,899851 90,004880
0,600000 -0,894569 90,029795
-0,9 90 1,424326 -0,867214 90,076785
2,000000 -0,829514 90,118692
0,100000 5,004874 103,956123
0,600000 5,029132 103,737554
5 104 3,100000 5,144913 102,666413
4,000000 5,182630 102,290093
0,100000 7,509016 103,955656
0,600000 7,555042 103,735207
7.5 104 3,100000 7,811233 102,672909
4,000000 7,915184 102,312235
0,100000 10,012571 | 103,949980
0,600000 10,077903 | 103,699201
10 104 1,963852 10,281059 | 103,006113
2,998045 10,466682 | 102,463291
0,100000 12,509003 | 103,944323
0,600000 12,554516 | 103,664015
12,5 104 2,488230 12,729546 | 102,569966
4,000000 12,858167 | 101,641881

Fuente: Programa informético “altertrahormuchos_s_i " de elaboracion propia.
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Figura 9-22: Trayectorias (adimensionales) de particulas sin
inercia (S, = 0), con vértices con sentidos de giro
alternados, para una velocidad terminal
adimensional de caida de la particula ¥V, = 0,5
(caso del vortice Kaufmann).

Particulas con inercia

Las trayectorias se tienen por el procedimiento ya descrito en varias
ocasiones, utilizando el programa de  elaboracién  propia
altertrahormuchos, en ¢l que se introducen como datos de partida los que
ya han sido también mencionados. Como resultado se obtienen las

posiciones de las particulas en cada instante de tiempo (Tabla 9-14).
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TABLA 9-14. Posiciones de las particulas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vértices

periédicos con sentidos de giro alternados,
caso del vértice Kaufmann

Xo Yo £ X Y
1,643528 -0,214165 103,172351
1.818124 -0,241486 103,083222
0 104 1.991090 -0.269284 102,994578
2,160731 -0,297291 102,907259
0.927675 6,051919 103,590409
1,127020 6,064479 103,504549
6 104 1.362109 6,079307 103,403691
1.604190 6.094583 103,300291
1,316285 14.074889 103,259122
1.524798 14087358 103,139257
14 104 1,731515 14.099564 103.019992
1.936164 14111472 102901488

‘Fuente: Programa informatico “altertrahormuchos ~ de elaboracion propia.

Las trayectorias de las particulas (con colores diferentes segun su posicion

inicial) para diferentes valores del mimero de Stokes son las de las Figuras

9-23 y 9-24 (inercia moderada) y Figuras 9-25y 9-26 (inercia fuerte).
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Figura 9-23: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos
elevados en voértices con sentidos de giro alternados
(caso del vortice Kaufmann).
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Figura 9-24: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos
cortos en virtices con sentidos de giro alternados
(caso del vértice Kaufmann) .
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Se han escogido tres particulas situadas en las mismas posiciones que se
tomaron en el apartado 8.3.2.1. para el vértice Rankine, por las mismas

razones que entonces se apuntaron.

Para tiempos elevados y valores pequefios y moderados de la inercia de las
particulas (nimeros de Stokes hasta 4), la Figura 9-23 muestra que el
comportamiento de las particulas es el mismo que ya se observo para el

vortice Rankine:

0 La particula cuya posicion inicial se encuentra en la hilera
vertical de vértices (azul) va rodeando los mismos segun su

sentido de giro, siguiendo las lineas de corriente del flujo.

o Las otras particulas (rojo y verde), situadas en una zona de
baja vorticidad, caen de una forma mas o menos vertical
pero con oscilaciones provocadas por la accion del campo de

flyjo.

a En conclusion, todas las particulas siguen una trayectoria
proxima a la vertical pero con oscilaciones debidas a la

accion de los vortices.

Las oscilaciones mencionadas pueden observarse mas detalladamente en la
Figura 9-24, en la que se representan las mismas trayectorias de la Figura

9-23 en los instantes iniciales de tiempo.

A continuacion —como ya se ha indicado antes- se representan en las
Figuras 9-25 y 9-26 las trayectorias de las particulas, pero en el caso de
valores elevados de la inercia de las mismas, es decir, para valores mas

elevados del naumero de Stokes.
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Figura 9-25: Trayectorias (adimensionales) de particulas con
inercia fuerte (S; = 5 a 90) para tiempos cortos
en vértices con sentidos de giro alternados (caso
del vértice Kaufmann) .
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Figura 9-26: Trayectorias (adimensionales) de particulas
con inercia fuerte (S, = § a 90) para tiempos
elevados en voértices con sentidos de giro
alternados (caso del vértice Kaufmann) .
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El comportamiento de las particulas vuelve a cambiar tal como se observé

para el vortice Rankine en analogas circunstancias:

0O En los primeros instantes de tiempo (Figura 9-25) las trayectorias de
las particulas son mas o menos regulares (con oscilaciones alrededor
de su vertical), pero cada vez la trayectoria se va separando un poco

mas de la linea vertical hasta separarse totalmente de ella.

a Para tiempos suficientemente grandes (Figura 9-26) las particulas
siempre oscilan alrededor de la linea media situada justo en el centro
entre dos filas verticales de vértices (tales como x = -5; 5; 15; ...). Las
particulas se agrupan en el “canal” formado por dos regiones vecinas
de vorticidad.

0O Incluso para valores elevados de la inercia de las particulas se
mantiene este comportamiento y no aparece la distincion entre franjas
de baja vorticidad y regiones vacias que se encontré en el caso de
vértices girando en el mismo sentido. Ello es debido a la diferencia

entre los campos de flujo utilizados en ambos casos.

9.3.2.2. Investigacion del incremento de la velocidad media de sedimentacion

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad media de sedimentacién (<FV,>) se ha obtenido de nuevo
segin el método ya especificado varias veces a lo largo de la Tesis. El programa
informiético de elaboracién propia utilizado ahora ha sido alfer_st_vel (Anexo II)

con los mismos datos de partida de casos analogos.

Los valores de la velocidad media de sedimentacién (<V,>) frente a la
velocidad terminal de caida en fluido en reposo adimensional se muestran en la
Tabla 9-15.
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TABLA 9-15. Incremento de la velocidad media de
sedimentacion (<V,>) respecto al caso de
fluido en reposo (V) para vértices

Kaufmann periddicos con sentidos
alternados
<V,>-VF,
v, <V,> ———— 100
v,

0 0,000473
0.05 0,079480 58,98
0.1 0,121805 21.81
0.2 0.213832 6,9
0.3 0.310234 34
04 0.407901 1.97
0.5 0.504542 0,9
0.6 0.603114 0.52
0,7 0.702123 0,3
0.8 0.801475 0.18
0.9 0,900967 0.11

1 1,000395 0.04
1.1 1,100039 0.0035
1.2 1,200039 0.0032
1.3 1.300038 0.0029
1.4 1.400037 0.0027

Fuente: Programa informatico “alter_st_vel ~ de claboracion propia.

Se representan en la Figura 9-27, que muestra que:

Para valores pequeiios de la velocidad terminal (V;) sedimentan mas rapido
en este campo de flujo que en fluido en reposo, como sucedia para el
vortice Rankine.

Con valores elevados de V, casi no hay diferencia entre la velocidad

media de sedimentacion y la velocidad terminal, resultado analogo —una

vez mas- al obtenido para el vortice Rankine.
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Figura 9-27: Velocidad media de sedimentacién (<V,>) frente
a la velocidad terminal de caida en fluido en
reposo (V,) para vértices con sentidos de giro
alternados (caso del vértice Kaufmann).

9.3.2.3. Anilisis de la influencia de la inercia de las particulas

La velocidad media de sedimentacién (<V,>) en funcién de la inercia de
las particulas se ha obtenido mediante el procedimiento ya descrito en los
apartados 8.3.1.3. y 8.3.2.3. -para el vortice Rankine- y 9.3.1.3. —para el vértice
Kaufmann- utilizando el programa alter st vel. En dicho programa se han
introducido los mismos datos de partida que en los casos anteriores y se ha ido
variando el nimero de Stokes (S;) manteniendo fija la velocidad terminal (V7). Los
resultados se muestran en la Tabla 9-16.
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TABLA 9-16. Velocidad media de sedimentacién (<V;>)
en funciéon del nimero de Stokes (S,) para
vértices Kaufmann periédicos girando
con sentidos alternados

S, <V,>
0.05 0.500829
0.1 0.501051
0.2 0.501234
0,3 0.501323
0.5 0.501422
1 0.501555
3 0.501328
5 0.501138
10 0.500953
20 0.500695
30 0,500401
40 0,500040

Fuente: Programa informatico “alter_st_vel ” de elaboracion propia.

Dichos resultados se representan graficamente en la Figura 9-28, en la que
puede comprobarse que —al igual que para el vortice Rankine- se obtienen unos

resultados bastante parecidos a los ya conocidos para turbulencia isétropa.

9.3.2.4. Posibilidad de aplicaciéon a Modelo Lagrangiano de sedimentaciéon y

dispersiéon de particulas en flujos turbulentos

El resultado obtenido en el apartado anterior confirma de nuevo que este
campo de flujo es adecuado para simular aquellas estructuras vorticales
presentes en los flujos turbulentos isotropos que hacen que la velocidad media de

sedimentacion aumente o disminuya; por tanto, puede servir como fundamento
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Vortice Kaufmann

para él desarrollo de un modelo Lagrangiano para la sedimentacion de
particulas en flujos turbulentos.
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Figura 9-28: Velocidad media de sedimentacién (<V,>) frente
a la inercia de las particulas (S;) para umna
velocidad terminal adimensional de caida de la
particula ¥V, = 0,5 con vértices con sentidos de
giro alternados (caso del vértice Kaufmann).
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Comparacién entre los vértices Rankine y Kaufmann

10. COMPARACION ENTRE LOS VORTICES RANKINE Y
KAUFMANN

Como ya se expuso en el capitulo 4 de la Tesis —y mas concretamente en el
apartado 4.9- se han desarrollado diversos modelos de vértices que facilitan el
estudio de la interaccién de este tipo de flujo con particulas. En el apartado 4.11
se realizé una comparacién entre dichos modelos, concluyéndose que —en el caso
de vortices con flujo puramente tangencial- los vértices Rankine y Kaufmann
podrian considerarse como una cota superior y una cota inferior respectivamente

en relacién con la velocidad tangencial.

También se comentd en el apartado 5.2 que entre los diversos modelos
‘descritos, se ha decidido en esta investigacién realizar los analisis con los
mencionados vortices Rankine y Kaufmann por la razén anteriormente sefialada y
por su formulacidon apropiada a los objetivos propuestos, evitando la innecesaria
complicacién que supondrian los modelos con componentes tangenciales y
longitudinales de la velocidad.

En este capitulo, se pretende comparar dichos modelos desde el punto de

vista concreto de los resultados obtenidos en los capitulos 8 y 9.

10.1 Anailisis del Tiempo de Escape de particulas de un vértice

tridimensional

10.1.1. Trayectorias de particulas

En primer lugar hay que destacar que, desde el punto de vista de las
trayectorias de las particulas, los resultados obtenidos con ambos tipos de vértices
s6n cualitativamente semejantes (Figuras 8-1, 8-2, 9-1 y 9-2) y que con el vértice
Rankine la amplitud de las trayectorias cerradas es mayor que con el vértice
Kaufmann. Ello es debido al hecho -ya comentado en el apartado 4.11- de que el
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Comparacion entre los vortices Rankine y Kaufmann

voértice Kaufmann reduce a la mitad el valor proporcionado por el vortice Rankine

para la velocidad de giro.

10.1.2. Puntos de equilibrio y Longitud caracteristica

La abscisa de los puntos de equilibrio en el caso del vértice Rankine viene
dada por las ecuaciones (8.9) y (8.10) en forma dimensional y por las ecuaciones
(8.18) y (8.19) en forma adimensional y para el vortice Kaufmann por las
ecuaciones (9.4) y (9.5) en forma dimensional y (9.12) y (9.13) en forma
adimensional. En ambos casos la posicion del foco es cercana al ornigen de
coordenadas y la abscisa del punto de silla es menor para el vortice Kaufmann; la

razon es la ya comentada en el apartado anterior.

Respecto a la Longitud caracteristica, viene dada por la ecuacion (8.12) -6
(8.22) en forma adimensional- para el vortice Rankine y por la ecuacion (9.7) -6
(9.17) en forma adimensional- para el vortice Kaufmann. En ambos casos se
verifica que cuando la velocidad terminal tiende a cero, la semidistancia entre los
puntos de equilibrio tiende a la Longitud caracteristica, que es el radio minimo de

las trayectornias de las particulas alrededor del vortice

10.1.3. Travectorias Limite

Estan representadas —para varios valores de la velocidad terminal
adimensional de caida en fluido en reposo (V))- en la Figura 8-5 (Rankine) y en la
Figura 9-3 (Kaufmann).

En la siguiente Figura 10-1 se representan en una misma grafica las
trayectorias limite correspondientes a ambos modelos para un valor cualquiera de

la velocidad terminal (programa ligtravoin ). Asi es posible comprobar mediante

simulacién numérica la amplitud de la trayectoria limite en cada caso.

318 SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL

Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERI
PARTICULAS PESADAS ODICOS PARA
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Figura 10-1: Comparacién de la forma y amplitud de la region
encerrada por las trayectorias limite entre los vértices
Rankine y Kaufmann para §,=0,Sy V,=0,2.

En la Figura 10-1 se observa que la amplitud de la region encerrada por las

trayectorias limite es mas amplia para el vortice Rankine.

10.1.4. Obtenciéon Numérica del Tiempo de escape vy anilisis de la influencia

de variables

La primera variable que se ha estudiado en relaciéon con el Tiempo de
escape -capitulos 8 y 9- es la velocidad terminal V. Asi, de la observacién de las
Figuras 8-8 (Rankine) y 9-5 (Kaufmann) se deduce que para ambos modelos el
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Tiempo de escape disminuye de un modo moné6tono al aumentar la velocidad
terminal para cualquier valor del numero de Stokes. Para comparar ambos tipos de
vortices de un modo cuantitativo, se representa en la siguiente Figura 10-2 el
Tiempo de Escape (7.) frente a la velocidad terminal (V) para uno cualquiera de
los valores del numero de Stokes considerado en las Figuras 8-8 y 9-5. No se

representa para todos los valores del numero de Stokes para no restar claridad a la

grafica.

dd L L LLL)

10° |

o taasaul

10°L Rankine

1l

Te

10

Ll

-
o
[A)
"
Lt

10° |

Ll

101 i I " A " YR W S | " A i 2 2 A& A
.2 -1
10 10 10

Vit

Figura 10-2: Comparaciéon del Tiempo de escape (7.) frente a la
velocidad terminal de caida (V) entre los vértices
Rankine y Kaufmann para S,=0,7.

En esta Figura 10-2 puede observarse que el Tiempo de escape es mayor
para el vortice Rankine (excepto para valores muy elevados de ¥, ya que entonces

la particula se ve muy poco influenciada por la accién del vértice).
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Comparacién entre los vértices Rankine y Kaufmann

La influencia de la inercia de las particulas en el Tiempo de escape ha sido
analizada en los capitulos anteriores mediante las Figuras 8-9 y 9-6. Se dedujo que
para los dos vortices considerados el Tiempo de escape tiende a disminuir
conforme aumenta el nimero de Stokes (mientras mayor es la inercia de las
particulas menos influenciadas estar4n las mismas por la accién del vértice). No
obstante la mencionada disminucién no es monétona sino que aparecen unas
oscilaciones que en ambos casos se explican por el hecho de que en las zonas
ascendentes de las mencionadas figuras la particula est4 girando alrededor del eje
del vértice y al crecer el nimero de Stokes ésta pasa cada vez mas cerca del punto
de silla (Figuras 8-10 y 9-7). Para comparar la diferencia segiin el modelo de
vortice considerado, en la Figura 10-3 se representan en una misma grafica los

resultados obtenidos para el vértice Rankine y para el vortice Kaufmann.
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Figura 10-3: Comparacién de la variacién del Tiempo de escape ST,)
con la inercia de las particulas (S, entre los vértices
Rankine y Kaufmann para V,=0.2.
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Comparacion entre los vortices Rankine y Kaufmann

La Figura 10-3 confirma el hecho ya comentado anteriormente de que el

Tiempo de escape es mayor para el vortice Rankine.

10.1.5. Férmula del Tiempo de escape

La Obtencidén Analitica de la férmula del Tiempo de escape se ha llevado a
cabo en el apartado 8.1.6. para el vortice Rankine y en el apartado 9.1.6. para el
vortice Kaufmann. En ambos casos y mediante un proceso completamente

idéntico se ha obtenido la expresién (8.33).

A continuacion, se ha procedido a verificar mediante simulaciéon numeérica
la validez de la férmula desarrollada en los apartados 8.1.7. y 9.1.7. Previamente -
en ambos apartados- se ha explicado el procedimiento para obtener un mallado de
particulas equidistribuidas en la region de captura del vortice para tomar valores
promedio; para ello se han integrado las ecuaciones diferenciales que determinan
la trayectoria limite, obteniendo su ecuacion algebraica -ecuaciones (8.44) para el
vortice Rankine y (9.22) para el vortice Kaufmann- y se ha resuelto iterativamente
dicha ecuacion algebraica obteniendo asi los limites para la malla de particulas. El
siguiente paso ha sido determinar el valor de la Constante de tiempo de escape
(K.) que aparece en la formula del Tiempo de escape (8.33). El valor obtenido ha
sido K. = 0,036 para el vortice Rankine y K, = 0,009 para el vértice Kaufmann
cuando el niamero de Froude de la particula (F,) y la velocidad terminal
adimensional (V,) tienden a cero. Los valores obtenidos mediante simulacién
numérica para la Constante de tiempo de escape K. se representan frente al
namero de Froude de la particula F, en las Figuras 8-15 y 8-16 (Rankine) y 9-10 y
9-11 (Kaufmann); la representaciéon en una misma grafica es la que se muestra en
la siguiente Figura 10-4, en la que se observan claramente las conclusiones que se
acaban de comentar y se aprecia también que los valores de K. obtenidos

numéricamente son mayores para el vortice Rankine.
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Figura 10-4: Constante de tiempo de escape (K,) frente al namero
de Froude de la particula (F;) para distintos nimeros
de Stokes. Comparaciéon entre los vértices Rankine y
Kaufmann.

Tras obtener el valor de K., se corroboré6 numéricamente para los dos
modelos de vortices la validez de la formula (8.33), obteniéndose como resultados
los representados graficamente en las Figuras 8-18 y 8-19 para el vértice Rankine
y las Figuras 9-13 y 9-14 para el vortice Kaufmann. Recopilando dichos
resultados en una misma grafica se obtiene la Figura 10-5 que permite comparar
una vez mas los dos modelos que se han utilizado en esta Tesis. Esta figura
muestra que -como cabia esperar- para un mismo didmetro de particula, el tiempo

de escape es mayor con el vortice Rankine.
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Figura 10-5: Comparacion del Tiempo de escape (T.") frente al
diametro de la particula (d,”) entre los vértices
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Comparacién entre los vértices Rankine. y Kaufmann

10.2 Velocidad media de sedimentacién de particulas de un vértice
tridimensional

La velocidad media de sedimentacién de particulas inicialmente situadas
en la regién de captura de un vértice tridimensional se ha analizado en el
apartado 8.2 para el modelo Rankine (Figura 8-22) y en el apartado 9.2 para el
modelo Kaufmann (Figura 9-15). En los dos casos se ha obtenido una relacién
numérica entre la Velocidad media de sedimentaciéon y el Tiempo de escape
promedio: ecuacién (8.57) para la Velocidad media de sedimentacién
adimensional y ecuacion (8.58) para la Velocidad media de sedimentacién
dimensional. Para comparar dicha velocidad entre los dos vértices, se recopilan en
una misma grafica los resultados representados en las mencionadas Figuras 8-22 y
9-15. El resultado es el mostrado en la siguiente Figura 10- 6:
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Comparacion entre los vortices Rankine y Kaufmann

En la Figura 10-6 puede comprobarse que el vortice Rankine presenta una
Velocidad media de sedimentaciéon mayor para cualquier valor del Tiempo de
escape promedio y reciprocamente un Tiempo de escape promedio mayor para
cualquier valor de la Velocidad media de sedimentacién. Este hecho se explica
una vez mas por el valor mas elevado de la velocidad tangencial del vortice
Rankine que hace que, por una parte, el efecto de captura de las particulas sea
mayor y que por otra parte una vez que la particula escapa del vortice ésta sea

despedida con una mayor fuerza centrifuga.

10.3. Analisis de Ila sedimentacion de particulas en vértices

bidimensionales periédicos

El analisis se ha realizado en los apartados 8.3. y 9.3. para los vortices

Rankine y Kaufmann respectivamente.

10.3.1. Vértices girando en el mismo sentido

10.3.1.1. Trayectorias de particulas

De la observacion de las Figuras 8-24 y 9-16 en las que se representan las
trayectorias de particulas sin inercia para los respectivos modelos se deduce que
los resultados son cualitativamente semejantes en ambos y que las trayectorias
cerradas son mas amplias para el vortice Rankine que para el Kaufmann. Sucede,
por tanto, lo mismo que ya se expuso en el caso de un vdrtice tridimensional

(apartado 10.1.1.) y los comentarios alli realizados siguen siendo validos.

En el caso de particulas con inercia, las Figuras 8-25, 8-26 y 8-27 y las

Figuras 9-17, 9-18 y 9-19 muestran nuevamente resultados analogos para los dos

tipos de vortices:

= No hay trayectorias cerradas.
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Comparacién entre los vértices Rankine y Kaufmann

Para inercia moderada todas las particulas terminan oscilando

alrededor de la linea media vertical situada entre dos hileras verticales
de vortices.

* Para inercia fuerte el campo de flujo queda dividido en dos zonas,
Jranjas de baja vorticidad (en las que no pueden entrar las particulas
que inicialmente estaban fuera de ellas) y regiones vacias (en las que
al cabo del tiempo no va a encontrarse ninguna particula). Al
aumentar la inercia de las particulas, mas anchas son las franjas de baja

vorticidad y mas estrechas las regiones vacias.

La diferencia que se puede observar es que con el vortice Rankine las
particulas alcanzan su abscisa final antes que con el vortice Kaufmann, debido al
menor valor de la velocidad de giro proporcionado por este Gltimo. Por esa misma
Tazén, la region vacia es mas ancha y la franja de baja vorticidad mas estrecha
para el modelo Rankine que para el Kaufmann. No se han representado en una
misma figura las trayectorias de las particulas con los dos modelos de vortices
porque queda una grafica con poca claridad por la superposicién de lineas
resultante.

10.3.1.2. Incremento de la velocidad media de sedimentacién respecto al caso

de fluido en reposo

Con los dos tipos de vértices se ha constatado un pequefio incremento de
la velocidad media de sedimentacién respecto al caso de fluido en reposo, pero
tinicamente para pequefios valores de la velocidad terminal (Figuras 8-28 y 9-20).

Para comparar los resultados de ambos vértices en la siguiente Figura 10-7
se representan en una misma gréfica los respectivos valores de la velocidad media

de sedimentacién (<V,>) frente a la velocidad terminal de caida en fluido en
reposo-(V)).
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Figura 10-7: Comparacion de la Velocidad media de
sedimentacién (<V;>) frente a la velocidad terminal
de caida en fluido en reposo (V;) para vértices
girando en el mismo sentido entre los vértices
Rankine y Kaufmann.

Puede observarse que el vortice Rankine proporciona un valor de la
velocidad media de sedimentacion ligeramente mayor para pequeiios valores de la

velocidad terminal, no apreciandose practicamente diferencia para mayores

valores de V.
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Comparacion entre los vértices Rankine y Kaufimann

10.3.1.3. Influencia de la inercia de las particulas

Segun se aprecia en las Figuras 8-29 Yy 9-21, en los dos casos se obtiene
una curva con cierto parecido a los resultados conocidos para flujos turbulentos
isétropos; sin embargo, la falta de uniformidad de dichas curvas hace pensar que
este modelo de flujo no es el mas adecuado para servir de fundamento a un
modelo Lagrangiano de sedimentacién y dispersiéon de particulas en flujos
turbulentos. La representacién de las mencionadas Figuras 8-29 y 9-21 en una
misma grafica da lugar a la Figura 10-8:
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Figura 10-8: Comparacién de la  Velocidad media de
sedimentacién <V,> frente a la inercia de las
particulas (S) para una velocidad terminal
adimensional de caida de la particula V; = 0,5 con
vértices girando en el mismo sentido entre los

vértices Rankine y Kaufmann.
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Comparacion entre los vortices Rankine y Kaufmann

De 1a Figura 10-8 se desprende que para pequefios valores del namero de
Stokes la velocidad media de sedimentacién es mayor para el vortice Rankine,
mientras que para mayores valores de la inercia de las particulas no se puede

extraer ninguna conclusion en ese sentido.

10.3.2. Vértices girando con sentidos de giro alternados

10.3.2.1. Trayectorias de particulas

Las trayectorias de particulas sin inercia son las de la Figura 8-31 para el
vortice Rankine y las de la Figura 9-22 para el vértice Kaufmann. En los dos
casos se aprecia la existencia de trayectorias cerradas para algunas particulas y el
hecho de que las demas van rodeando los vortices segun el sentido de giro de los
mismos. Ademas, igual que para los vortices girando en el mismo sentido, las

trayectorias cerradas son mas amplias para el vortice Rankine.

Para particulas con inercia, las correspondientes trayectorias estan
representadas en las Figuras 8-32, 8-33, 8-34 y 8-35 y las Figuras 9-23, 9-24, 9-25
y 9-26. Puede observarse que el comportamiento de las particulas es el mismo con

ambos modelos de vortices:

= Para valores pequefios o moderados de la inercia de las particulas,
éstas describen una trayectoria cercana a la vertical pero con

oscilaciones causadas por la accion de los vortices.

= Para valores elevados de la inercia, todas las particulas terminan

oscilando alrededor de la linea media situada entre dos filas verticales

de vortices.

La unica diferencia es que, debido al menor valor de la velocidad de giro

proporcionado por el modelo Kaufmann, con él las particulas alcanzan su abscisa

final mas tarde que con el vortice Rankine.
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Comparacion entre los vortices Rankine y Kaufimann

10.3.2.2. Incremento de la velocidad media de sedimentacién respecto al caso

de fluido en reposo

Ambos modelos dan lugar a un incremento de la velocidad media de

sedimentacién para valores pequefios de la velocidad terminal, segun se desprende
de las Figuras 8-36 y 9-27.

Seguidamente, en la Figura 10-9 se representan en una misma grafica los
valores de la velocidad media de sedimentacion (<¥,>) obtenidos con ambos

modelos frente a la velocidad terminal de caida en fluido en reposo V).
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Figura 10-9: Comparacién entre los vértices Rankine y Kaufmann
de la Velocidad media de sedimentacién (<V,>) frente a
la velocidad terminal de caida en fluido en reposo (V)
para vértices girando con sentidos de giro alternados.

La Figura 10-9 muestra que con el vértice Rankine se obtiene un valor de
la velocidad media de sedimentacion ligeramente mayor para pequefios valores de
la velocidad terminal que con el vértice Kaufmann y que casi no hay diferencia

para mayores valores de V,.
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10.3.2.3. Influencia de la inercia de las particulas

Las Figuras 8-37 y 9-28, que representan la velocidad media de
sedimentacion (<V,>) frente a la inercia de las particulas (S;), muestran que tanto
con el vortice Rankine como con el Kaufmann se obtienen unos resultados
bastante aproximados a los conocidos para flujo turbulento isotropo. De la
observacion anterior es posible deducir que ambos modelos son adecuados para
generar el campo de flujo analizado en esta Tesis, que parece una base de partida
consistente para desarrollar un modelo Lagrangiano de sedimentaciéon y
dispersion de particulas en flujos turbulentos. En la Figura 10-10 pueden verse

conjuntamente los resultados representados en las Figuras 8-37 y 9-28.
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Figura 10-10: Comparacion entre los vértices Rankine y Kaufmann
de la Velocidad media de sedimentacién <V,> frente a la
inercia de las particulas (S;) para una velocidad
terminal adimensional de caida de la particula V, = 0,5
con vértices girando con sentidos de giro alternados.

Puede observarse que la velocidad media de sedimentacién es mayor en el

caso del vortice Rankine para pequefios valores del numero de Stokes. Para

mayores valores de la inercia de las particulas practicamente no se aprecia
diferencia entre ambos vortices.
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A modo de conclusion final puede destacarse que los resultados
obtenidos con ambos modelos son completamente idénticos desde un punto de
vista cualitativo. Unicamente se aprecian ligeras diferencias cuantitativas por el
hecho ya comentado de que el vortice Kaufmann reduce a la mitad el valor
mdximo de la velocidad tangencial proporcionado por el vértice Rankine. Como
se comento en el apartado 4.11, ambos tipos de vértices pueden ser considerados
como una cota inferior y una cota superior del valor de la velocidad tangencial;
por tanto, podrian tomarse como buenas aproximaciones del Tiempo de Escape
y de la Velocidad Media de Sedimentacion la media aritmética de los valores

obtenidos con cada uno de los dos modelos de vortices.
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11. CONCLUSIONES FINALES

Dada la enorme importancia que tienen tanto en el mundo industrial como
en el entorno natural los flujos bifisicos, con interaccién entre particulas pesadas

y fluidos, se han investigado en esta tesis dos problemas encuadrados dentro de
dicho campo de la Mecanica de Fluidos.

En primer lugar se ha estudiado el tiempo que pequefias particulas pesadas
tardan en escapar de un vértice tridimensional, Tiempo de Escape (la metodologia
seguida es la descrita en el apartado 7.1.1.). Los estudios previos (Fung, 2000
[11]) se habian centrado en el caso particular de un vértice bidimensional
horizontal y entre otras lagunas no habian obtenido una férmula con la que
obtener dicho Tiempo de Escape en funcién de los parametros del problema. En
esta Tesis Doctoral se han generalizado los resultados al caso tridimensional y se
ha obtenido la férmula mencionada comprobindose su validez mediante
simulacién numérica (en el Anexo II pueden consultarse los programas
informaticos desarrollados para ello). En las simulaciones que se han realizado en
términos dimensionales se ha tomado —sin pérdida de generalidad, apartado 8.1.7.
de la Tesis- como viscosidad cinematica del fluido v" = 1,5 - 10 m?%/s (es decir, la
del aire) y para la relacion entre las densidades de la particula y del fluido el valor
B = (1000 Kg/m?) / (1,2 Kg/m®) = 833,33 (es decir, para el fluido la densidad del
aire y para la particula la del agua con lo que una de ellas es mucho mayor que la
otra); en cuanto a los parametros caracteristicos del vértice -aunque sus valores
como es légico no influyen en la validez de la formula obtenida apartado 8.1.7. de
la Tesis- se ha tomado un radio del vértice R,”= 0,001 m y una circulacién I”
desde 10 a 10® m?/s por ser estos valores del orden de magnitud habitual en
flujos turbulentos. Una vez obtenida y comprobada numéricamente la férmula
desarrollada para el Tiempo de Escape, se ha analizado la velocidad media de
'sedimentaci6n de las particulas situadas inicialmente en la regién de captura del
.véttice (la metodologia seguida es la descrita en el apartado 7.1.2.), obteniéndose

-su relacién con el Tiempo de Escape.
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En segundo lugar se ha estudiado la sedimentacion de pequefias particulas
pesadas en un campo de flujo que no habia sido considerado hasta ahora.
consistente en una disposicion bidimensional de vértices repetidos periddicamente
en las direcciones horizontal y vertical (la metodologia seguida es la descrita en el
apartado 7.2.). Se han analizado dos situaciones diferentes, primero con todos los
vortices girando en el mismo sentido y luego con los vértices girando con sentidos
de giro alternados. En ambas situaciones se observa que para particulas sin inercia
existe la posibilidad de suspension permanente, de forma que las particulas
describen oOrbitas cerradas. mientras que para particulas con inercia no sucede este

hecho.

En el caso de vortices girando en el mismo sentido, las particulas terminan
sedimentando en la linea media vertical situada entre dos hileras verticales de
vortices, pero para valores de la inercia de las particulas suficientemente grandes.
se ha observado el resultado un tanto sorprendente de que sus trayectorias van a
parar siempre a unas lineas aisladas que separan dos tipos de regiones: unas
franjas de baja vorticidad del flujo en las que no pueden entrar las particulas que
inicialmente estaban fuera de ellas y unas regiones vacias en las que al cabo del
tiempo no van a encontrarse ninguna particula. La anchura de ambas regiones
depende de la inercia de las particulas, como se comenta mas adelante. Este
resultado puede tener por tanto una enorme importancia como fundamento de un
proceso de separacion y clasificacion de particulas. En cuanto a la velocidad
media de sedimentacién de particulas se ha obtenido un resultado con cierto
parecido con los resultados tedricos y experimentales conocidos para turbulencia
isétropa pero no tan aproximado como seria deseable. También se ha podido
comprobar que en esta disposicion de flujo, las particulas sedimentan ligeramente

mas rapido que en fluido en reposo para pequeiios valores de la velocidad

terminal.

En el caso de vortices girando con sentidos de giro alternados, hasta un
cierto valor de la inercia de las particulas éstas siguen una trayectoria préxima a la

vertical pero con oscilaciones debidas a la accion de los vértices, pero para inercia
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mas fuerte todas las particulas terminan oscilando alrededor de la linea media
situada en la en la zona central entre dos hileras verticales de vértices. Como en el
caso anterior se agrupan en el “canal” entre dos regiones vecinas de vorticidad.
Por lo que respecta a la velocidad media de sedimentacion, para valores pequefios
de la velocidad terminal las particulas sedimentan en este flujo més rapidamente
que en fluido en reposo y se obtienen resultados muy aproximados a los ya
conocidos para turbulencia is6tropa; por tanto este campo de flujo puede servir
para modelar aquellas estructuras vorticales de los flujos turbulentos que son las
responsables de que la velocidad media de sedimentacién aumente y disminuya y

puede ser la base para desarrollar un modelo lagrangiano de sedimentacién de

particulas en flujos turbulentos.

La investigacion se ha llevado a cabo tomando dos modelos diferentes de
vortices: el vortice de Rankine y el vértice de Kaufmann (o modelo de Scully),
ambos descritos en el apartado 4.9. Se han escogido los mismos por representar
con relativa simplicidad el campo fluido generado por un voértice, siendo los
mismos adecuados a los objetivos perseguidos. El escoger otros modelos, como
aquellos con componentes de la velocidad radiales y tangenciales, hubiese
supuesto una complicacién innecesaria y un importante incremento de los tiempos
de computaciéon. Los resultados obtenidos con los dos modelos utilizados son
semejantes desde un punto de vista cualitativo, son generales y, por tanto, son
validos no sélo para un modelo concreto de vortice. Unicamente se podria decir
que se aprecian diferencias cuantitativas segun se haya utilizado un modelo u otro.
Desde un punto de vista cuantitativo, los resultados obtenidos con los modelos de
Rankine y de Kaufmann pueden considerarse como una cota superior y una cota

inferior, respectivamente, de los valores exactos.

Seguidamente se pasa a detallar con mas profundidad las conclusiones y
resultados que se han ido obteniendo a lo largo de la Tesis para cada uno de los

‘objetivos propuestos.
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11.1. Tiempo de escape

Se ha comenzado representando las trayectorias de las particulas para
ambos modelos (capitulo 8 —vértice Rankine- y capitulo 9 —vértice Kaufimann-),

concluyéndose:

= La posibilidad de captura de particulas sin inercia, describiendo

trayectorias cerradas (Figuras 8-1y 9-1).

* Para particulas con inercia. debido a la accién de la fuerza inercial
centrifuga, ninguna particula puede ser atrapada por el vortice (Figuras
8-2y 9-2).

= Se ha comprobado que los resultados obtenidos de las trayectorias de
las particulas son independientes de las posiciones iniciales de las

particulas (Figuras 8-3 y 8-4).

= Asimismo se ha constatado la simplificacion que supone para el
analisis el hecho de proyectar el movimiento sobre un plano
perpendicular al eje del vortice y considerar la componente de la

velocidad terminal perpendicular a dicho eje.

A continuacion se han calculado los puntos de equilibrio del sistema
(aquellos donde el movimiento esta detenido y las particulas podrian permanecer
en ellos en reposo) para la mencionada proyeccion del movimiento sobre el plano
perpendicular al eje del vortice. Dichos puntos de equilibrio (que en el espacio
tridimensional son realmente unas “lineas de equilibrio” paralelas al eje del
vortice) son un “foco inestable” y un “punto de silla” del sistema dinamico
definido por las ecuaciones de movimiento. El cédlculo de los puntos de equilibrio
permite -analizando el caso en que ambos se condensan en un unico punto-
deducir el radio minimo de las trayectorias de las particulas alrededor del vértice,
que es la escala de Longitud Caracteristica del problema que se esta investigando.

Tanto para el vortice Rankine como para el Kaufmann se ha obtenido el resultado
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de que cuando la velocidad terminal tiende a cero, Ia semidistancia entre los
puntos de equilibrio tiende a la Longitud Caracteristica.

Seguidamente se han determinado las trayectorias limite, que son aquellas
que comienzan en el punto de silla y que encierran una regiéon que las particulas
que vienen desde encima del vértice no pueden alcanzar. Estas trayectorias son
utiles a la hora de determinar el criterio de escape segiin el cual se considera si
una particula ha escapado del vértice o no y para determinar la region de captura
(aquella en la cual las particulas son atrapadas por el vértice y giran alrededor del
vortice hasta que escapan de €l). La amplitud de la regién encerrada por las
trayectorias limite es menor a medida que aumenta la velocidad terminal de caida,

hasta que llega un valor para el que pricticamente puede considerarse que

desaparece (Figuras 8-5 y 9-3).

Para alcanzar el primer objetivo de esta Tesis consistente en determinar
“el tiempo que las particulas permanecen en el interior del vortice hasta que
escapan de €l”, se ha formulado un criterio de escape segun el cual “se considera
que la particula ha escapado del vortice cuando la distancia al foco es 1,5 veces
la separacion entre los puntos de equilibrio; es decir, tres veces la longitud
caracteristica”. Posteriormente, se ha comprobado con la investigacion realizada
(Figuras 8-6 y 9-4) que dicho criterio es correcto. Seguidamente, se ha obtenido
numéricamente el Tiempo de Escape y se ha analizado la influencia que tienen

sobre el mismo diversas variables; concluyéndose:

1. Se ha comprobado que el Tiempo de escape disminuye mondtonamente al

aumentar la velocidad terminal de caida en fluido en reposo (Figuras 8-8

y 9-5).

2. Se ha determinado la influencia de la inercia de las particulas sobre el
Tiempo de escape (Figuras 8-9 y 9-6). Asi, éste tiende a disminuir a
medida que la inercia de las particulas crece como cabria esperar (ya que
éstas se veran menos influenciadas por el campo de flujo circundante);

pero no lo hace monétonamente sino que sigue una serie de oscilaciones
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que estan relacionadas por un lado con las vueltas que da la particula
alrededor del eje del vértice hasta que escapa de él, y por otro lado con la
mayor o menor distancia entre la trayectoria de la particula y el punto de
silla (cuando el tiempo de escape aumenta con la inercia de la particula se
debe a que ésta al dar la Gltima vuelta alrededor del eje del vortice pasa

cada vez mas cerca del punto de silla -Figuras 8-10 y 9-7-).

Se ha corroborado que cuando e/ vértice estd muy inclinado, el tiempo de
escape es elevado porque la particula describe una trayectoria casi
helicoidal alrededor del eje del mismo y a medida que el vortice esta

menos inclinado, la particula escapa mas rapidamente de €l (Figura 8-11).

Uno de los resultados mas trascendente de esta Tesis Doctoral ha sido la
obtencion analitica de la formula (8.33) que proporciona el Tiempo de
escape en funcion de los parametros que influyen en el mismo y de una
constante adimensional que se determina empiricamente denominada

“Constante de tiempo de escape™.

Se han comparado los resultados numéricos con la férmula teodrica,
comprobandose la validez de la misma. Para ello, se ha determinado
primeramente el valor de la Constante de tiempo de escape. Se ha llegado
a la conclusion de que para valores suficientemente pequefios del niimero
de Froude de la particula y de la velocidad terminal, dicha constante vale
K. = 0,036 (Figuras 8-15, 8-16 y 8-17) en el caso del vortice Rankine y K.
= 0,009 para el vortice Kaufmann (Figuras 9-10, 9-11 y 9-12). Despu€s,
mediante simulacion numérica se ha comprobado la validez de la
expresion obtenida, observandose que para un diametro de particula
suficientemente pequefio (~ 10 um) el Tiempo de escape obtenido
mediante simulacién numérica coincide con el tedrico proporcionado por
la ecuacion (8.33) mientras que se produce una divergencia entre ambos

valores a medida que aumenta el diametro de las particulas (Figuras 8-18,
8-19,9-13 y 9-14).
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6.

11.2.

Tras obtener la mencionada férmula para el Tiempo de escape y
comprobar numeéricamente su validez, se ha aplicado la misma a un caso
practico (sedimentacién de pequefias particulas en flujos turbulentos
atmosféricos). Concretamente, se ha visto como el conocimiento del
tiempo de escape permite determinar como algo novedoso (Figura 8-20)
que a partir de un tamafio critico de las particulas, éstas verifican bien la
Teoria de Maxey (para didmetro de particula < didmetro critico) o bien la
Teoria de Davila & Hunt (para diametro de particula > didmetro critico)

sobre la velocidad media de sedimentacion en flujos turbulentos.

Se ha analizado numéricamente la Velocidad media de sedimentacién de
pequeiias particulas pesadas situadas inicialmente en la regiéon de captura
del vortice frente al Tiempo de escape promedio (Figuras 8-22 y 9-15);
concluyéndose que mediante la simulacion numérica es posible
determinar la relacion entre ambas variables, obteniéndose que para
particulas suficientemente pequefias la Velocidad media de sedimentacion

adimensional es del orden del Tiempo de escape promedio elevado a—1/5.

Sedimentacién de particulas pesadas en una disposicién

periédica bidimensional de vértices

Para alcanzar el segundo objetive de investigacion de esta Tesis Doctoral,

consistente en “estudiar la sedimentacién de pequefias particulas pesadas en una
distribucién bidimensional de vértices” -en concreto para los vértices Rankine
(capitulo 8) y Kaufmann (capitulo 9)-, se han analizado dos situaciones diferentes:

primero, con los voértices girando en el mismo sentido y segundo, con sentidos de

giro alternos para cada dos vortices consecutivos. En ambos casos, la repeticion
periédica de los vértices y los correspondientes sentidos de giro han sido

simulados mediante los algoritmos informaticos que se han desarrollado y que son

recogidos en el Anexo II (19 programas de elaboracion propia).
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11.2.1. Vértices girando en el mismo sentido

D

2)

3)

4)

Para particulas sin inercia se observa la posibilidad de suspension
permanente de algunas de ellas, que describirian orbitas cerradas (Figuras
8-24 y 9-16).

Para particulas con inercia moderada ya no se aprecian Orbitas cerradas,
sino un comportamiento un tanto sorprendente: para un tiempo
suficientemente grande todas las particulas acaban oscilando alrededor de
la linea media entre dos lineas verticales de vértices cualquiera que sea su
posicion inicial (Figuras 8-25 y 9-17). Mientras mayor es la inercia de las

particulas menor es la amplitud de esas oscilaciones.

La inclinacion inercial hace que las particulas no se muevan a lo largo de
una linea de corriente del flujo sino a lo largo de la periferia de la
estructura vortical, agrupandose en el “canal” que se forma entre dos

regiones vecinas de vorticidad.

Para particulas con un numero de Stokes mas elevado (es decir, para
particulas con inercia mucho mas fuerte) el comportamiento de las mismas
es aun mas sorprendente si cabe: las particulas en vez de terminar en la
zona central entre dos hileras verticales de vértices como en el caso
anterior, siguen unas trayectorias en las que se aprecia como principal
caracteristica la existencia de unas curvas aisladas que separan dos tipos
de zonas bien definidas en el campo fluido: por un lado, unas franjas de
baja vorticidad del flujo -en las que no pueden entrar las particulas que
inicialmente estaban fuera de ellas y en las que las particulas que
inicialmente si se encontraban dentro de ellas caen casi verticalmente por
el hecho de ser poco importante el efecto de la vorticidad en estas zonas- y
por otro lado, unas regiones vacias en las que al cabo del tiempo no va a

encontrase ninguna particula (Figuras 8-26, 8-27, 9-18 y 9-19).
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5) Mientras mas fuerte es la inercia de las particulas, mayor es la anchura de

las franjas donde es poco importante Ia influencia de la vorticidad y menor
la anchura de las regiones vacias.

6) Las curvas que separan los dos tipos de zonas (franjas de baja vorticidad y
regiones vacias) corresponden a segmentos de las trayectorias asintoticas

finales de las particulas; guardando cierto paralelismo con lo obtenido por
Maxey & Corrsin en un flujo celular.

7) El hecho de que existan franjas de baja vorticidad junto a regiones vacias
de diferentes anchuras segun las inercias de las particulas podria ser de
gran interés en determinados procesos naturales e industriales que precisen
la clasificacion de particulas o que requieran la separacién de particulas de
un fluido. Ademads, abre la posibilidad de desarrollar algin tipo de
dispositivo fisico que materialice el giro de los vértices de forma que se
pueda conocer la abscisa final a la que vayan a sedimentar las particulas
que se quieran separar. En consecuencia este resultado proporciona un
fundamento soé6lido para el desarrollo de un método de separacion de
particulas de un fluido y de clasificacién de las mismas, alternativo a los

que actualmente estan en uso o en investigacion.

8) Por lo que respecta a la velocidad media de sedimentacién, en este campo
de flujo las particulas sedimentan s6lo ligeramente mas rapido que en
fluido en reposo para pequefios valores de la velocidad terminal; para

mayores valores de la misma practicamente no se aprecia diferencia
(Figuras 8-28 y 9-20).

9) De la representacion de la velocidad media de sedimentacion frente al
numero de Stokes se deduce que, aunque el resultado obtenido guarda
cierta similitud con los resultados tebricos y experimentales para
turbulencia is6tropa (Figuras 8-29 y 9-21), la concordancia no parece
suficientemente buena. Hay que tener en cuenta que en las zonas centrales

situadas entre dos hileras verticales de vortices se origina una capa de
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11.2.2.

cortadura con velocidades en sentidos opuestos. que aunque de poca

intensidad. no es simulada correctamente por este modelo.

10) Por tanto, esta disposicién de flujo con los vértices periddicos girando en

1)

2)

3)

4)

el mismo sentido no parece un punto de partida adecuado para el
desarrollo de un modelo lagrangiano de sedimentacion de particulas en
flujos turbulentos. pero tiene un indudable interés desde el punto de vista
de alguna aplicacion industrial en la que sea necesaria la separacion de

particulas.

Vortices girando con sentidos alternados

Para particulas sin inercia sigue observandose la posibilidad de suspension
permanente de algunas de ellas, que siguen 6rbitas cerradas. Ademas la
particulas que no permanecen atrapadas por los vortices siguen una
trayectoria que los va rodeando segun el sentido de giro de los mismos

(Figuras 8-31 y 9-22).

En cuanto a particulas inerciales, ya no existe posibilidad de captura por la

accion de la fuerza inercial centrifuga.

Para inercia pequefia o moderada de las particulas, éstas siguen una
trayectoria proxima a la vertical pero con oscilaciones debidas a la accién

de los vortices (Figuras 8-32, 8-33, 9-23 y 9-24).

Para valores mayores de la inercia el comportamiento vuelve a ser
diferente. Si bien las particulas comienzan describiendo una trayectoria
similar a la anterior (Figuras 8-34 y 9-25), como el camino que siguen va
estando cada vez un poco mas distanciado de los vortices llega un
momento en que se separan de la linea vertical de vortices y para un
tiempo suficientemente grande terminan oscilando alrededor de la linea

media situada en la zona central entre dos hileras verticales de vértices
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(Figuras 8-35 y 9-26). Nuevamente ocurre que las particulas se agrupan en
el “canal” formado por dos regiones vecinas de vorticidad como
consecuencia de la inclinacién inercial. En este caso en cualquier zona del
campo fluido los voértices adyacentes inducen velocidades en el mismo
sentido, por lo que en las zonas centrales entre las distintas hileras de
vortices verticales la disminuci6én de la influencia de la vorticidad no es
tan importante como en el caso de los vértices girando en el mismo

sentido; por ello no tiene lugar la existencia de franjas de baja vorticidad

que se daba en ese caso.

5) En cuanto a la velocidad media de sedimentacién se puede concluir que:
para una velocidad terminal de caida en fluido en reposo baja, las
particulas sedimentan mucho mas rapidamente en este campo de flujo de
lo que lo harian en fluido en reposo (Figuras 8-36 y 9-27); para valores
mas elevados de la velocidad terminal de caida, casi no se aprecia
diferencia y menos aun si la inercia de las particulas es mayor -ya que en
ese caso su trayectoria seria casi vertical con alguna ligera desviacion

provocada por el campo de flujo-.

6) En relacién a la influencia de la inercia de las particulas, se ha obtenido un
resultado bastante similar a los ya conocidos —desde el punto de vista
teérico como experimental- para turbulencia isétropa (Figuras 8-37 y 9-
28).

7) Por tanto, este campo de flujo simulado en esta Tesis aproxima bastante
bien el tipo de estructuras vorticales presentes en los flujos turbulentos
is6tropos, que son los responsables de que la velocidad media de
sedimentacién de las particulas aumente o disminuya, de tal manera que
seria un punto de partida muy adecuado para un posterior establecimiento
de un modelo lagrangiano para la sedimentacion de pequefias particulas
pesadas en flujos turbulentos.
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Como comentario final hay que destacar que los resultados obtenidos en

esta investigacion son de utilidad para:

Explicar el comportamiento de diferentes campos de flujo y proporcionar
nuevos conceptos para comprender la sedimentacion y el transporte de
particulas en flujos turbulentos. Ademas son consistentes con los
experimentos llevados a cabo por Srdic (1999) [22] para particulas que
sedimentan en turbulencia homogénea y aunque no son directamente
aplicables a flujos turbulentos reales marcan la pauta de como una
particula pesada en oposicién a un elemento fluido lagrangiano se movera
en respuesta a un determinado flujo y cémo esta respuesta afectara a
ciertas magnitudes como el tiempo de escape y la velocidad media de
sedimentacion. Por tanto, serviran de fundamento para resolver situaciones

mas complejas.

Analizar la dinamica de la sedimentaciéon en flujos turbulentos -si el
tiempo caracteristico de deformacion de las estructuras vorticales es
mucho mayor que el tiempo caracteristico del proceso de sedimentacion-,
ya que las visualizaciones de flujo (Perkins et al., 1991)[133] y las
simulaciones numéricas directas (Squires & Eaton, 1991) [17] (Vincent &
Meneguzzi, 1991) [7] muestran -en la mayoria de los flujos turbulentos
tridimensionales- estructuras de vortices organizados con una escala
integral y un radio del orden de la microescala de Kolmogorov (Jiménez et
al., 1993) [8] y solo estos vértices cuyos ejes son casi horizontales tienen
un efecto importante en la sedimentacion de particulas; por eso el estudio
realizado en esta Tesis sobre el flujo -generado mediante los vértices

repetidos periddicamente- es relevante en la sedimentacion de particulas

en turbulencia.

Estimar el desplazamiento de la particula en flujos rotacionales -como los
centrifugos- ya que en ellos los vortices de la turbulencia tienden a

alinearse paralelamente al eje de rotacion (Davila & Hunt, 2001) [1].

348

SIMULACION NUMERICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA
PARTICULAS PESADAS



Bloque V
INVESTIGACIONES FUTURAS




Universidad de Huelva 2009



Propuesta de investigaciones Juturas

12. PROPUESTA DE INVESTIGACIONES FUTURAS

Los resultados obtenidos en esta Tesis Doctoral abre otras posibles vias de
investigacion, tales como:

0 Extender el anilisis para particulas no necesariamente mucho

mas densas que el fluido circundante.

0 Realizar el anilisis para particulas cuyas formas sean diferentes
de la esférica.

0 Desarrollar un modelo numérico de flujo turbulento que sea de
utilidad tanto para el anilisis de la dispersion de particulas como
de la sedimentacién de éstas.

o Desarrollo y construcciéon de prototipos y aparatos que permitan

reproducir los flujos analizados en esta Tesis Doctoral.

Puede verse por tanto, que las investigaciones que se han llevado a cabo y
que han dado lugar al desarrollo de esta Tesis no constituyen un punto y final,
sino que por el contrario abren una puerta a diversas lineas de investigacién, como

se va a exponer con mas detalle en los apartados 12.1. y 12.2.

12.1. Tiempo de escape

Como continuacién del primer objetivo de esta investigacién (Tiempo de
escape y Velocidad promedio de sedimentacion de particulas situadas
inicialmente en la region de captura del vortice) seria interesante estudiarlo para
un vértice tridimensional pero en el caso de particulas que no sean mucho mds
densas que el fluido que las rodea, obteniéndose una nueva formulacién para el
tiempo de escape (o el tiempo que tarda la particula en llegar al centro del vértice

.en caso de ser menos densa que el fluido) en la que apareciera su dependencia de

‘la densidad de las particulas.
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Otro campo de gran interés seria analizar, para particulas con formas
diferentes a la esférica, tanto las investigaciones realizadas en esta Tesis como las
que se acaban de proponer. Hay situaciones, como por ejemplo en la combustion
de biomasa, de paja o de astillas de madera, en las que el considerar que las
particulas tienen forma cilindrica o de disco representa una aproximacion

geométrica mucho mas adecuada (Yin et. Al, 2003) [134].

12.2. Sedimentacion de particulas en vértices periddicos

En cuanto al segundo objetivo (Sedimentaciéon de pequeiias particulas
pesadas en una distribucion bidimensional de vértices), asimismo se podria
extender el andlisis a particulas que no fueran mucho mas densas que el fluido

circundante.

También se podrian seguir otras posibles lineas de investigacion tales
como las siguientes: en el dominio bidimensional puede buscarse el acoplamiento
del modelo desarrollado aqui con algun modelo existente de turbulencia isotropa
(como por ejemplo la simulacidon cinematica), de modo que pueda desarrollarse un
modelo lagrangiano que sea vdadlido tanto para dispersion como para
sedimentacion de particulas en un flujo turbulento isotropo (Sanchez & Davila,
2003) [135] y posteriormente podria plantearse la formulacion de un modelo
semejante al expuesto en esta Tesis pero en el dominio tridimensional. Se podria
pensar en una disposicidon de vértices tridimensionales inclinados unos angulos
aleatorios respecto a los ejes coordenados, que se repitan de un modo periddico y

luego a partir de los resultados que se obtengan desarrollar un modelo lagrangiano

de turbulencia isétropa para el caso tridimensional.

Muy interesante y con una indudable aplicacion practica seria el desarrollo
de un prototipo que reproduzca la disposicion bidimensional de vortices
periddicos simulados numéricamente en esta Tesis, a fin de investigar de un modo

experimental el método de separacion y clasificaciéon de particulas propuesto en la
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misma. En este sentido ya han sido realizados algunos trabajos numeéricos
(Sanchez & Moreno-Loépez, 2004 [136], [137], [138D);

Finalmente, también podrian extenderse para este segundo objetivo las

propuestas anteriores y las investigaciones realizadas en esta Tesis al caso de
particulas con formas diferentes a la esférica.
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Cualquier problema descrito mediante Ecuaciones Diferenciales ordinarias
de cualquier orden, puede reducirse al estudio de un conjunto de ecuaciones

diferenciales de primer orden cuya forma general es:

dy; ,
E'=f;(x’yl""ytv) i=1..N (L1)

donde las funciones f; son conocidas. Para que el problema esté completamente
definido, ademas de las ecuaciones diferenciales es preciso también especificar las
condiciones de contorne. Tales condiciones de contorno son las que determinan

el tipo de método de resolucion a aplicar.

Hay dos tipos de problemas:

e Problemas de valor inicial: todas las y; son dadas en algtn valor inicial
x; y se desea conocer las y; en algin punto final x; 0 en algin rango

discreto de puntos.

e Problemas de valor de contorno: las condiciones de contorno estan

especificadas en mas de un punto.

Esta Tesis Doctoral abordara unicamente al problema de valor inicial. La
idea para el procedimiento de resolucion es la siguiente: reescribir las dy; y dx
como pasos finitos Ay; y Ax y multiplicar la ecuacién por 4x. Esto proporciona
unas férmulas algebraicas para el cambio en las funciones cuando la variable
independiente x se incrementa una longitud de paso 4x. En el limite, cuando la
longitud del paso es muy pequefia se consigue una buena aproximacion de la
ecuacién diferencial. La implementacion literal de este procedimiento es el
METODO DE EULER, conceptualmente importante pero que en la practica no es
recomendable. Todos los métodos que se suelen seguir en la practica desarrollan
la misma idea, afiadir pequefios incrementos a las funciones correspondientes a las

derivadas multiplicados por las longitudes de paso.
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Entre los métodos existentes, destaca el METODO DE RUNGE-KUTTA.
Este método lo que hace es propagar una solucién sobre un intervalo combinando
la informacién de varios pasos semejantes a los utilizados por el método de Euler
(cada uno incluyendo una evaluacién de las funciones f)) y utilizando luego esta

informacion para ajustar un desarrollo en serie de Taylor en algun orden superior.

I.1. Método de Euler

El método de Runge-kutta se basa en el método de Euler [140], cuya

formula es:
—vn+l = yn +h.f(xn?yn) (1-2)

que avanza una solucion desde x, a x,+;= x,+h.
Esta formula resulta de tomar los dos primeros términos del desarrollo en
serie de Taylor de y,.,, no es simétrica, avanza la solucion a través de un intervalo

h, usando la informacion de la derivada dnicamente en el punto inicial del

intervalo (Figura I-1).

y (x)

] l
I T %

X X X3

Figura I-1: Método de Euler.

Puede comprobarse que el error de truncamiento cometido es proporcional

2 . . .
a h°. Este método no es recomendable por varias razones: no es muy preciso

comparado con otros métodos, ni es muy estable.
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L2. Meétodo de Runge-Kutta

Una mejora del citado método de Euler serfa considerar un paso como el
anterior para obtener un “paso de prueba” al punto medio del intervalo y después
utilizar los valores tanto de x como de y en ese punto medio para computar el paso

real a lo largo del intervalo completo (Figura I-2). Este procedimiento se

denomina Método de Runge-Kutta de segundo orden o Método de Mediopunto
[140].

y (%)

l [ [
— ] ]

b X, X3

Figura 1-2: Método de Runge-Kutta de segundo orden.

Las ecuaciones son:

k,=hf(x,.y.) (1.32)

1 1, 3b

k2=hf xn+§hsyn+5 1 (1.3b)
yn+l = yn +k2 +0(h3) (1-3‘:)

Sin embargo aun se pueden conseguir aproximaciones mejores. Hay

muchas formas de evaluar f{x,y), todas ellas de primer orden, pero aparecen
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diferentes coeficientes de términos de error de orden superior. Sumando una
combinacion correcta de éstos se puede eliminar los términos de error, orden por
orden. Esta es la idea basica del método de Runge-Kutta. Hay varias féormulas
especificas basadas en ella, pero la mas frecuentemente usada es la formula

clasica de Runge-Kutta de cuarto orden [140]:

k =hf(x,.,) (1.42)

k, = hf(x,, + g,y,, + %’) (1.4b)

k= hf(x,, +2.5, +"7) (140)
k,=hf(x,+h y, +k) (1.4d)

Vet = Vo +%+k—;+%+%+0(h5) (L4e)

Este método (Figura I-3) requiere cuatro evaluaciones de f por paso A: una
en el punto inicial, dos en puntos de prueba intermedios y una en un punto de

prueba final.

Figura 1-3: Método de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Este ultimo método trata cada paso de idéntica manera, el comportamiento
anterior de una solucién no es utilizado en su propagacion. Esta aproximacion
puede ser que no minimice el tiempo de computacion e incluso puede fallar en
aquellos problemas que requieran una longitud de paso variable. Por tanto un
buen procedimiento de integracién de ecuaciones diferenciales ordinarias deberia
ejercer algin control adaptativo sobre su propio progreso, realizando frecuentes
cambios en su longitud de paso. Usualmente el propdsito de este control de la
longitud de paso es obtener alguna precisién predeterminada con el minimo
esfuerzo computacional, y a veces esta exactitud podria ser demandada no
directamente por la propia solucién sino por alguna otra magnitud. Con el Runge-
Kutta de cuarto orden la técnica mas directa es el doble paso: se toma cada paso

dos veces, una como un paso completo y luego independientemente como dos

medios pasos (Figura I-4).
[ : o Paso grande
PY _ }D-u pasos pequefios
_—

Figura I-4: Doble paso para el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Si se expresa la solucién exacta para un avance de x a x+2h por y(x+2h) y
las dos soluciones aproximadas por y, (un paso 2h) e y: (dos pasos cada uno de
longitud 4), como el método es de cuarto orden la solucién verdadera y las dos

aproximaciones numéricas son:
Y+ 20) = 3, +@hY ¢+ O(h )+ .52

y(x+2h)= y, +2(n° Jp + O )+ --- (1.5b)
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donde, para el orden 4’, el valor ¢ permanece constante a lo largo del paso. Hay
que recordar que en el desarrollo en serie de Taylor “¢” es un nimero cuyo orden
de magnitud es y'”(x)/5!. La diferencia entre esas dos estimaciones numéricas es

un buen indicador del error de truncamiento:
A=y, -y (1.6)

y esta es la diferencia que se debe procurar mantener para un grado de exactitud
deseado, ni demasiado grande ni demasiado pequefia. Esto se lleva a cabo
ajustando A. Entonces, ignorando los términos de orden h® y superiores, se puede
resolver las dos ecuaciones (1.5) para obtener una estimaciéon numérica de la

verdadera solucion:
A 6
y(x+2hn)=y, + 5 + ()(h ) (1.7)

Esta estimacion es aproximada al quinto orden, un orden superior que en
los pasos Runge-Kutta originales; pero no hay forma de comprobar su error de
truncamiento y ademas ya se ha comentado que un alto orden no implica siempre

una alta exactitud.

Un algoritmo alternativo para ajustar la longitud del paso se basa en las
Jormulas de Runge-Kutta encajadas, ideadas originalmente por Fehlberg [140];
éste descubrié un método de quinto orden con seis evaluaciones de funciones de
modo que otra combinacion de las seis funciones proporciona un método de
cuarto orden. La diferencia entre las dos estimaciones de y(x+h) puede usarse
como una estimacion del error de truncamiento para ajustar la longitud del paso.

La forma general de la formula de quinto orden de Runge-Kutta [140] es:

k,=hf(x,.y.) (1.82)
k, =hf(x, +a,h,y, +b,k) (1.8b)
ky = h f(x, +a,h,y, + by k, +by,k,) (1.8¢)
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ky=hf(x, + a,h, y, +b,k, +b,k, +b,k,) (1.8d)

ks =hf(x, +ash, y, +bgk +b,k, +b_k, +b,,k,) (18¢)

ks = hf(x, +ach, y, + by k, +be,k, + bk, + bk, +besks) (1.86)
Yuur = Va +Ciky + 03k, +Ciky +c ik, +csky + ok +O(R®) (1.8g)

Entonces la férmula encajada de cuarto orden es:

Vort =V + 1k, +c3k, +c3k; +cik, +csks +cokg ‘*‘O(hs) 1.9)

y el error estimado es:

A =Yan —y;+l = 26:(‘:1' —C:y(,— (1.10)

i=1

Los valores particulares de las constantes fueron hallados por Cash & Karp
[140] y son los que se muestran en la Tabla I-1.

TABLA I-1. Constantes de Cash & Karp

PARTICULAS PESADAS

Y DE LA SEDIMENTACION EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS PARA

1 ay bij < ci'
1 37 2825
378 27648
2 1 1 0 0
5 5
3 3 3 9 250 18575
10 40 40 621 48384
3 3 9 6 125 13525
4 5 10 " 10 5 594 55296
5 | 1n s _10 35 o 277
" 54 2 27 27 14336
6 7 1631 175 575 44275 253 512 1
3 55296 512 13824 110592 4096 1771 4
j= 1 2 3 4 5
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Ahora que se conoce cual es el error, es necesario considerar como
mantenerlo por debajo del valor deseado. Par ello hay que determinar la relacion
entre 4 y h. De acuerdo con las ecuaciones (1.8) y (1.9) 4 es del orden de K. Si
tomamos un paso h; y se produce un error 4;. entonces el paso Ay habria dado

algan otro valor 4, estimado como:

a.in

donde: A4, es la precision deseada. Esta ecuacion (I.11) puede utilizarse de dos
formas: si 4; >Ap la ecuaciéon nos indica cuanto hay que disminuir la longitud del

paso y si 4;<4y dicha expresidn indica cuanto se puede incrementar con seguridad

la longitud del paso.
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A continuacién se relacionan los programas informéticos y las
subrutinas que se han elaborado para la realizacién de esta Tesis Doctoral. La
implementacién de los propios programas ha sido necesaria por el caracter
particular de los problemas estudiados, que hace que “no exista en el mercado

ningun software desarrollado que pueda ser utilizado para analizar los mismos™.

El lenguaje de programacion utilizado ha sido la versién de Borland del
lenguaje C, es decir, Borland C ++ (concretamente la version 5.02). El tratamiento
estadistico de los resultados obtenidos y las representaciones graficas de los

mismos se ha realizado con Matlab (versién 6.5, R13).

Aunque la mayoria de los programas son de elaboracién propia, algunas
subrutinas y funciones son revisiones o modificaciones de otras existentes, que
debo agradecer al Grupo de Mecanica de Fluidos de la Universidad de Sevilla y

muy especialmente al Dr. Javier Davila.

En el encabezado de cada rutina se incluye una explicacion de la utilidad
de la misma y a lo largo de los listados aparecen abundantes lineas de comentarios
con el sélo propésito de facilitar al lector la comprension de la programacién
efectuada.

Los 19 PROGRAMAS informaticos desarrollados se agrupan en:

A) Trayectorias _de particulas en un vortice tridimensional (aplicaciéon a los
vértices Rankine y Kaufmann).

= Jigtravoin_s_i: Trayectorias de particulas en un vortice cuyo eje forma
unos angulos tita y chi con el sistema de referencia fijo. Para particulas sin

inercia. Todo referido a ejes ligados al vortice.
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= ligtravoin: Trayectorias de particulas en un vértice cuyo eje forma unos
angulos tita y chi con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia.

Todo referido a ejes ligados al vortice.

B) Tiempo de escape de particulas en un vortice tridimensional (aplicacion a los

vortices Rankine vy Kaufmann).

= tescapeiner: Tiempo de escape en un vortice cuyo eje forma unos angulos
tita y chi con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia. Todo

referido a e¢jes ligados al vortice.

» Kemedia: Tiempo de escape en un vértice cuyo eje forma unos angulos
tita y chi con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia.
Promediando para muchas particulas. Todo referido a ejes ligados al

vortice.

= dtmedia: Tiempo de escape en un vortice cuyo eje forma unos angulos tita
y chi con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia. Promediando
para muchas particulas (en funcion del diametro de las particulas). Todo

referido a ejes ligados al vortice.

C) Velocidad media de sedimentacion de particulas en un vortice tridimensional

(aplicacidon a los vortices Rankine v Kaufmann).

= Inclivel: Velocidad media de sedimentacidon de un determinado namero de
particulas situadas inicialmente en la region de captura de un vértice

tridimensional inclinado. Todo referido a ejes fijos.

D) Trayectorias de particulas en voértices bidimensionales periddicos girando en el

mismo sentido (aplicacion a los vértices Rankine y Kaufmann).
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trahormuches_s_i: Trayectorias de particulas al moverse en direccién “y”

a lo largo del tiempo sobre muchos vortices horizontales sin inercia.

* trahormuchos: Trayectorias de particulas al moverse en direccién “y”alo

largo del tiempo sobre muchos vértices horizontales. Particulas con
inercia.

E) Velocidad media de sedimentacién de particulas en vortices bidimensionales

periddicos girando en el mismo sentido (aplicacién a los vértices Rankine Yy
Kaufmann).

= st_vel hormuchos: Velocidad media de sedimentacién de particulas
situadas en un eje paralelo al “x™ al moverse en direccién “y” a lo largo del

tiempo sobre muchos vértices horizontales con inercia.

F) Trayectorias de particulas en voértices bidimensionales periédicos girando con

sentidos de giro alternados (aplicacion a los vortices Rankine y Kaufmann).

s altertrahormuchos_s_i: Trayectorias de particulas al moverse en
direcciéon “y” a lo largo del tiempo sobre muchos voértices horizontales

cuyos sentidos de giro alternan. Particulas sin inercia.

= altertrahormuchos: Trayectorias de particulas al moverse en direccion
“y” a lo largo del tiempo sobre muchos vértices horizontales cuyos

sentidos de giro alternan. Particulas con inercia.

G) Velocidad media de sedimentacion de particulas _en_vértices bidimens.

periédicos girando con sentidos de giro alternados (aplicacion a los vértices
Rankine y Kaufmann).
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alter_stvel: Velocidad media de sedimentacion de particulas situadas en
un eje paralelo al “x” al moverse en direccion “y” a lo largo del tiempo
sobre muchos vortices horizontales que se repiten periédicamente segin

“x™ e “y”, alternando sus sentidos de giro.

H) Campo de velocidades de un vortice Rankine.

Funcién rank: Campo de velocidades de un vértice Rankine referido a sus
propios ejes. Funcion utilizada habitualmente en programas relativos a

vortices inclinados.

Funcién rankine: Campo de velocidades de un vortice Rankine referido a
sus propios ejes. Funcion utilizada habitualmente en programas relativos a

vortices horizontales.

1) Campo de velocidades de un vortice Kaufmann.

Funcion kauf: Campo de velocidades de un voértice Kaufmann referido a
sus propios ejes. Funcion utilizada habitualmente en programas relativos a

vortices inclinados.

Funcion kaufmann: Campo de velocidades de un vortice Kaufmann
referido a sus propios ejes. Funcion utilizada habitualmente en programas

relativos a vortices horizontales.

J) Programas auxiliares utilizados en los programas principales.

funcs3.c: Recopilacion de funciones habituales utilizadas en los programas

anteriores.

funcs3.h: Formato de las funciones que aparecen en el programa

“Funcs3.c”.
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K)Programas de implementacién computacional del método de integracién de
Runge-Kutta.

rgk _vect.c: Integracion por Método Runge-Kutta de 4° orden, paso
variable (error de orden h’).

Al final de este anexo se expone la simbologia basica utilizada en los
listados de los programas informaticos, relacioniandola con la recogida en el
apartado Siglas y Acrénimos. Ello se debe a la imposibilidad de transcribir
mediante el compilador Borland C++ determinadas variables, como por ejemplo

las representadas por letras griegas.
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LISTADOS

[*++++++++ 4+t 4 ligtravoin_s_i +++H bbb bR

+ Trayectorias de particulas en un vértice cuyo eje forma unos +
+ angulos tita y chi con el sistema de referencia fijo. +
+ Para particulas sin inercia. Todo referido a ejes ligados al vortice. +

L B T A T o e o S T e o o

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math. h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

/* --- Declaracion de funciones --- */

void ecs(double,double * double *); /*-- Para RgK_noaut() --*/

int sigue(double * double,int,double);

void rank (double, double,double,double,double * ,double * double *);
/*x,y,z,t,uvor,vvor,wvor */

void kauf (double, double,double,double,double * double * double *);
/*x,y,z.t,uvor,vvor,wvor */

void rkck noaut(void(*)(double,double *.double *),const int,double double

* double *);

void RGK noaut

(
void (*)(double,double * double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /* N */
double * double, /* xyxfin */
double **, /* Y */
double, /¥ him  */
const double, /* delta */
int (*)(double * double,int,double) /* sigue() */

)

/* --—- Variables globales ---*/

double Vt=0.5;
double ome=2.0;
double R=1;
double tita=pi/4,
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double setita=sin(tita);
double cotita=cos(tita);
double err_t;

FILE *f out,

I Funcién main() */

int main()

{

double *Y;

double hini=0.1;
double delta=1.0e-7;
double t, tfin;

char arch[33];

Y = (double *)vector(3,sizeof(double));
/* — Inicializacion para la integracion --- */
/* posiciones iniciales */

Y[0]=2;
Y[1] =0;
Y[2]=3;

t=0;

tfin = 250;

err_t=0.0;
sprintf(arch,"pru.dat");,
f out = abrir_n(arch);

RGK _noaut(ecs,3,&t,tfin, &Y hini,delta,sigue);
printf("\n\n Y[0]=%g, Y[1]=%g, Y[2]=%g ".Y[0].Y[1].Y[2]);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
free(Y);
fin();
return(1);
}

/* Funcion sigue(Y.tinten,err_t_i) */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i)

{
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fprintf(f_out,"%-8f %-8f %-8f %-8f \n",Y[0],Y[1],Y[2].¢1);
err_t+=err_t i,
return( 1 );

}

/* Funcién ecs() */
void ecs( double t, double *Y ,double *DY)

{

double uvor,vvor,wvor;

rank(Y[0],Y[1],Y[2].t.&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/* kauf(Y[0],Y[1].Y[2].t.&uvor,&vvor,&wvor);, */ /* Kaufmann */

DY[O]=uvor;
DY[1]=vvor-Vt*sin(tita);
DY[2]=-Vt*cos(tita),
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[FAtt -+ ligtravoin -+
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+ Trayectorias de particulas en un vértice cuyo eje forma unos +
+ angulos tltz} y chi con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia. +
+ Todo referido a ejes ligados al vértice. +
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#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

/* —- Declaracién de funciones — */

void ecs(double,double * double *);  /*-- Para RgK_noaut() --*/
int sigue(double * double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double * ,double *,double *);
/*x,y,z,t tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double *,double *,double *);
/*x,y,z.t tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*.double *);
void RGK_noaut
(
void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y, DY) */
const int, * N %
double *,double, /* xyxfin */
double **, * Y *
double, /* hini  */
const double, /* delta */
int (*)(double *,double,int,double) /* sigue() */
);

/* --- Variables globales ---*/
double Vt=0.5;

double St=0.5;

double dp=0.000011;
double ome=2.0;
double R=1;

double grav=9.8;
double tita=pi/4;
double chi=0,

double tau;

double setita=sin(tita);
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double cotita=cos(tita);
double sechi=sin(chi);
double cochi=cos(chi);
double err_t;

FILE *f out:

/* Funcion main() */

int main()

s
t

double DIS;

double RAIZ;
double DEN:
double XET;

double XE2;

double d;

double *Y;

double him=0.1;
double delta=1.0e-7;
double t tfin;

char arch[33].
double uvor,vvor,wvor;

Y = (double *)vector(6,sizeof(double)):
tau=3082716.049*dp*dp;

/* Vt=tau*grav;

St=tau*ome; */

DIS=( 4*pow(Vt,2)*pow(setita,2) )/pow(R.2).
RAIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS), /* Rankine */

/* RAIZ=sqrt( (pow(ome,2))/4-DIS); */ /* Kaufmann*/
DEN=(2*Vt*setita)/pow(R,2):.
XElI=(ome-RAIZ)YDEN; /* Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)DEN; /* Rankine */

/* XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN; /* Kaufmann*/
XE2=((ome/2)+RAIZ)yDEN; */ /* Kaufmann */
d=sqrt( pow( (XE2-XE1),2) );

M*printf("\n XE1=%g XE2=%g d=%g", XE1 . XE2.d); */
/*printf("\n d=%g".d);

printf("St=%g",St).

printf("Vt=%g", V),

printf("\n XE1=%g" XE1); */

printf("\n XE2=%g" . XE2);

/* --- Imicializacion para la integracion --- */

/* posiciones iniciales */
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/* Y[0]=XE2+0.01;
Y[1]=0.001; */
Y[0]=3;

Y[1]=0;
Y[2]=3;

t=0;

tfin = 200;

err t=0.0;
sprintf{arch,"pru.dat");
f out = abrir_n(arch);

/* velocidades iniciales */

rank(Y[0],Y[1],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/* kauf(Y[0],Y[1],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor); */ /* Kaufmann*/
Y[3]=uvor;
Y[4]=vvor-(Vt*sin(tita)),
Y[5]=-Vt*cos(tita),
RGK_noaut(ecs,6,&t,tfin,& Y, hini,delta,sigue);
/*printf("\n\n Y[0]=%g, Y[1]=%g, Y[2]=%g ",Y[0],Y[1],Y[2]); */
printf("\n\t Error estimado = %g" err_t);
free(Y);
fin();
return(1);
}

/* Funcion sigue(Y,t,inten,err_t i)
int sigue(double *Y ,double t,int inten,double err_t_i)
{

fprintf(f_out,"%-8f %-8f %-8f %-8f \n",Y[0],Y[1],Y[2].t);

err_t+=err_t_1;
retun( 1);

*/

*/

J* Funcion ecs()
void ecs( double t, double *Y,double *DY)

£

-double uvor,vvor,wvor;

rank(Y[0],Y[1], Y[2].t.&uvor,&vvor,&wvor);
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/* kauf(Y[0],Y[11,Y[2].t.&uvor,&vvor,&wvor); */

DY[0]=Y[3]:

DY[1]=Y[4];

DY[2]=Y[5]);
DY[3]=(1/St)*(uvor-Y[3]):
DY[4]=(1/St)*(vvor-Y[4]-(Vt*setita)),
DY[5]=(1/St)*(-Y[5]-(Vt*cotita));
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-+ ’I.‘lempo fle escape en un vortice cuyo eje forma unos angulos +
+ tita y chi con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia. +
+ Todo referido a ejes ligados al vortice. +
\Fttbb bbb b e

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

/* —- Declaracién de funciones ——- */

void ecs(double,double * double *);  /*-- Para RgK noaut() —*/
int sigue(double *,double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double *,double * ,double *);
/*x,y,z,t tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double * double *,double *);
/*x,y,z.t tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *).const int,double,double

* double *);

void RGK_noaut

(
void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, * N ¥
double *.,double, /* xyxfin *
double **, * Y ¥
double, /* him */
const double, /* delta */
int (*)(double *,double,int,double) /* sigue() */

)

/* —- Variables globales ---*/

double Vt=0.1;

double St=0.3;

‘double ome=2;

double R=1;

double tita=pi/4;
double chi=0;

double setita=sin(tita);
double cotita=cos(tita);
double sechi=sin(chi);
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double cochi=cos(chi);

double err_t;
FILE *f out;

/* Funcion main()

int main()

d

double XE1,;

double DIS,RAIZ DEN;
double *Y;

double hini=0.1;

double delta=1.0e-7;
double t,tfin;

char arch[33];

double uvor,vvor,wvor;

Y = (double *)vector(6,sizeof(double));
/* --- Inicializacion para la integracion --- */
/* posiciones iniciales */

DIS=( 4*pow(Vt,2)*pow(setita,2) )/pow(R,2);
RAIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */

/* RAIZ=sqrt( pow((ome/2),2)-DIS);*/ /¥ Kaufmann */
DEN=(2*Vt*setita)/pow(R,2);
XE1=(ome-RAIZ)YDEN; /*Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /*Rankine */

/* XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN; /* Kaufmann */
XE2=((ome/2)+RAIZ)YDEN:*/ /* Kaufmann */

Y[0]=XE1+0.01;
Y[1]=-0.01;
Y[2]=3;

t=0;

tfin = 7500,
err_t=0.0;
sprintf(arch,"pru.dat");
f out = abrir_n(arch);

/* velocidades iniciales */

rank(Y[01,Y[1],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
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/* lcauf(Y[O],Y[1],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor);*/ /* Kaufmann */
Y[3]=uvor;
Y[4]=vvor-(Vt*sin(tita));
Y[5]=-Vt*cos(tita);
RGK_noaut(ecs,6,&t,ﬁn,&Y,hini,delta,sigue);
/*printf{"\n\n Y[0]=%g, Y[1]=%g, Y[2]=%g ",Y[0],Y[1].Y[2]);*/
printf("\n\t Error estimado = %g".err t);
free(Y);
fin();
return(1);
}

/* Funciodn sigue(Y.t,inten.,err t i)
int sigue(double *Y ,double t.int inten,double err_t i)

{

double DIS=( 4*pow(Vt,2)*pow(setita,2) )/pow(R,2);
double RAIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */
/*double RAIZ=sqrt( pow((ome/2),2)-DIS);*/ /* Kaufmann */
double DEN=(2*Vt*setita)/pow(R,2),
double XE1=(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine */
double XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */

/* double XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN; /* Kaufmann */
double XE2=((ome/2)+RAIZ)DEN;*/ /* Kaufmann */
double d=sqrt( pow( (XE2-XE1),2) ); /* dist.entre ptos. eq. */
if( (sqrt( pow((Y[0]-XE1),2)+pow(Y[1},2)))>=(2.5*d) &&

(sqrt( pow((Y[0]-XE1),2)+pow(Y[1],2)))<(3*d) ) {

printf(" %-8f %-8f \n", t,
sqrt( pow((Y[0]-XE1),2)+pow(Y[1],2) )«(2.5*d));
fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,
sqrt( pow((Y[0]-XE1),2)+pow(Y[1],2) )-(2.5*d) ); }
err_t+=err t i;
return( 1 );

}

*/

/* Funcién ecs()
void ecs( double t, double *Y,double *DY)

{

double uvor,vvor,wvor;

rank(Y[0],Y[1], Y[2],t,&uvor,&vvor,&wvor), /* Rankine */ .
/* kauf(Y[0],Y[1],Y[2],t.&uvor,&vvor,&wvor); */ /* Kaufmann */
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DY[0]=Y[3];

DY[1]=Y[4].

DY[2]=Y][5];
DY[3]=(1/St)*(uvor-Y[3]);
DY[4]=(1/St)*(vvor-Y[4]-(Vt*setita)),
DY[5]=(1/St)*(-Y[S]-(Vt*cotita)),
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+ Tlempo_ de escape en un voértice cuyo eje forma unos angulos titay chi +
+ con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia. +
+ Promediando para muchas particulas. +
+ Todo referido a ejes ligados al vortice. +
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#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */

#include <math.h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

#define M 22 /* partes en que divido los ejes */

double P[M+1][M+1];

double S[M+1][M+1];

double expol[M+1][M+1];
double radicando[M+1][M+1];
double curva[M+1][M+1];

/* — Declaracion de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *);  /*-- Para RgK_noaut() --*/

int sigue(double *,double,int,double);

void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *),
/*x.y,z t tita,chi,uvor,vvor,wvor */

void kauf (double, double,double,double,double *,double *.double *);
/*x,y,z.t tita chi,uvor,vvor,wvor */

void rkck noaut(void(*)(double,double *.double *).const int,double,double

*,double *);

void RGK_noaut

(
void (*)(double,double * double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /¥ N *
double *,double, /* xyxfin */
double **, * Y ¥
double, /¥ hini */
const double, /* delta */
int (*)(double *,double,int,double)  /* sigue() */

)

/* —- Variables globales ---*/

double parcialTe;
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double Te;

double told;

double cof;

double XEI1;

double XE2;

double XA ;

double DIS;

double RAIZ;

double DEN;

double d;

double Vt=0.012084246;
double St=0.024661728;
double ome=20;

double R=0.001:

double Lx;
double Ly;
double tita=p1/4;
double ch1=0;

double setita;

double cotita;

double sechi;

double cochi;

double control; /* para saber si hay que poner mas tiempo o no */
double err _t;

double *timescape;

FILE *f out;

/* Funcién main()

int main()

{ . .
inti;
int j;
int numpart;
double hini=0.1;
double delta=1.0e-7;
double t,tfin;
char arch[33];
double uvor,vvor,wvor;
double *Y;

Y=(double *)vector(6*pow(M-+1,2),sizeof(double));
timescape=(double *)vector(6*pow(M+1,2), sizeof(double));
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/* - Inicializacién para la integracién --- */
/* posiciones iniciales */

setita=sin(tita);

cotita=cos(tita);

sechi=sin(chi);

cochi=cos(chi);

numpart=pow(M+1,2);

DIS=( 4*pow(V1,2)*pow(setita,2) )/pow(R,2);
RAIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */
*RAIZ=sqrt( pow((ome/2),2)-DIS);*/ /* Kaufmann */
DEN=(2*Vt*setita)/ pow(R,2);
XE1=<(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */
/*XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN;
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN;*/ /* Kaufmann*/
printf("XE1=%g", XE1);

printf("XE2=%g",XE?2),

d=sqrt( pow( (XE2-XE1),2));,

XA=-13.173; /* depende de Sty Vt; hay que calcularlo y ver si radicando >0 */
Lx=33.763-XA; /*idem*/

parcialTe=0;

/* malla de particulas */

for(i=0; i<=M; i++)
{
for j=0; j<=M; j++)
{
P[i][) =XA+(G*Lx/M);
expol[i][j I=Q2*Vt*(P {i ] [j -XE2))/(ome*R*R), /* Rankine */
/* expol[i][]j}=(4*Vt*(P [i] [j }-XE2))/(ome*R*R);*/ /* Kaufmann */

/*printf("\n expol1=%g",expol[ i ] [j 1):*/
cof=(XE2*XE2)+(R*R), o . .
radicando [ i ] [j ]=(cof*exp(expol[i][j]1)-(PLi1[j1*P[i]1[j])-(R*R);
/*printf("\n radicando=%g" radicando[ i ] [ j ] );*/
curva[ i ][j ] =sqrt(radicando[i][j]); o
/*printf("\n P[ i ]=%g curva[ j ]=%g",P[i][j J.curva [i]1[j])*
/*printf("\n P=%g",P[j ] );*/
/*printf("\n curva=%g".curva[ i ] [j ] ); */

| }

for(i=0 ;i<=M ; i++)

{
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for (j=0 ; j<=M ; j++)

{S[i][j]=-curva[i][j]+(2*i*curva[i][j]/M);
}}
/* for (i=0 ; i <= M ; i++)

{ for =0 ; j<= M; j++)
prir;tf("\n P=%g S=%g".P[i]1[j]1.S[il[i])

y ¥

for (j=0 ; j <6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{
Y[ j I=*((double *)P+(3/6));
Y[ j+1]=*((double *)S+(j/6));
Y[ j+2]=3;
/*printf("\n j=%i Y[ j ]=%g Y[ j+1]=%g Y[ j+2 1=%g"j.Y[j LY[j+1 1,Y[ j+2]
);*/
}
/* Y[O]=XE1+0.01;
Y[1]=-0.01;
Y[2]=3; */

t=0;
tfin = 100; /* cambiarlo también en "sigue" */
err t=0.0;

/* velocidades iniciales */

for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)

{
rank(Y[; ,LY[j+1).Y[j+2 ],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */

MFkauf(Y[) Y[ J+11.Y[j+2 1,0,&uvor,&vvor,&wvor),*/ /* kaufmann*/

Y[ j+3]=uvor;

Y[ j+4]=vvor-(Vt*sin(tita)),

Y[ j+5]=-Vt*cos(tita),

}

told=0;
RGK_noaut(ecs,6*¥(M+1)*(M+1),&t,tfin,& Y, hini,delta,sigue);
if (control=—1)
{
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for =0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{
/*printf("\n particula=%i timescape[ j 1=%g",j/6,timescape[ j 1);*/
parcialTe+=timescape] j ];
}
Te=parcial Te/pow(M+1,2);
printf("parcialTe=%g N°part=%i Te=%g" parcialTe,numpart,Te);

sprintf(arch,"tescape02.dat");

f out = abrir_n(arch);

fprintf(f_out,"%-8f %i %-8f \n",parcial Te,numpart,Te);

}

else

{

printf("hay que poner mas tiempo de tfin=%g",tfin);
sprintf(arch,"tescape.dat");

f out = abrir_n(arch);

fprintf(f out,"hay que poner mas tiempo de tfin=%g" tfin);

printf('"\n\t Error estimado = %g",err t),
fin();

free(Y);

free(timescape);

return(1);

}

e

/* Funcion sigue(Y.,t,inten,err_t_i) */

int sigue(double *Y ,double t,int inten,double err_t_i)

{ - -
mtj;
double tfin=100;
/* if (t>told)

{
printf{"t=%9.2e\n" 1);
told+=2000;
y
for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{ : - :
/*printf{"\n t=%g j=%i dist=%g",t.j,sqr(pow((Y[ j ]-XE1),2)+pow(Y[ j+11.2)));*/

if ( (sqrt( pow((Y[ j J-XE1),2y+pow(Y[ j+11.2)))<(1.5%d) &&
t=tfin)
{
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control=-1;

}

if ( (sqrt( pow((Y[j ]-XE1).2)*pow( Y[ j+1].2)))>=(1.5*d) &&
(sqrt( pow((Y[j ]-XE1).2)y-pow(Y[j+1].2)))<(1.51*d))

{

control=1:

timescape[ j ]=t:

/*printf("n j=%i timescap| ) ]=%g"j.timescapel j ]).*/

/*parcialTe+=timescape| j ]:

printf("parcial Te=%g" parcialTe). */

H

1
f

err_t+=err_t_I.
return( 1 );

L}
s

/* Funcion ecs() *
void ecs( double t, double *Y double *DY)

{

int j.
double uvor vvor,wvor;

fOI’(_ij - j<6*pOW(M+ 1.2); j+:6)
;

rank(Y[ ) },Y[)+1].Y +2].t.&uvor,&vvor,&wvor). /* Rankine */
/* kauf(Y[3 1.Y[)+1].Y [j+2],t,&uvor,&vvor,&wvor);*/ /* Kaufmann */

DY[j1=Y[j+3)

DY[j+1]=Y [j+4];

DY[j+2]=Y[+5]

DY [j+3]=(1/St)*(uvor-Y[ j+3]);

DY[ j+4]=(1/St)*(vvor-Y[ j+4]-(Vt*setita));
DY[ j+5}=(1/St)*(-Y[ j+5]-(Vt*cotita)),

I
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[*++++ e dtmedia R
+ Tlempo'de escape en un vortice cuyo eje forma unos angulos titay chi  +
+ con el sistema de referencia fijo. Particulas con inercia. +
+ Promediando para muchas particulas. | +
+ (En funci6n del didmetro de las particulas). +
+ Todo referido a ejes ligados al vértice +

[ e R R A S

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */

#include <math h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

#define M 14 /* partes en que divido los ejes */

double P[M+1][M+1];

double S[M+1][M+1];

double expol[M+1][M+1];
double radicando[M+1][M+1];
double curva[M+1][M+1];

/* --- Declaracion de funciones --- */

void ecs(double,double * double *);  /*-- Para RgK_noaut() --*/

int sigue(double *,double,int,double);

void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *);
/*x,y,z.t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */

void kauf (double, double,double,double,double *,double * ,double *);
/*x.y,z.t tita,chi,uvor,vvor,wvor */

void rkck noaut(void(*)(double,double *.double *).const int,doubledouble

* double *);

void RGK_noaut

(
void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /* N %
double *,double, /* xyxfin *
double **, * Y ¥
double, /* hini */
const double, /* Qelta */
int (*)(double *,double,int,double)  /* sigue() */

)

/* - Variables globales ---*/

.double parcialTe,
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double Te;
double told;
double cof;
double XET1;
double XE2;
double XA:
double DIS:
double RAIZ:
double DEN:
double d.

double Vi,
double St:

double tau:
double diam:
double U;

double ome:
double R:

double grav=9 8:
double cama=0.00003;
double Rv=0.001;
double Lx:
double Ly:
double tita=pi1/4;
double chi=0:
double setita;
double cotita;
double sechi:
double cochi:
double control; /* para saber si hay que poner mas tiempo o no */
double err_t;
double *timescape:
FILE *f out;

/* Funcion main() ==

int main()

{ .
inti;
int j;
int numpart;
double himi=0.1;
double delta=1.0e-7;
double t,tfin;
char arch[33];
double uvor, vvor,wvor;
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double *Y;
Y=(double *)vector(6*pow(M-+ 1,2),sizeof{double));
timescape=(double *)vector(6*pow(M+1 ,2),sizeof(double));

/* --- Inicializaci6n para la integracién --- */
/* posiciones iniciales */

setita=sin(tita);
cotita=cos(tita);
sechi=sin(chi);
cochi=cos(chi);
numpart=pow(M+1,2);
U=cama/Rv;
ome=1,;
R=1;
diam=0.000008;
tau=3082716.049*diam*diam;
St=tau*cama/(Rv*Rv);;
Vt=tau*grav/U;
DIS=1.0*Vt*Vt*setita*setita/(R*R);

=sqrt( (ome*ome)-DIS); /* Rankine */
/*RAIZ=sqrt( (ome*ome/4)-DIS);*/ /* Kaufmann */
DEN=1.0*Vt*setita/(R*R);
XE1=(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */
/* XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN;
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN;*/ /* Kaufmann */

printf("\n St=%g",St);

printf("\n Vt=%g",Vt);

printf("\n XE1=%g",XE1);

printf("\n XE2=%g" , XE2),

d=sqrt( pow( (XE2-XE1),2));

printf("\n d=%g",d); o
XA=-8.876; /* depende de St Y Vt; hay que calcularlo y ver si radicando >0*/
Lx=22.788-XA; /*idem*/

parcialTe=0;

/* malla de particulas */
for( i=0 ; i<=M ; i++)
for (j=0 ; j<=M; j++)

{
PLi][j FXA+G*Lx/M);
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/*printf('"\n x=%g" . P[i1][) ]D:*

expol[i][jJ=(1*Vt*(P[i][J ]-XE2))(ome*R*R); /* Rankine */
/*expol[i ][} 1=(2*Vt*(P[i][j ]-XE2))/(ome*R*R).*/ /*Kaufmann *
/*printf ("\n expol=%g".expol[i][j ]D:*

cof=(XE2*XE2)+(R*R);

/*printf(""n cof=%g",cof). */

radicando [ i ] [j J=(cof*exp(expol [1 ] [J P[] 1*P[i][) DAR*R):
/*printf(""n radicando=%g" ,radicando[ 1 ] [ j ]): */

curval 1] [ j J=sqrt(radicando[ 1] [ ) D:

*printf(’"\n P[ i ]=%g curva[ j ]=%g".P[ 1] [J J.curva[ 1] [) ):*/
Mprintf(""\n P=%g".P[ ] ]).*/

/*printf("\n curva=%g".curval 1 ] [J ]). */

]

)

)
s

for( 1=0 . 1<=M . 1++)

s

for ()=0 1 j<=M [ j++)

{S[ i 11 J=—curva[ i ][ j]+( 2*i*curva[ i ] [ j M)
} f
/* for (1=0 . 1==M | 1++)

{ for ( j=0 ; j<=M ; j++)

{
pn'r;tf("\.n P=%g S=%g".P[i1[)].S[1]1([) I

s
v ok
y*/

for ( j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{

Y[ j }=*((double *)P+(}/6)).
Y [j+1]=*((double *)S+(j/6)),
Y[ j+2]-3;
/*printf("\n jJ=%1 Y [ j ][=%g Y[ j+1 ]=%g "j/6,Y [j ).Y[j+1]).*/

5

/* Y[0]=XE1+0.01;
Y[1]=-0.01;
Y[2]=3; *

t=20;
tfin = 1.0e6; /* cambiarlo también en "sigue" */
err_t = 0.0;
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/* velocidades iniciales */
for (=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)

rank(Y[ j ].,Y[ j+.l],Y[ 1+2],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/*kguf(Y[ JLY[+H1LY] j+2],O,&uv0r,&vvor,&wvor);*/ /* Kaufmann */
Y[ j+3]=uvor;
Y[ j+4]=vvor-(Vt*sin(tita));
Y[ j+5]=-Vt*cos(tita);
}
told=0;
RGK_noaut(ecs,6*(M+1)*(M+1),&t,tfin,& Y hini,delta,si gue);
/*printf("control=%i",control); */
if (control=—1)
{
for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{
/*printf("\n part.=%i timescap [j ]=%g x=%g y=%g".j/6,Y [j 1.Y[ j+1).,timescape[
1 )%/
parcialTe+=timescape[ j ];
}
Te=parcialTe/pow(M+1,2);
printf("\n parcialTe=%g N°part=%i Te=%g",parcialTe,numpart,Te);
sprintf(arch,"tescape03.dat");,
f_out = abrir_n(arch);
fprintf(f out,"%-8f %i %-8f \n",parcial Te,numpart,Te);
}
if (control=—-1)
{
printf{"hay que poner mas tiempo de tfin=%g" tfin);
sprintf(arch,"tescape(03.dat"),
f out = abrir_n(arch);
fprintf(f_out,"hay que poner mas tiempo de tfin=%g",tfin);
}
printf("\n\t Error estimado = %g".err_t);
fin();
free(Y),
free(timescape);
return(1);
}

/* Funcién sigue(Y,t,inten,err_t_i) */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i)

{
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intj;

double tfin=1.0e6;
/*if (t>told)

!

3
printf("t=%9.2¢e\n".t).
told+=1.0e6;

po¥

for (j=0 : j<6*pow(M+1.2) . j+=6)
f

]
/*printf("™n  t=%g j=%i dist=%g".1)/6.sqrt(pow((Y[ j []-XE1).2)+powtY]
JH1L2))*

if ((sgrt( pow((Y[j )-XE1).2)ypow(Y[ j=11.2))r<(1.5*d) &&
t==tfin)

f
]

control=-1;
*return( 1).*/

]
s

if ( (sqrt{ pow((Y[ ) ]-XE1),2)+pow(Y [j+1].2)))>=(1.5*d) &&
(sqrt( pow((Y[ ] ]-XE1),2)*pow( Y[ j+1].2)))<(1.55*d))

]
[

control=1;

timescape| j J=t;

/*printf("\n j=%i timescap| j ]=%g" j/6,timescape[ j ]).*/
/*parcial Te+=timescape[ j ];

printf("parcialTe=%g" parcialTe), */

s

[
f

err_t+=err_t 1,
return( | );

[

H

/* Funcion ecs() -

void ecs( double t, double *Y double *DY)
!
(}

int j:

double uvor,vvor,wvor;

for( j=0 ; j<6*pow(M+1 2) ; j+=6)
g
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rank(Y[j ],Y[j+1].Y [i+2],t,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
*kauf(Y[j 1,Y[j+1],Y [+2].t,&uvor,&vvor,&wvor).*/ /* Kaufmann */

DY[j J=Y[j+3];

DY[j+1]=Y[ j+4];

DY [j+2]=Y[ j+5I;

DY [j+3]=(1/Sty*(uvor-Y[ j+3]);

DY [j+4]=(1/Sty*(vvor-Y[ j+4]-(Vt*setita));
DY[ j+51=(1/St)*(-Y[ j+5]-(Vt*cotita));

}
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[* 4+ +++++++++++++++++ Inclivel ++++++++++++++++H R

+ Velocidad media de sedimentaciéon de un determinado numero de particulas +
+ situadas en la region de captura de un vortice tridimens. inclinado +

+ Todo referido a ejes fijos. +
\* -+ Ak A e e b

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math h> /* para exp() */

#include "funcs3.h"

/* #include "RGK_NOAUT.h" */

#include <time.h> /* para randomize*/

#include <stdlib.h> /* para randomize*/

#define pi 3.14159265358979323846
#define M 14 /* (M+1)*(M+1) particulas */

double P[M+1][M+1}];

double S[M+1][M+1];

double expol[M+1][M+1];
double radicando[M+1][M+1];
double curva[M+1][M+1];

/* —-- Declaraci'on de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *);  /*-- Para RgK noaut() --*/

int sigue(double * double,int,double double *);

void rankine(double,double,double * double *);

void kaufmann(double,double,double * ,double *);

void rkck_noaut(void(*)(double,double * double *)const int,double,double
* double *);

void RGK noaut

(
void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /¥ N */
double * ,double, /* xyxfin *
double **, /* Y */
double **, /* Q */
double, /* hini */
const double, /* delta */

int (*)(double *,double,int,double,double *) /* sigue() */
);

/* --- Variables globales ---*/
double err _t;
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FILE *f out;
double ome;
double R;
double Vi,
double St;
double told;
double cof;
double XEI1;
double XE2;
double XA ;
double DIS;
double RAIZ;
double DEN;
double tau;
double diam;
double U;
double grav=9.8;
double cama=0.00001;
double Rv=0.001;
double Lx;
double tita=pi/4;
double chi=0;
double setita;
double cotita;
double sechi;
double cochi;

/¥

int main()
L
inti;
int j;
double uvor,vvor;

double *uvor0O;
double *vvor0;

double *voru0;
double *vorvO,
double *vorw0;

double *Y;

Funcién main()

*/
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double *Q);
double *T;

double hini=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t,tfin;

char arch[33];

uvor0 = (double *)vector(6*pow(M-+1,2),sizeof(double));
vvor0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

voru0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorv0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorw0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double)):

Y = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
Q = (double *)vector(6*pow(M+1,2) s1zeof(double));
T = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

/* Y coordenadas y velocidades de particulas sist. ref. fijo */
/* Q coordenadas iniciales particulas sist. ref. fijo */
/* T coordenadas particulas sist. ref. ligado al vortice */

/* --- Inicializacion para la integracion --- */
setita=sin(tita);
cotita=cos(tita),
sechi=sin(chi);
cochi=cos(chi);

U=cama/Rv;

ome=1;

R=1;

diam=0.000008;
tau=3082716.049*diam*diam;
Vt=tau*grav/U;;

St=tau*cama/(Rv*Rv);
DIS=1.0*Vt*Vt*setita*setita/(R*R);
/*RAIZ=sqgrt( (ome*ome)-DIS); *//*Rankine*/
RAIZ=sqrt( (ome*ome/4)-DIS); /*Kaufmaa*/
DEN=1.0*Vt*setita/(R*R);
/*XEl1=(ome-RAIZ)/DEN.*/ /¥*Rankine*/
/*XE2=(ome+RAIZ)/DEN; */ /*Rankine*/
XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN; /*Kaufmann*/
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN; /*Kaufmann*/
printf("\n St=%g",St);
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printf{"\n Vt=%g",Vt);
printf("\n XE1=%g" XE1);
printf("\n XE2=%g", XE?2);

XA=-1.076; /* depende de Vt; hay que calcularlo para que radicando>0%*/
Lx=3.221-XA; /*idem*/

/*—--- malla de particulas */

for(i=0;i<=M;i++) { /* N° partes en que divido */

for(j=0,j<=M;j++) {
Pli][=XA+(G*Lx/M);
/*expol[i][j]=(1*Vt*(P[i][j]-XE2))/(ome*R*R); *//*Rankine*/
expol[i][jI=(2*Vt*(P[i][j]-XE2))/(ome*R*R); /*Kaufmann*/
cof=(XE2*XE2)+(R*R);
radicandol[i][j]=(cof*exp(expol[i][j]))-(PLi][]*PL]L])-(R*R);
curvali][j]=sqrt(radicando[i}[j];

1}
for(i=0;i<=M;i++) {
for(j=0j<=Mgj++) {
S[i]{j]=-curva[i][j]+(2*i*curva[i][j /M),
1}

/* for (i=0;i<=M;i++) {
for(7=03j<=M;j++) {
printf("\n P[i][j]=%g S[illil=%g ", PGIGL SHIG1): } }*/

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) {
T[i]=*((double*)P+(j/6));
T[j+1]=*((double*)S+(j/6));

T[j+2]=620; } /* coord. ligadas al vortice */

/*——transf. coord. obtener coord. respecto ejes fijos-----*/
for(j=0;j<6* (M+1,2);j+=6) { . _
g(r[(jj] =J(cocg19"¥'[j]) -( sechi*( (cotita*T[j+1]) - (setita*T[j+2]) ) );
Y[j+1]= (sechi*T[j]) +( cochi*( (cotita*T[j+1]) - (setita*T[j+2]) ) );
Y[j+2]= (setita*T[j+1]) + (cotita*T[)+2]);

}

for(j=0:j<6*pow(M-+1,2);j+=6) {/* aqui guardo las posiciones iniciales */
QLI=YDI;
QG+11=Y[j+1];
QL+21=Y[+2); }
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/*-ewe - velocidades iniciales */

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) {
/*rankine(T[j],T[j+1].&uvor,&vvor); */
kaufmann(T[;],T[j+1],&uvor,&vvor),
uvor0[j]=uvor;

vvorO[j]=vvor;

/* ahora obtengo las velocidades en el sist. ref. fijo*/
for(3=0;)<6*pow(M+1,2),j+=6) {

voruO[j]=(uvor0[j]*cochi)-(vvorO[j]*cotita*sechi);
vorvO[j]=(uvorO[j]*sechi)+(vvorO[j}*cotita*cochi);
vorwO[j]=vvor0Ofj]*setita;

}

for(}=0;)<6*pow(M+1,2);j+=6) {
Y[j+3}=voruO[;];
Y[j+4]=vorvO[j];
Y[j+5]=vorwO[;]-Vt;
*printf("\n Vx=%g Vy=%g Vz=%g", Y[j+3),Y[+4L.Y[j+5]):*/}

[*emmmmaeae integracion ---------- */
t=10.0;
tfin = 51840; /* cambiarlo también en sigue */
err_t=0.0;

sprintf(arch,"tresde.dat");

f out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,6*pow(M+1,2),&t.tfin, & Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g" err_t);

printf("fin de la integracion"),

free(Y);
free(Q);
free(T);

free(uvor0);
free(vvor0);
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free(voru0);
free(vorv0);
free(vorw0);

fin();
return(1);
3

/* Funcién sigue(Y,tinten,err_t i,Q) */

int sigue(double *Y double t,int inten,double err_t_i,double *Q)

£
it j;
double sum;
double Vy;
double *A;
A=(double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof (double));
if(t>told) {
printf("\n t=%-81"t);
told+=150.0; }
sum=0;
for(j=0;j<6*pow(M+1,2),j+=6) {
A[IHQL+2]-Y[+2]);
sum+=A[jl; }
Vy=sum/(pow(M+1,2)),
if (t>=51840) {
printf("\n %-8f %-8f",t,Vy/t);
fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy);
/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n".t,Vy);*/ }
err_t+=err_t_i;

free(A);
return( 1 );
}
/* Funcion ecs() */
void ecs( double t, double *Y,double *DY)
{
int j;

double uvor,vvor;

double *uvorQ;
double *vvor0;

double *voru0;
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double *vorvo0,
double *vorwO;

double *T;
T = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

uvor0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vvorQ = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

voru0= (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorv0= (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorw0= (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) /*coord. referidas al vortice*/
{

TL1=(Y[1*cochi) + (Y[j+1]*sechi);
T+ 1]=(cotita)*( (-Y[j]*sechi)+(Y[j+1]*cochi) )+(Y[)+2]*setita);,
*T+2]=(-setita)*((-Y[j]*sechi)+(Y[j+1]*cochi)))+(Y[j+2]*cotita);*/

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);)+=6)

{
/* rankine(T[j],TH+1],&uvor,&vvor); */
kaufmann(T[j],T[j+1)],&uvor,&vvor);

uvorQ{j]=uvor;
vvorO[j]=vvor;

}
/* ahora obtengo las velocidades en el sist. ref. fijo*/
for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) {
voruO[j}=(uvorO[j}*cochi)-(vvorO[j]*cotita*sechi),

vorvO[j]=(uvor0[j}*sechi)+(vvorQ[j]*cotita*cochi),
vorwO[j]=vvor0[j]*setita,
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}
for(3=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) {

DY[j}=Y[j+3];

DY[j+1]=Y[j+4].

DY[j+2]=Y[j+5];
DY/[j+3]=(voruO{j]-Y[j+3])/St:
DY[j+4)=(vorvO[j]- Y[j+4])/St:
DY[j+5]=(vorwO[j}-Y[j+5]-V1)/St, }

free(T),

free(uvor0);
free(vvor0),

free(voru0);
free(vorv0);
free(vorw(),

}
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[*++++++++++++++++++++ trahormuchos_s_i B o e o T o ot 2 B 1 S il
+ Trayectorias de particulas al moverse direccion en “y” a lo largo +
+ del tiempo sobre muchos vortices horizontales sin inercia. +

\K - b A b A A A b e

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math. h>

#include "funcs3.h"

#include <time h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

/* --- Declaracion de funciones --- */

void ecs(double,double * double *); /*-- Para RgK_noaut() —-*/

int sigue(double * double,int,double,double *);

void rankine(double ,double.,double * double *);

void kaufmann(double ,double double * double *);

void rkck noaut(void(*)(double,double *.double *),const int,double,double
* double *);

void RGK_noaut

(

void (*)(double,double * double *), /* ecs(x.Y, DY) */
const int, /* N */
double * double, /* xyxfin */
double **, /* Y */
double **, /* Q */
double, /* him  */
const double, /* delta */

int (*)(double * ,double,int,double,double *) /* sigue() */
)

/* -—- Variables globales ---*/

double err _t;
FILE *f out;
double ome;
double R;
double Vt;
double told;
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/* Funcion main() */

int main()

{
double *Y;
double *Q;
double voru,vorv;
double x,y;
double 1;
double Lx;
double Ly;
double hini=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t.tfin;
char arch[33];

Y = (double *)vector(2,sizeof(double));
Q = (double *)vector(2,sizeof(double));

/* —-- Inicializacion para la integracion --— */

ome=2;

R=1;

/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;

Lx=10;

Ly=10;

/*—————— posiciones iniciales */

Y[0]=15;
Y[1]=470;,

t=0.0;

tfin = 5000;

err_t=0.0;

sprintf(arch,"pru.dat");

f out = abrir_n(arch); .
RGK_noaut(ecs,2,&t,tfin,& Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
printf("fin de la integracion");

free(Y);

free(Q);

fin();

return(1);
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/* Funcion sigue( Y. t,inten,err_t_i,Q) /
int sigue(double *Y ,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)

{
if (t>told) {
printf("\n =%-8f" t);
told+=50; }
/*printf("\n t=%g,x=%-8f,y=%-8f".t,Y[0],Y[1]);*/
/*printf("\n t=%g,Vy=%-8f"t,Y[3]); */
if (t>=0) {
fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f \n".t,Y[OL,Y[1]); }
*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n".t,Y[3]). */
err_t+=err_t_i.
return( 1 );
}

/* Funcion ecs() */

void ecs( double t, double *Y ,double *DY)
{

double voru,vorv;

double x,y;

/*double Vt=(ome*R)/4; */

double V=0.5;

double Lx=10;

double Ly=10;

x=Y[0];

if (x<=0) {

x-=(Lx/1)*(  (int) ( (x~(Lx/2))/Lx ) ), }

else { x-=(Lx/1)*(  (int) ( (x+(Lx/2))/Lx ) );}
y=Y[1]);

if (y<=0) {

y-=(Ly/1)*( (int) ( (y-(Ly/2))Ly ) ), }

else { y-=(Ly/1)*( (int) ( (y+(Ly/2))Ly ) ).}
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y.&voru,&vorv),*/ /* Kaufmann */

DY{O]J=voru;
DY[1]=vorv-Vt,
}
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¥+
/*++ -+ +++trahormuchos +++++++++4++++H++++++*\
+ T rayectorias de particulas al moverse en direccion “y” a lo largo +
;!; del tiempo sobre muchos voértices horizontales. Particulas con inercia. +

B SR W U U NN S W W U NS S S N A S | O W S S WO NN BN U I |

P N T S TN O U U T B | I
N 4=
L T ,,,,r,1.,ILTT'+§|¢$J‘I¢J.$=%|1*/

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h> /* para exp() */
#include "funcs3.h"

#include <time.h> /* para randomize*/
#include <stdlib.h> /* para randomize*/
#define pi 3.14159265358979323846

/* -—- Declaracién de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK_noaut() —*/

int sigue(double * double,int,double,double *); /* Q */

void rankine(double ,double,double *,double *),

void kaufmann(double ,double,double * double *),

void rkck_noaut(void(*)(double,double *.double *),const int,double,double

* double *);
void RGK_noaut
(
void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY)*/
const int, /* N ¥
double *.,double, /* xyxfin ¥
double **, /™ Y ¥
double **, /* Q */
double, /* himi ¥/
const double, /* delta */

int (*)(double * double,int,double,double *) /* sigue() */
);

/* — Variables globales —*/

double err_t;
FILE *f out;
double ome;
double R;
double Vi,
double told;
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/* Funciéon main() */

int main()

{
double *Y;
double *Q;
double voru,vorv;
double x.y;
double Lx;
double Ly;
double him=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t tfin;
char arch{33]:

Y = (double *)vector(4,sizeof(double));
Q = (double *)vector(4, sizeof(double)):

L Inicializacion para la integracion ------- */
ome=2;
R=1;
/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;
Lx=10;
Ly=10;
[Fomeeceaeeaee posiciones iniciales */
Y[0]=11.5;
Y[1]=0;
e velocidades iniciales */
x=Y[0];
if (x<=0) {

x-=(Lx/1)*( (int) ( (x-(Lx/2))/Lx ) ). }

else { x-=(Lx/1)*( (int) ( (x+(Lx/2))/Lx ) );}
y=Y[1];

if (y<=0) {

y-=(Ly/1)*( (int) ( (y-(Ly/2))Ly ) ), }

else { y-=(Ly/1)*( (int) ( (y+(Ly/2))Ly ) )}

/* rankine(x,y,&voru,&vorv); */
kaufmann(x,y,&voru,&vorv);
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Y[2]=voru;

Y[3]=vorv-Vt */
/* Y[2]=0;

Y[3]=Vt; */

t=0.0;
tiin=4; /* 2*Y[j+1])/Vt *
err_t=0.0;
sprintf(arch,"pru.dat");
f_out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,4,&t,tﬁn,&Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err _t);
printf("fin de la integracion™); B
/* for(3=0;j<=21j++)
printf("\n j=%d, Y[j1=%g,Z[j]=%g".j, YG).Z[i]); */

free(Y);

free(Q);

fin();

return(1);
}
/* Funcion sigue(Y. tinten,err_t i,Q) */
int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)
{

if (t>told) {
printf("\n =%-8f".t);
told+=10000; }

printf("\n t=%g,x=%-8f,y=%-8f",t,Y[0],Y[1]);

/*printf("\n =%g,Vy=%-8f",t,Y[3]); */

if (=0) {

fprintf{f_out,"%-8f %-8f %-8f \n",t,Y[0],Y[1]); }

/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t.Y[3]); */

err_t+=err_t_i;

return( 1 );
}
J*: Funcién ecs() */
void ecs( double t, double *Y ,double *DY)
{

double voru,vorv;

double x,y;

/*double Vt=(ome*R)/4; */

double Vt=0.5;
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double St=20;
double Lx=10;
double Ly=10;

x=Y{0];

if (x<=0) {

x-=(Lx/1)*(  (int) ( (x-(Lx/2))/Lx ) ), }

else { x=(Lx/1)*( (int) ( (x+(Lx/2))/Lx ) ).}
y=Y[1];

if (y<=0) {

y-=(Ly/1)*(  (nt) ( (y-(Ly/2))/Ly ) ). |

else { y-=(Ly/D)*( (int) ( (y+(Ly/2))Ly ) ).}
/*rankine(x,y,&voru,&vorv).*/
kaufmann(x,y,&voru,&vorv),

DY[0]=Y[2].

DY[1]=Y[3];
DY[2]=(1/St)*(voru-Y[2]):
DY[3]=(1/Sty*(vorv-Y[3]- V1),

-
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[Ftt et st vel_hormuchos -+ ¥\

+ Velocidad media de sedimentacion de particulas situadas en un eje +
+ paralelo al “x” al moverse en direccién “y” a lo largo del tiempo sobre  +
+ muchos voértices horizontales con inercia. +
[ e e o o o o A U A T SRy

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846
#define M 22 /* N° partes divido eje x */

double P[M+1];

/*¥ —- Declaracion de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *);  /*-- Para RgK_noaut() --*/

int sigue(double *,double,int,double,double *);,

void rankine(double ,double,double *,double *);

void kaufmann(double ,double,double *,double *);

void rkck_noaut(void(*)(double,double *.double *),const int,double,double
* double *);

void RGK noaut

(

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY)*/
const int, /¥ N %
double * double, /* xyxfin */
double **, /* Y */
double **, /* Q ¥
double, /* hini ¥/
const double, /* delta */

int (*)(double *,double,int,double,double *) /* sigue() */
);

/* —- Variables globales ---*/
double err t;

FILE *f out;

double ome;

double R;

double Vt,

double told;
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/* Funcion main()

int main()

{
double voru,vorv:.
double x,y:
double L;
double Lv;
double *Y;
double *Q;
double hini=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t. tfin;
char arch[33].
int 1;
intj;

Y = (double *)vector(4*(M+1),sizeof(double));
Q = (double *)vector(4*(M+1),sizeof(double));

/* --- Inicializacion para la integracion --- */

ome=2;

R=1;

/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;

L=300;

Lv=100;

/*---— malla de particulas */

for(=0 . j<=M; j++) {
P[j 1=Q*L/M)~(L/2);

for( )=0 ; j<=4*M ; j+=4) {
Y[ j ]=*((double *)P+(j/4));
Y[j+1 ]=625; }

for(j=0 ; j<=4*M ; j+=4){
QLil=Y[) )
QLj+1 1=Y[y+11]; }

S velocidades iniciales */

t=0.0;
tfin = 2621440.e3;

*/‘
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err_t=0.0;
sprintf{arch,"muchor02.dat");
f _out = abrir_n(arch);
for( j=0 ; j<=4*M ; j+=4) {
x=Y[j];
if(x<=0) {
x-=(Lv/1)*((int) ( (x-(Lv/2))/Lv ) );}
else {

x==(Lv/1)*( (int) ( (x*+(Lv/2))/Lv ) );}

y=Y[j+ 1];

if(y<=0) {

y-=(Lv/1)*((int) ( (y-(Lv/2))Lv ) );}

else {

y-=(Lv/1)*((int) ( (y+(Lv/2))Lv ) ), }

/* rankine(Y[ j 1,Y[ j+1 },&voru,&vorv);*/

/* kaufmann(Y[ j 1,Y[ j+1 ],&voru,&vorv);*/
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */
Y[ j+2 ]J=voru;

Y[ j+3 ]=vorv-Vt;

/* Y[j+2]=0;

Y[j+3]=-Vt; */ }
RGK_noaut(ecs,4*(M+1),&t,tfin,& Y ,&Q, hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t),
printf("fin de la integracion");

/* for(j=0 ; j<=21; j++)

printf("\n j=%d, Y[ j 1=%g,Z[ j ]=%g").Y[) L.Z[j D); */

free(Y);,

free(Q);
fin();

return(1);

* Funcion sigue(Y,t,inten.err_t_i,Q)

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)
{

int j;

double sum;

double Vy;

double tp;

double *A; .
'A=(double *)vector(4*(M+1),sizeof (double));
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sum=0;
/* if(t>told)
{
printf(" t = %9.2e\n",t),
told += 1.0e6 ;
poo¥

for(j=0 ; j<=4*M ; j+=4) {
Al 1=QI+1 1-Y[5+1 D
sum+=A[] | }

Vy=sum/(M+1);

/*printf("\n t=2%g" t);*/

/*if ((==327680000) {
printf("\n t=%-8f Vy=%-8f".t, Vy/t); } */

/*fprintf(f_out,"%-8f %-8f \n",tp,Vy/20000),*/
/*1f(t<4000) ¢

fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy), } */
if (t>=2621440.0e3) ¢

fprintf(f_out,"%-8f %-8f \n",t,Vy/t); }

err_t+=err_t_ti.
free(A);
return( 1 );

}

/* Funcion ecs() *

void ecs( double t, double *Y ,double *DY)

I
3

double x,y;

double voru, vorv;

int j;

/*double Vt=(ome*R)/4; */
double V=0.5;

double St=6200000.0;
double Lv=100;

for (=0 ; j<=4*M ; j+=4)
{
x=Y[}) ]
1f(x<=0) {
x-=(Lv/1)*( (int) ( (x-(Lv/2))Lv ) );}
else {
x-=(Lv/1)*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) );}
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y=Y[j+1];

if{ly<=0) {

y-=(LV/{1 Y((int) ( (y«(Lv/2))/Lv ) );}

else

y=Lv/1Y*((int) ( (yHLv/2))Lv ) ), }
rankine(x,y,&voru,&vorv), /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */
/* rankine(Y[ ) 1,Y[ j+1 J.&voru,&vorv):*/ /* Rankine */
/* kaufmann(Y[ ) ], Y[ j+1 ].&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */

DY[j =Y[j+2];

DY[j+1 ]=Y[j+3 };

DY j+2 ]=(1/St)*(voru-Y[ j+2 ]);

DY j+3 J=(1/St)*(vorv-Y[ j+3 ]-V1);
}
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et e
4 : 2

[Ftttptttr ittt +++ altertrahormuchos_s_i +++—

+ Trayectorias de particulas al moverse en direccion “y" a lo largo del -
+ tiempo sobre muchos vortices horizontales cuyos sentidos de giro -
+ alternan. Particulas sin inercia. -
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#include <stdio.h> /* para printf() v FILE *
#include <math h>

#include "funcs3 h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define p1 3.14159265358979323846

/* — Declaracion de funciones — */

void ecs(double.double *.double *).  /*-- Para RgK_noaut() --*/

int sigue(double *_.double.int.double . double *).

void rankine(double .double double * double *):

void kaufmann(double .double . double *.double *):

void rkck noaut(void(*) double.double * double *)const int.double,double
* double *);

void RGK _noaut

(

void (* )(double.double * .doubie *), *ecs(x.Y.DY)*

const int, I* N */

double *.double, /* xyxfin *

double **. i Y *

double **, [ Q *

double, *  him %

const double, /* delta */

int (*)(double *.double.int,double.double *) /* sigue() */
);

/* --- Variables globales ---*/

double err t;
FILE *f out;
double ome;
double R;
double Vi,
double told;
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/* Funcion main() */

int main()

{
double *Y;
double *Q;
double x,y;
double Lv;
double L;
double hini=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t.tfin;
char arch[33];

Y = (double *)vector(2,sizeof(double));
Q = (double *)vector(2,sizeof(double));

/* - Inicializacion para la integracion --- */
ome=2;
R=1;
/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;

/*—-————— posiciones iniciales */

Y[0]=1;
Y[1]=602;

t=0.0;

/*printf("\ t=%-8f x=%-8f y=%-8f ",t,Y[0],Y[1]); */
tfin = 30;

err t=0.0;

sprintf(arch,"pru.dat”);

f_out = abrir_n(arch);

RGK_noaut(ecs,2,&t,tfin,& Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);

printf("fin de la integracion”);

free(Y);

free(Q);

fin();

return(1);
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*/

/* Funcién sigue(Y,tinten,err_t_1,Q)
int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)

{
if(t>told) {
printf("\n t=%-81",t);
told+=0.5el; }

/*fprintf(f_out,"%-8f %-8f \n",Y[0},Y[1]);*/

if (t>=0) {

/*printf("\n t=%-8f x=%-8f y=%-8f Vx=%-8f
8"t Y[0],Y[1],Y[2),Y[3]).*/

fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f \n",t,Y[0],Y[1]); }

/*if (t>=195000) {

printf("\n Xfinal=%-8f",Y[0]). }*/

err_t+=err_t 1,

return( 1 );

i

Vy=2%-

/* Funcion ecs()

void ecs( double t, double *Y double *DY)

I
[}

double voru,vorv;

double x.y;

double expox;

double expoy;

double sentidox,sentidoy;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
double Vt=0.5;

double Lv=10;

x=Y[0];

if (x<=0) {

x-=Lv*( (int) ( (x-(Lv/2))/)Lv ) ); }
else {

x-=Lv*(  (int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ); }
y=Y[1];

if (y<=0) {

y-==Lv*( (int) ( (y-(Lv/2))/Lv ) ), }
else {

y-==Lv*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) ); }
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */

*/
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x=Y[0];
if (x>=0) {
expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv );}

else { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ), }
sentidox=pow(-1,expox);
y=Y[1];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))/Lv );}
else { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ), }
sentidoy=pow(-1,expoy);

if (sentidox*sentidoy>0) { DY[0]=voru;
DY[1]}=vorv-Vt; }

else {
DY[0]=-voru;
DY[1]=-vorv-Vt;}
}
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[*+++++++++++++++++++ altertrahormuchos +++++++++++++++++++++%

+ Trayectorias de particulas al moverse en direccion “y” a lo largo del +
+ tiempo sobre muchos vortices horizontales cuyos sentidos de giro +
+ alternan. Particulas con inercia. +

I T S T T e e e B B e o o o o o o Sl

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>

#include "funcs3.h"

/* #include

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi 3.14159265358979323846

/* ——- Declaracion de funciones —— */

void ecs(double,double * double *);, /*-- Para RgK noaut() --*/

int sigue(double *,double,int,double,double *);

void rankine(double ,double,double * double *);

void kaufmann(double ,double,double * ,double *);

void rkck_noaut(void(*)(double,double *.double *),const int,double,double
* double *);

void RGK _noaut

(

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /* N */
double *,double, /* xyxfin */
double **, /* Y */
double **, /* Q */
double, /* hini ¥/
const double, /* delta */

int (*)(double *,double,int,double,double *) /* sigue() */
);

/* --- Variables globales ---*/

double err _t;
FILE *f out;
double ome;
double R;
double Vt;
double told;
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”* Funcién main() */

int main()

double *Y;

double *Q);

double voru,vorv;
double x,y;

double Lv;

double L;

double expox,expoy,sentidox,sentidoy:
double hini=0.1;
double deita=1.0e-6;
double t tfin;

char arch[33];

Y = (double *)vector(4,sizeof{double));
Q = (double *)vector(4,sizeof(double));

/* — Inicializacion para la integracion -— */

ome=2;

R=1;

/* Vt=(ome*R)/4; */

Vt=0.5;

Lv=100; /* distancia entre vortices */

/*¥——————— posiciones iniciales */

Y[0]=0.5;
Y[1]=600:;

/*——— velocidades iniciales */

x=Y[0};

if (x<=0) { |
x-=(Lv/1)*( (int) ( (x-(Lv/2))Lv ) ), }
else { _
x-=(Lv/1)*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ); }
y=Y[1];

if (y<=0) { .

y-=(Lv/1)*( (int) ( (y<(Lv/2))Lv ) ); }
else {

y=(Lv/1)*( (int) ( (y+(Lv/2))Lv ) ); }
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rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */

x=Y[0];
if (x>=0) {
expox=(int) ( (x+(Lv/2))Lv );}

else { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ), }
sentidox=pow(-1,expox);
y=Y[1];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+HLV/2)YLv ):}
else { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))Lv );}
sentidoy=pow(-1,expoy);

if (sentidox*sentidoy>0) { Y[2]=voru;
Y[3]=vorv-Vt; }

else { Y[2]=-voru;
Y[3]=-vorv-Vt; }

/* Y[2]=0;
Y([3]=-Vt; */
t=0.0;

printf("\ t=%-8f x=%-8f y=%-8f Vx=%-8f Vy=%-8f"t,Y[0],Y[1},Y[2].Y[3]);
tfin = 2000;

err_t=0.0;

sprintf(arch,"pru.dat”);

f out = abrnir_n(arch);

RGK _ noaut(ecs,4,&t,tfin,& Y ,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);

printf("fin de la integracion");

free(Y);

free(Q);

fin();

return(1);

3

'3

/* Funcion sigue(Y,tinten,err_t_i,Q) */

int sigue(double *Y ,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)

{
if(t>told) {
printf("\n t=%-8f".t);
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told+=5.0e5; }

/*fprintf(f_out,"%-8f %-8f \n", Y[0], Y[1]):*/
if (=0) {
/*printf("\n =%-8f  x=%-8f ~%- o
81,1, Y[0],Y[1],Y[2], Y[3]);*/ yY=%-8f  Vx=%-8f Vy=%-
fprintf(f_out,"%-8f %-8f %-8f \n".t,Y[0],Y[1]); }
/*if (£==195000) {
printf("\n Xfinal=%-8{",Y[0]); }*/
err_t+=err_t_i;
return( 1);
}

/*: Funcidn ecs() */

void ecs( double t, double *Y,double *DY)
{
double voru,vorv;
double x.y;
double expox;
double expoy;
double sentidox,sentidoy;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
double Vt=0.5;
double St=5;
double Lv=100;

x=Y[0];

if (x<=0) {

x=Lv*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv ) ). }
else {

x-=Lv*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ); }
y=Y[1};

if (y<=0) {

y=Lv*( (int) ( (y-Lvi2)Lv ) ); }
else

y-=Lv*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) ); }
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv),*/ /* Kaufmann */

DY[0]=Y[2];
DY[1]=Y[3];

x=Y[0];
if (x>=0) {
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expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv );}

else { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ), }
sentidox=pow(-1,expox);
y=Y[1];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))Lv );}
else { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ), }
sentidoy=pow(-1,expoy),
/* vortice(Y[0],Y[1],&voru,&vorv), */

if (sentidox*sentidoy>0) { DY[2]}=(voru-Y[2])/St;
DY[3]=(vorv-Y[3]-Vt)/St, }
else {
DY[2]=(-voru-Y[2])/St;
DY[3]=(-vorv-Y[3]-V1)/St;}

/* DY[0]=Y[2];

DY[1]=Y[3];
DY[2]=(1/St)*(voru-Y[2]);
DY([3]=(1/St)*(vorv-Y[3]-Vt); */
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+ Velocidad media de sedimentacién de particulas situadas en un eje +
+ paralelo al “x” al moverse en direccién “y” a lo largo del tiempo sobre +
+ muchos vortices horizontales que se repiten periddicamente +
+ segln “x” e “y” alternando sus sentidos de giro. +
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#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>

#include "funcs3.h"

#include <time.h>

#include <stdlib.h>

#define pi1 3.14159265358979323846
#define M 39 /* N° partes divido eje x */
double P[M+1];

/* --- Declaracion de funciones —- */

void ecs(double,double *,double *);  /*-- Para RgK_noaut() --*/

int sigue(double * double,int,double,double *);

void rankine(double ,double,double *,double *);

void kaufmann(double ,double,double *,double *);

void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
* double *),

void RGK_noaut

(

void (*)(double,double * double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /¥ N ¥
double *,double, /* xyxfin *
double **, * Y *
double **, * Q¥
double, /* hini */
const double, /* delta */

int (*)(double *,double,int,double,double *)  /* sigue() */
)

/* --- Variables globales —-*/

double err _t;
FILE *f out;
double ome;
double R;
double Vt;
double told;
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/* Funcion main() */
int main()

{

double voru,vorv;
double expox.expoy,sentidox,sentidoy;
double x,y;

double L;

double Lv;

double *Y;

double *Q;

double hini=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t,tfin;

char arch[33];

int i;

int j;

Y = (double *)vector(4*(M+1),sizeof(double)),
Q = (double *)vector(4*(M+1),sizeof(double)),

/* --- Inicializacion para la integracion --- */

ome=2;
R=1;
/* Vt=(ome*R)/4; */
V=0.5;
L=300;
Lv=100;

[*emae malla de particulas */

for( j=0 ; j<=M; j++) {
\ P[) I=G*L/M)-(L/2),

for( j=0 ; j<=4*M ; j+=4) {
Y[ j I=*((double *)P+(j/4));
Y[ j+1 1=625; }
for( )=0 ; j<=4*M ; j+=4){
Q[ I=YI j);
Qli+1 1=Y[5+11;}
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[*==eene- velocidades iniciales e ey

t=0.0;
tfin = 10000;

err_t=0.0;

sprintf(arch,"pru.dat");

f_out = abrir_n(arch);

for( j=0 ; j<=4*M ; j+=4) {

x=Y[j];

if (x<=0) {

x==Lv*( (int) ( (x~(Lv/2))Lv ) ); }
else {

x-=Lv*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ); }
y=Y[j+1];

if (y<=0) {

y-==Lv*(  (int) ( (y-Lv/2))Lv ) ); }
else {

y-==Lv*( (int) ( (y+(Lv/2))Lv ) ); }

rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann*/

x=Y[j ]
if (x>=0) {
expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv );}

else { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv );}
sentidox=pow(-1,expox);

y=Y[j+1];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))/Lv ):}
else  { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ); }
sentidoy=pow(-1,expoy);

if (sentidox*sentidoy>0) { Y[ j+2 ]J=voru;
Y[ j+3 J=vorv-Vt; }

else { Y[)*+2 ]}=-voru,
Y[j+3]=-vorv-Vt; }

printf("\n Vx=%-8f Vy=%-8f",Y[ j+2 1, Y[ j+3 1);*/
/* Y[ j+2 1=0;
Y[ j+3 }=-Vt; %/

}
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RGK_ noaut(ecs,4*(M+1 ), &t tfin,& Y, &Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t),
printf("fin de la integracion”);
/* for(j=0;)<=21;)++)
printf("\n j=%d,Y[ j 1=%g.Z[ j 1=%g"J4.Y[Jj 1.Z[) D: */
free(Y),
free(Q);
fin().
return(1).
}

/* Funcion sigue( Y. t,inten,err_t_1,Q) */

int sigue(double *Y,double t.int inten,double err_t_i.double *Q)

{ - -
int j;
double sum,;
double Vy;,
double tp;
double *A;
A=(double *)vector(4*(M+1),s1zeof (double)):
sum=0;
if (t>told) {
printf("t=%9.2e\n" t);
told+=1.0e3;
3
for( j=0 ; j<=4*M ; j+=4) {
Al) 1=QL+1 J-Y[+1 D)
sum+=A[] ] }
Vy=sum/(M+1),
/*printf("\n =%g",t);*/
if (t>0) {
/*printf("\n %-8f %-8f",t,Vy); */
/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",tp,Vy/20000);*/ }
fprintf(f_out,"%-8f %-8f \n",t,Vy);
err_t+=err_t 1,
free(A).
return( 1 );
]
s

/* Funcién ecs() */

void ecs( double t, double *Y ,double *DY)

{
double x,y;
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double voru,vorv;

fiou-ble ‘expox-,expoy,sentidox,sentidoy;
Intj;

/*double Vt=(ome*R)/4; */

/*double Vt=0.5;%/

double St=20.0;

double Lv=100;

for (j=0 ; j<=4*M ; j+=4)

x=Y[j ];

if (x<=0) {

x=Lv*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv ) ); }
else {

x-=Lv*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ), }
y=Y[j+1],

if (y<=0) {

y—=Lv*( (int) ( (y-(Lv/2))Lv ) ); }
else {

y=Lv*( (int) ( (yHLv/2))/Lv ) ); }
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann*/

x=Y[j L
if (x>=0) {
expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv );}

else { expox=-(int) ( (x~-(Lv/2))/Lv );}
sentidox=pow(-1,expox);

y=Y[j+1];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))Lv );}
else { expoy=-(int) ( (y~(Lv/2))Lv ), }
sentidoy=pow(-1,expoy);

DY[j)=Y[j+2 ],
DY[j+1 =Y [+3 ];

if (sentidox*sentidoy>0) { DY][ j+2 ]=_(voru-Y[ j+2 1)/St;
DY]{ j+3 J=(vorv-Y[ j+3 ]-Vt)/St; }

else { DY[ j+2 J=(-voru-Y[ j+2 ])/St;
DY[ j+3 J=(-vorv-Y[ j+3 ]-Vt)/St; }
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[*+++++++++++++++++++++ Funciéon rank ++++++++++++++HHHH R

+ Campo de velocidades de un vortice Rankine referido a sus propios ejes. +
+ Funcion utilizada habitualmente en programas relativos a vortices +
+ inclinados. +

L o o o e e I B S S B B N LA a4

void rank(double x,double y, double z, double t,double *uvor, double *vvor,
double *wvor)

{

double den=1+pow((x/R),2)+pow((y/R),2);,
*uvor=-(ome/den)*y;,
*vvor=(ome/den)*x;

¥
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[#+4—ttttt+++++++++ Funcién rankine B e o L s a
+ Campo de velocidades de un vértice Rankine referido a sus propios ejes. +
—+

Funcién utilizada habitualmente en programas relativos a vortices
horizontales.
\ &4t
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+
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void rankine(double x,double y,double *voru,double *vorv)
{

double den;

den=1+ ( (x/R)*(x/R) ) + ( (y/R)*(y/R) ),
*voru=-(ome*y)/den;
*vorv=(ome*x)/den;

}

AL
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/¥4 +++++++++++-r++++++++ Funcion kauf ++++++++++++++++H++++F\

+ Campo de velocidades de un vortice Kaufmann referido a sus propios  +
+ ejes. +
+ Funcién utilizada habitualmente en programas relativos a vortices +
+ inclinados. +

L B T T s s e e o L B B o o ]

void kauf(double x,double y, double z, double t,double *uvor, double *vvor.
double *wvor)

{

double den=1+pow((x/1),2)+pow((y/1),2);
*uvor=-y/den;

*vvor=x/den;

b
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[*FH b+ Funcién kanfmann 44— —-r----%\
+ Campo de velocidades de un vértice Kaufmann referido a sus propios -+
+ ejes. +
+ Funci6n utilizada habitualmente en programas relativos a vértices +
+ horizontales. +

IJ]JLJ]LJIIIJ_LJAJIALILIIIJ;JIALJJ;J;JI
TlfflT‘Tlr'lerrTTlTlrllTl‘llllTTl

+
{_
.{-

void kaufmann(double x,double y,double *voru,double *vorv)

~ double den;

den=1+ ( (x/R)*(x/R) ) + ((y/R)*(y/R) );
*voru=-(ome*y/2)/den,
*vorv=(ome*x/2)/den;

}
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/¥ +++++++++++t++++++++++++ funes3.c ++++H++ R
+ Recopilacion de funciones habituales utilizadas en los programas +

+ anteriores. [141][142] +
\¥ 4+ b+ A b At A e

#include <stdio.h> /* para printf() */
#include <stdlib.h> /* para exit(1) */
/* —- Declaraciéon de funciones --- */

#include "funcs3.h"”

/* Funcion nrerror */

void nrerror(char *s)

{
fprintf(stderr,"\n Error en tiempo de ejecucion: ");
fprintf(stderr,” %s \n\n",s);
fprintf(stderr,” ... Saliendo del sistema ...\n"),
exit(1);

1

)

/* Funcién abrir_n(arch) */

FILE *abrir_n(char *arch)
{

char mensaje[40];

FILE *f;

f=fopen(arch,"w+t");

if(F=—NULL)

{
sprintf(mensaje,"No se pudo abrir el archivo %s.",arch);
nrerror(mensaje);

}

return f;
}

/* Funcion abrir_v(arch) */

FILE *abrir_v(char *arch)
{

char mensaje[40];

FILE *f;
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f=fopen(arch,"r+t");

if(fF=NULL)
{
sprintf(mensaje,"No se pudo abrir el archivo %s.",arch);
nrerror(mensaje); ’
}
return f;
}
/* Funcion abrir_a(arch) */

FILE *abrir_a(char *arch)
{

char mensaje[40];

FILE *f;

f=fopen(arch,"a+t"),
if(f=NULL)
{

sprintf(mensaje,"No se pudo abrir el archivo %s.",arch);
nrerror(mensaje);

}
return f;,

3

/* Funcion vector */

void *vector(int i_max,int tam)

{

void *v;

if( (v=(void *)malloc(i_max*tam)) = NULL )
nrerror("Error en vector().");
return v;
}

/* Funcion imatriz */

int **imatriz(int i_max,int j_max)
{
int **m;
inti;
if{ (m=(int **)malloc(i_max*sizeof(int *))) = NULL )
nrerror("Error en imatriz().");
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for(i=0;i<i_max;i++) m[i}=(int *)vector(j_max,sizeof(int)),

return m;
}

*

/* Funcion free_imatnz

void free_imatriz(int **mm,int col)

§
t

inti;

for(i=(col-1).i>=0;i--) free((char *)mm[i}).
free((char *)mm);

}

/* Funcion dmatriz

double **dmatriz(int 1_max.int j max)

{

double **m;
inti;

if( (m=(double **)malloc(i_max*sizeof(double *))) = NULL )
nrerror("Error en dmatnz()."),

for(i=0;1<i1_max;i++) m[i1]=(double *)vector(j max,sizeof(double)).

return m;
1
!

/* Funcion free_dmatriz *.

void free_dmatriz(double **mm,int col)

§
v

inti;
for(1=(col-1);i>=0;i--) free((char *)mm|i]);
free((char *)mm);

[
f

/* Funcion tensor_3D »/

double ***tensor_3D(int n,int m,int p)

s
[}

double ***punt;
inti,
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if{ (punt=(double ***)malloc(n*sizeof(double **))) —

nrerror("Error en asignaci¢n de tensor_3D.");

for(i=0;i<n;i++) punt[i]=dmatriz(m,p),

NULL )

return punt;
}
/* Funcion free_tensor 3D */
void free_tensor_3D(double ***punt,int n,int m)
¢ int i;

for(i=(n-1);1>=0;i--) free_dmatriz(punt{i],m);

free(punt);
}
/* Funcion fin() *
void fin(void)

printf("\n\n\t Fin del Programa.\n");
}
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[t fanes3.h H -t R

+ Formato de las funciones que aparecen en el programa “funcs3.c”[143] +
R B T o o e T S B T S S e L o B T S I w0 o S S B o o o

#include<stdio.h> /* -- para FILE * -- */

void nrerror(char *);

FILE *abrir_n(char*); /* -- Abre un archivo nuevo para escritura -- */
FILE *abrir_v(char *); /* -- Abre un archivo viejo para lectura -- */
FILE *abrir_a(char *); /* -- Afiade a un archivo (si no existe lo crea). -- */
void *vector(int,int);

int **imatnz(int,int);

void free imatriz(int ** int);

double **dmatriz(int,int);

void free _dmatriz(double ** int);

double ***tensor 3D(int,int,int);

void free tensor 3D(double *** int. int);

void fin(void)
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+

el bW S W . ]
/*_I'T llll'jkgll

JILIIJIJIJLIJJ
Tttt rgkvect.c+‘%'r==lr4r+'r:+"l+"Llil]'*\
) .. . LI B 4 LI A B I R A B o
+ Iptegra_cwn por l\glétodo Runge-Kutta de 4° orden, paso variable +
+ (error de orden h’) [144]. +
[ e e L o o S A U +++ */
L) LD IR BN St N N | llrl‘lll===ll=:++

#include <math.h> /* para pow fa *
#define EPS 1.0e-15 para powl) y fabs() =/
#define SAFETY 0.9

#define CINCO 5.0

#define PGROW -0.2

#define PSHRINK -0.25

#define ERRORCON 1.89¢-4 /*-- Equal to (CINCO/SAFETY)N(1/PGROW) —*/
/* --- Variables estaticas --- */
static double h;

static double *Yt,*Yerr;
static double *ak2, *ak3,*ak4 *ak5 *ak6;

™ Funcion RgK_vect() */

void RGK noaut
(
void ecs(double,double *,double *),
const int N,
double *x,double xfin,
double **Y, /*-- tiene que ser asi para que pueda cambiar el puntero —*/
double **Q,
double hini,
const double delta,
int sigue(double * ,double,int,double.double *)

double *DY;
double *Yswap;
double aux,hnew;
double errmax;
intik;
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/* --- Inicializacion --- */

DY= (double *)vector(N,sizeof(double)).
Yt= (double *)vector(N,sizeof(double));

Yerr= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak2= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak3= (double *)vector(N,sizeof(double));
akd4= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak5= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak6= (double *)vector(N sizeof(double)),

h=hini; 1=0;
sigue(*Y,*x,1,0,*Q);

/* --- Integracion --- */
do{
/* --- Integracion y calculo del nuevo incremento --- */

ecs(*x,*Y.DY);
for(i=1; ;i++) /*--1 es el numero de intentos por cada paso --*/
{

rkck noaut(ecs,N,*x,*Y ,DY);

ermmmax = 0.0;

for(k=0;k<N;k++)

if( ( aux=fabs(Yerr[k]) ) > errmax ) errmax = aux ;
errmax /= delta;
if(errmax < 1.0) break; /*-- Step succeeded --*/

/* --- Reduce stepsize (no more than a factor of 10) --- */

hnew = h*SAFETY*pow(errmax,PSHRINK);
if( hnew > (h*=0.1) ) h = hnew;
}

(*x)+=h;

Yswap = *Y;

*Y = Yt, /*-- Asi me ahorro pasar los valores uno a uno --*/
Yt = Yswap;

/* --- Intervalo para la proxima integracion --- */

h *= ( errmax>ERRORCON ? SAFETY *pow(errmax,PGROW) : CINCO );
if( h > (hnew=xfin-(*x)) ) { h = hnew; } else { hini = h; }
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} while( sigue(*Y,*x,i,emnax*delta,*Q) && (hnew > EPS) );

/* —- Liberar memoria --- */

free(DY); free(Yt); free(Yer);
} free(ak2), free(ak3); free(ak4); free(aks); free(ak6);

/* Funcién rkck_noaut() */

#define a2 0.2

#define a3 0.3

#define a4 0.6

#define a5 1.0

#define a6 0.875

#define b21 0.2

#define b31 0.075

#define b32 0.225

#define b41 0.3

#define b42 -0.9

#define b43 1.2

#define b51 -11.0/54.0

#define b52 2.5

#define b53 -70.0/27.0

#define b54 35.0/27.0

#define b61 1631.0/55296.0
#define b62 175.0/512.0

#define b63 575.0/13824.0
#define b64 44275.0/110592.0
#define b65 253.0/4096.0
#define c1 37.0/378.0

#define ¢3 250.0/621.0

#define c4 125.0/594.0

#define c6 512.0/1771.0

#define dcl (c1-2825.0/27648.0)
#define dc3 (c3-18575.0/48384.0)
#define dc4 (c4-13525.0/55296.0)
#define dc5 -277.0/14336.0
#define dc6 (c6-0.25)

void rkck noaut(void ecs(double,double * double *),
B const int N,double x,double *Y,double *DY)
{

int k;
for(k=0:k<N:k++) Yt[k] = Y[k} + b21*h*DY[k];
ecs(x+a2*h,Yt,ak2);
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for(k=0;k<N;k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b31*DY[k] + b32*ak2[k]);
ecs(x+a3*h, Yt ak3),
for(k=0;k<N:k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b41*DY[k] + b42*ak2[k] + b43*ak3[k]);
ecs(x+ad4*h,Yt,ak4),
for(k=0:k<N:k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b51*DY[k] + b52*ak2[k]
+ b53*ak3[k] + b54*ak4[k]);
ecs(x+a5*h,Yt,ak5);
for(k=0;k<N:k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b61*DY[k] + b62*ak2[k] + b63*ak3[k]
+ b64*ak4[k] + b65*akS[k]);
ecs(x+ab6*h,Yt,ak6);
for(k=0;k<N;k++) Yt[k] = Y[k] + h*(c1*DY[k] + c3*ak3[k]
+ c4*ak4[k] + c6*ak6[k]);
for(k=0;k<N:k++) Yerr[k] = h*(dc1*DY[k] + dc3*ak3[k] + dc4*ak4[k]
+ dcS*akS[k] + dc6*ak6[k]);
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SIMBOLOGIA
Simbolo en los programas Variable de la Tesis
ome 5
R 3
tita 5
chi ”
dp Z
grav z
tau ‘ rp‘
*ED XEI
XE2 =
Vit 7
St 5
hini 7
delta
uvor "
vvor "
wvor s
diam AR
U A
cama Fad
Rv R,
voru Ur
vorv u,
vOorw U,
Te 7.
Lv L,
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|
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Huracan Ava, fotografia tomada por el satélite NOAA el 7
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186
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FIGURA TITULO PAGINA

Velocidad media de sedimentacion (<Vy>) frente a la
velocidad terminal de caida en fluido en reposo (V;) para
vortices con sentidos de giro alternados (caso del vortice
Rankine).

8-36 254

Velocidad media de sedimentacion (<V,>) frente a la
inercia de las particulas (S,) para una velocidad terminal
adimensional de caida de la particula V, = 0,5 con voértices
con sentidos de giro alternados (caso del vortice Rankine).

8-37 256

Trayectorias (adimensionales) de particulas sin inercia

(S=0), para vortice Kaufmann. 260

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia

9-2 (St=0,5), para vértice Kaufmann.

262

Forma y amplitud de la region encerrada por las
9-3 trayectorias limite para diferentes valores de V, (caso del 267
vortice Kaufmann).

94 Distancia de escape (D) para vortice Kaufmann. 268
9-5 Tiempo de escape (7.) frente a la velocidad terminal de 570
caida (V,) para diferentes St (caso del vortice Kaufmann).
9-6 Variacion del Tiempo de escape (7,) con la inercia de la 571
particulas (S7) para V, = 0,2 (caso del vortice Kaufmann).
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9-10

9-11

9-12

9-13

9-14

-

TiTULO PAGINA |

Trayectorias de una particula en uno de los rangos de

nameros de Stokes en que el tiempo de escape oscil
del vértice Kaufmann). Po Pe Ha (caso 272

Lim?tes de la malla de particulas en la regién de captura del
vortice en funcién de ¥, (caso del vértice Kaufmann). 277

Limites de la malla de particulas en la region de captura del

vortice en funcion de d,,' y I" (caso del vértice Kaufmann). 279

Constante de tiempo de escape (Ke) frente al nimero de
Froude de la particula (F,) para diferentes ntimeros de 281
Stokes (caso del vortice Kaufmann).

Comparacion de la Constante de tiempo de escape (Ke)
frente al numero de Froude de la particula (F,) para 282
distintos niimeros de Stokes (caso del vortice Kaufmann).

Constante de tiempo de escape (Ke) frente a la velocidad
terminal (¥;) para diferentes nimeros de Stokes (caso del 283
vortice Kaufmann).

Tiempo de escape (7.) frente al diametro de la particula
(d,’) para distintos valores de la circulacién del vortice y 285
radio del vértice R,’=0,001 m (caso del vortice Kaufmann).

Comparacién del Tiempo de escape (T.") frente al_ diéme.tro |
de la particula (d,’) para distintos valores de la circulacién 286
del vértice y radio del vortice R, =0,001 m (caso del

vortice Kaufmann).
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FIGURA TITULO PAGINA

Velocidad media de sedimentacion (<V>) frente al Tiempo

9-15 de escape promedio (<7.">) (caso del vértice Kaufmann). 288
Trayectorias (adimensionales) de particulas sin inercia
9-16 (S=0), con vortices girando en el mismo sentido, para una 292

velocidad terminal adimensional de caida de la particula
V=0,5 (caso del vortice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia
9-17 moderada (S, = 10 a 35) para vértices girando en el mismo 294
sentido (caso del vortice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia
9-18 fuerte (S, = 60 a 135) para voértices girando en el mismo 296
sentido (caso del vortice Kaufmann).

Evoluciéon (adimensional) de la abscisa de particulas con
9-19 inercia fuerte (S, = 60 a 135) para vértices girando en el 297
mismo sentido (caso del vortice Kaufmann).

Velocidad media de sedimentacion (<V,>) frente a la
9-20 velocidad terminal de caida en fluido en reposo (V,) para 299
vortices girando en el mismo (caso del vortice Kaufmann).

Velocidad media de sedimentaciéon (<V,>) frente a la
inercia de las particulas (S;) para una velocidad terminal

9-21 . . . , .-
adimensional de caida de la particula V, = 0,5 con voértices 301
girando en el mismo sentido (caso del vértice Kaufmann).
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9-22

9-23

9-24

9-25

9-26

9-27

9-28

Trayectorias (adimensionales) de particulas sin inercia
(5~0), con vértices con sentidos de giro alternados, para
una velocidad terminal adimensional de caida de la
particula V= 0,5 (caso del vortice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia .

moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos elevados en vértices

con sentidos de giro alternados (caso del vértice
Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia .

moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos cortos en vértices
con sentidos de giro alternados (caso del vértice
Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia
fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos cortos en vértices con
sentidos de giro alternados (caso del vértice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de particulas con inercia
fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos elevados en vértices con
sentidos de giro alternados (caso del vértice Kaufmann).

Velocidad media de sedimentacién (<Fy>) frente a la
velocidad terminal de caida en fluido en reposo (V) para
vortices con sentidos de giro alternados (caso del vértice

Kaufmann).

Velocidad media de sedimentacion (<V,?). frente a la
inercia de las particulas (S,) para una velocidad texm-mal
adimensional de caida de la particula ¥, = 0,5 con vél:tlc.es
con sentidos de giro altemados (caso del vortice

Kaufmann).
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306

307

309
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313

315
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rd

FIGURA TITULO PAGINA

Comparacion de la forma y amplitud de la regién encerrada
10-1 por las trayectorias limite entre los vértices Rankine y 319
Kaufmann para S,= 0,5y V, = 0,2.

Comparacion del Tiempo de escape (7.) frente a la
10-2 velocidad terminal de caida (¥;) entre los vortices Rankine 320
y Kaufmann para S,= 0,7.

Comparacion de la variacion del Tiempo de escape (7,) con
10-3 la inercia de las particulas (S,) entre los vortices Rankine y 321
Kaufmann para V, = 0,2.

Constante de tiempo de escape (X.) frente al numero de
Froude de la particula (F,) para distintos nameros de

10-4 Stokes. Comparacion entre los vortices Rankine vy 323
Kaufmann.
Comparacion del '.I'iempo de escape (7.) frente al diametro

10-5 de la particula (d,, ) entre los vortices Rankine y Kaufmann 324

para distintos valores de la circulacién del vortice (/7 =107
alo™ m2/s) y radio del vortice R, =0,001 m.

Comparacion de la velocidad media de sedimentacion
10-6 (<V>) frente al Tiempo de escape promedio (<T, e°>) entre 325
los vortices Rankine y Kaufmann.

Comparacion de la velocidad media de sedimentacion
(<V,>) frente a la velocidad terminal de caida en fluido en

10-7 e . . .
reposo (V) para vortices girando en el mismo sentido entre 328
los vortices Rankine y Kaufmann.
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FIGURA TITULO PAGINA '

Comparacién de la velocidad media de sedimentacién
(<V,>) frente a la inercia de las particulas (S,) para una

10-8 velocidad terminal adimensional de caida de la particula 329 |
V= 9,5 con voértices girando en el mismo sentido entre los
vortices Rankine y Kaufmann.
Comparacion entre los vértices Rankine y Kaufmann de la

10-9 velocidad media de sedimentacién (<V,>) frente a la

velocidad terminal de caida en fluido en reposo (¥)) para 331
vortices girando con sentidos de giro alternados.

Comparacion entre los vértices Rankine y Kaufmann de la
velocidad media de sedimentacion (<V,>) frente a la

10-10 inercia de las particulas (S;) para una velocidad terminal 333
adimensional de caida de la particula V= 0,5 con vortices
girando con sentidos de giro alternados.

I-1 Método de Euler. 360
I-2 Método de Runge-Kutta de segundo orden. 361
I-3 Método de Runge-Kutta de cuarto orden. 362
Doble paso para el método de Runge-Kutta de cuarto | 363
-4 orden.
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ANEXO IlI: Listado de tablas.

‘Tabla: et
o Htalo Pigina
3-1 Caracteristicas de las corrientes turbulentas 25
Rangos Sub d .
32 Yy rangos del espectro d
turbulencia °P © energia de la 62
8-1 Posiciones iniciales de las particulas (sin inercia), caso del ,
vértice Rankine ' 164
8-2 quic.:iones de las particulas para cada instante de tiempo
(sin inercia), caso del vortice Rankine 165
8-3 Posiciones iniciales de las particulas (con inercia), caso del
vortice Rankine 167
8-4 Posiciones de las particulas para cada instante de tiempo 168
(con inercia), caso del vortice Rankine
8-5 Variables dimensionales correspondientes a las 170
- adimensionales tomadas en la Figura 8-2
8-6 Puntos de equilibrio y distancia entre ellos para los valores 178
B de los parametros considerados en la Figura 8-2.
Tiempo de escape (I.) para diferentes valores de V, y S, 184
8-7 caso del vortice Rankine
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Tabla Titulo Pagina

Valores adimensionales Limite para la malla de particulas
8-8 en la region de captura de un vortice Rankine, en funcion 197
de V,

Valores adimensionales Limite para la malla de particulas
8-9 en la region de captura de un vortice Rankine, en funcién 200
ded, yI'

Valores de la Constante de tiempo de escape (Ke) y del
8-10 Tiempo de escape (Te) en funcién de V,, S, y F), caso del 203
vortice Rankine

Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio

(<T>) de un voértice Rankine, en funcién de d, y I’ 209

Tiempo de escape promedio (<T.>) Numérico y Teodrico
8-12 (Foérmula) y Velocidad media de sedimentacion (<V>) de 218
un vortice Rankine, en funcién de d,,' yI )

Posiciones de las particulas (sin inercia) para cada instante
8-13 de tiempo en vortices peridodicos girando en el mismo 225
sentido, caso del vortice Rankine

Posiciones de las particulas (con inercia) para cada instante
8-14 de tiempo en vdrtices periddicos girando en el mismo 227
sentido, caso del vortice Rankine

Obtencion del diametro de las particulas de plomo (d,,‘,,,,,,,,,,)
8-15 que pueden separarse por sedimentacion en aire en funcién 235
del radio (R,*) y/o de la circulacion de los vértices (I7°)
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Tabla: “Titulo. Pagina.
Obtencién del radio (R,*) y de la circulacién (/") de los
8-16 vortices en 'funcnén del didmetro de las particulas (d,,') para
l:«} separacion por sedimentacién de particulas de plomo en 237
aire

Incremento de la velocidad media de sedimentacién V)
8-17 respecto al caso de fluido en reposo (V) para vortices 238
Rankine periédicos girando en el mismo sentido

Velocidad media de sedimentacién (<V,>) en funcién del
8-18 niamero de Stokes (S;) para vértices Rankine periédicos 240
girando en el mismo sentido

Posiciones de las particulas (sin inercia) para cada instante
8-19 de tiempo en vértices periédicos con sentidos de giro 244
alternados, caso del vortice Rankine

Posiciones de las particulas (con inercia) para cada instante
8-20 de tiempo en vortices periédicos con sentidos de giro 246
alternados, caso del vortice Rankine

Incremento de la velocidad media de sedimentacién (<V,>)
8-21 respecto al caso de fluido en reposo (V) para vdrtices 253
Rankine periddicos con sentidos alternados

Velocidad media de sedimentacién (<V,>) en funcién.del
8-22 ntimero de Stokes (S;) para vértices Rankine periédicos 255
girando con sentidos alternados

9-1 Posiciones de las particul.as para cada instante de tiempo 259
- (sin inercia), caso del vortice Kaufmann
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Tabla Titalo Pagina

Posiciones de las particulas para cada instante de tiempo

9-2 . . . 261
(con inercia), caso del vortice Kaufmann
Tiempo de escape (7.) para diferentes valores de ¥V, y S,

9-3 e 269
caso del vortice Kaufmann
Valores adimensionales Limite para la malla de particulas

9-4 en la region de captura de un vortice Kaufmann. en funcién 276
de V,
Valores adimensionales Limite para la malla de particulas

9-5 en la region de captura de un vortice Kaufmann, en funcién 278

ded, yI’

Valores de la Constante de tiempo de escape (Ke) y del
9-6 Tiempo de escape (Te) en funcion de V,, S, y F),, caso del 280
vortice Kaufmann

Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
(<7.>) de un vortice Kaufmann, en funcién de d,,' vl

Tiempo de escape promedio (<7, >) Numérico y Teorico
9-8 (Formula) y Velocidad media de sedimentacion (<V>) de 287
un vortice Kaufmann, en funcion de d,,' y r
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Tabla Titulo

Pigina

Posic_:iones de las particulas (sin inercia) para cada instante
9-9 de tiempo en vértices periddicos girando en el mismo 291
sentido, caso del vértice Kaufmann

Posic;iones de las particulas (con inercia) para cada instante
9-10 de tiempo en vértices periédicos girando en el mismo 293
sentido, caso del vértice Kaufmann

Incremento de la velocidad media de sedimentacién <V,>)
9-11 respecto al caso de fluido en reposo (¥,) para vértices 298
Kaufmann periddicos girando en el mismo sentido

Velocidad media de sedimentacion (<V,>) en funcién del
9-12 namero de Stokes (S;) para vortices Kaufmann periddicos 300
girando en el mismo sentido

Posiciones de las particulas (sin inercia) para cada instante
9-13 de tiempo en vortices periddicos con sentidos de giro 303
alternados, caso del vortice Kaufmann

Posiciones de las particulas (con inercia) para f:ada instax.lte
9-14 de tiempo en voértices periédicos con sentidos de giro 305
alternados, caso del voértice Kaufmann

Incremento de la velocidad media de sedimentacién (<I'/)>)
9-15 respecto al caso de fluido en reposo (V;) para vortices 312
Kaufmann peri6dicos con sentidos alternados
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> =

Tabla Titalo Pagina

Velocidad media de sedimentacion (<V,>) en funcién del
9-16 nimero de Stokes (S,) para vortices Kaufmann periédicos 314
girando con sentidos alternados

I-1 Constantes de Cash & Karp 365
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SIGLAS Y ACRONIMOS







Siglas y Acrénimos

e Angulo de nutacién, coincidente con Ila segunda
coordenada esférica

D Angulo de precesién

Ok Angulo que forma el eje mayor de la elipse con el eje x en
el vértice de Kida ’

I Circulacién

R() Coeficiente de autocorrelacién espacial

R Coeficiente de autocorrelacién temporal

Ag Coeficiente de estacionariedad en el método de simulacién
cinemdtica de la turbulencia

C, Coeficiente de resistencia aerodinamica

CD,,, Coeficiente de resistencia aerodinamica en el caso de altos
nameros de Reynolds

v Coeficiente de viscosidad cinematica

¥y Coeficiente de viscosidad dinamica

o Componente de la velocidad terminal de caida que no es

v, paralela al eje del vortice

Em)dn Contribucién al promedio del cuadrado de la velocidad
turbulenta del fluido de todas las frecuencias entre n y
n+dn

K Constante de sedimentacion

K, Constante de tiempo de escape

U, Constante relacionada con el potencial vector

Ri(r) Correlacion longitudinal de velocidades

Rp(r) Correlacion transversal de velocidades

Pp Densidad material de la particula

P Densidad material del fluido

¢(a)) Densidad espectral de intensidad de wuna seiial
(Transformada de Fourier de su autocorrelacion)

<aq®>12 Desviacién cuadratica media de la fluctuaciéon de la
magnitud a

der Diametro critico de particula donde se produce la

transicion entre las dos teorias de sedimentacion de
particulas en flujos turbulentos

d, Diametro de la particula
D,, Difusividad de masa
€ Difusividad turbulenta

Disipacion de energia cinética por unidad de masa de

£ fluido y por unidad de por unidad de tiempo o disipacion
viscosa media

g(w) Disipacion de el:lstrofia

G(w) Disipacién de viscosidad ' .

D Distancia a la que una particula ha escapado del vortice
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Siglas y Acronimos

0 Doble de la velocidad angular del vortice

E. Energia Cinética

VA Enstrofia

I Escala de corte en la simulacién numérica directa de la
turbulencia

n Escala de longitud de Kolmogorov caracteristica de los

. torbellinos disipativos

1. Escala de tiempo caracteristica para las particulas

T Escala de tiempo de Kolmogorov caracteristica de los
torbellinos disipativos

A Escala de tiempo de relajacion del movimiento relativo

v Escala de velocidad de Kolmogorov caracteristica de los
torbellinos disipativos

L, Escala integral de espacio relacionada con las
fluctuaciones a gran escala

L Escala integral de espacio relacionada con las
fluctuaciones a pequeiia escala

T Escala integral de tiempo asociada a las variaciones a gran
escala

T> Escala integral de tiempo asociada a variaciones rapidas
del flujo

T Escala integral de tiempo

L, Escala integral longitudinal de espacio

L, Escala integral transversal de espacio

1y Escala maxima en la simulaciéon numérica directa de la
turbulencia

(k1) Espectro de enstrofia

) Espesor de la capa limite

a Fluctuacién de la magnitud a
<a”>"?/<A4> Fluctuacion relativa de la magnitud a

v’ Forma genérica de las fluctuaciones de velocidad en el
flujo turbulento

n Frecuencia

F(w) Fuente exterior de vorticidad

]‘w Fuerzas masicas externas por unidad de volumen

w Funcién de corriente

P(a) Funcion de densidad de probabilidad de la magnitud a

Eitk;) Funcién de espectro de energia de las fluctuaciones de
velocidad longitudinales

E>(k;) Funcion de espectro de energia de las fluctuaciones de
velocidad transversales

E(k,1) Funcién de espectro de energia tridimensional
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Siglas y Acrénimos

S._3(l ) Funcn:én de estructura de tercer orden

G,, Funcién de filtro en el método “Large-Eddy Simulation”
Te(k) Funcié6n de transferencia de energia

@, Inestabilidad asociada con el modo de onda i en la

Simulacién Cinematica de l1a turbulencia

B :’Di;_:g:ld :le barrido de la longitud de sedimentacién
Integral de Loitsianskii

I Ilg't;nsidad del flujo de tensién uniforme en el vértice de

ida

w(k) Inyeccién de energia debida a una fuente exterior de

:l(:;lclldaq en el método de Generacién Estocastica de la
ulencia

Bz Inyeccién de enstrofia

K Kurtosis (flatness)

) Longitud

Lo Longitud caracteristica de fluctuacién del campo fluido

L. Longitud caracteristica del campo fluido

l Longitud de mezcla

mp Masa de la particula

m Masa del fluido

I, Medida promedio de los torbellinos conteniendo energia

L Microescala longitudinal de Taylor

Lir Microescala transversal de Taylor

M Numero de divisiones de los ejes que determinan la regién
de captura

F, Nimero de Froude de la particula

N Nimero de modos de la Simulacién Cinematica de la
turbulencia

ke Numero de onda asociado al méaximo del espectro de
energia de la turbulencia .

ka Nuamero de onda asociado al tamaifio de lo§ forb?!lmos que
proporcionan la mayor contribucién a la disipacion total

k Nuamero de onda

Re Nimero de Reynolds o

Re Nimero de Reynolds de la particula (del movimiento

? relativo entre la particula y el fluido)

Lg Numero de Squire

St Numero de Stokes )

J(,’,) Operador jacobiano bidimensional

vl Operador laplaciano
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Siglas y Acronimos

Qlﬂévz ] Operador que establece el espectro de energia en el
método de Generacion Estocastica de la turbulencia

| 74 Operador “nabla”

C}‘Qm Parametro de relacion de masa

O Parametro que caracteriza al flujo de cortadura en el
vortice de Moore-Saffman

AG Parametro que controla la escala integral en el método de
Generacion Estocastica de la turbulencia

£ Parametro que controla la intensidad del flujo en el
método de Generacion Estocastica de la turbulencia

A Potencial vector

P Presion modificada en el método “Large-Eddy
Simulation”

P Presion

r Primera coordenada cilindrica, coincidente con la
distancia radial al centro del vértice

d Primera coordenada esférica

<A> Promedio de la magnitud A

Xrs Puntos de equilibrio

R, Radio de la particula

R Radio de una esfera sobre la que incide una corriente
fluida para la deduccion de la Ley de Stokes

Ry Radio del vortice

p Relacion entre la viscosidad de la particula y la viscosidad
del fluido

X Relacion entre los semiejes de la elipse en el vértice de
Moore-Saffman y en el de Kirchhoff

F Resultante de las fuerzas de presion y viscosidad que el
fluido ejerce sobre la particula

Yk Rotacioén uniforme en el flujo de tensién en el vortice de
Kida

&G Ruido gaussiano blanco en el método de Generacion

Estocastica de la turbulencia

7] Segunda coordenada cilindrica, coincidente con la tercera
coordenada esférica

L, Separacion entre vortices

S Sesgo (skewness)

A Tamafio de la discretizacion espacial tamaifio de la
discretizacion espacial de la turbulencia en el método de
Generacion Estocastica de la turbulencia

z Tercera coordenada cilindrica, coincidente con la tercera
coordenada cartesiana
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Siglas y Acrénimos

SRR

~
3]

&

»

T.

/(@)

Tensor de correlacién de velocidades tridimensional

Tensor de deformacién del campo fi
« Itrado en el
Large-Eddy Simulation” po n el método

Tensor de disipacién viscosa

TFnsor de escala de submalla en el método “Large-Eddy
Simulation” |

Tensor de esfuerzos aparentes de Reynolds

Tensor de espectro de energia tridimensional
Tensor de tensiones

Tensor de velocidades de deformacién
Tensor de velocidades de rotacién

Tiempo caracteristico correspondiente a la escala de corte

del flujo en el método de simulacién numérica de la
turbulencia

Tiempo caracteristico correspondiente a la escala de
maxima del flujo en el método de simulacién numérica de
la turbulencia

Tiempo caracteristico de residencia del fluido

Tiempo de escape de las particulas

Tiempo

Transformada de Fourier de f(t)

Velocidad angular del vértice

Velocidad caracteristica de fluctuacién del campo fluido
Velocidad de deformacion

Velocidad de la corriente fluida que incide sobre una
esfera para x tendiendo a infinito

Velocidad de la particula

Velocidad de rotacion

Velocidad del fluido

Velocidad maxima del vortice

Velocidad media de sedimentacién

Velocidad terminal adimensional de caida en fluido en

reposo )
Velocidad terminal de caida en fluido en reposo

Viscosidad cinemética turbulenta
Viscosidad dinamica turbulenta

Vorticidad
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