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Resumen

RESUMEN

En esta Tesis Doctoral se investigan dos problemas fluidomecánicos en los
que aparecen flujos bifásicos, con interacción entre pequeñas partículas pesadas y
fluidos, dada la gran importancia que dicho tipo de flujo tiene tanto en el campo
industrial como en el medio natural. Además se analizan diversos aspectos sobre

flujos vorticales, cuyo estudio es de interés por el hecho generalmente asumido de
considerar el movimiento turbulento como una superposición de vórtices.

Lógicamente cualquier avance en relación con la dinámica de los flujos vorticales

deviene en una mejor comprensión de la turbulencia. Los modelos de vórtices

escogidos son el Vórtice Rankine y el Vórtice Kaufrnann, obteniéndose con

ambos unos resultados cualitativamente análogos.

En primer lugar se ha analizado el tiempo que tardan en escapar de un

vórtice tridimensional pequeñas partículas pesadas (Tiempo de Escape Te'). Se

han generalizado y ampliado los resultados preexistentes para el caso de un

vórtice bidimensional al caso tridimensional. En este sentido se ha obtenido

primeramente el Tiempo de Escape mediante simulación numérica, determinando

el efecto que tienen los diversos parámetros y variables de que depende y después

se ha desarrollado una fórmula teórica para el mismo, comprobando su validez

numéricamente. Así se ha comprobado que:

• El Tiempo de Escape disminuye monótamente al aumentar la velocidad

terminal de caída en fluido en reposo.

• El Tiempo de Escape tiende a disminuir, como era lógico esperar, al

aumentar la inercia de las partículas. Sin embargo, esa disminución no es

monótona sino que aparecen una serie de oscilaciones. La explicación a

este hecho se encuentra en que cuando Te  aumenta con la inercia de las

partículas es debido a que la partícula, al dar la última vuelta alrededor del

eje del vórtice pasa muy cerca de uno de los puntos de equilibrio del
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sistema dinámico definido por las ecuaciones  de movimiento, invirtiendo

mucho tiempo en pasar por esa zona.

• Mientras mayor es la inclinación del vórtice, mayor es el Tiempo de

Escape, ya que la partícula describe una trayectoria casi helicoidal

alrededor del mismo, dando muchas vueltas.

• Se ha obtenido para el Tiempo de Escape la siguiente fórmula teórica:
r'1

T, = K, t . V .,,^
p r

donde Ke es una constante empírica adimensional independiente de los

parámetros del problema denominada Constante de Tiempo de Escape, I'

es la circulación del vórtice, zp es el tiempo de respuesta viscosa de las

partículas y V,1 ' es la componente de la velocidad terminal que no es

paralela al eje del vórtice. La simulación numérica ha corroborado la

validez de esta fórmula para partículas suficientemente pequeñas.

• En esta primera parte de la investigación también se ha obtenido

numéricamente la velocidad media de sedimentación <V.> para partículas
situadas inicialmente en la región de captura del vórtice y se ha
determinado su relación con el Tiempo de Escape. Se ha comprobado que
la representación gráfica de <V>  frente al Tiempo de Escape Promedio
<T«.> es, en escala logarítmica, una línea recta para partículas
suficientemente pequeñas. Ello ha permitido determinar la siguiente
relación entre ambas magnitudes:

<> — constante < Te>-115

donde la constante depende de la circulación del vórtice.

En la segunda parte de la Tesis se analiza la sedimentación de partículas en
presencia de un campo fluido no considerado hasta ahora. Dicho campo fluido
consiste en una disposición bidimensional de vórtices que se repiten
periódicamente. Se han investigado dos situaciones diferentes: primero con todos
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los vórtices girando en el mismo sentido y después con cada par de vórtices
adyacentes con sentidos de giro alternados.

En el caso en que todos los vórtices giran en el mismo sentido se han
obtenido los siguientes resultados:

• El análisis de las trayectorias de las partículas —obtenidas numéricamente-
revela dos comportamientos diferenciados en función de la inercia de las
mismas. Para valores pequeños o moderados de la inercia de las partículas,

éstas acaban sedimentando en la línea media vertical situada entre dos

hileras verticales de vórtices. Sin embargo para las partículas con inercia

suficientemente grande se ha observado que su trayectoria siempre va a

parar a unas líneas aisladas que separan dos tipos de regiones, por un lado

unas zonas de baja vorticidad del flujo en la que no pueden entrar las

partículas que inicialmente estaban fuera de ellas y por otro lado unas

regiones vacías en las que no se encontrará ninguna partícula al cabo del

tiempo. La amplitud de esos dos tipos de regiones depende de la inercia de

las partículas; mientras mayor es el valor de la inercia, mayor es la anchura

de las franjas donde la influencia de la vorticidad es poco importante y

menor es la anchura de las regiones vacías, ya que las partículas se verán

menos afectadas por la acción del campo de flujo.

Este resultado es trascendente por su posibilidad de aplicación en procesos

industriales o naturales en los que se precise clasificar partículas de

diferentes características o en los que sea necesario separar las partículas

del fluido, ya que sugiere la materialización real de un dispositivo que

reproduzca la disposición de los vórtices, pudiendo conocerse la posición

final a la que irán a caer las partículas según su inercia.

• Se ha analizado el incremento de la velocidad media de sedimentación

respecto al caso de fluido en reposo; sólo para valores pequeños de la

velocidad terminal de caída las partículas sedimentan ligeramente más

rápido en este campo de flujo que en fluido en reposo, no existiendo
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prácticamFnte diferencia para valores mayores de la velocidad terrminal..

También se ha obtenido la velocidad media de sedimentación en función

de la inercia de las partículas. Los resultados tienen cierto parecido con los

conocidos para flujos turbulentos, pero no son lo bastante aproximados

como para ser utilizados en algún tipo de modelo de flujo turbulento.

En el caso en que cada par de vórtices adyacentes giran con sentidos

alternados, los resultados han sido los que se exponen a continuación:

• El análisis de las trayectorias de las partículas muestra que para pequeños

valores de inercia siguen trayectorias próximas a la vertical pero con

oscilaciones debidas a la acción de los vórtices y que para valores mayores

de inercia todas las partículas van a terminar en la línea media situada en

la zona central entre dos filas verticales de vórtices; por tanto se agrupan

en el "canal" comprendido entre dos regiones vecinas de vorticidad.

• Del cálculo de la velocidad media de sedimentación se deduce que las
partículas -para una velocidad terminal de caída baja- sedimentan en este
campo de flujo mucho más rápidamente que en fluido en reposo, por lo
que es útil para aquellos casos en que se requiera acelerar la sedimentación
de partículas suspendidas en un fluido.

• El estudio de la influencia de la inercia de las partículas en la velocidad
media de sedimentación proporciona unos resultados muy similares a los
conocidos para turbulencia isótropa. De ello se deduce que este campo de
flujo puede ser una buena aproximación del tipo de estructuras vorticales
presentes en los flujos turbulentos responsables de aumentar o disminuir la
velocidad media de sedimentación de partículas. Por tanto el flujo
generado con esta disposición de vórtices puede servir de fundamento para
el desarrollo de un modelo Lagrangiano de sedimentación de partículas en
flujos turbulentos acoplándolo con algún modelo ya existente, como la
Simulación Cinemática, . que ha dado buenos resultados para el caso de la
dispersión de partículas.
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Planteamiento de la Tesis

1. PLANTEAMIENTO DE LA TESIS

1.1. Introducción

La presente investigación se enmarca dentro de la Mecánica de Fluidos, en
el campo de la simulación numérica para vórtices y su interacción con partículas,
de modo que se obtengan conclusiones que ayuden a la comprensión de los
movimientos turbulentos.

El movimiento de los fluidos se puede clasificar en laminar o turbulento.

En el flujo laminar, el fluido se mueve en láminas que se deslizan unas sobre otras

suavemente. La teoría del flujo laminar está bien desarrollada y se ha obtenido un

importante número de soluciones mediante métodos analíticos. En el flujo

turbulento, en cambio, el movimiento de las partículas fluidas es muy errático

produciéndose un intenso intercambio transversal de cantidad de movimiento.

Existen componentes de la velocidad en direcciones transversales a las del

movimiento principal que no son constantes sino que fluctúan aleatoriamente, lo

cual dificulta enormemente el estudio analítico de dichos flujos turbulentos.

La turbulencia aparece en multitud de situaciones, tanto en el entorno

natural como en muchos procesos industriales, siendo la más común y a la vez

complicada forma de movimiento de los líquidos y gases reales. En la naturaleza

puede observarse en los océanos y en la atmósfera -siendo su estudio vital en la

predicción meteorológica-, en los flujos marinos y fluviales, en el clima, en el

estudio de la contaminación, etc. También hay que considerar la turbulencia en el

diseño y funcionamiento de aviones, cohetes, ventiladores, turbinas... Por tanto,

es evidente la importancia que tiene el estudio e investigación de este fenómeno.

Sin embargo, la enorme complejidad asociada a los flujos turbulentos dificulta en

gran medida su estudio. La dificultad fundamental reside en el hecho de que las

ecuaciones de Reynolds, empleadas para describir el movimiento turbulento, no

forman un sistema cerrado (problema de cierre de la turbulencia), por lo que no

SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 3
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Planteamiento de la Tesis

pueden ser resueltas sin el uso de hipótesis adicionales o de datos experimentales.

En los últimos años, merced a la mayor potencia de los ordenadores, han

alcanzado un gran desarrollo las simulaciones y los métodos numéricos de

resolución de las ecuaciones del movimiento.

Aunque a lo largo de la tesis se describirá con más detalle la teoría básica

de la turbulencia, conviene describir en este momento algunos de sus rasgos

fundamentales. En los flujos turbulentos las magnitudes fluidomecánicas fluctúan

aleatoriamente alrededor de unos valores medios experimentando oscilaciones

irregulares de diversas frecuencias, sin embargo, un análisis más profundo de la

turbulencia muestra en ella una cuasipermanencia y una cuasiperiodicidad tanto

en el tiempo como en el espacio. Por tanto, la turbulencia consiste en "la

superposición de muchos movimientos cuasiperiódicos" y ello lleva a asumir el

movimiento turbulento como una superposición de vórtices o torbellinos de

distintos tamaños, vorticidades y frecuencias.

Resulta obvio que un primer paso para avanzar en el conocimiento de la

turbulencia pasa por un adecuado estudio y comprensión de la dinámica de los

vórtices o torbellinos de los que está compuesta, de ahí el objetivo fundamental de

este trabajo: investigar algunos aspectos relevantes de los vórtices, sobre todo

aquellos relacionados con su interacción con partículas pesadas en movimiento, y

aún más cuando los recientes estudios de Dávila & Hunt (2001) [1] sobre la
interacción entre la turbulencia y las partículas muestran que en un fluido en
movimiento turbulento la dinámica de la partícula puede estudiarse a partir de un
modelo simplificado que consiste en que desde el punto de vista de las partículas
la turbulencia puede considerarse como un conjunto de vórtices aislados.

Puesto que las corrientes turbulentas están compuestas por una
superposición de vórtices de diferentes tamaños, surge el concepto de escala de
turbulencia. La escala más grande, correspondiente a los torbellinos de mayor
tamaño está limitada por el tamaño de los aparatos que producen el flujo
turbulento, o por el tamaño de la región donde esté confinado el fluido. El límite
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inferior, pequeña escala, está determinado por los efectos de la viscosidad del
fluido. Hay una transferencia continua de energía cinética desde las escalas
grandes a las pequeñas, donde es disipada por efecto de la viscosidad.

Además del estudio de Dávila & Hunt (2001) [1],  los estudios de Yule

(1980) [2], Chung & Troutt (1988)[3] y Fung (1993) [4], (1997) [5] muestran

que las estructuras de flujo más importantes en conexión con partículas
suspendidas son los vórtices, porque ellos son capaces de atrapar partículas
temporalmente y transportarlas a considerables distancias y eventualmente
despedirlas cuando empiezan a decaer. Simulaciones numéricas de turbulencia,

como las realizadas por Ruestsh & Maxey (1991) [6], Vincent & Meneguzzi

(1991) [7] y otros ponen de manifiesto como en las pequeñas escalas de muchos

flujos turbulentos aparece una estructura organizada en forma de vórtices

alargados y como estas estructuras tienden a persistir durante un considerable

periodo de tiempo. Estas características han sido confirmadas también por las

simulaciones numéricas directas de Jiménez el al. (1993) [8] y también Wang &

Maxey (1993) [9] mostraron que el movimiento de las partículas y en particular el

rango de sedimentación de las partículas depende fuertemente de las estructuras

vorticales de pequeña escala del campo de flujo turbulento, es decir, la dinámica

del flujo de pequeña escala juega un papel significativo en la interacción entre

partículas y turbulencia, siendo las estructuras vorticales de capital importancia en

estas pequeñas escalas, lo cual pone de manifiesto la necesidad de una adecuada

comprensión de la dinámica de los vórtices.

El estudio de los VÓRTICES es importante por ser el `fundamento" de la

turbulencia y por sí mismos. Por ejemplo, las áreas de alta y baja presión en la

atmósfera son vórtices tridimensionales, como sucede en la zona ártica de la

estratosfera de la tierra (Figura l -1). Un vórtice de gran magnitud es la gran

mancha roja de Júpiter (Figura 1-2) que es un tipo de ciclón en dicho planeta.

Otros vórtices son la gran mancha oscura de Neptuno (Figura 1-3) y los huracanes

terrestres como el Gladys (Figura 1-4) y el Aya (Figura 1-5).
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Figura 1-1: Vórtice polar en la zona ártica de la estratosfera de la
tierra, observado el 27 de Enero de 1992.

Figura 1-2: Gran mancha roja de Júpiter. Fotografía realizada
por el Jet Propulsion Laboratory, Pasadena (USA).
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Figura 1-3: Gran mancha oscura de Neptuno. Fotograba
tomada por el Voyager 2 en Agosto de 1989.

Figura 1-4 Huracán tropical Gladys en Octubre 1968,
observado por el Apolo 7.
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Figura 1-5: Huracán Aya, fotografía tomada por el
satélite NOAA el 7 de Junio de 1973.

Para terminar con este preámbulo, hay que volver a insistir en la

importancia que tiene el estudio de flujos bifásicos con interacción entre

partículas y fluidos, con resultados aplicables a dispersión y sedimentación de

partículas. Por ejemplo, el rango de sedimentación por la acción de la gravedad de

partículas más densas que el fluido que las rodea es de gran importancia en los
campos de la Meteorología, la Ingeniería o la Oceanografla, porque gobierna los
tiempos de residencia de las partículas de polvo procedentes de la erosión del
viento o de la contaminación producida por el hombre. También afecta a la
formación de gotas de lluvia o a la formación de sedimentos en estuarios y ríos.
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Con la exposición anterior queda plenamente justificado el estudio de
diversos aspectos de la dinámica de los vórtices en combinación con el
movimiento de partículas desarrollado en este trabajo.

1.2. Antecedentes y objetivos

Es algo sobradamente conocido que pequeñas partículas pesadas pueden
permanecer dentro de un vórtice durante mucho tiempo. Situaciones como ésta
aparecen por ejemplo en flujos turbulentos donde existen tubos alargados de
intensa vorticidad que tienen un tiempo de vida promedio del orden de la escala

integral de tiempo (Vincent & Meneguzzi, 1994) [10].

En este contexto, el primer propósito de la Tesis es investigar el tiempo

que las partículas permanecen en el interior de un vórtice tridimensional hasta que

escapan de él, para ello hay que analizar la dependencia de dicho tiempo -

denominado tiempo de escape- con los diversos parámetros que gobiernan el

problema e incluso obtener una fórmula o escalado del mismo. También se

pretende analizar la sedimentación de las partículas situadas inicialmente en la

región de captura del vórtice y su relación con el tiempo de escape. Con ello cabe

esperar que los resultados obtenidos sean aplicables a la interacción entre las

estructuras de pequeña escala del flujo turbulento y el movimiento de partículas

suspendidas.

El antecedente de este primer objetivo está en los trabajos de Fung (2000)

[11], que investigó los parámetros de que depende el tiempo de escape de una

partícula pesada en el caso de un vórtice bidimensional. En dicho trabajo había

cuestiones que hacen que no sea completo ni aplicable a un caso general, se centra

en el caso particular de un vórtice bidimensional, no se define con exactitud el

criterio según el cual se considera que una partícula ha escapado del vórtice, no

obtuvo ninguna formulación del tiempo de escape y no investigó la sedimentación

de partículas. Por tanto, este trabajo completaría y generalizaría esos resultados.
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El segundo propósito a alcanzar en esta Tesis consiste en estudiar la

sedimentación de pequeñas partículas pesadas en una distribución bidimensional

de vórtices que se repiten infinitamente de modo periódico en dos casos: en

primer lugar con todos los vórtices girando en el mismo sentido y en segundo

lugar con alternancia de sentidos de giro para cada dos vórtices consecutivos,

tanto en dirección horizontal como vertical. En ambos casos se trata de comprobar

si el grado de sedimentación es mayor que en el caso de un fluido en reposo y de

observar la existencia de regiones preferentes de sedimentación analizando las

posibles analogías y diferencias con otros campos de flujo.

El antecedente más directo del segundo objetivo se encuentra tanto en los

trabajos de Maxey & Corrsin (1986) [12] que investigaron la sedimentación

gravitacional de partículas de aerosol en un campo de flujo celular orientado

periódicamente como en los trabajos de Dávila & Hunt (2001) [1]  que estudiaron

la sedimentación de partículas en presencia de un vórtice bidimensional

comparando los resultados obtenidos mediante simulación numérica con los

obtenidos mediante un análisis asintótico. Maxey & Corrsin comprobaron que

dependiendo de la inercia de las partículas no se producía suspensión permanente

de las partículas en el flujo, y además, éstas se acumulaban en ciertos caminos

aislados y sedimentan más rápidamente que en fluido en reposo; también

obtuvieron que la velocidad media de sedimentación (Y.) es mayor que la

velocidad terminal de caída en fluido en reposo (Ve) en un amplio rango. En el
campo de flujo que utilizaron, cada vórtice ocupa prácticamente toda la celda en
la que está incluido; mientras que en este trabajo los vórtices tienen un radio
mucho más pequeño que la distancia que los separa, por lo que estaría situado en
el centro de cada celda hipotética. Otros trabajos previos en flujos celulares son
los de Stommel (1949) [13] y Woods & Jenkins (1973) [14] en campos de flujo
celular con orientación fija. Stommel despreció la inercia de la partícula y estudió
la sedimentación gravitacional y probó que algunas partículas deben permanecer
suspendidas indefinidamente. El flujo que él utilizó aparece por ejemplo en la
convección térmica y en un fenómeno natural conocido como Circulación de
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Langmuir, consistente en que el viento causa en ríos y lagos la formación de
celdas de agua rotante que hacen que aparezca en la superficie del agua unas
franjas paralelas con partículas y burbujas. Stommel aplicó su análisis en el
contexto de la suspensión de plancton por las celdas de Langmuir. Woods &
Jenkins estudiaron la sedimentación en estuarios con algunas variaciones en la
ecuación de movimiento (como una ley de arrastre no lineal) y comprobaron
algún grado de sedimentación de partículas y notaron que las partículas que no
fueron suspendidas sedimentaron más rápidamente que un fluido en reposo. Por
último se mencionan otros estudios que tienen relación con el tema. Según Reeks
(1977) [15] la velocidad media de sedimentación (,) es igual a la velocidad
terminal de caída en fluido en reposo (V,) si la velocidad del flujo es tratada como
un campo aleatorio estocástico. Maxey (1987) [ 16] analizó un campo de flujo
cinemático generado por modos de Fourier aleatorios para simular numéricamente

el movimiento de partículas de aerosol en un flujo aleatorio, isótropo y

homogéneo obteniendo que para inercia de las partículas Finitas la velocidad

media de sedimentación (!!) es un 10 % mayor que la velocidad terminal de caída

en fluido en reposo (V,), lo cual verificó posteriormente mediante un análisis

asintótico. Supuso que ello es debido a la inclinación inercia!, que causa que las

partículas se acumulen en regiones de alta tensión o baja vorticidad del flujo. La

acumulación preferencial observada fue confirmada también por Squires &

Eaton (1991) [ 17] mediante simulación numérica directa. Yeh & Lei (1991) [ 18]

emplearon la técnica de Large—Eddy Simulation para turbulencia isótropa

homogénea con una relación empírica dependiente del número de Reynolds para

estimar la fuerza de arrastre de las partículas, obteniendo valores para la velocidad

media de sedimentación (") un 5 % mayores que el de la velocidad terminal de

caída en fluido en reposo (V,). La acumulación local también ha sido observada

repetidamente en capas de cortadura, estratos de mezcla planos, etc., que tienen

una característica común que es que la escala que gobierna las fluctuaciones de

velocidad del fluido es la misma que la escala para la enstrofia. She, Jackson &

Orszag (1990) [ 19], Brasseur & Lin (1991) [20] y Ruetsch & Maxey (1991,

1992) [6, 21] concluyeron que la vorticidad más intensa en un flujo turbulento
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tiende a formar estructuras vorticales localizadas, coherentes en las escalas del

rango de disipación, lo cual sugiere que la dinámica del flujo a pequeñas escalas

jugará un papel significativo en la acumulación local de partículas, que

probablemente está más influenciada por las interacciones de las partículas con la
vorticidad del fluido. Wang & Maxey (1993) [9] obtuvieron valores de ([r) entre

un 40 y un 50 % mayores que V,, es decir, valores mucho mayores que en estudios

previos, lo cual se explica porque las interacciones dinámicas de partículas con

estructuras de torbellinos coherentes son mucho más fuertes que en el caso de

campo de flujo aleatorio. También observaron que el máximo incremento de (VZ)

tiene lugar cuando los parámetros de las partículas se han hecho comparables a las

escalas de Kolmogorov del flujo, lo que indica que la dinámica del flujo de

pequeña escala juega un significante papel en ciertos aspectos del transporte de

partículas en turbulencia completamente desarrollada.

Por tanto, este segundo objetivo plantea el análisis de la sedimentación de

partículas pesadas en un campo de flujo que no ha sido considerado hasta ahora.

Se tratará de determinar la existencia de regiones de acumulación de partículas y

de ver la diferencia que pueda tener la velocidad media de sedimentación respecto

a la velocidad terminal de caída en fluido en reposo. Sin embargo aún se pretende

avanzar un paso más: los modelos actuales de sedimentación de partículas no
reproducen los resultados experimentales en turbulencia homogénea (Tesis
Doctoral de Srdic, Universidad del Estado de Arizona, 1999) [22], ya que al no
tener estructuras de vorticidad adecuadas no modifica la velocidad media de
sedimentación de las partículas, mientras que algunos modelos lagrangianos de
dispersión de dos partículas sí reproducen las características principales de tal
problema. Es el caso de las Simulaciones Cinemáticas (Fung et al., Journal of
Fluid Mechanics, 1992 [23]; Malik & Vassilicos, Phys. Fluids, 1999 [24]). Este
hecho sugiere la idea de desarrollar un modelo lagrangiano para la sedimentación
de partículas. La razón por la que la simulación cinemática no reproduce -según se
acaba de comentar- correctamente el comportamiento de la turbulencia y
concretamente la sedimentación de partículas parece ser que es que el tipo de
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estructuras vorticales que incrementan o hacen decrecer la velocidad de
sedimentación promedio no están presentes en ese tipo de flujos. No obstante, la
simulación cinemática permite la posibilidad de añadir fácilmente algunas
estructuras elementales, por lo que es posible elegir algún tipo de estructura para

obtener una dependencia de (Vi) con los parámetros del problema similar a la
encontrada en flujos turbulentos. De este modo, mediante la estructura utilizada
en este trabajo consistente -como ya se ha mencionado- en la utilización de
estructuras coherentes del tipo tubo de vorticidad y más concretamente en una
disposición bidimensional de vórtices que se repiten de un modo periódico y

cuyos radios son mucho más pequeños que la distancia entre ellos, se pretende

sentar las bases y dar el primer paso para un posterior desarrollo de un modelo

lagrangiano para la sedimentación de partículas en flujos turbulentos. Mediante el

flujo artificial construido de esta manera se intenta comparar el comportamiento

con el obtenido en turbulencia real obtenido de la experimentación o de

simulaciones directas.

1.3. Estructura del Trabajo de Tesis

Además de este capítulo 1 inicial, de carácter general, en el que se expone

la introducción, antecedentes, objetivos y estructura del trabajo; la memoria de la

Tesis se ha estructurado en cinco bloques.

En el primer bloque (Fundamento Teórico) se recopila la teoría básica

relacionada con las líneas que se estudian en esta investigación. Primero se

introducen los conceptos y ecuaciones básicas de la dinámica de fluidos (capítulo

2), después se recogen los aspectos teóricos fundamentales de la turbulencia

(capítulo 3) y finalmente (capítulo 4) se exponen las nociones teóricas existentes

sobre vórtices.

El segundo bloque (Metodología) describe el campo de velocidades

(capítulo 5), las ecuaciones de movimiento con la adimensionalización de las
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mismas (capítulo 6) y la metodología aplicada en la investigación de la Tesis

(capítulo 7) junto con el material para llevar a cabo la misma.

En el tercer bloque (Resultados) se presentan los resultados obtenidos

sobre el Tiempo de Escape y la velocidad media de sedimentación de partículas

situadas inicialmente en el interior de un vórtice tridimensional y sobre la

sedimentación de partículas en una disposición bidimensional de vórtices

periódicos. Concretamente, se exponen en primer lugar los resultados obtenidos

para el caso de un vórtice Rankine (capítulo 8), después los obtenidos para el

vórtice Kaufmann (capítulo 9) y por último una comparación entre los resultados

obtenidos con ambos modelos de vórtices (capítulo 10).

En el cuarto bloque se exponen las conclusiones que se pueden deducir de

los resultados obtenidos (capítulo 1 1).

Finalmente en el quinto bloque se plantea una propuesta de trabajos

futuros que pudieran continuar la línea trazada en esta Tesis (capítulo 12).

Tras la parte principal del trabajo, se incluyen unos anexos con una breve
exposición sobre métodos numéricos de integración, las subrutinas informáticas
implementadas, un listado de figuras y un listado de tablas finalizando la Tesis
con una recopilación actualizada de fuentes bibliográficas relacionadas con el
tema y un listado de siglas y acrónimos.
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Ecuaciones básicas de la Dinámica de Fluidos

2. ECUACIONES BÁSICAS DE LA DINÁMICA DE FLUIDOS

En este capítulo se presentan las ecuaciones básicas que describen la
dinámica de los fluidos (ver por ejemplo Crespo, 1992 [25]; Munson, 1994 [26];
Fox, 1995 [27]; Barrero, 2000 [28]; White, 2004 [29]), que son las ecuaciones de
conservación de materia y cantidad de movimiento. Estas ecuaciones están
expresadas en forma diferencial, describiendo la dinámica de elementos de fluido
en un cierto dominio. El fluido es considerado en todo momento como un medio
continuo, sin estructura molecular. Para que esta hipótesis sea válida, el tamaño

del elemento de fluido debe ser lo suficientemente grande como para que en él

haya cabida para un gran número de moléculas, y lo suficientemente pequeño para

que las propiedades fisicas (densidad, velocidad, presión...) puedan ser

consideradas uniformes en su interior. Por tanto el elemento de fluido será muy

pequeño en comparación con el dominio del flujo, aunque de tamaño

macroscópico. La validez de la hipótesis de continuidad del medio viene

determinada por el valor del número de Knudsen, definido como el cociente entre

el camino libre medio molecular y la longitud característica del elemento fluido,

de forma que indica qué colisiones son más frecuentes: las dadas entre moléculas

o las que tienen lugar contra el contorno. También existe un número de Knudsen

turbulento en que el camino libre medio es sustituido por el tamaño típico de los

remolinos que, como se describe más adelante, conforman la turbulencia. En el

contexto de este trabajo la hipótesis de continuidad del medio es totalmente

válida. Este tema es tratado en cualquier libro clásico de Mecánica de Fluidos

como, además de en los anteriormente mencionados, en los de Landau & Lifshittz

(1989) [30], Batchelor (2000) [31], Douglas (2001) [32].

2.1. Ecuación de continuidad

Desde un punto de vista Euleriano: "a través de la superficie cerrada que

limita un volumen, el flujo total de masa es nulo". En forma diferencial, esta

condición se expresa como
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	d p +pes ü=O 	 (2.1)
di

donde: p es densidad, t tiempo, V operador "nabla" y ü es velocidad del fluido_

En el caso de fluidos incompresibles, la densidad no varía y por

consiguiente el término ^p = 0 y se obtiene la ecuación de continuidad:

V•ú =0 	 (22)

que desarrollada da en el espacio tridimensional

áu 	 au , c'u
s + 	 ± 	 = 0 	 (2-3)
C Gy az

y en el bidimensional

	óuZ + ^ = 0 	 (2.4)
ax ay

2.2. Ecuación de conservación de la cantidad de movimiento

Sobre una partícula fluida debe cumplirse la conservación de la cantidad

de movimiento, es decir, la 2 ley de la Dinámica de Newton: "el balance total de

fuerzas que actúa sobre la partícula fluida equivale a su masa por su

aceleración". Expresando esta condición por unidad de volumen, se obtiene

P.- ü+p(ü•0)ii =—Vp+V•z+ f 	 (2.5)

Donde: "p"  es la presión; "i"  es el tensor de tensiones, que a efectos de

simplicidad se ha expresado sin traza, que está incluida en el término de presión y

" f " agrupa a la totalidad de fuerzas másicas externas por unidad de volumen.
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Si el fluido es newtoniano, como es el caso del fluido considerado en este
trabajo, el tensor de tensiones se expresa en función del tensor gradiente de la
velocidad del siguiente modo

=p[vú+(vúyJ
	

(2.6)

Donde: "M" es el coeficiente de viscosidad dinámica; "vú "es el tensor

divergencia de velocidad (áu, /axe ) y " (vú )' " es su transpuesto ( aun /áx, ).

Sustituyendo (2.6) en (2.5) se obtiene la ecuación de Navier-Stokes para

fluidos newtonianos:

at +(U•V)ii = — 1 Vp+VEv(Vi +(Vü)T )]+ 	 (2.7)
P 	 P

Donde "v" es el coeficiente de viscosidad cinemática (resultante de dividir

la viscosidad dinámica entre la densidad). Si la viscosidad cinemática es constante

en todos los puntos del dominio y se considera el operador laplaciano V2 en tres

dimensiones

o en dos dimensiones

2 	 ) 2 	 a 2 	 2a
V =- + --- + --- &2 + ay 2 + aZ2

v 	 a ^_ + a22 = 2 5y2aX

(2.8a)

(2.8b)

se convierte en

at 	 P 	 P
	 (2.9)

Los diferentes términos de la ecuación (2.9.) son:
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aú/at	 : Aceleración local del fluido.

Representa la variación por unidad de tiempo de la velocidad
correspondiente a un punto fijo de la masa fluida.

(ú - v)ú 	 : Aceleración convectiva del fluido.

Representa la variación experimentada por la velocidad, en un instante
dado, al considerar dos partículas fluidas infinitamente próximas. En
muchas ocasiones es conveniente denotar este término mediante su
expresión equivalente 0(u 2 / 2) – ú x (V x ú) siendo u =

– (1/p)Vp : Término correspondiente a las fuerzas de presión.

Constituido por la fuerza originada como consecuencia del gradiente de presión
del fluido, dividida por la densidad del fluido.

vV ú 	 : Término correspondiente a las fuerzas de viscosidad.

Es posible expresarlo de este modo porque, aunque en general la
viscosidad varía con la temperatura, en muchas situaciones los
gradientes de temperatura son despreciables.

f 	 : Término correspondiente a las fuerzas másicas.
p

Este término junto con el correspondiente a las fuerzas
electromagnéticas (que no son consideradas en esta Tesis) constituyen
las fuerzas de volumen o de largo alcance. Las fuerzas másicas son
proporcionales a la masa del elemento sobre el que actúan. Engloban a
las fuerzas gravitatorias y a las fuerzas de inercia debidas al movimiento
no uniforme del sistema de referencia.

La ecuación de Navier-Stokes, a diferencia de la ecuación de continuidad,
es una relación vectorial, por lo que, en realidad consiste en tres ecuaciones
escalares en el espacio tridimensional (2.10 a,b,c) y dos en el bidimensional (2.1 1.
a,b).

a	 á 	 a	 a 	1 ap 	a2	 a2	 a2
at us

 + u,, ax +u ay— ±u.
-
 az ux = – P - + v axe + Z + Z u x + f` (2.loa)

	áy az	 p
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a 	 a 	 a 	 i ap	 a2 az 8 2 	 f
ár 

uy ux x̂ +uy +u_— u =-- +v—±--+---u += (2.1Ob)áz y 	Pay	 ax Z ay z az 2 y 

a 	 a 	 a 	 i p 	 az az a 2 	 fa U + u ^ +uy —+u_ — u_ =---+v 2 + z + z u_ +— (2.loc)ay 	 8z ,) 	 Paz 	 ax ay óz - P

2 	Í—u
X
 + u

s 
a  +u 	 =, á u — 1 aP +v a + a 2

 )U3r
+ x (2.11a)at 	 ax say x 	 P ax 	 aX2 av e 	P

z
at u  + u X 	 + u y, a u,, _ — 1 ap + v a Z 	a 2 u y + 	 (2.11 b)

aY 	 P CY & ay 	 p

2.3. Ecuación de la vorticidad

Una forma conveniente de expresar las ecuaciones de la dinámica de

fluidos es mediante el rotacional de la velocidad (to), magnitud que se conoce

como vorticidad:

ai=Vxü 	 (2.12)

En el apartado 4.1 se describe con más profundidad esta magnitud.

Si se aplica el operador rotacional a todos los términos de la ecuación 2.7 y

se realiza algunas operaciones algebraicas, se obtiene la ecuación de la

vorticidad:

a ó ± (ü • 0)r3 = (tn • O)ü + VV'
at 	 (2.13)

Donde no se ha incluido el rotacional de la fuerza externa porque, en

general, éstas son de carácter conservativo y por lo tanto de rotacional nulo. Esta

formulación tiene la ventaja de eliminar el término de gradiente de presión. En el
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apartado 4.3 se incide nuevamente en la ecuación de la vorticidad desde un

planteamiento más general.

En el miembro de la derecha de la ecuación de vorticidad, el primer

sumando describe el fenómeno de estiramiento de los tubos de vorticidad en la

dirección de la velocidad y el segundo sumando identifica, al igual que en la

ecuación de Navier-Stokes, la disipación de energía por viscosidad molecular.
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3. TEORÍA BÁSICA DE LA TURBULENCIA

A continuación se exponen los conocimientos teóricos básicos sobre flujos
turbulentos.

Aunque la teoría existente sobre el tema es bastante más extensa que la
aquí recogida, su tratamiento completo excede los objetivos y fines perseguidos
en esta Tesis. No obstante, tampoco parece conveniente una exposición más
reducida que la que se presenta a continuación, ya que es necesario justificar la
asunción generalizada de considerar las corrientes turbulentas como una
superposición de vórtices.

Por ello, se lleva a cabo un desarrollo teórico que culmina con el concepto

de espectro de energía y la importancia que los flujos vorticales y su distribución a

lo largo de dicho de espectro tienen en la turbulencia.

Finalmente se incluyen los modelos numéricos de simulación de corrientes

turbulentas más conocidos.

3.1. Conceptos básicos sobre corrientes turbulentas

El estudio de la turbulencia ha sido siempre considerado como uno de los

más complejos en el campo de la Física, la Ingeniería y en particular en la

Mecánica de Fluidos.

Como ya se ha mencionado en el primer capítulo, es un fenómeno

frecuente tanto en la naturaleza como en una gran variedad de configuraciones

tecnológicas. Son turbulentos muchos de los movimientos del aire en la atmósfera

y los flujos de agua en ríos, lagos y mares. Prácticamente todos los flujos en

conducciones son turbulentos, por ejemplo en gasoductos o en tuberías de agua.

También lo son en las superficies de aviones, barcos, misiles, etc.
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Además ios flujos turbulentos son también de gran interés desde un punto

de vista puramente teórico, como ejemplos de sistemas mecánicos no lineales con

un gran número de grados de libertad.

Sin embargo, no es fácil definir el término TURBULENCIA. Algunas

definiciones que han sido propuestas son las siguientes:

• Según Hinze (1975) [33], el movimiento turbulento de un fluido es "una

condición irregular del flujo en la cual varias magnitudes muestran una

variación aleatoria con el tiempo y con las coordenadas espaciales y que

estadísticamente pueden discernirse distintos valores promedio".

• Según Lesieur (1997) [34], un flujo es turbulento si cumple:

1) Es impredecible: dadas unas ciertas condiciones iniciales, es imposible

predecir la configuración del flujo en un instante posterior arbitrario.

2) Las magnitudes fisicas transportadas por el fluido son mezcladas con

mayor efectividad que en flujo laminar, donde esta función quedaría

manifestada tan solo por los coeficientes de difusión molecular.

3) En el flujo interviene un gran rango de escalas espaciales.

Más utilidad que dar una definición precisa, hay que señalar las
características principales de las corrientes turbulentas, resumidas de forma
esquemática en la Tabla 3-1.

Entre las características citadas hay 2 de ellas: la tercera (grandes números

de Reynolds, es decir, muy poca influencua de la viscosidad) y la quinta
(disipación, que es debida naturalmente a la viscosidad) que parecen
contradictorias. La explicación estaría en el hecho de que hay distintas escalas de
longitud en la turbulencia.
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Como ya se ha mencionado, y posteriormente se volverá a incidir sobre
este asunto, puede asumirse que: la turbulencia está formada por la superposición
de torbellinos o vórtices de diversos tamaños y velocidades de giro.

TABLA 3-1. Características de las corrientes turbulentas

CARACTERISTICAS DESCRIPCIÓN

Irregularidad o aleatoriedad Imposibilidad de una descripción determinística. Necesidad
de métodos estadísticos.

Difusividad Mezcla muy eficaz de masa, cantidad de movimiento y
energía.

Grandes números de Reynolds La turbulencia aparece siempre a altos números de Reynolds
(viscosidad despreciable) y se origina como una inestabilidad
de la corriente laminar cuando el número de Reynolds
alcanza un valor crítico. La inestabilidad está asociada a la
interacción de los términos viscosos y los términos de inercia
no lineales. La aleatoriedad y la no linealidad se combinan
para hacer casi intratables las ecuaciones de la turbulencia.

Tridimensionalidad La turbulencia es esencialmente tridimensional y rotacional.

La dinámica de la vorticidad juega un papel primordial en la

descripción de las corrientes turbulentas. No obstante, existen

fenómenos turbulentos bidimensionales, por lo que también

hay que tener en consideración la turbulencia bidimensional.

Disipación Las corrientes turbulentas son esencialmente disipativas. El

trabajo de deformación de los esfuerzos de viscosidad

incrementa la energía interna del fluido a costa de la energía

cinética 	 de 	 la 	 turbulencia. 	 Las 	 corrientes 	 turbulentas

necesitan un suministro continuo de energía para vencer las

pérdidas viscosas; en caso contrario la turbulencia decae

rápidamente.
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La primera escala que aparece en las corrientes turbulentas es la

correspondiente a los torbellinos de mayor tamaño, del orden de la anchura de la

corriente. A estas escalas la viscosidad no es efectiva ya que corresponde a

números de Reynolds extraordinariamente grandes.

La energía sólo puede disiparse en las escalas más pequeñas, en las que los

gradientes de velocidad son importantes. Los términos no lineales de las

ecuaciones de Navier-Stokes son los responsables de la generación de las

pequeñas escalas a través de un mecanismo conocido con el nombre de "vortex

stretching" que consiste en un estiramiento de los vórtices o torbellinos. El

término viscoso previene contra la generación de escalas infinitamente pequeñas

disipando la energía de la pequeña escala en calor. Debido a que los movimientos

de la pequeña escala son a grandes frecuencias, corresponden a escalas de tiempo

cortas y por tanto es razonable que estos movimientos sean estadísticamente

independientes de los movimientos relativamente lentos de las grandes escalas y

de la corriente media. Hay un suministro de energía (en cascada) desde las escalas

grandes hasta las pequeñas, donde es disipada. Por tanto sobre la pequeña escala

sólo influye la disipación de energía por unidad de masa y tiempo, que es igual a
la energía suministrada desde las escalas grandes. En consecuencia, los
parámetros que gobiernan los movimientos en la pequeña escala son: la velocidad
de disipación de energía cinética por unidad de masa de fluido y por unidad de
tiempo denominada disipación viscosa media "e' y la viscosidad cinemática
"u'; con estos parámetros, se puede definir una longitud característica de los
torbellinos disipativos (77), un tiempo característico (z) y una velocidad
característica (v):

v3)1/ 4

 (3.!)

r = r 1/21 	 (3-2)
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V = (VE)" 4 	(3.3)

Estas escalas de longitud, tiempo y velocidad son conocidas como
MICROESCALAS DE KOLMOGOROV.

El número de Reynolds basado en la longitud i, puede ser expresado de la
siguiente manera:

Ren=U17=1
V

(3.4)

lo que indica que para tamaños del orden de q, los efectos viscosos son
comparables a los inerciales poniéndose de manifiesto que son estas escalas las
que provocan la disipación de energía cinética.

También se ha llegado a distinguir entre distintos TIPOS de turbulencia.

Así se habla de turbulencia homogénea cuando la turbulencia tiene

cuantitativamente la misma estructura en todas las partes del campo de flujo. Se
dice que la turbulencia es isótrova si sus características estadísticas no tienen

preferencia por alguna dirección; aunque este tipo de turbulencia es ideal ya que

ningún flujo turbulento real muestra verdadera isotropía, pueden darse

condiciones en las cuales un estado de isotropía puede aproximarse con bastante

exactitud y el conocimiento profundo de sus características puede proporcionar

una base teórica sólida para el estudio de flujos turbulentos anisótropos reales.

Von Karman introdujo el concepto de turbulencia homóloga para el caso de

promedio de esfuerzo de corte constante a través del campo fluido, como ocurre

por ejemplo en la conocida corriente plana de Couette. Por último, se considera el

término pseudoturbulencia para el caso hipotético de un campo de flujo con un

modelo regular que muestra una periodicidad constante distinta en el tiempo y en

el espacio.

Según se comentó anteriormente, las corrientes turbulentas consisten en la

superposición de fluctuaciones irregulares al movimiento principal. Estas
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fluctuaciones superpuestas a la corriente principal son tan enormemente

complicadas que su tratamiento teórico parece inaccesible, aunque tienen una gran

importancia tanto para el curso de la corriente como para la economía de fuerzas,

ya que se producen efectos de viscosidad enormes. Sin embargo, al analizar en

profundidad estas oscilaciones puede observarse una cuasipermanencia y una

cuasiperiodicidad tanto en el tiempo como en el espacio, lo que permitirá un

cierto tratamiento estadístico, como se verá en los apartados posteriores.

3.2. Turbulencia bidimensional

Teóricamente es posible resolver las ecuaciones de Navier-Stokes (o la

ecuación de la vorticidad) en un dominio bidimensional en el que las velocidades

del fluido sólo tienen componentes horizontales, ú = (us ,u 1,, o). Es fácil

comprobar que en este caso sólo existiría componente vertical de la vorticidad:

	y  – tes 	(3.5)
aY

para ello, basta con calcular el rotacional de la velocidad.

Desarrollando la ecuación de la vorticidad (2.13) en sus correspondientes
ecuaciones escalares, se obtiene en el dominio tridimensional:

ám + u á+u á+u__á w= w á+uv y, á+^v__ a u x +^ =a, (3.6a)at s 	s áx y ay 	 aZ x 	Óx	 yv`

a
8r

rvy + u,^ +uy á ±u.. — ),an y = c^ I á 1-U) á +av_ á
)u,

+iV 2a,, (3.6b)	ay	 az 	 ax 	 ay 	 az

a 	 a 	 a 	 a 	__	 a 	 aat w' + ux ax +uy sy +u, 	 w	 ms +rv y _+W_ 	 U_ +1V_ (3.6c)
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y teniendo en cuenta la ecuación (3.5) y poniendo w_ = w se obtiene la ecuación
de la vorticidad en dos dimensiones:

z 	 a 2 z
at w + ux + u 	 w = 	 + 2 w	 (3.7)

Un modo diferente de expresar la dinámica de la turbulencia bidimensional
es introduciendo la función de corriente yr(x, y, t), dada por:

ux = — 	 (3.8a)
áy

auy = — 1 	(3.8b)

de forma que la vorticidad es co = w _ = V2 yr y la ecuación (3.7) queda:

z

at
w+J(w,yr)=v aX z + - z w	 (3.9)

donde J(-,.) es el operador jacobiano bidimensional.

De la ecuación (3.7) ó (3.9) se extraen consecuencias importantes:

■ 	 En primer lugar: si la viscosidad es despreciable (fluido perfecto), la

vorticidad se conserva en la trayectoria de una partícula fluida.

■ 	 En segundo lugar: desaparece el término que describe el estiramiento de

los tubos o líneas de vorticidad (vortex stretching), de lo cual puede

deducirse algo de gran trascendencia y es que no existe la turbulencia

bidimensional, ya que el fenómeno de estiramiento y rotación de los tubos

de vorticidad es considerado como una de las características propias de un

flujo turbulento, que ha de ser por tanto tridimensional (Libby, 1996) [35].
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Además existen otros argumentos teóricos en contra de la existencia real

de la turbulencia bidimensional:

■ Kiehn (1999) [36] demostró mediante argumentos topológicos que no

pueden producirse procesos irreversibles en flujos bidimensionales; no

obstante, un flujo turbulento bidimensional conserva las propiedades de

imprevisibilidad y efectividad de mezcla propias de la turbulencia.

■ Kraichnan y Montgomery (1980) [37] resaltaron la importancia de la

turbulencia bidimensional en el sentido de que idealiza fenómenos

geofisicos en la atmósfera y en los océanos y proporciona un punto de

partida para modelar esos fenómenos.

A pesar de todo, sería posible producir turbulencia bidimensional en el

laboratorio confinando el flujo turbulento entre dos placas paralelas, aunque la

aparición de capas límite en las placas tendería a anular las escalas de turbulencia

mayores que la separación entre placas y a desarrollar únicamente turbulencia

tridimensional a escalas menores. Esto se puede inhibir mediante una gran

viscosidad o un movimiento de rotación, que es precisamente lo que ocurre en la

capa límite atmosférica, donde la turbulencia puede considerarse bidimensional a

ciertas escalas como probaron los citados Kraichnan y Montgomery (1980).

Si en la TURBULENCIA TRIDIMENSIONAL existe un invariante
cuadrático del movimiento que es la energía, siendo ésta transmitida desde las
grandes escalas de la turbulencia a las más pequeñas (cascada de energía de
Richardson) donde es disipada por la viscosidad molecular (Frisch, 1995) [38J, en
la TURBULENCIA BIDIMENSIONAL aparece un segundo invariante: "además
de la energía se conserva el módulo de la vorticidad a lo largo de la trayectoria
de una partícula fluida (si se desprecia la viscosidad)". De forma análoga a la
energía cinética, se define la enstrofía (Z) como:

Z _ 1 IcI 2

2 (3.10)
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Del mismo modo que existe en turbulencia tridimensional una cascada de
energía hacia las escalas pequeñas, existe en la turbulencia bidimensional una
"cascada de enstrofia ". Además, debido a que la energía sigue conservándose,
aparece también una cascada de energía, pero en este caso hacia las escalas
mayores. Es lo que se conoce como cascada inversa de energía.

Sorprendentemente las estructuras de pequeña escala se combinan en otras más
grandes, es el fenómeno llamado autoorganización de flujos bidimensionales

(Hasegawa, 1985) [39].

3.3. Formulación estadística

Existe otro planteamiento para el estudio de la turbulencia basado en un
tratamiento estadístico análogo al usado en el estudio termodinámico de los gases,
pero construido sobre las ecuaciones de Navier-Stokes (Reynolds, 1895) [40].

Antes de describirlo, se presentan las definiciones básicas de algunos

conceptos estadísticos que se utilizarán para transformar las ecuaciones de Navier-

Stokes, obteniendo la ecuación de Reynolds con el tensor de Reynolds que

describe el transporte de cantidad de movimiento en flujo turbulento.

3.3.1. Definiciones básicas de magnitudes estadísticas

Promedio

Si se supone una cierta magnitud A, que puede adoptar una serie de N

valores a; siendo i = 1, ..., N, se define el promedio o media de A como:

N

A = 1 	a, (3.l la)

En general, hay que distinguir entre si el promedio es de conjunto, o bien

temporal. En el primer caso, los distintos valores a; son obtenidos de
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realizaciones diferentes del experimento. En eI segundo, los valores son

obtenidos como una serie temporal de medidas. Evidentemente, si el

proceso que genera las mediciones de A es estacionario, los dos promedios

serán idénticos para N oo , según el Teorema de Ergodicidad.

En el caso de que la magnitud A se obtenga como una función continua del

tiempo, el promedio en un cierto intervalo T es definido como:

T

(A) = T ja(t)dt
0

(3.11b)

Fluctuaciones

Si la variable A se puede expresar como una función continua del tiempo,

en el intervalo T tendrá un promedio (A) definido por (3.1 ib). En un

cierto instante t E [0, T], se define la fluctuación de A como:

a'(t) = a(t)— (A)
	

(3.12)

Evidentemente, siempre se cumple que el valor medio temporal de la

fluctuación es nulo por definición:

(a') = 0 	 (3.13)

Dos magnitudes importantes en el estudio de la turbulencia son:

• (ar 2 ) 1/ 2 = la desviación cuadrática media de la fluctuación, que

indica la escala de variación de a(t) alrededor de la media.

(
(a

12 1/ 2

/)A= la fluctuación relativa, que es también una medida
)

importante de esta variación.
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Para posteriores cálculos, es útil detallar brevemente algunas reglas que
obedecen los valores medios. Sean a y b dos magnitudes cuyos valores
medios se desean obtener. Si se expresa por comodidad de escritura,

y a = á + a' , se cumplirá:

á=á+a'=á+a'=á+a'^a'=0 	 (3.14a)

á b= á b= á b 	 (3.14b)

it b'=áb'=áb'=0 	 (3.14c)

ab =(^r+a'^b+b' =áb+áb'+ba'+a'b'=áb+a'b' 	 (3.14d)

Función de densidad de probabilidad

Ya que lo interesante de una cierta magnitud a(t) no es el valor en sí sino

sus valores estadísticos, un modo apropiado de caracterizarla es mediante

una función de densidad de probabilidad, que es una función P(a) que

tiene la propiedad de que P(a)da indica la probabilidad de que A tenga un

valor comprendido entre a y a+da.

Las relaciones de la función de densidad de probabilidad de una cierta

magnitud con sus propiedades estadísticas son:

+00

I = JP(a)da 	 (3.15a)

+00

(A) = jaP(a)da 	 (3.15b)

,m

(a 2 ) = J(a — (A»2 P(a)da 	 (3.15c)
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En general, es posible calcular el momento de cualquier orden a partir de

la función de densidad de probabilidad del siguiente modo:

(a'')= r(a _ (A))" p(a)da 	 (3.16)

Entre todos ellos merecen especial interés los momentos de tercer y cuarto

orden, que dan lugar a las siguientes funciones:

1) Sesgo (S) (skewness en inglés), que indica la asimetría de la

función de densidad de probabilidad alrededor de la media:

(a 's )
s -

- 
(a12 ` 3/2 (3.17)

2) Kurtosis (K) (flatness en inglés), que cuantifica la importancia de

los valores simétricos de la función de densidad de probabilidad

pero muy alejados de la media.

(a ' )
K-

(a 2 ) 2

(3.18)

Correlaciones

Una forma de medir la rapidez (tanto en el tiempo como en el espacio) con
la que fluctúa una magnitud es mediante la autocorrelación.

Por ejemplo: si se supone una cierta variable a(t), con un promedio (A) y

una fluctuación a'(t), y se construye otra a partir de ésta introduciendo un

desplazamiento a del tiempo, a(t + z) = (A) + a'(t + r), y se multiplican las

fluctuaciones de estas dos variables y se realiza un promedio temporal, se
obtiene un número que será diferente para cada valor de r. Evidentemente,
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si i es muy pequeño, este número será muy cercano a (a ' 2 ) de forma que

el Coeficiente de Autocorrelación Temporal, R (z) sería:

R(r) _ 
(a'(t) a'(t + r))

(a lt) (3.19)

es decir, una función de i que cumple que R(r) +1 cuando r —> O.

Por otro lado, si la señal es estadísticamente estacionaria, la función de
autocorrelación será simétrica respecto de r = 0 y por lo tanto, su primera
derivada será nula en el origen. Experimentalmente y sobre todo en el
estudio de la turbulencia, se encuentra además que la función de

autocorrelación tiende asintóticamente a 0 para valores grandes de r

Una escala de tiempo asociada a la autocorrelación temporal surge

directamente de su integral, asumiendo que es convergente. Es la

denominada Escala integral de tiempo o simplemente tiempo integral:

r

T, = lim JR(r')dr'	 (3.20)
r-sm

o

Otra escala de tiempo característica surge de desarrollar la función de

autocorrelación hasta segundo orden en el origen:

R(r)—R(0)+ dR(0)
r+ 1 d2R(0) r 2 	(3.21)

dr 	 2 dr 2

 se ha comentado, R(0) =1 y d(0^ = O, de forma que:

2

R(r) ^- 1 + I
2

 d 2 20 z 2 (3.22)

y por otro lado, desarrollando hasta segundo orden a'(t + r) en r= 0:
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a'(t - r) -. a' t)+ 
da'(t) r + I d (t) Z2	 (3.23)

dt

multiplicando por a'(t), promediando y dividiendo por (ai 2 ) , tal y como

se indica en (3.19), al comparar términos con (3.22) se obtiene:

d 2a '

d 2 R(0) - a dt 2 )	
(3.24)

dr2	 (a'2)

d 2 a .
a 	 Z

R(z) 1 + 	 ád2\ r2 cuando r — 0 	 (3.25)
2(a 1 2 )

Esta expresión da pie a la definición de un segundo tiempo característico,

2(a'2 )
T2 = I	 2 	 (3.26)

a
, 
da
dt2 2]

aunque suele ser más conveniente rescribir esta expresión como:

1/2

2(a' 2 )
T2 = 2 	(3.27).(day

dt

usando:

, d 2a' d ,da'	 da' 2 	, d2a' 	da' 2
a	

_

dt2 dt (a dt )-(
 dt ) 	 a dt2 = - 

dt
	(3.28)C
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ya que es más fiable calcular la primera derivada de una magnitud que la
segunda.

El tiempo integral TI indica la escala de las fluctuaciones a gran escala y
el tiempo T2 caracteriza la importancia de las fluctuaciones rápidas.

Evidentemente, toda esta explicación basada en una magnitud temporal
puede ser extrapolada a una magnitud espacial. Se tiene entonces una
Autocorrelación Espacial, R (A):

R(.%) _ (a'(1)a'(l + A))

(a'(Iy
(3.29)

en la que los promedios se realizan sobre todos los valores de longitud (1),
una escala integral de espacio:

It

L ' —:^ J R(2' )dA'o
(3.30)

y una escala de espacio relacionada con las fluctuaciones a pequeña escala

u2

2(a' 2 ) 1
L2 = da , \ 2 ' 

	(3.31)

dt  Ji
Espectro de una señal

El espectro, o más exactamente la densidad espectral de energía, es un

concepto muy importante en el tratamiento estadístico de cualquier señal y

en concreto en el estudio de la turbulencia.

Nuevamente se comenzará la exposición basándose en una serie temporal

de fluctuaciones para generalizar a continuación al caso de serie espacial.
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Es importante recordar en primer lugar el concepto de transformada de

Fourier. Dada una función f(t), se define su transformada de Fourier como

i w) = 1 j f (x) exp(iwt) dt	 (3-32)

y la transformada inversa de j(w) como

.f(x)= 2 jf(w)exp(—iwt) da) 	(3.33)

La forma en que se expresan en relación a los factores 2, n o sus raíces

varía mucho en función de la definición dada de transformada directa y

transformada inversa de Fourier. Lo importante es que el producto de los

dos factores sea (1/2it). La opción adoptada en el presente trabajo es la

habitual en la literatura sobre turbulencia.

Si se considera la transformada de Fourier de la autocorrelación de una

señal a'(t), definida en (3.19), pero sin normalizar,

0(w)= J(a'(t)a'(t+ y)) exp(iwt)dr 	 (3.34)

Una propiedad interesante de la transformada de Fourier, que permite
simplificar los cálculos en muchas ocasiones, es que si la función a
transformar es real y par, como es el caso de la autocorrelación, entonces
su transformada también es real y par. En este caso particular, la expresión
anterior se puede calcular como

0(w) _ j (a'(t)a'(t + r)) cos(wr) dr 	 (3.35)
0

y a la inversa, también es posible escribir de modo análogo la siguiente
expresión
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(a'(t)a'(t + r = jçb(w) cos(wr)  da;' 	(3.36)
o

A O(w) se le denomina densidad espectral de intensidad (o función
característica) de la señal. En el caso de una señal temporal, Si se describe
como la superposición de una relación continua de señales armónicas, cada
una con una frecuencia w, entonces

f O(w) da)	 (3.37)
rul

es la contribución a la intensidad de todos lo armónicos con frecuencias

comprendidas entre wn y rv2.

Con la expresión (3.36) es fácil comprobar que para z=0

(a'2) = jq$(w) da)
o

(3.38)

Toda esta argumentación que se ha para una señal temporal puede ser

generalizada fácilmente para el caso de una señal espacial unidimensional.

Los conceptos son los mismos: la posición en lugar del tiempo y el número

de onda k (que se definirá más adelante) en el de la frecuencia. En el caso

de una señal bidimensional o en el una señal tridimensional, la función

característica definida en (3.35) es ahora un tensor y la integral (3.37) se

realiza sobre una corona o sobre una capa respectivamente.

3.3.2. La ecuación de Reynolds

Siguiendo el trabajo de Reynolds (1895) [401, si se descompone la

velocidad de un flujo turbulento (ú) como velocidad media (U) más velocidad
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de fluctuación (ü'): ü = U + ü', donde U = (u), entonces la ecuación de

continuidad (2.2) se cumple para el flujo medio y para las fluctuaciones,

0 • U = 0 	 (3.39a)

V-ú'=0 	 (3.39b)

Por otro lado, al hacer el promedio de las ecuaciones de Navier-Stokes

(2.7) se obtiene las denominadas ecuaciones de Reynolds para el flujo medio:

pfU+p(U-o^7=Vp+V[1(VU+(vU)T )+z',+(f)	 (3.40)
at

que son análogas a las de Navier-Stokes, pero con el término añadido del tensor

de esfuerzos aparentes de Reynolds

To = —p(u;u^) 	 (3.41)

que representa el transporte de cantidad de movimiento debido a las fluctuaciones

de velocidad, es decir, es el responsable de la transferencia de cantidad de

movimiento y por lo tanto de la pérdida de energía en el flujo medio debida a las

correlaciones de las fluctuaciones de velocidad.

El problema que se plantea ahora es que las ecuaciones de Reynolds no

son cerradas, ya que el tensor de Reynolds es desconocido. Las seis componentes

del tensor de esfuerzos de Reynolds que aparecen como consecuencia de la
descomposición de la corriente -en media y fluctuaciones- son incógnitas
adicionales a las ya existentes de la presión y las tres componentes de la
velocidad. Esto constituye el denominado problema de CIERRE DE LA
TURBULENCIA. Para progresar en esta dirección es necesario el uso de hipótesis
adicionales o datos experimentales. La expresión más generalizada para el tensor
de Reynolds surge al hacer una analogía con el tensor de tensiones para fluidos
newtonianos
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` _ pj <</u + (Du)T ]
	

(3.42)

introduciendo la viscosidad turbulenta (p,) o de forma equivalente la viscosidad

cinemática turbulenta que se puede expresar en términos de una longitud de
mezcla (1'):

I, = pr _ ¡'y' 	
(3.43)

p

La longitud de mezcla es una estimación de la distancia que ha de recorrer
una partícula de fluido en una cierta dirección para que las componentes en esa
dirección de su posición y su velocidad pierdan su correlación. La velocidad v'
representa de forma genérica las fluctuaciones de velocidad en el flujo turbulento.

En cierta forma, se puede pensar en la longitud de mezcla como el recorrido libre

medio de la teoría cinética de los gases (Tennekes and Lumley, 1972) [41].

Sin embargo, es posible obtener una expresión para el transporte del tensor

de Reynolds: si se considera la ecuación de conservación de la cantidad de

movimiento (2.5) para la componente u ; de la velocidad

C 	at,	 ap a r .
z'l + nl 	 _ 	 + 	 '^ +p of i 	

k CA 	 a, 	 (3x,
(3.44)

y la análoga para la componente u;; y se multiplica la primera por u1, la segunda

por u;, luego se suman y se promedia, se obtiene la expresión buscada:

^Up (3 (U¡Uj }+ pUk l^ cl,lr, 	
^= —p u,u,) 	 ` +(u,uk) ^U '

8t 	 CYk 	 C'xkk

aKu : u ll k } 	 a(pu ) c^^ pu g }

—p 	 — 	 +
axk 	 -; 	 c?x ,

( au ^ 	 C^21 ; 	 r 	 r l^ z^k 	 C T _k
+ p	 +	 +(fu,)+(.r,u,)+ u,	 +

(U ,

,
t7x 	 ax 	 ^^x k 	 ^x R

(3.45)
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que incluye términos desconocidos como las interacciones de tercer orden de las

fluctuaciones (u,u u;) o las correlaciones presión-velocidad.

Se pueden deducir ecuaciones para la evolución de las correlaciones de orden 3,

sin más que seguir el proceso anterior con las ecuaciones de Navier-Stokes

aplicándolo a (3.45), pero esto involucraría correlaciones de orden 4 y así se

podría seguir indefinidamente. El tratamiento de este tema excede los objetivos de

esta investigación, para profundizar en el mismo se remite al lector al trabajo de

Launder (1990) [42] y al de Hanjalic (1994) [43].

A pesar de las dificultades que plantea la ecuación (3.45), en cuanto a la

aparición de términos desconocidos, es interesante el análisis del último de los

factores del miembro de la derecha. Éste describe la disipación de energía

turbulenta por viscosidad molecular. Desarrollando éste término, usando (2.6), se

obtiene:

	u , aT,k + u , aT Jk 	_	 aZ I 
,u , + 	 a (Ur auk ±1u' auk

J 	r k	 - &k^k J J 	aXk	 J 	
'&

(3.46)

_ p 2 I 	 + / t3u au n ± 	" au,
k 	 k 	 i 	 k 	 ax 	/J

De los tres términos que forman la disipación viscosa, en la mayoría de los
flujos turbulentos los dos primeros son mucho menores que el tercero -ya que las
derivativas espaciales de los promedios de las fluctuaciones son del orden de la

inversa de una escala macroscópica relacionada con el dominio del flujo o la

escala integral de la turbulencia- mientras que las derivativas de las fluctuaciones
son del orden de la inversa de una escala espacial mucho menor (Libby, 1996)

[35]. Esto permite definir el tensor de disipación viscosa como

s^ = v(2 au;, + au k au J + / ; \\
i(au au
	(3.47)

k

k

C-1 aCk 	 ÓX, CÍXk 	axe axk /J
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Si en la ecuación (3.45) se hace i =j = k; y se suman los índices repetidos,
se obtiene la ley de conservación de la energía cinética media turbulenta:

a k + Uk ak = _auk u ^ ` 

axk

aU, _ a 1 / puk \
) + (ukulul + fk Ilk > - E 	 (3.48)ar 	 axk 	 j 	 CIXk P ` 	 2

donde aparece k = 2 (u ¡4) y además de los términos de producción por cizalla-

dura, presión, correlaciones de tercer orden y fuerzas másicas, aparece la
disipación viscosa media:

l	 1 au¡ 	 áuá aun 	 aun
C = 2 Skk = _V\ ax + axk 	 / ax + áxk 	 1

(3.49 )

Si la turbulencia es isótropa, se cumplen las relaciones cinemáticas

(Taylor, 1935) [44]

au(^)_
« aV)2

^ 	 (3-50)
Y

au 2 _ «C^ v 1 2 \ = r all 2	
(3.51)

aY J 	 l^

au av  	 1 au
av ax 	 2 	 fi) 	

(3.52)

y e se puede expresar como

E=15v 
au.' 	

(3.53)
ax

que es la forma usual de cálculo de la disipación de energía (Hinze, 1975 [33]; Lin

and Reid, 1963 [45]).
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3.3.3. Correlaciones de velocidad y escalas de la turbulencia

Las dimensiones características de espacio y tiempo del flujo turbulento se

definen a partir de las autocorrelaciones de las fluctuaciones de la velocidad. A

veces es posible relacionar las correlaciones temporales y las espaciales en base a

la hipótesis de Taylor, que establece que si el flujo es homogéneo con una

velocidad media U en la dirección x, se verifica lo siguiente siempre que la

fluctuación u' sea mucho menor que la velocidad media U (Hine, 1975) [33]:

á=-Uá
at 	 ax

(3.54)

Un estudio más a fondo de este problema fue llevado a cabo por Lin

(1953) [46], quien demuestra que para turbulencia homogénea y altos números de

Reynolds, la hipótesis de Taylor es válida si

((duldt )- 	 u'25 ;
u 2 ((au/ax)2 ) - U`

(3.55)

La interpretación fisica de la hipótesis de Taylor (3.54) es que las

fluctuaciones de velocidad en el tiempo en un punto fijo del espacio creadas por

un campo turbulento "congelado ", moviéndose como un todo, son idénticas desde
un punto de vista estadístico a las fluctuaciones de velocidad en un instante dado a
lo largo del eje x.

Escala integral de tiempo

Es la integral de la correlación de fluctuaciones de velocidad medidas en
un solo punto con un desplazamiento temporal.

cc

T = JR(r)dr	 (3.56)
U
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R(r) _ (ñ'(x, t) • ü'(z, t + z))

(u,(1)2) 	
(3.57)

Escala integral de espacio

Existen dos escalas integrales de espacio, definidas en base a dos
correlaciones diferentes. La correlación espacial de velocidades puede ser
longitudinal R, (r) -si se realiza entre las componentes de las velocidades

en la dirección de vector separación entre los puntos- o transversal R,.(r)-

si las componentes de las velocidades están en el plano perpendicular al
vector separación-:

RL (r)_
(ú(í)2

 ) 	 (3.58)

R7 (r) -
- (u^. (x') u 7. (x + r'^^ 	

(3.59(ú(j¿)2
)
	

(3.59)

Se definen entonces: la escala integral longitudinal de espacio (L,) como

L, = JR 1, (r)dr
0

(3.60)

y la escala integral transversal de espacio (L,) como

W

= JR,. (r)dr	 (3.61)
0

Microescala de Taylor

Ya se ha descrito cómo a partir de la autocorrelación de una señal es

posible extraer información sobre el alcance de las fluctuaciones a

pequeña escala. En el caso de la autocorrelación espacial longitudinal de
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las fluctuaciones de velocidad, esta escala se denomina microescala de

Taylor (L1) y viene dada en el caso longitudinal (Lu) por

— — I d 2 RL (r) 	(3.62a)
—	L ey 	dr2 r-►o

y en el caso transversal (LAT) por

l — 1 d 2 RT (r) 	(3.62b)	2
; 	 2

— dr2	i% 	r.o

3.3.4. Espectro de energía

Como ya se ha visto, la turbulencia se puede considerar como una

superposición de vórtices o torbellinos de muchos tamaños, vorticidades y

frecuencias. Todos estos torbellinos tienen una cierta energía cinética,

determinada por su vorticidad o por la intensidad de la fluctuación de velocidad

de la frecuencia correspondiente. Entonces surge una cuestión interesante cuando

se estudian las características más detalladas de la turbulencia, que es cómo la

energía cinética se distribuye de acuerdo con las distintas frecuencias. Si bien en

la turbulencia real una frecuencia determinada no está presente permanentemente,

es posible en promedio asignar una cierta cantidad de la energía total a las

distintas frecuencias. Tal distribución de la energía entre las frecuencias es

usualmente llamada espectro de energía, que puede ser establecido mediante

medidas de instrumentos adecuados.

Espectro de energía unidimensional

Para concretar, se supone el caso unidimensional. Debe existir un valor
promedio constante de por ejemplo u¡', que puede considerarse consistente
en la suma de las contribuciones de todas las frecuencias n; así Ej(n)dn es
la contribución a (ui(,t)2) de todas las frecuencias entre n y n+dn y se

46 	 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONALY DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Teoría básica de la Turbulencia

define el espectro de energía o función de densidad de energía
unidimensional como

JE, (n)dn = (u, (z, t) Z

(3.63a)

	2 ¡E, (n)dn = (u, (x, t)Z ) 	 (3.63b)

Es usual utilizar para el espectro de energía la transformada de Fourier:

(u, (x, i » = 2^r Ja(n)e -i2xht do

(3.64a)

a(n) = -- ¡(u,(x,t))e 122mi dt 	 (3.64b)

para de este modo relacionar el espectro de energía con las correlaciones

anteriormente definidas:

R(t) = 	1 	JE, (n)e i27n?t do =	 I 	JE, (n)cos 27rrrt do
2(u,(X,t)2 )_^ 	 2(u1(it)) o

(3.65)

E, (n) = 4(u, (x., t) 2 ) JR(t )cos 211nt di	 (3.66)
0

la correlación de fluctuaciones de velocidad y el espectro de densidad de

energía son transformaciones de Fourier en cosenos; igualmente para la

correlación espacial longitudinal

2RL (r) = u1 2 JE, (n)cos 
(u r)) doO 	x,t

(3.67)
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,2 	 x

E, (n) = 4
u 1
 t JRL (r)cos ú r )\ dr 	 (3.68)u

i( 	 )%0 	 ( 1 x,t )

En lugar de trabajar con la frecuencia (n), es usual y útil trabajar con el

número de onda (k)

k— 
2,m

(u,(X,t))
(3.69)

Puede decirse que el valor del espectro de energía para un cierto número

de onda k proporciona información sobre la energía cmética

correspondiente a los torbellinos de escala 1 de la turbulencia, donde 1

viene dado por

27r
1=-

k
(3.70)

El espectro de energía entonces puede formularse en función del número

de onda del siguiente modo

Ei (k,) _ (u►2 t)) E, (n)

(3.71)

JE,(k1)dk1 = (u1(1,t)2)
0

(3.72)

RL (x l ) = 	 f E, (k ¡ )cosk 1 x1 dk, = l  JE T (k 1 )exp(ik 1 x 1 )dk 1
	u¡ ,► 	 2u, _,^

(3.73)

E, (k,) = - u¡ 2 IRL (x 1 )cos k,x l dx, = u^ 2 JR, (x 1 )exp(— ik,x, )dx 1 	(3.74)
	0 	 _m

	48	 SIMULACIÓN 	 NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONALY DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARAPARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Teoría básica de la Turbulencia

Y de la misma forma, se puede introducir la función de espectro de energía
E2(kj) de las fluctuaciones de velocidad transversales que es referido a la
correlación transversal de velocidades RT.

RT (x,) _ 	 JE. (k, )exp(ik 1 x 1 )dk l
u,

(3.75)

E (k) = 1 ` Ju'R (x )ex 	 ¡k x )dkE2 i 	 ^ i 	 r i 	 P(- ^ i i 	 i

(3.76)

JE, (k 1 ;ki+k, = JE T (k^)dk^ _ (11 1 (z, t )2 )
0 	 0

(3.77)

E , (k1) = 	 E¡ (k,)—k, a a'kk1) 	(3.78)

Espectro de energía tridimensional

Extendiendo los conceptos anteriores al caso tridimensional, resulta que en

lugar de las correlaciones escalares RL(x J) y RT(x J) se considera el tensor

de correlación Q, y el tensor de espectro de energía E (este último es la

transformada directa de Fourier de Q,,):

Q,(x,,x„x3 ,t)=

x ar x

J f fE (k,,k2 ,k3 ,t)exp[i(k,x, +k2x, +k;x3 )]dk,dk2dk3 	(3.79)

E,1 (k,,k„k3 't)=

1 	T^^.	 ,,^

Ó7l 3 l J JQ , 
(x, ' xz' x3' t) exp[- i(k,x 1 + k,x, + k3x3 )]d 	 3 	 (3.80)
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En el caso usual de turbulencia isótropa se verifica:

Qr (X I ,X,,x ,t) = Q,,,(— x1 ,—X2 ,—X3 ,t )
J

(3.81)

E(k,,k,k3 ,t)= E(—k,,—k,.—k3 ,t)	 (3.82)

lo que permite trabajar con Q;;(r.t) y E;1(k,t). Se utilizan coordenadas

esféricas k, B y p con el eje polar en la dirección del radio vector, es

decir, k es el radio vector en el espacio del número de onda.

Así, las ecuaciones (3.79) y (3.80) se transforman en:

r 	 ^T 

Q;,(r,t) = Jdk fdrp JE1,(k,t)k 2sen6 exp[ikrcos9]dO
o 	 0 	 o

= 42r$k2 
senkr

 E„(k,t)dk 	 (3.83)kr 
0

LZT

E,1(k,t)=	
0

1 3 jdr Jdcp JQ;,(r,t)r`sen0 exp[ikrcos6]dG
8Tr  0 	 0 	

(3.8-t j
1 2 Ír Z senkr„ (r, t)dr

2Tr „  

Ahora se define E(k,t) como la función de espectro de energía

tridimensional del siguiente modo:

E(k,t)= 2^rk 2 E,,(k,t)

(3.85)

[Ksil its]

f

Q„ (0, t) = 3(u (r, t )2 ) = 42r 2 Jk 2 E;; (k, t )dk
0

(3.86)

se tiene
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E(t)= f E(k,t)'k = 2 (u(r, t)2

(3.87)

y entonces, de (3.87)

E(k, t) _ jkr sen kr Q„ (r, t)dr	 (3.88)

Por tanto, el espectro de energía E(k,t) no es más que la densidad de
energía cinética de la turbulencia en el espacio de Fourier integrada sobre
una esfera de radio k, de forma que la energía total de la turbulencia viene
dada por (3.87).

La evolución en el tiempo del espectro de energía para turbulencia
homogénea e isótropa, no forzada, viene dada por

t +2vk 2 IE(k,t)= TE (k)	 (3.89)

donde TI-(k) es la función de transferencia de energía, que representa la

redistribución de energía en el espacio de Fourier como consecuencia de

las interacciones del modo k con el resto de modos y puede expresarse

según Frisch [38] como

TF (k)= jcos(k1 l +1 al 113 +1 a1 1r 5+1 al 6`( )
d1	 (3.90)

0 J`_	 Jl	 /

siendo: S3 (1) _ ((u (F + 1)— ü(F)Y)  la denominada función de estructura de

tercer orden.

La disipación de energía dada por (3.49) puede expresarse en función del

espectro de energía integrando (3.89) en todo el rango de modos k,

obteniéndose
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dE rE_ (3.91jt̂ =-12vk`E(k,t)dk 
0

donde se ha tenido en cuenta que JTF (k)dk = 0 debido a que TE(k) no
0

contiene ningún término disipativo según probó McComb (1990) [47].

Es posible deducir una ecuación dinámica para el espectro de energía, que

describe su comportamiento como función del tiempo y de las coordenadas

espaciales. La deducción y desarrollo de dicha ecuación van más allá del

propósito de esta investigación. El lector interesado puede consultar la

bibliografia relacionada. Únicamente se comentará la forma de la función

de espectro de energía y algunos resultados interesantes:

1° 	 La disminución de energía cinética con el tiempo tiene lugar en el

rango más alto, en los torbellinos con números de onda elevados;

es decir, los torbellinos pequeños decaen en mayor medida que los

grandes. En otras palabras, el efecto del tiempo se incrementa al

incrementarse el número de onda y por tanto para números de onda

muy pequeños la función de espectro de energía llega a hacerse

menor y menos dependiente del tiempo.

2° 	 Inicialmente, la función de espectro de energía se incrementa muy

rápidamente hasta alcanzar un máximo y luego decrece

monótonamente hasta cero al aumentar k.

3° 	 A medida que la turbulencia crece hasta su completo desarrollo los

torbellinos más grandes producen torbellinos más y más pequeños

por la acción de la interacción inercial, transfiriendo energía a los

torbellinos más pequeños. Al mismo tiempo los efectos viscosos y

con ellos la disipación, se hacen más y más importantes para esos

torbellinos más pequeños.
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4° 	 En el estado completamente desarrollado no son los torbellinos
más grandes los que tendrán la máxima energía cinética sino los
torbellinos en el rango de números de onda más elevado. El rango
del espectro de energía donde los torbellinos realizan la
contribución principal a la energía cinética total de la turbulencia
se denomina el rango de los torbellinos conteniendo energía. En
este rango es donde el espectro de energía alcanza su máximo. Es
común asociar un número de onda ke a este máximo, para indicar el
rango de los torbellinos conteniendo energía.

50 	 La disipación debida a los efectos viscosos se incrementa -como ya
se ha comentado- al disminuir el tamaño de los torbellinos, hasta
llegar a un cierto tamaño de torbellinos más pequeños. Entonces,

también se asocia un número de onda k, con el tamaño de los

torbellinos, que proporcionan la mayor contribución a la disipación

total. Esta valor kd corresponde aproximadamente al máximo de la

curva (k 2 E(k,t ))— k . La disipación produce una continua

disminución de la energía cinética total de la turbulencia; es decir

la turbulencia decae si no existe la presencia de alguna fuente de

energía, lo cual tiene lugar en un cierto rango que puede ser

comparado con las velocidades de turbulencia correspondientes a

los números de onda del espectro de energía. En el extremo inferior

de la escala de números de onda (correspondiente a los torbellinos

de mayor tamaño), la "frecuencia" ark 'k de estos torbellinos es muy

pequeña comparada con el ratio relativo de cambio de la energía

cinética total de la turbulencia; y en el otro extremo, para números

de onda grandes, los torbellinos más pequeños tendrán una

"frecuencia" uk'kd relativamente muy alta. Entre esos dos extremos

habrá un rango de números de onda donde las frecuencias de los

torbellinos correspondientes serán del mismo orden que el

promedio relativo de cambio de la turbulencia total y es lógico
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- Para la escala de velocidad

(3.94)

y como ya se observó anteriormente, las dimensiones de estas escalas de

Kolmogorov son tales que el número de Reynolds basado en ellas es

	

Re =v1 =I
	

(3.95)
1'

El número de onda kd donde los efectos viscosos llegan a ser muy fuertes

será del orden de:

kd= 	 (3.96)
17

En el otro extremo del rango de equilibrio se tiene el número de onda ke

marcando el rango de los torbellinos conteniendo energía . En su expresión se

define una longitud 1e que puede interpretarse como la medida promedio de los

torbellinos conteniendo energía, de modo que:

	k
e
 = 1 	 (3.97)

Se puede relacionar los parámetros característicos de la turbulencia con rl,

o y 1.. Así pues, es razonable asumir que la escala integral longitudinal de espacio

L, -que está determinada por el tamaño de los grandes torbellinos conteniendo

energía- es del orden de la medida promedio 1e de estos torbellinos. Además cabe

esperar que las relaciones entre los parámetros mencionados dependerán del

número de Reynolds de la turbulencia. Si el Reynolds (vrl/v) es igual a uno,
caracteriza sólo la región de fuertes efectos viscosos, donde las fuerzas inerciales
son del mismo orden de magnitud que las fuerzas de corte viscosas. Este Reynolds
no es suficiente para caracterizar la turbulencia en las otras zonas de números de
onda. Pueden obtenerse otros dos números de Reynolds, que serían:
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Re ) a _ u ver 	(3.98)

Re, = u'1 eV 	(3.99)

y considerando las regiones de máxima disipación y de los torbellinos
conteniendo energía, E será prácticamente igual por un lado a la disipación en el
rango de números de onda más grande y por otro lado prácticamente igual al
trabajo realizado por los torbellinos conteniendo energía, que es la energía
suministrada a los torbellinos más pequeños. Así,

E = 15V 	 2 	(3.100)r

(3.101)
1,

donde A es una constante numérica del orden unidad.

Por tanto, es fácil verificar que las relaciones comentadas son

	

Re, =--Re1  	 z 	 (3.102)

u'
U = 15 -"" Re.'1 2 	(3.103)
V

L"L = 15" 4 ReA " 2 	(3.104)

1, — A Rey 	 (3.105)
L, r 	15

= 15 -3' 4 A Re. 3/2 	 (3.106)
'1
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A partir de la última ecuación es posible definir de un modo más preciso la

condición para la existencia del RANGO DE EQUILIBRIO. En este rango, los

números de onda verifican k»kk y además ke«<kd o bien en términos de Iz y rl,

1e»> rl ; por la ecuación (3.106)

Re ; 3 ` »> 1 	 (3.107)

Esta última condición expresada en términos de Rece queda

Re.	 »> 1	 (3.108)

En la descripción del rango de equilibrio se ha dicho que en él la

disipación no sólo tiene lugar en todos lo números de onda sino que además se

incrementa fuertemente al crecer el número de onda. Puede esperarse que si el

número de Reynolds de la turbulencia es muy grande, la disipación en la región de

números de onda muy alejada bajo la región de máxima disipación puede ser

pequeña y despreciable comparada con el flujo de energía transferido por los

efectos inerciales. En dicho subrango el efecto del parámetro v no habría que

tenerlo en cuenta y la turbulencia estaría caracterizada sólo por el otro parámetro

c. Sin embargo, esto sólo puede hacerse si no hay efecto directo de los torbellinos

conteniendo energía, es decir, si no hay efecto directo de otro parámetro que no

sea E sobre la turbulencia en la región de torbellinos conteniendo energía. La

condición para los números de onda en este subrango es

k,, «k «kd 	 (3.109)

La turbulencia en este rango es estadísticamente independiente del rango
de torbellinos conteniendo energía y del rango de fuerte disipación.

Kolmogorov consideró este subrango en su segunda hipótesis.
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Segunda hipótesis de Kolmo orov

"Si el número de Reynolds es infinitamente grande, el espectro de energía
en el subrango especificado por (3.109) es independiente de v y está determinado

solamente por el parámetro e."

Como en este subrango el factor dominante es la transferencia inercial de
energía, es denominado subrango inercia!.

La condición (3.109) para la existencia de tal subrango inercial muestra, en

comparación con la condición ke« <kd para la existencia de un rango de

equilibrio, que el número de Reynolds debe ser al menos de un orden de magnitud
mayor. Las condiciones (3.107) y (3.108) son insuficientes y deben ser
reemplazadas por

	ReAe A  »l	 (3.110)

Re y ,, 3/8
	 »l 	 (3.111)

Si se considera ahora la zona fuera del rango de equilibrio, es decir, el

rango de números de onda más pequeños, adyacente al mencionado rango de

equilibrio pero suficientemente lejos de él hay independencia estadística, está el

rango de los torbellinos conteniendo energía. En este rango la "frecuencia" (u'ke )

es del mismo orden que la variación relativa de energía cinética de la turbulencia

total. Entonces es razonable esperar que en este rango el tiempo t deberá ser

tomado en consideración como otro parámetro característico más en adición a los

parámetros e y v que gobiernan el rango de equilibrio.

Si el número de Reynolds no tiene valores tan extremadamente altos, la

disipación y el efecto de la viscosidad pueden ser despreciados y sólo dos de los

tres parámetros s, v y t bastan para adimensionalizar E y k; estos parámetros no

pueden ser independientes entre sí, forman un grupo adimensional que debe ser

constante:
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£ t2 

 = const.	 (3.112)
V

este grupo adimensional puede interpretarse como un número de Reynolds de

turbulencia, por lo que de acuerdo con (3.112) el número de Reynolds

permanecería constante durante el decaimiento de la turbulencia.

Si por otro lado, el número de Reynolds es infinitamente grande, en el

rango de equilibrio hay un subrango inercial donde el espectro de energía está

determinado sólo por un parámetro e y es independiente de v, por lo que es lógico

esperar que en el rango de números de onda más pequeños de los torbellinos

conteniendo energía, el efecto de la viscosidad será tan pequeño que puede

despreciarse, así que en este rango el espectro de energía dependerá sólo de dos

parámetros e y t.

Finalmente, en el rango de números de onda todavía más pequeños, se

tienen los torbellinos más grandes, que muestran un fuerte grado de permanencia

y la dependencia con el tiempo decrece al disminuir el número de onda.

Realmente se conoce que en el rango de números de onda más pequeño el

espectro de energía de acuerdo con la teoría de Batchelor-Proudman [48] se

verifica que

lim E(k, t) =1(t )k"
k->0

(3.113)

donde

 ,2 a

I = -- f Q; (r,t) r 4dr = u JRL (r) r 4dr	 (3.114)67r 	 37r„

es la integral de Loitsianskii . En consecuencia, se puede considerar la integral de
Loitsianskii (I) como el parámetro que determina el rango de números de onda
más pequeños.
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Existe otra cualidad que es característica de los torbellinos grandes en el
rango de números de onda pequeños que es la ACCIÓN DIFUSIVA DE LA
TURBULENCIA. Von Karman y Lin [45] asumieron que la difusividad
turbulenta (E) debe ser considerada como el parámetro que determina el carácter
de la turbulencia en el rango de números de onda más pequeños.

Con esto, queda cubierto completamente todo el rango de números de
onda, resultando para la forma de E(k t) la que se observa en la Figura 3-1.

Torbellinos grandes dew conteniendo energía Rango de equilibrio universal
carácter permanente ^^	 z

Et = const.
v

Subrango inercial

Figura 3-1: Forma del espectro de energía tridimensional en
todo el rango de números de onda.

Recapitulando -empezando desde el rango más pequeño- se tiene:
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1. Rango bajo, determinado por I y E, donde la turbulencia es fuertemente

permanente.

la.	 Subrango más bajo, determinado solamente por I.

2. Rango medio, determinado por E y6

2a.	 Subrango más bajo del rango medio, determinado solamente por

E, donde la turbulencia muestra todavía alguna permanencia.

3.	 Rango alto, determinado por e, v y t.

3a. Comprende el rango de los torbellinos conteniendo energía.

3b. Determinado por e y t sólo, si ReA3"4»> 1.

4.	 Rango más alto, determinado por e y v. Este es el rango de equilibrio

universal.

4a.	 Subrango inercial más bajo de este rango, determinado solamente

por e si Rea314»> 1.

Todo esto, puede esquematizarse en la siguiente Tabla 3-1.

TABLA 3-2. Rangos y Subrangos del espectro de energía de la turbulencia

Rango de incremento de k
(1) (2) (3) (4)

Magnitudes E, k, 1, E E, k, E, E E, k, e, V. t E, k, £, v
Parácnet. básicos I, E E, E E, V Ó E. t Ó V, t E, V
Longitud caract. (L/e 2) "3 (E31E)1/4 (i/c)"4 (V/E)I'4

Tiempo caract. (12/e 7) "3 (E/c)1!2 (Vl )" (Vj£)1r`
Velocidad caract (E 5/I) 113 (cc)114 (V£)"4 (w)I14

E(k,t) EsnrinE*[kq/El)sn- Es4CVJE,Ek(E3/E)1la1 Et"`Q4É *1k(v'/E) I4 . a2/i]
V 

JE I/JEtn. ¡ yJ/E)1!J 1

Subrangos
Rex3`4»> 1

Parámetro básico 1 E
E

E(k,t) ¡k° I const. x E=k const. x E 	 k'S13
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3.4. Teoría de Kraichnan. Cascada de enstrofia y cascada inversa de
energía

Los conceptos teóricos que se han descrito en el apartado anterior fueron
desarrollados para la turbulencia tridimensional. La turbulencia bidimensional no
puede ser considerada como un caso particular de la misma, aún cuando
represente una simplificación desde la perspectiva de una reducción de
dimensiones espaciales, por la sencilla razón de la conservación de la vorticidad
con el movimiento del fluido. Es por ello que la turbulencia bidimensional posee
características únicas. El estudio estadístico de la turbulencia bidimensional está
ampliamente desarrollado en los trabajos de Kraichnan & Montgomery (1980)

[37] y de Lesieur (1983) [49].

Del mismo modo que en el caso tridimensional, en la turbulencia

bidimensional la energía es conservada por los términos no lineales de las

ecuaciones de la dinámica, pero además se conserva la enstrofia -que fue definida

en le ecuación (3.10)- debido a que no se produce el fenómeno conocido como

"vortex stretching" o alargamiento de los vórtices. La relación entre la enstrofia

media Z(t) y el espectro de energía E(k, t) viene dada por la siguiente expresión -

donde . (7ç 1) es el espectro de enstrofia-:

Z(t) = Jk 2E(k,t) dk = J (k,t) dk	 (3.115)
0 	 0

Entonces, considerado un flujo turbulento estacionario donde la energía es

inducida por una fuente exterior de vorticidad o ` forzage" f(k) alrededor de ke, al

igual que existe una inyección de energía cinética (que debe ser igual a la

dispersión, ya que la energía debe estar equilibrada globalmente)

w

E(. = jf (k) dk	 (3.116)
0

existe una inyección de enstrofia
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#8z = Jk 2f(k) dk ke 2 E
	 (3.117)

0

En este caso, se demuestra que aparece una doble cascada_ La energía es

transferida casi exclusivamente hacia las escalas grandes (k<ke), mientras que el

flujo de enstrofia tiene lugar hacia las pequeñas escalas (k>ke). Si el Reynolds es

lo suficientemente alto, existe un rango de número de onda, ke<k«kd, en el que la

dinámica de la turbulencia es función solamente de lz y k. Mediante análisis

dimensional se obtiene que el espectro de energía en este rango es del orden

E(k) f3 2/3k-3
a (3.118)

El número de onda kd corresponde a la escala donde la enstrofia se difunde

por efecto de la viscosidad molecular:

kd

—\v3 )1/6 	

(3.119)

En la Figura 3-2, se muestra el espectro de energía de un flujo turbulento

bidimensional.

E(k)

kL 	kd	 k

Figura 3-2: Representación esquemática del espectro de
energía de turbulencia bidimensional.
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3.5. Modelos numéricos de simulación de flujos turbulentos

En este apartado se va a introducir cuatro modelos para realizar la
simulación de flujos turbulentos en un ordenador. Aunque por supuesto existen
más modelos, no entra en el propósito de esta Tesis la descripción de todos ellos.
Solo se describirán los que probablemente han tenido más aplicación en los
últimos tiempos.

En primer lugar, se verá dos simulaciones basadas en la resolución de las
ecuaciones de Navier-Stokes. La primera, denominada Simulación Numérica
Directa (Direct Numerical Simulation, o DNS) resuelve directamente las
ecuaciones en todas las escalas presentes en el dominio computacional. La
segunda, conocida como Large-Eddy Simulation (LES) y que podría traducirse

como Simulación de Gran Torbellino, lo que hace es modificar las ecuaciones de

la dinámica de modo que las variables representan el comportamiento del flujo

para escalas mayores que la determinada por la discretización del dominio. Es

preciso modelar las interacciones a escalas menores.

Después se detallarán los modelos conocidos como Simulación Cinemática

(Kinematic Simulation, KS) y Generación Estocástica (Stocastic Generation,

SG), que lo que hacen es generar unos flujos turbulentos, por así decirlo,

artificiales, tales que posean propiedades estadísticas convenientes pero sin

resolver las ecuaciones de la dinámica de fluidos.

3.5.1. Simulación numérica directa

Existe una gran variedad de esquemas de Simulación Numérica Directa

para el flujo turbulento. En esta investigación se describe un esquema

bidimensional en un dominio biperiódico. La descripción detallada del modelo

puede consultarse en los trabajos de Babiano et al. (1985, 1987, 1990) [50, 51,

52], Elhmaídi eta!. (1993) [53] y Zouari & Babiano (1990, 1994) [54, 55].
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El campo euleriano de velocidades se obtiene integrando la ecuación de

vorticidad barotrópica quasi-geostrófica:

at w +J(»,)=  G(w) + F(w)	 (3.120)

que es la ecuación (3.9) con la inclusión del término F(wj que corresponde a un

término de fuente exterior de vorticidad. Además en el término de disipación de

viscosidad G(a) se incluye una parametrización de escala de submalla con lo que

la disipación de enstrofia se calcula (Babiano et al. 1990) [52]

g(w)= J[fill,t^(I^`D^J(^^r,w),+ 	 (3.121)tdld -

donde t, y td son tiempos característicos que corresponden a la escala de corte y a

la escala máxima del flujo y 1, y Id son la escala de corte y la escala máxima. El

primer término del segundo miembro de la última ecuación representa la

disipación de enstrofía a pequeña escala y el último término es una fricción lineal

que disipa energía en las grandes escalas. El término de fuente exterior de

vorticidad o de forzage F(w) se define de forma que la densidad espectral de
energía se mantiene constante en una cierta escala denominada escala de forzage.

La ecuación (3.120) se resuelve en un dominio bidimensional biperiódico
de dimensiones 27t x 2n usando una aproximación pseudo-espectral.

De ese modo se obtendría, como ya se ha indicado, el campo euleriano de
velocidades.

También es posible desarrollar un esquema lagrangiano, en el que la
trayectoria de una partícula se obtiene integrando la ecuación

(t) = i [x'(t), t ]
dt (3.122)
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siendo x(t) la posición de la partícula en el instante t y v[x(t),t] su velocidad, que
coincide con la velocidad euleriana del campo en la posición x en el instante t.

Generalmente, la posición z no coincidirá con un nodo de la malla de la
simulación por lo que la velocidad euleriana hay que calcularla mediante una
interpolación entre nodos, que en este modelo se realiza mediante un spline de
tercer orden.

La integración de (3.122) puede realizarse mediante un método de Runge-
Kutta de segundo orden (Anexo 1.2).

3.5.2. Laree-Eddy Simulation

Este modelo, al contrario que la Simulación Numérica Directa no simula

explícitamente todas las escalas de la turbulencia, pero es útil en muchas

situaciones en las cuales lo que interesa de una simulación es el comportamiento a

gran escala. Por tanto es necesario un modelo que represente la transferencia de

energía a las escalas pequeñas.

El desarrollo de las ecuaciones a gran escala se lleva a cabo con la ayuda

de una función de filtro que asocia un determinado campo f (x, t) con la malla, de

tamaño Ax, creando así el campo filtrado mediante una operación de convolución

1(x,t)= J (x — y)f(x , t)d = fUm(y).f(x —y,t 	 (3.123)

El filtro G suele ser una curva gaussiana de tamaño _z1x2. Si Ax es

constante en toda la malla, esta operación de filtrado conmuta con las derivadas

espaciales por lo que, si la variable considerada es la velocidad, la condición de

continuidad se cumple también para la velocidad filtrada:

aú; = 0
	

(3.124)
ax,

SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	 67
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA

PARTíCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Teoría básica de la Turbulencia

Aplicando la operación de filtrado a las ecuaciones de Navier-Stokes se

obtiene

áÓ^ + 	 (u¡^J)=— 1 	 + 	 v ' + J +TJ 	(3.125)

P 	 r 	 j 	 J 	 '

donde T1 es el tensor de escala de submalla:

T,J = uu - u,u = u,u 1 . ufuJ - u,uí +u^u; -u;u^ 	 (3.126)

con la fluctuación de velocidad definida como

u,' = u, + i, 	 (3.127)

El siguiente paso consiste en escribir los términos relacionados con el

campo de submalla (fluctuaciones) como función del campo a gran escala.

Por analogía con la expresión (2.6) es común escribir el tensor de submalla

(T,l ) por la siguiente expresión, donde v! es la viscosidad turbulenta:

= 2v,S + 3 T c5, 	 (3.128)

y el tensor de deformación del campo filtrado (S. ) por:

S' = 2 ax r+ Ox,)
(3.129)

J 

Con ello, pueden escribirse las ecuaciones de Navier-Stokes para el campo
filtrado

au + J áil, =- 1 aP +2 a L(v+v, 	 (3.130)at 	 ax J 	Pax,	 axe

donde P es la presión modificada P = p — (1/3)pT,^
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El problema ahora es encontrar un modelo para la viscosidad turbulenta.
Uno de los más utilizados es el de Smagorinsky (1963) [56], que considera v,
proporcional al tamaño de la malla y a tina cierta velocidad relacionada con esa
escala:

v, =(c&)2 2 	 (3.131)

con la constante C 5 entre 0,1 y 0,2.

El principal inconveniente de esta simulación radica en que cualquiera que
sea el modelo de transferencia de energía a pequeña escala, no se conseguirá
propagar el carácter impredecible de la escala de submalla a las grandes escalas.

3.5.3. Generación Estocástica

Este tipo de simulaciones han sido utilizadas para generar flujos

turbulentos con unas propiedades estadísticas concretas. Se basan en una ecuación

de Oerstein-Uhlenbeck y en la técnica que se desarrollará a continuación que crea

la función de corriente del flujo a partir de una ecuación de Langevin (Careta et

al. 1993) [57], (Martí Pérez, 1997) [58].

cat 	
= v02yr(r,t)+Qk 2V2]V ¿(r,t) 	 (3.132)

donde v es la viscosidad cinemática y G es un ruido gaussiano blanco con media

cero y correlación

(Sc;i(11,ti	 ^.1 (r,,t2 )) =2e, ) vö(t 1 — t2) (ri —r,)o, 	 (3.133)

Los parámetros sr► y Ac: controlan la intensidad del flujo y la escala

integral, respectivamente. Al igual que en la simulación cinemática, el espectro de

energía es establecido en el modelo como parámetro externo. En este caso, es

introducido mediante el operador Q[2',V 2 J
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La transformada de Fourier de (3.132) es

át 'Ír(k,t)=—vk 2tji(k,t)—iQ(— ^^k`) 14c G lk,t) 	 (3 .134)

y la correlación en el espacio de Fourier de la función de corriente es

^yr'(k,,t)yr(k„t^=(27r)`S(k, +k,)S(k,t) 	 (3.135)

donde S(k,t) está relacionada con el espectro de energía mediante

E(k,t) =	 k 3S(k,t)
471-

(3.136)

Mediante cálculo estocástico (Gardiner, 1985) [59], y usando (3.133),

puede demostrarse que S(k. t) cumple

at S(k,t) —2vk 2S(k,t)+ 2cov 2 Q2 ( 2k2 )	 (3.137)

y por lo tanto, el espectro evolucionará en el tiempo del siguiente modo

-t E(k,1) = —21* 2E(k,t)± zkW (k) 	 (3.138)

que es la expresión (3.89), pero sin el término de transferencia de energía entre

modos TE(k) y un término adicional, W(k) que representa la inyección de energía

debida al forzage,

w(k) = 2 2 k 4 Q 2 ( A^;k ' ) 	 (3.139)

El estado estacionario es alcanzado cuando el término de forzage se
equilibra con el de disipación, de forma que

E(k) = 	 W(k _ £JL k 
3 Q 2 (_ 2 k 2 ) 	 (3.140)2vk	 J 4,r
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y surge la relación entre el operador Q[12  2 1 y el espectro de energía del campo
que se quiere simular.

El modelo se implementa discretizando la ecuación (3.134) en el espacio
de Fourier, convirtiéndose en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y no
acopladas. La integración exacta entre t y t+dt da

Wap(t+At ) =exp(vaf At )// as(t)+oa,(t)+yap(t)	 (3.141)

en función de las nuevas variables aleatorias

r+fir

o (t) = Qapd xrx/J J Gxa/1 (l ' )exp [(t + Ot — t')VC Q ]dt' 	 (3.142)
I

r+er

ya/i \t / = Qcr/J u ya¡i j Gv/7 (t ' )exp[(l + Ot — t')VCaQ }dt'	 (3.143)
I

Los operadores diferenciales laplaciano y divergencia se convierten en los

factores cup y dep, respectivamente,

c^Q = 1, cos 2 J + cos 2/ )_2]	(3.144a)

da/J = !(exp i 2N J _lexPy 2N )1 (3.144b)C 	l

donde A es el tamaño de la discretización espacial y N el de la malla.

A partir de una adecuada condición inicial, se calcula para cada paso de

tiempo la función de corriente Vi en el espacio de Fourier, y se realiza la

antitransformada discreta para obtener el campo de velocidades,

VxaQ (t) 2A
(y, 	 (i) — Wa./J+, (t))

	
(3.145)
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v ;.aQ(t)= 2Q ( la+t.9 (t)— wa-t,Q(t)) 	
(3.146)

3.5.4. Simulación cinemática

Este modelo, al igual que el de Generación Estocástica, introduce el

espectro de energía como parámetro de la simulación. Además, en ambos casos,

no existe un flujo real de energía ni enstrofia entre escalas; el modelo establece la

energía de cada escala, que se mantiene constante durante la simulación. Este

modelo, al crear el campo de velocidades directamente a partir del espectro de

energía, presenta la ventaja sobre la Generación Estocástica de que no es una

simulación basada en una malla y no es necesario resolver ninguna ecuación.

El origen de este método de simulación está en los trabajos de Kraichnan

(1970) [601, que estudió la difusión de partículas en un flujo turbulento,

homogéneo, isótropo y estacionario, creado por la superposición de modos de

Fourier discretos. Con ello, el campo euleriano de velocidades en el punto x y en

el instante t viene dado por

± [A(A , )cos(ú(x, t) =	 k, • z + a , • t)+ B(k¡ )sen(k; • z + a>, • t)]	 (3.147)
=t

donde N es el número de modos de la simulación y

A(k,) = s, x k r 	(3.148a)

(i,)= !S, x k, 	 (3.148b)

con lo que se cumple la ecuación de continuidad

k; • ,'4(k,) = k, • B(k,) = 0 	 (3.149)

Los vectores Vis, y s  se obtienen a partir de una distribución gaussiana bi

o tridimensional según el caso, tienen carácter aleatorio y su módulo se calcula a
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partir del espectro de energía. Los vectores k, se obtienen a partir de una
distribución isotrópica. La frecuencia propia de cada escala coi es obtenida de una
distribución gaussiana de desviación estándar wk?.

Con ello, se realizaría el análisis lagrangiano integrando la ecuación de
movimiento de la partícula:

dt 
_u(x,t) 	

(3.150)

Este modelo fue ampliado por Fung et al. en 1992 [23], que simularon
campos tridimensionales con un único espectro de energía, el de Von Karman:

a
E(k) — ¡ k` „/6 	(3.151)

lg c	 )

donde gE es una constante que depende de la normalización del espectro. Dicho

espectro, para grandes escalas se comporta como E(k) — k 4 y para pequeña escala

en el subrango inercia¡ como E(k)

Vassilicos y Fung (1995, 1998) [61, 62] simularon un campo de

velocidades casi turbulento, bidimensional e incompresible con un espectro de

energía euleriano prescrito de la forma

E(k) = E.L(kL)-'
	

(3.152)

en el rango 27r/L = k, <_ k <_ k, = 21r/17 y E(k) =O fuera de ese rango. Las

frecuencias cal determinan la inestabilidad asociada con el modo de onda i. La

simulación la realizaron con dos modelos diferentes de inestabilidad. Primero

tomaron un modelo donde la frecuencia es proporcional al tiempo de retorno del

torbellino de modo de onda i:

WI = 2E k,`E(k, )
	

(3.153)
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donde 2E es una constante adimensional llamado coeficiente de estacionariedad y

luego tomaron un modelo donde todos los modos de onda son advectados con una

velocidad constante U,1. es decir,

Ú), = ll .4 k, 	 (3.154)

Posteriormente. Castilla (2000) [631 simuló la parte del espectro

correspondiente al subrango inercial para un campo bidimensional_ Los modos de

Fourier A(k, ) = A, y B(k, ) = B, fueron calculados directamente así

k,+. k ; _,

	A ill = JI B- 'I = 	 JE(k)d(k) 	
(3.155)

donde E(k) es el espectro de energía y ik, =
 k, —k, 1

2

La distribución de k; puede ser geométrica.

-1

	k, = k, 	 , 	 (,3.156)

algebraica,

ki = k l i log(k., k, ). log.' 	 (3.157)

o lineal,

+( k`y —k1 Joi) 	(3.58)
N-1 

El tomar una u otra determina el reparto de energía entre modos, pero para

N suficientemente grande no existe diferencia entre el campo generado por cada

distribución.
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Castilla (2000) [63] utilizó para las frecuencias de cada modo ai, el
modelo propuesto por Fung et aí.(1992) [23] y Fung & Vassilicos (1998) [62]
mencionado en (3.153).

El modelo de Simulación Cinemática y en general todos los modelos que
han sido descritos dan buenos resultados en el estudio de la dispersión de
partículas en flujos turbulentos, pero no en el problema de la sedimentación de

partículas, donde los resultados obtenidos presentan significativas diferencias con
la teoría y los resultados experimentales.

Con todo lo expuesto se ha tratado de compendiar los conocimientos

teóricos básicos sobre corrientes turbulentas. Naturalmente, la teoría de la

turbulencia es más extensa que la recogida en esta Tesis, pero su tratamiento

completo excede los objetivos planteados en la misma, tal como se ha comentado

anteriormente. Por otro lado, una exposición más reducida no parece conveniente

ya que es preciso justificar la asunción generalizada de suponer la turbulencia

como una superposición de vórtices y, además no parece adecuado llevar a cabo

una recopilación de los fundamentos teóricos sin que se contemple la importancia

que los flujos vorticales y su distribución a lo largo del espectro de energía tienen

en las corrientes turbulentas.
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4. FUNDAMENTOS TEÓRICOS DE LOS VÓRTICES

4.1. Vector vorticidad

En el estudio de la Cinemática de los Fluidos, cuando se realiza el análisis
de las velocidades en el entorno de un punto, se obtiene que el movimiento del
fluido en el entorno de un punto fijo z cualquiera puede interpretarse como la
superposición de tres movimientos más simples: un movimiento de rotación como
sólido rígido alrededor del punto i, más un movimiento de deformación alrededor
de dicho punto, más un movimiento de traslación. La superposición de los
movimientos de rotación y deformación constituye el movimiento relativo entre
los puntos de la partícula fluida.

Considerando entonces una partícula fluida y dos puntos materiales de la

misma separados una distancia elemental d, se obtiene para el desplazamiento

relativo por unidad de tiempo la siguiente expresión

dii=dx•y+dx• =dúd +dic rO, 	 (4.1)

donde: y es el tensor de velocidades de deformación que representa la parte

simétrica que da lugar al desplazamiento relativo por deformación (dúd ) y dic,o,

es la parte antisimétrica que corresponde a una velocidad de rotación como sólido

rígido. Sus componentes cartesianas vienen dadas por

	óu, au,
	4 2dú,01,=2 	 —axe 	 (•)

Es fácil comprobar que dichas componentes son las del producto vectorial

1/2 ^v x c5, donde ¿v = V x ji se denomina VECTOR VORTICIDAD del fluido.

Por lo tanto, la siguiente expresión representa una rotación como sólido rígido de

la partícula fluida alrededor del punto z con velocidad angular /2.
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dual = 2 w(x,t)X c&x
	

(4.3)

Así pues el vector vorticidad puede interpretarse fisicamente como "el

doble de la velocidad angular con que un elemento infinitesimal de fluido gira

como sólido rígido alrededor del punto considerado".

4.2. Campo de velocidades inducido por una distribución de

vorticidad

Es posible calcular el campo de velocidades conocida la distribución de

vorticidad. Ello además es útil en muchos casos, puesto que la descripción del

movimiento fluido en términos de la vorticidad posee la ventaja adicional de que

ésta satisface las leyes de conservación en muchas situaciones de interés, de modo

que su distribución en cualquier instante del movimiento se encuentra concentrada

en regiones limitadas del dominio fluido.

Si se considera una distribución de vorticidad m(x,t) de modo que w ^ 0

en un volumen £2 finito y ã3 = 0 en cualquier punto exterior a ho, limitándose a

un fluido incompresible, entonces el campo de velocidades se obtendrá de la

ecuación de continuidad:

V-ú=0 	 (4.4)

Esta ecuación se satisface idénticamente, si se define el potencial vector A

tal que:

ú=VxA 	 (4.5)

El potencial vector A satisface la ecuación diferencial:

©xú=Vx(VxA)=V(V.A)_V 2 A=ñ3 	 (4.6)
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Esta ecuación se simplifica si entre todas sus posibles soluciones se elige
una de divergencia nula, con lo que el potencial vector satisfará la siguiente
ecuación:

V 2 A = _03 	 (4.7)

que es la conocida Ecuación de Poisson, cuya solución es:

	A(X ' t) 4;r J ^-' dói
	 (4.8)s—sn

17n

Puede comprobarse fácilmente que el vector A(x,t) -solución de la

ecuación de Poisson- es solenoidal:

V•A=0
	

(4.9)

Una vez conocido A, el campo de velocidades se obtiene fácilmente:

i =0xA= 1 JVx js (X^) d^v= 1 fw(i )x^J.1dw47r no 	4^r n')	
(4.10)

= _! j (x xox.) dw
4,c Jj's—s0

4.3. Circulación del vector velocidad y ecuación de la vorticidad

En el movimiento de fluidos ideales, además de las magnitudes de

remanso, existe otra integral primera que bajo ciertas condiciones se mantiene

constante a lo largo del movimiento. Se trata de la circulación del vector

velocidad a lo largo de una línea fluida cerrada L cualquiera:

T =cfu.dl
	

(4.11)
L
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La CIIRCULACIÓN (T) es "una magnitud que usualmente es utilizada

para caracterizar la intensidad de giro de un vórtice". Si la curva L es reducible,

es decir, se puede reducir a un punto de forma continua sin abandonar el dominio

fluido, aplicando el teorema de Stokes se puede escribir la integral anterior de tipo

lineal (d1) como una integral de superficie (ds):

ii • dl = J(0 x ii) • ñds = ¡ñ3 • ñds	 (4.12)
c 	 I 	 £

Para un fluido ideal la ecuación de la vorticidad se obtiene fácilmente

aplicando el operador rotacional V x a la ecuación de cantidad de movimiento y

teniendo en cuenta las identidades

u-
it•V =V--itx[o

2
(4.13)

Vx(axb)=á0•b—b0•á+b •Vd —á.Vb 	 (4.14)

considerando además que la vorticidad es un campo solenoidal

V•6=V•(Vxü)=o	 (4.15)

se llega a la Ecuación de la Vorticidad:

a^ +u.Vw=ó3•oú—tV•ú—V XVp+Vxfm 	(4.16)
p

Si el movimiento es barótropo, lo que sucede en el caso de líquidos y en el

movimiento homentrópico de gases, — V(1/p)x Vp es nulo. Si además la fuerzas

másicas derivan de un potencial, la ecuación de la vorticidad se reduce a

at +ú•Vã3=W•Vú—jv•Vi 	 (4.17)et

que es la ecuación de Helmholtz, en la que no aparece la presión.
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Usando la ecuación de continuidad, la ecuación de la vorticidad se puede
escribir:

D
 w =&•Dú

Dt p p (4.18)

que expresa la variación por unidad de tiempo de la magnitud ã5/p siguiendo a la

partícula fluida en términos del valor instantáneo local del gradiente de
velocidades.

En el caso particular de flujo bidimensional, ú = (u., , uá„0) y to = (0, o,á)

donde u,, y u^, dependen de x, y y t, el segundo miembro de la ecuación anterior se

anula idénticamente, quedando:

D a _ 0

Dt p
(4.19)

es decir, a/p se conserva a lo largo del movimiento en el caso de un flujo

bidimensional y barótropo de un fluido ideal cuando las fuerzas másicas derivan

de un potencial.

4.4. Líneas y tubos de vorticidad

El campo de vorticidad de un flujo puede visualizarse en forma análoga a

como se visualiza un campo de velocidades o un campo magnético. Así se define

una LÍNEA DE VORTICIDAD como "aquella curva que es tangente al vector

vorticidad en todos sus puntos". Matemáticamente, di = kdñv con k constante. En

coordenadas cartesianas las líneas de vorticidad vienen dadas por

dx ! __ 1 _ dX3
	

(4.20)
a>J 	CO,	 (1)3
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Las líneas de vorticidad dan una visión de las direcciones de los vectores

vorticidad en un campo fluido. En general la orientación de estas líneas cambian

de un instante a otro excepto en un flujo estacionario, en el que permanecen fijas

en el espacio.

Un TUBO DE VORTICIDAD está "formado por un conjunto de líneas de

vorticidad que pasan por una curva cerrada".

El flujo neto de vorticidad f w • ñds a través de las superficies que limitan
T

un volumen de] tubo de corriente es nulo; aplicando el teorema de Gauss y el

hecho de que la vorticidad es un campo vectorial solenoidal se tiene

JCV• ñds = JV•mdov=0	 (4.21)
E 	 n

Puesto que la vorticidad es un vector contenido en la superficie del tubo

(tom • ñ = 0 en la superficie del tubo de vorticidad) se deduce que el flujo del vector

vorticidad a través de cualquier sección transversal del tubo es constante:

jrv•ñds= f6•ñds	 (4-22)

La expresión siguiente se denomina intensidad del tubo de vorticidad,

donde E es cualquier sección transversal del tubo de vorticidad.

fw •ñds
r

(4.23)

4.5. Leyes de Helmholtz

Según la ecuación de Helmholtz (4.17), se deducen las siguientes leyes:
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■ Primera lev de Helmholtz

"Si la vorticidad inicial de una partícula, fluida es nula, se mantiene nula a
lo largo del movimiento".

Una consecuencia de esta ley es que si t = 0 en un instante dado en todo
el dominio fluido, permanece nula en cualquier instante posterior, es decir,
Si un flujo es inicialmente irrotacional bajo las hipótesis en que la ecuación
de Helmholtz es válida, permanecerá siempre irrotacional. Esta es una de
la maneras de enunciar el teorema de circulación de Kelvin.

■ Segunda lev de Helmholtz

"Las partículas fluidas que en un instante determinado están situadas

sobre una línea de vorticidad, se mantienen en ella en instantes

posteriores ".

Dicho de otro modo, las líneas y tubos de vorticidad se mueven con el

fluido.

• Tercera lev de Helmholtz

"Los tubos de corriente tienen la propiedad de que su intensidad no varía

con el tiempo, durante el movimiento del fluido".

Como consecuencia de esta ley la vorticidad media en una sección

transversal aumenta cuando la sección decrece y viceversa.

4.6. Teorema de Bjerkness-Kelvin

Considérese el flujo del vector vorticidad a través de un superficie E que se

apoya sobre una línea cerrada L. Si L = Lf es una línea fluida, el teorema de

Bjerkness-Kelvin establece que "la derivada sustancial (siguiendo a la línea
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fluida cerrada) de la circulación es igual a la circulación del vector aceleración a

lo largo de dicha línea":

DT = 	 ü dl = cç - dl	 (4-24)
Dt Dt 	 .► t

Para demostrarlo, basta con tener en cuenta que

D c ü dl =
Dt Lt

I ^ CS + I	 . D(dl)	 (4.25)
Lf(,) Dt Lf(r) Dt

El segundo término del segundo miembro es fácil demostrar que es nulo,

teniendo en cuenta que el campo de velocidades es unievaluado.

En el caso particular del flujo de un fluido no viscoso, barótropo, bajo la

acción de un campo de fuerzas conservativas la aceleración del fluido deriva de un

potencial (w + Up), siendo U^, una constante relacionada con el potencial.

_-0(0+Up ) 	 (4.26)
Dt

donde V o = Op/ p . Entonces:

B^w+U
V (a, + un ) . dl = ál ' dl	 (4.27)

y como (av + UP ) es unievaluado, la expresión matemática del teorema de

Bjerkness-Kelvin queda

Dr D
u - dl =0	 (4.28)

Dt	 Dt L f(1)

es decir, en el flujo de un fluido ideal barótropo y bajo la acción de un campo de
fuerzas conservativo, la circulación alrededor de cualquier línea fluida cerrada
permanece constante e igual a su valor inicial.
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En consecuencia, si la circulación a lo largo de cualquier línea. fluida
cerrada es inicialmente nula, seguirá siendo nula en cualquier instante posterior, y
la vorticidad es nula en cualquier punto del dominio fluido si y sólo si la
circulación es nula para toda línea cerrada reducible perteneciente al dominio.
También se deduce que el movimiento en estas condiciones es irrotacional en
cualquier instante, si inicialmente la vorticidad es nula en todos los puntos del
dominio fluido.

4.7. Vórtices

Es frecuente encontrar vórtices concéntricos a altos números de Reynolds
(viscosidad muy pequeña) tanto en la naturaleza como en muchas ramas de la
industria y la tecnología.

Como ejemplos naturales cabe destacar: el tornado (Figura 4-1) o el
vórtice que se forma al desaguar un líquido a través de un sumidero (Figura 4-2)
y como ejemplos en el mundo industrial en los que aparecen intensos vórtices

están: los torbellinos desprendidos de alas de avión (Figura 4-3), las bombas de

chorro, etc. También son conocidos en el campo de la combustión los efectos

beneficiosos que respecto a la estabilidad de la llama posee la inyección de aire

cuando a éste se le suministra una elevada velocidad de giro y sus aplicaciones en

motores de gasolina o diesel, en hornos y quemadores industriales y en otros

dispositivos.

El estudio e investigación de fluidos con vórtices presenta serias

dificultades debidas por una parte a la propia dificultad de los modelos

matemáticos que gobiernan el fenómeno y por otra a que estos flujos suelen

presentar en muchas ocasiones comportamientos bastante complejos, como

pueden ser rotura de vórtices, histéresis y estabilidad, que tiene características no

lineales.
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Figura 4-1: Tornado.
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Figura 4-2: Vórtice que se forma al desaguar un
líquido a través de un sumidero.
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-1 ff____

Figura 4-3: Torbellinos desprendidos de alas de avión.

Igual que en cualquier otro flujo a altos números de Reynolds. en este caso

también puede diferenciarse una zona exterior donde los efectos de la viscosidad

son poco importantes y donde el movimiento es no viscoso pero en general

rotacional y es gobernado por las ecuaciones de Euler. La formulación se

simplifica en gran medida -en el caso de movimientos axilsimétricos estacionarios

de líquidos-, utilizando coordenadas cilíndricas (z, r, tp), así las componentes del

vector vorticidad (^r . rr ., a) en función de las componentes de la velocidad (u.,
U,, u.) son:

_ 1 a(ru) 	 _ _ auQ, 	O) _ au, _ au _
(4.29)

r ár 	 r 	 áz 	 97 	 8z 	 Or
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Si se introduce la función de corriente yr(z,r)
	u_ _I a^N 	 yru = _ la
	r ar	 r	 r az

(4.30)

la ecuación de continuidad se satisface automáticamente y la expresión de a,
(4.29) proporciona la ecuación diferencial que satisface yr

ra) = — a2 , + 	1 a^
aZ 2 art r or

(4.31)

Por otra parte, considerando que el movimiento es barótropo, no viscoso y
no se considera la acción de las fuerzas másicas, la Ecuación de Bernouilli
proporciona

—
2

t_ +u r 2 +u 4, Z )+ p H(yr)
P

(4.32)

donde la función resultante H(yr), es constante a lo largo de una línea de corriente

meridional.

Otra integral primera del movimiento puede obtenerse por aplicación del

teorema de Bjerkness-Kelvin (4.28). Integrando a lo largo de un círculo de radio r

concéntrico con el eje y teniendo en cuenta la axilsimetría del problema, se

obtiene

ju, 2,,r d(p = 2 ru, = r(w) = 2nC(t^r)	 (4.33)

donde la constante C(ir) varía de una línea de corriente a otra.

Teniendo en cuenta esta última expresión y las relaciones entre el campo

de velocidades axial y la función de corriente, se puede obtener las expresiones de

az y (Or en función de C:
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1 ac I ac a r¡r 	 aC	_ 1 aC _ 1 ac a ^¡r = u ac 	(4.34)
—==

-- =--
r ar = rav ar —U

m
- aVl- ter = 	 —r az 	 r-aV a= 	 'ayi

de donde se deduce que las proyecciones sobre un plano axial de los vectores ú y

w son localmente paralelos. Esta condición también puede deducirse de la

ecuación de cantidad de movimiento en forma diferencial, que para flujos

estacionarios de líquidos puede escribirse

z
—iixm=—V p+ - =—OH 	 (4.35)

P

que muestra que sobre el lugar geométrico de los puntos de un plano meridiano,

sobre los que H es constante (línea de corriente), las proyecciones de u y a sobre

el plano tienen que ser paralelas.

Por último, la componente a, se obtiene de la proyección de la última

ecuación (4.35) sobre cualquiera de los ejes z o r y haciendo uso de las ecuaciones

(4.30), (4.33) y (4.34) se obtiene

a)
m r a V/ aW

(4.36)

Combinando esta última ecuación con la (4.31), se obtiene la ecuación

diferencial que satisface la función de corriente meridional:

V/ + azyr _1 ayi _ r , aH —C aC
(4.37)

 are r Or	 al// 	 al¡/ 	 ( 	 )

que es conocida como Ecuación de Bragg y Hawthorne o bien como Ecuación
de Squire y Long. Es una ecuación casi lineal de segundo orden en derivadas

parciales que proporciona la función de corriente meridional W(z, r) cuando se
imponen condiciones de contorno adecuadas y a partir de ella se obtienen H(z,r),

C(z,r) y las demás magnitudes fisicas.
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4.8. Estructura de un vórtice viscoso

En el apartado anterior 4.7 se ha analizado el flujo de un vórtice en el.
supuesto de fluido ideal. El campo de velocidades en ese caso se hace singular en
el eje, lo que indica la existencia de un núcleo viscoso de radio característico muy
pequeño que contiene al eje. El radio adimensional de dicho núcleo viscoso se
obtiene de la condición usual en capas límites de que los esfuerzos viscosos y los
términos de inercia convectivos sean del mismo orden, obteniéndose un valor

5/L ~ Re -'12 (S es el espesor de la capa límite y L una longitud característica del

flujo).

La estructura del núcleo vortical viscoso se obtiene de las ecuaciones de

continuidad y cantidad de movimiento, que haciendo uso de la axilsimetría y de

las condiciones de capa delgada en las que las velocidades radiales u, son mucho

menores que las azimutales u,,, y axiales u, y a/az « a/ar resultan

áu- 1 a+--(ru,)=D
az r ar

(4.38)

au_	 a 	1 ap Fi a ( au_ 1
8z + u^ or – --p 	 J

^ +v r ár Ir-
	 ór 	

(4.39)

	u^ – lap 	
(4.40)

r par

áu 	 áu u,u; – 1
U_	 +u	 ^ +	 —v --[r f -) —-1 (4.41)

Oz 	 ' ár 	 r 	 r ór Or 	 r2

Estas ecuaciones hay que resolverlas con las siguientes condiciones de

contorno:
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• En e! eje r=0 el campo de velocidades debe ser regular y

axilsilnétrico:

	u,(:.0)= u,(=. 0) = 0. u_(: 0) ^ oo, 
—c?tt 	

= 0. 	 - - li, 	= 0 (4.42)
i?r 	 r 	 =n

• A distancias grandes del eje, el campo de velocidades y presiones debe

decaer apropiadamente.

• Para arrancar la integración numérica, hay que especificar además los

perfiles de velocidades u_ A-0.r) y u,, (x,,,r) en un cierto punto inicial xo.

Sin embargo. si se omiten las condiciones iniciales, es decir, si se quiere

describir la solución a distancias grandes aguas abajo x 2 xO, el sistema de

ecuaciones se hace de semejanza si se buscan soluciones que decaen lejos del eje

en la forma

It_ = jf rr l'"r 	ll^, = LsWil.m-_	
p = rl L.t W 0 	l.Z(m--' ) 	 (4.43)

donde nt es cualquier número real menor que r, W„ es una constante con

dimensiones apropiadas y L.^ es el NÚMERO DE SQUIRE, adimensional que

mide la importancia relativa del movimiento azimutal frente al meridional.

Definiendo las variables de semejanza f(4), g (-) y y(y) en función de S:

=
	 t (^) =

 Y/(^. t )
 g(; )=

 	
Y(S)= (5

' (2)  P(y. r)
	(4.44)(= Í  	 I^ 	 v _ 	 p

el campo de velocidades meridional se escribe

u. = — =2_
¿ ' ^ j (c ). tt = — 	 _ — — 	 , .
v' (- 	

f - 2^f 1 	(4.45)
r	r 	 r

v el sistema de ecuaciones (4.38 — 4.41) queda
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2-m 	 l

	m f ,Z +ff n+ 

1
1 [(

2- m)y+SY']=-2 -- (SÍ") 	 (4.46)

S 2 (S) = 2$Y' 	 (4.47)

2 m 
-1 g(ç)f'  - 2fg'(S) -

 fg(S) _ d LSg ,is)] - g(5) 	(4.48)
m 	S	 S 	 S

con las condiciones de contorno

f(0) = 0, g(0) = 0, y = y0 en el eje 	 (4.49)

y de acoplamiento con la solución exterior S -^ oo(r -+ co)

Del acoplamiento, teniendo en cuenta (4.44) se tiene

ur = S2(Z)f(S) = W0r 2 -WO CSm_2 (z )ç m /	 (4.50)

	u 9, = s (Z)g(S) LSWorm_' = Lx Wnsm `C, m /	 (4.5^)

p -O Y(S^= 
(L^Wn)' Y2(,,, ^) _ 8(y`^^
2(m-2)  	

Y(S) 	 (4.52)
p 8- (z)

que proporciona

//mmvz
	S(Z) _ w 	(4.53)

n

y las condiciones de contorno

	,.,-I	 (mLs)a

Í -* g ml2 , g --* mLs S z 	
Y 2(m _2)  m+Z
	 (4.54)
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Este último sistema de ecuaciones con sus condiciones de contorno se

resuelve numéricamente utilizando una técnica conocida como disparo o shooting

en la que el arranque de la solución numérica desde el eje requiere especificar los

valores de uno o más parámetros desconocidos a priori y sucesivas integraciones

posteriores, encontrándose algunas soluciones correspondientes a algunos casos

particulares.

Las variables que caracterizan a un vórtice están relacionadas mediante la

siguiente expresión:

r = U„R,, = (D R„ )R,, = 	 RL' 	 (4.55)

donde:

F 	 = circulación del vórtice.

Uo 	= velocidad máxima del flujo vortical.

R. 	 = radio del vórtice.

Q 	 = doble de la velocidad de giro del vórtice.

Por tanto Q =2Q,., siendo Q,. la velocidad angular del vórtice.

4.9. Modelización de algunos tipos de vórtices

Aunque, como se acaba de exponer, es posible el tratamiento teórico de la

dinámica de los vórtices, el análisis se complica extraordinariamente cuando

existe interacción con otros flujos o con partículas hasta el punto de que en la
mayoría de los casos no existen herramientas matemáticas suficientemente

poderosas para la resolución de las ecuaciones de movimiento resultante.

No obstante, se han propuesto algunos modelos de vórtices (varios de ellos
obtenidos resolviendo la ecuación de Navier-Stokes) susceptibles de ser
estudiados, y que facilitan la investigación de la interacción entre vórtices y
partículas u otros flujos mediante procedimientos numéricos. En internet aparecen
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bastantes referencias a estos modelos. Por ejemplo, en la referencia I-1 puede
encontrarse una revisión sobre la investigación relacionada con vórtices. Muchos
de los modelos que se van a exponer a continuación aparecen recogidos en la
referencia I-2, encuadrada en el contexto de la Oceanografía. También en I-3 se
resumen las características de algunos modelos de vórtices.

Un elemento interesante en los modelos es la autosimilitud del campo de
velocidades, esto es, el perfil de velocidades puede representarse utilizando una
función simple realizando un escalado apropiado de la distancia mediante el radio
de] vórtice. Esta autosimilitud de la velocidad inducida por el vórtice ha sido
observada mediante medidas experimentales. Por lo tanto, la escala de longitud
correspondiente al radio del vórtice es un parámetro muy importante para modelar

las características del mismo.

A continuación, se relacionan de manera sucinta algunos de los principales

modelos de vórtices.

4.9.1. Vórtice de Kirchhoff

Es un vórtice idealizado en fluido no confinado con vorticidad uniforme

dentro de una zona elíptica y vorticidad cero fuera de la misma (Kirchhoff, 1876)

[64].

Para una elipse con semiejes a y b y vorticidad w en su interior, gira

establemente con velocidad angular

abco
(a+b)'

(4.56)

Basándose en este modelo se han analizado las fases de vórtices elípticos

corrotantes (I-4).También ha sido utilizado para comprobar la inestabilidad en

vórtices y los efectos de la aceleración de Coriolis (I-5).
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4.9.2. Vórtice de Lamb-Oseen

Es una solución de las ecuaciones de Navier-Stokes en una dimensión y en

régimen laminar, es decir, una solución axilsimétrica para la velocidad de giro con

la asunción de que las velocidades axial y radial son cero (Lamb, 1932 [65];

Oseen, 1912 [66]).

El campo de velocidades es

r'

u, (r) = 	 e 	 (4.57)

siendo r la distancia radial desde el centro del vórtice y R,, el radio del vórtice. La

máxima velocidad tangencial se da para r -- 1.12 R. En un flujo viscoso, el radio

del vórtice crece en el tiempo debido a la difusión de la vorticidad según la ley

Rv = 4v1 + cons tan te .

El vórtice de Lamb-Oseen ha sido utilizado, por ejemplo, para estudiar

diversas interacciones entre vórtices corrotantes (I-6). Mediante este modelo

también se ha analizado la dinámica lineal de una pareja de vórtices (I-7) En la

referencia I-8 se prueba que este vórtice es la única solución de rotación

autosimilar de las ecuaciones de Navier-Stokes en la que los conjuntos de niveles

de vorticidad y función de corriente corrotante coinciden.

Este modelo fue extendido para el caso de un vórtice tridimensional por

Burgers, como se verá en el apartado (4.9.3). En este vórtice destaca la presencia

de una velocidad axial constante, lo cual no es consistente con las observaciones

experimentales, que muestran cómo dicha velocidad axial decae rápidamente con
el tiempo. Además, el incremento lineal de la velocidad radial hace que este
modelo sea aplicable solamente a pequeñas regiones del flujo cerca del eje del
vórtice.
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4.9.3. Vórtice de Burgers-Rott

Este vórtice tiene un eje central alrededor del cual hay un flujo tangencial
pero además existe flujo radial y vertical. El fluido se mueve por tanto en espiral
hacia el eje y fluyendo hacia arriba.

Es una solución exacta de la ecuación de Navier-Stokes (Burgers, 1948)
[67] y matemáticamente tiene la siguiente forma en coordenadas cilíndricas (r,cpz):

u, = —ar (4.58a)

ua, = 2 i — e =- (4.58b)

u. = 2az (4.58c)

donde r es la circulación del vórtice, v la viscosidad cinemática del fluido, r la
distancia a eje del vórtice y a una constante.

Un posible mecanismo para materializar la aplicación de un vórtice de

Burgers-Rott en la atmósfera sería provocar una succión a gran altura encima de

una superficie plana.

En la atmósfera una tormenta conducida por una intensa convección podría

producir una succión para arrastrar el aire hacia un punto abajo en el suelo y luego

arrastrarlo hacia arriba en las nubes.

Por lo tanto un vórtice de Burgers-Rott puede aproximar el flujo de aire

debajo de la región central de una tormenta, sin embargo no es totalmente

apropiado como modelo de un tornado real porque este vórtice sufre la deficiencia

de situar el tomado bajo el centro de una aspiración simétrica, ya que las

tormentas no son simétricas y sus tomados asociados raramente ocurren bajo sus

ejes centrales.
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Este riodelo ha sido utilizado en las simulaciones del National Severe

Storms Laboratory (1-9). En la referencia I-10 se estudia la interacción de este

vórtice con una pared rígida no deslizante.

4.9.4. Vórtices de Kuo

Kuo (1950) [68] encontró qué movimientos podrían esperarse en una masa

de fluido en rotación inducida a convectar. Encontró dos soluciones completas en

el sentido de que obtiene tanto las magnitudes mecánicas como las

termodinámicas. Hay un vórtice bicelular con forma cerrada si se asume que los

coeficientes de viscosidad y de difusión térmica turbillonaria son iguales, es decir,

el número de Prandtl turbillonario es igual a la unidad. La formulación

matemática es la siguiente:

	U r = - a r 0.5 — 1 — e 	 /(R 4v) 	 (4.59a)

	u,/,
 _ Tm„

	(4.59b)1,414r

U: =azJ-2e 4 1'J (4.59c)

donde I' es la circulación de] vórtice, v la viscosidad cinemática del fluido,

Ru = r/h es la coordenada radial adimensional, o. es la raíz cuadrada del factor de

estabilidad y mo se define del siguiente modo:

	m = je f ( ` )dt f o f ( ` )dt 	 (4.60)

	J'(z)=—z+2J(1—e -')
dt
	(4.61)

o 	 t
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Hay también un vórtice de Kuo unicelular, pero no tiene solución cerrada
y tiene que ser calculado aproximadamente por métodos numéricos.

Este modelo aparece en la referencia I-11.

4.9.5. Vórtice Rankine

Este vórtice se caracteriza por una suave transición desde una rotación
sólida alrededor de su centro a un campo de flujo irrotacional (Rankine, 1958)
[69j.

A veces es llamado vórtice combinado Rankine por la razón de que está
formado con dos campos de flujo separados.

El campo de flujo interior tiene sólo velocidad tangencia) que se
incrementa desde cero a lo largo del eje central hasta un valor máximo en un
cierto radio R, (esta región interior gira como un cuerpo sólido, aunque se trata de
un fluido). El flujo exterior es también puramente tangencia) y empieza con un
máximo valor de la velocidad en el radio R. La velocidad decae inversamente con

el radio.

En coordenadas cilíndricas (r, (p,z):

u, =0 	 (4.62a)

u = 	 12 r 	(4.62b)

0, I +(r/k)2

u_ =0 	 (4.62c)

donde £7 es el doble de la velocidad angular del vórtice.

El campo de velocidades (4.62) expresado en coordenadas cartesianas

relativas al sistema de referencia ligado al vórtice se expresa como:
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— 2 v 	(4.63a)us = 1 +X2 +y-

R

u = 	o X 	(4.63b)
x'J+ +y7
R' R 2

u_ =0 	(4.63c)

El centro del vórtice tiene vorticidad constante y el campo de flujo

circundante tiene vorticidad cero.

Este vórtice ha sido utilizado como modelo para la distribución del viento

superficial en un huracán. Es también un modelo característico de un vórtice

cilíndrico en un líquido con una superficie libre.

Las referencias de internet en las que aparece el vórtice Rankine son

innumerables. Por ejemplo, en un ámbito climatológico, en la referencia I-12 es

utilizado para investigar la respuesta de la capa superior oceánica a un ciclón del

Océano Indico. En la 1-13 puede encontrarse una animación con las trayectorias y

las líneas de corriente de un vórtice Rankine. Este modelo también ha sido usado

en el estudio de la interacción de vórtices con ondas acústicas (I-14) y también en

simulaciones de turbinas eólicas (I-15). Posiblemente es uno de los modelos más

comúnmente utilizado ( si no el que mas) en las investigaciones relacionadas con

vórtices.

4.9.6. Vórtice de Kaufmann

Este vórtice (Kaufmann, 1962) [70] también es conocido como el modelo

de Scully (Scully, 1975) [71] y fue desarrollado para soslayar la naturaleza

singular del vórtice Rankine.
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En el vórtice Rankine, si se representan gráficamente la velocidad
tangencial y la distribución de vorticidad frente a la coordenada radial puede
observarse que presentan una discontinuidad para r=R,,. Para evitar esa
discontinuidad el vórtice de Kaufmann utiliza un perfil algebraico de velocidades
de la forma

Fr
u,,(r)_ I +(r/Rv)2 	(4.64)

siendo RL el radio del vórtice.

Este modelo reduce a la mitad el valor máximo de la velocidad tangencia)
que se obtiene con el vórtice Rankine. Además es una aproximación algebraica
del vórtice de Lamb-Oseen que se describió en el apartado 4.9.2. En el vórtice de

Kaufmann o modelo de Scully el 50 % de la circulación total está contenida en el

centro del vórtice mientras que en el vórtice de Lamb-Oseen únicamente está

contenido el 71 % de ella (Yamauchi et al., 1999) [72].

En la referencia I-16 puede encontrarse una presentación en la que se usa

este vórtice en relación con las ondas acústicas generadas por el rotor de un

helicóptero.

4.9.7. Vórtice de Batchelor

Representa satisfactoriamente el campo de velocidades de vórtices lineales

de arrastre con flujo axial (Batchelor, 1964) [73]. El campo de velocidades es:

um = 	 (1 - e-,-'/r0 ) 	 (4.65a)

U: = u=o (i — e_ 1 /n ') 	 (4.65b)

Por tanto, el vórtice de Batchelor se caracteriza por tener un flujo axial en

conjunción con el flujo rotacional. La presencia del flujo axial lo vuelve inestable
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y llega a hacerse turbulento por algún tiempo. Un parámetro característico del

vórtice de Batchelor y que mide la relación entre la velocidad tangencial y la axial

es qB = F/2mu. Este flujo es linealmente estable para qB<1.5.

En la referencia 1-7 —ya mencionada en el vórtice de Lamb-Oseen- se

analiza la turbulencia en el vórtice de Batchelor. En la I-17 se profundiza en la

dinámica de vórtices turbulentos mediante una simulación numérica directa de

este vórtice y en la I-18 se investigan los efectos de rotación en un vórtice de

Batchelor turbulento.

4.9.8. Vórtices de Stuart

Son una fila infinita de vórtices que experimentan un movimiento

inviscido (Stuart, 1967) [74]. El flujo es estable y bidimensional y es descrito por

una función de corriente que toma la forma de Logaritmo neperiano (Ln)

siguiente:

tyr = Ln(cosh y + a cos x) (4.66)

donde a es una constante que verifica 0 < a <l. Esa función de corriente es una

solución de la ecuación de Liouville V 2y1 = ( 1 — a= )e -2" y describe una capa de

cortadura centrada en el eje x entre dos corrientes uniformes.

• Si a = 0 la capa de mezcla con líneas de corriente paralelas es recuperada.

• Si a = 1 describe una hilera simple de vórtices corrotantes.

• Si 0 < a <1 la capa de cortadura presenta torbellinos bidimensionales

corrotantes con una suave distribución de vorticidad que están espaciados
periódicamente a lo largo del eje x.

Los vórtices de Stuart han sido observados en la transición laminar-

turbulenta de un flujo de Couette esférico (I-19).
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4.9.9. Vórtice de Moore-Saffman

Moore y Saffman (1971) [75] determinaron analíticamente la solución
exacta en estado estable para un vórtice elíptico bidimensional con vorticidad
uniforme encajado en un flujo de cortadura y mostraron que

F _ x+l 1
a^ 	 x x

(4.67)

para un vórtice que gire en el mismo sentido que el flujo de cortadura; a,, es un
parámetro que caracteriza al flujo de cortadura y x es la relación entre los semiejes
de la elipse.

Este modelo se ha usado en la simulación de vórtices protoplanetarios, es

decir, de un disco delgado de gas girando alrededor de un astro central (1-20).

También se ha analizado con el mismo la estabilidad de un vórtice elíptico sujeto

a un flujo de tensión en un flujo estratificado rotatorio (1-21). En la referencia I-5

—ya mencionada en el vórtice de Kirchhoff- se analiza mediante este modelo la

inestabilidad de un vórtice y los efectos de la aceleración de Coriolis.

4.9.10. Vórtice de Sullivan

Es también una solución exacta de la ecuación de Navier-Stokes. Tiene

alguna similaridad con el vórtice de Burgers-Rott que se describió en el apartado

4.9.3., pero es un vórtice bicelular. Tiene una celda interna en la que el flujo

desciende desde arriba y fluye hacia fuera para encontrarse con un flujo separado

que es radialmente convergente. Ambos flujos ascienden en el punto de encuentro

(Sullivan & Scully, 1972) [76].

El mayor interés del vórtice de Sullivan radica en que es el vórtice más

simple que puede describir el flujo en un intenso tornado.

Su forma matemática es:
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u, = —ar +6 v 1 — e ''- 	 (4.68a)
r

u = 	 H.s at I. 	H.s (x) 	 (4.68b)
N 2nr 	 2v)/

ar-

	U: = 2aá 1— 3e ''' 	 (4.68c)

donde: I'circulación del vórtice, v viscosidad cinemática del fluido, a constante y

la función H, viene definida por

	Hs (z) = je (m )dm 	 (4.69)
n

	_1(t)=— t +3 j(I— e - '')dj	(4.70)
0 	 y

En internet es posible encontrar alusiones a este vórtice en las ya

mencionadas referencias I-2 e 1-3.

4.9.11. Vórtice de Kida

Kida (1981) [77] desarrolló un nuevo modelo a partir del vórtice de

Kirchhoff descrito en el apartado 4.9.1. Kida advirtió que un vórtice elíptico

permanecería con forma elíptica (con la única posibilidad de cambio en la relación

de aspecto) en presencia de un flujo de fondo con la condición de que ese flujo

tuviera una vorticidad co espacialmente uniforme y además fuera un flujo de

tensión lineal. Denotando por a y b los semiejes de la elipse y por X la relación

entre dichos semiejes el modelo se caracteriza por los siguientes parámetros:

• ak es el ángulo que forma el semieje a de la elipse con el eje x.
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• Ik es la intensidad del flujo de tensión uniforme, cuya velocidad
tiene por componentes (Ikx, -Iky), de modo que si Ik es positivo el
eje x es eI eje de "estiramiento".

• yk es un ángulo de rotación uniforme con componentes de
velocidad (-yky, )'kx)

Con ello se obtiene:

,Z = 21t Xcos2a ti 	(4.71)

a
+ak 

(I
+ x2) - Ik 2 j sen2ak +Yk 	 (4.72)

que son las dos ecuaciones que hay que integrar numéricamente.

En la referencia I-22 se realiza un análisis del flujo lagrangiano alrededor

del vórtice de Kida. En la 1-23 se aplica a este modelo un método basado en una

estructura hamiltoniana no canónica para extraer de las ecuaciones que describen

el vórtice sistemas hamiltonianos con grados de libertad finitos exactos o

aproximados. En la referencia 1-24 se encuentra una documentación on line en la

que se incluye información sobre este vórtice.

4.9.12. Vórtices de Vatistas

Vatistas (1998) [78] propuso un perfil de velocidades de giro

desingularizadas para vórtices estacionarios en la forma

u, (r) = 	2 r (4.73)ym J±r 2

Para el caso n=2 se ha comprobado que este campo de velocidades

particular proporciona una buena aproximación con las velocidades medidas en
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vórtices originados por rotores. Cuando n =1 este modelo se corresponde con el de

Kaufmann o Scully y cuando nexo con el vórtice Rankine. Para n=2 es también

una buena aproximación al modelo de Lamb-Oseen.

Los vórtices de Vatistas se han aplicado en el análisis de ondas sonoras

causadas por la interacción de vórtices con un flujo subsónico no uniforme (1-25)

y en la investigación de ondas acústicas originadas por el estiramiento de vórtices

autosimilares en un flujo no uniforme (I-26).

4.10. Interacción entre vórtices

Cuando existen vórtices situados en posiciones cercanas, éstos pueden

ejercer cierta influencia de unos sobre otros y sobre puntos cercanos del campo

fluido (Kundu, 1990) [79].

Para analizar esas interacciones hay que tener presente que debe cumplirse

el PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN, según el cual "el flujo en un punto

determinado puede ser obtenido mediante la adición de la acción de todos los

vórtices del campo fluido"

Además de dicho principio, hay que tener presente el TEOREMA DEL

VÓRTICE DE HELMHOL"ITZ que establece que "las vórtices lineales se mueven

con el flujo"

Si se considera en primer lugar la interacción entre dos vórtices girando en

sentido anti-reloj con circulaciones o intensidades respectivas I-1 y T':, separados

entre sí una distancia L,. según se indica en la Figura 4-4, sucede lo siguiente: la

velocidad en el punto 2 debida al vórtice 1 será v=l'j/27rL,. y la velocidad en el
punto 1 debida al vórtice 2 será vj=r'212irL t.. En consecuencia el par de vórtices
gira en sentido anti -reloj alrededor del '`centro de gravedad del sistema" G que es
estacionario.
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v — r^
2 2^w

rl 	 r2r GLv

1 	
2

2'2rLy

Figura 4-4: Instante inicial de la interacción entre dos vórtices
girando en el mismo sentido.

La situación, por tanto, en un instante posterior sería la que se representa
en la Figura 4-5, donde se observa dicho giro del par de vórtices.

2

G

Figura 4-5: Instante posterior de la interacción entre dos vórtices
girando en el mismo sentido.
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Si se considera ahora el caso en que la pareja de vórtices tienen el mismo

valor de la circulación T y giran con sentidos de rotación opuestos según se

representa en la Figura 4-6, sucede que cada vórtice tiene la misma velocidad

v=F/2nL,, en el mismo sentido; por tanto todo el sistema se traslada con esa

velocidad relativa al fluido.

l

__ r 	V= r
271L^, 	 ZrrL"

r 	Lv	 r

1 	 2

Figura 4-6: Instante inicial de la interacción entre dos vórtices
girando en sentidos opuestos.

4.11. Comparación de vórtices

Una cuestión de interés es la comparación entre algunos de los modelos de

vórtices que han sido descritos en este capítulo. En este apartado se van a

comparar aquellos modelos cuyo campo de velocidades es puramente tangencial,

ya que como se expone en el apartado 5.2., son vórtices de este tipo los utilizados

en las simulaciones de esta Tesis Doctoral.

Una comparación análoga fue realizada por Bhagwat & Leishman (2002)

[80], que concluyeron que la utilización de un modelo u otro de vórtice

proporciona unos resultados semejantes desde un punto de vista cualitativo, con
pequeñas diferencias cuantitativas.
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El modelo más simple para simular la velocidad de giro en un vórtice
viscoso es el de Rankine. Es, posiblemente, el modelo más comúnmente utilizado.
en las simulaciones numéricas debido a su simplicidad y la buena aproximación
de los resultados que con él se obtienen. La representación gráfica de la velocidad
tangencial y de la distribución de vorticidad del vórtice Rankine presenta una
discontinuidad para r=R.

El vórtice de Kaufmann presenta un perfil de velocidades tal que no se
produce la discontinuidad que presenta el vórtice Rankine. Este modelo reduce a
la mitad el máximo valor de la velocidad de giro proporcionado por el vórtice
Rankine.

El vórtice de Lamb-Oseen es un modelo clásico para representar el flujo en
un vórtice cuya velocidad sólo tiene componente tangencial. Presenta
características intermedias entre le vórtice Rankine y el vórtice de Vatistas.

El vórtice de Vatistas es un modelo general para describir el campo de

velocidad tangencial de un vórtice, ya que según el valor que se le asigne al

parámetro n que aparece en su formulación se obtienen los modelos anteriormente

mencionados. Así, para n — a' corresponde al vórtice Rankine, para n1

corresponde al vórtice de Kaufmann y para n=2 es una buena aproximación del

vórtice de Lamb-Oseen. En la Figura 4-7 se representa la velocidad tangencial

frente a la coordenada radial para los cuatro modelos mencionados. De dicha

figura se deduce que en todos los casos el perfil de velocidades es semejante

cualitativamente, con pequeñas diferencias cuantitativas. Una característica

destacable de los perfiles de velocidades representados en la mencionada figura es

que el valor de la velocidad tangencial siempre está comprendido entre los

proporcionados por el vórtice Rankine y el vórtice Kaufmann, que podrían

entonces ser considerados como una cota superior y una cota inferior

respectivamente para la velocidad tangencial.

SIMLJLA"C16N - NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 109
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA

PARTICULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Fundamentos teóricos de los Vórtices

Figura 4-7: Comparación de la velocidad tangencia) de diversos
modelos de vórtices.
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5. CAMPO DE VELOCIDADES

Puesto que la metodología a emplear para el desarrollo de la Tesis
Doctoral es la simulación numérica, es preciso decidir el modelo de flujo vortical
apropiado para los fines perseguidos.

Como antecedente más directo del primer objetivo propuesto -Tiempo de
Escape de partículas pesadas de un vórtice tridimensional- sólo se ha encontrado
el trabajo de Fung (2000) [11] para el caso bidimensional y no tridimensional. En
dicho trabajo se utiliza el modelo de Batchelor, que como se ha visto en el
apartado 4.9.7., incluye una componente longitudinal de la velocidad.

En lo que respecta a los antecedentes del segundo objetivo de la Tesis —
Sedimentación de partículas en disposición periódica bidimensional de vórtices-

existen dos trabajos diferentes. El primero corresponde a los trabajos de Maxey &

Corrsin (1986) [12] que simula un flujo celular mediante una formulación con

senos y cosenos de modo que cada vórtice ocuparía la totalidad de la hipotética

celda en la que está situado, así pues este campo de flujo es diferente al que se

pretende analizar en esta investigación. El segundo es el realizado por Dávila &

Hunt (2001) [1] que utiliza el vórtice Rankine, este si parece más adecuado a los

fines aquí propuestos.

5.1. Vórtice tridimensional

Para analizar el caso general de un vórtice tridimensional (objeto de la

tesis) es necesario precisar la relación entre el sistema de coordenadas fijo —que se

denominará "Ox2y2z2"- y el sistema de coordenadas relativo al vórtice —que se

denominará "oxyz"-. Para ello, es conveniente recordar previamente la

transformación de las coordenadas, definida por los tres conocidos ÁNGULOS

DE EULER: Precesión, Nutación y Rotación Propia (Figura 5-1):
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Comenzando con los ejes de coordenadas cartesianas fijos "0x2y2z2" y

girándolos un ángulo P (llamado ángulo de precesión) alrededor del eje Oz se

obtiene el sistema 0xy,z,. Posteriormente, girando este sistema un ángulo 0

(ángulo de nutación) alrededor del eje Ox, se obtiene el sistema Oxyz. Por último,

en la transformación de Euler habría que girar el sistema alrededor del eje Oz un

ángulo llamado ángulo de rotación propia pero no ha sido incluido en esta

investigación porque se considera totalmente intrascendente para el actual estudio.

Así pues, el eje del vórtice será el eje Oz y se podrá considerar cualquier

sección del mismo, por ejemplo la sección situada en el plano Oxy.

Z2= Z/

*Z T

^' 	 8

•

Y
••••

•' 	 Í/••
'

----- i 4)
i

t o 	 Y2

x2 	/

fix/= x

Figura 5-1: Transformación de coordenadas, definida por los
ángulos de Euler.

5.2. Vórtices objeto de estudio

Entre los modelos de vórtices descritos en el apartado 4.9., se han escogido
dos de ellos que simulen adecuadamente el campo de flujo de un torbellino y que
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tengan una formulación relativamente sencilla y apropiada para los objetivos
propuestos. Por ello se han evitado aquellos modelos con componentes
longitudinales y radiales de la velocidad, ya que para los objetivos de esta Tesis
sería una complicación innecesaria y además se incrementaría de forma notable el
tiempo de computación. Por otro lado, el hecho de elegir un modelo de vórtice u
otro puede proporcionar únicamente una variación cuantitativa y no cualitativa de
los resultados, como probaron Bhagwat & Leishman (2002) [80]; de todos modos
se ha optado por simular el campo de flujo mediante dos modelos diferentes, para
comprobar así que los resultados obtenidos son generales y que son válidos no

solamente para un modelo concreto de vórtice.

En este sentido, los cálculos han sido realizados modelando el flujo en
primer lugar mediante el VÓRTICE RANKINE, cuyo campo de velocidades
viene dado por las ecuaciones 4.65 a 4.67 y en segundo lugar por el VÓRTICE

DE KAUFMANN (o modelo de Scully), descrito por la ecuación 4.68.

5.3. Campo tridimensional de velocidades de los vórtices a estudiar

Hay dos opciones para realizar el análisis:

A) Referir la velocidad de caída de las partículas al sistema Oxyz y trabajar

con él:

V, = —Y' =—v4,  = —v, (sene j + cos B k) 	 (5.1)

B) Referir el campo de velocidades vortical al sistema fijo Ox2y2z2. Con ello,

para cualquiera de los vórtices a analizar hay que realizar la siguiente

transformación:

= —u0 i  + uQ, j = —u, i, + u j. [cos0J, + sen9k,]_
(5.2)

— u0r [cos 0 iz + sen P j , ] + uW y [cos B(—sen iz + cos cP j2 ) + sen6 k2 ]
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En e. primer objetivo de esta investigación (estudiar el tiempo de escape

de partículas en un vórtice tridimen.sinna!). dado que el valor del ángulo de

precesión (D no afecta a los resultados, se considerará en lo sucesivo 0 =n.

En el segundo objetivo í sedimentación de partículas en una disposición

periódica hidi,nen.cional de >•órticec ). simplemente los angulos de precesión '

nutación toman los valores <P -fit. N- ,Z 2 y los sistemas de referencia (rt_.

(IX;1 rc; y í/x:i -z, coinciden.

Obviamente, esos valores indicados se aplicarán a los dos modelos de

vórtices considerados. Rankine •. Kaufmann.
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6. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Con el objeto de definir con exactitud el modelo numérico a utilizar en
este análisis, se desarrolla en primer lugar el modelo más general que describe el
movimiento de partículas en fluidos para proceder a continuación a exponer las
particularidades, asunciones y simplificaciones susceptibles de ser aplicadas en
esta investigación hasta obtener las ecuaciones específicas a utilizar.

6.1. Ecuaciones de movimiento de pequeñas partículas en fluidos

El análisis del movimiento de pequeñas partículas rígidas en fluidos ha
sido objeto de investigación desde hace bastantes años. Los primeros trabajos en

este sentido fueron los de Basset (1888) [81], seguidos por los de Boussinesq

(1903) [82] y Oseen (1927) [83]. Estos tres investigadores examinaron el

movimiento de una esfera sedimentando bajo la acción de la gravedad en un

fluido en reposo. En esas investigaciones asumieron que la perturbación originada

en el flujo por el movimiento de la esfera tenía lugar a bajos números de Reynolds

por lo que la fuerza ejercida por el fluido sobre la esfera podía ser calculada

mediante los resultados de un flujo de Stokes inestable.

Posteriormente, Tchen (1947) [84] extendió esos análisis al caso de una

esfera sedimentando bajo la acción de la gravedad en dos casos: en primer lugar

en un flujo inestable pero uniforme y en segundo lugar en un flujo inestable y no

uniforme, con el propósito de aplicarlo a flujos turbulentos. Los estudios de Tchen

contenían algunos errores por lo que, aunque constituyen un punto de partida para

el problema planteado, es preciso corregirlos.

Así pues, Corrsin & Lumley (1956) [85] sacaron a la luz algunas

inconsistencias de la ecuación de Tchen y, en particular, enfatizaron en el papel

desempañado por el gradiente de presiones del flujo y su contribución a la fuerza

neta que el fluido ejerce sobre la partícula. Para una pequeña partícula esférica

Corrsin & Lumley propusieron la siguiente ecuación:

SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	 117
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA

PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Ecuaciones de movimiento

r
m —=(m -m)g+m Du -V u -- m [v-u]

r dt 	 LDt
d[v —ü1

—hTCR r /J[i —ü]+Rp f dr d r
- T 	 Ni ;rV (t - r i

(6.1

donde:

mP 	= masa de la partícula.

V 	 = velocidad de la partícula.

t 	 = tiempo.

to 	 = masa del fluido desplazado por la esfera.

x 	 = aceleración de la gravedad.

D/Di = derivada Lagrangiana siguiendo un elemento de fluido en la

cercanía de la partícula. describe el comportamiento de las

propiedades del fluido promediadas en los alrededores de la

partícula. Por tanto, Dü/Dt es la aceleración del fluido

observada en el centro de la esfera. Su expresión desarrollada

(en notación de índices) es Du ; /Dt = (u 1 /'?i + u ; cu 11 c r ; ) .

ü 	 = velocidad local del fluido.

e 	 = viscosidad cinemática del fluido.

d/dt 	 = derivada Lagrangiana siguiendo a la partícula en movimiento.

Por ello, dl/di es la derivada con respecto al tiempo de la

velocidad del fluido. Su expresión desarrollada es

du ; /dt = (c:•tt, /ct + v 1 ¿u 1 /x, i, ) .

Rn 	= radio de la partícula.

p 	 = viscosidad dinámica del fluido.

En el caso de que los gradientes espaciales del campo de velocidades del

fluido son despreciables (flujo uniforme) la distinción entre las dos

derivadas de la velocidad del fluido desaparece: Dü/Dt = dü/dt .

y los diferentes términos de la ecuación (6.1) son:
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dv-
mp dt 	: Inercia de la partícula.

(mp - m)g 	 : Fuerza neta de flotación del fluido sobre la partícula.
(Fuerza de gravedad - Fuerza de flotación)

ml D -Q2ú 	 : Fuerza del gradiente de presión.

- 2 d [v - ú] 	 : Masa virtual o efecto de masa añadida.

-6M?P,u[v - ú] 	: Arrastre de Stokes.

d[v - u lj/
R dt 	 ' "t : Término de historiaa de Basset.

^cv(t - t)

Esta ecuación de Corrsin & Lumley (6.1) no es todavía correcta porque
sólo están incluidos los efectos del gradiente de presión del flujo no perturbado y
no los esfuerzos viscosos, cuando de hecho los dos deben ser comparables. Esta
circunstancia fue apuntada por Buevich (1966) [86] que volvió a la ecuación

original de Basset, Boussinesq y Oseen y utilizó un sistema de referencia ligado a

la partícula para obtener una nueva ecuación de movimiento, concluyendo que el

segundo término del segundo miembro de la ecuación (6.1) m[D /Dt-..v 2ú], debe

ser reemplazado por m dú/dt .

Por otra parte Riley (1971) [87] realizó un análisis similar y concluyó que

el mencionado término debía ser más bien

m Dü/Dt
	

(6.2)

Este último resultado es físicamente más realista. La fuerza neta ejercida

sobre una partícula pequeña (comparada con la escala de las variaciones

espaciales del flujo no perturbado) como consecuencia de los esfuerzos de ese

fluido incluye tanto los esfuerzos procedentes de la presión como los de la

viscosidad, tal como ocurriría sobre una esfera fluida del mismo tamaño. Esta
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fuerza debe equilibrar al producto de la masa del fluido por su aceleración local,

tal como indica m Dü/Dt , mientras que m dü/dt no tiene ese significado.

Aunque se han realizado otras revisiones posteriores sobre la ecuación de

Tchen, como las de Soo (1975) [88] o las de Gitterman & Steinberg (1980) [89],

no son demasiado relevantes.

La ecuación de movimiento comúnmente aceptada hoy día y utilizada para

la interacción partícula-fluido es la de Maxey & Riley (1983) [90], que es un

desarrollo racional de la ecuación de movimiento de una pequeña esfera a bajos

números de Reynolds del movimiento relativo entre la esfera y el fluido. En el

estudio de Maxey & Riley:

1) Se formula el problema de la perturbación del flujo alrededor de una

esfera de Stokes rígida en un flujo no perturbado no uniforme siguiendo la

aproximación ya mencionada de Riley (1971) [87].

2) Se analizan las fuerzas debidas al flujo no uniforme y se incluyen las

correcciones de Faxen (1922) [91] para tener en cuenta que la curvatura de

la velocidad modifica la fuerza de arrastre sobre una esfera a bajos

números de Reynolds. Así, el término de la fuerza de arrastre sobre una

esfera producida por la perturbación del flujo alrededor de la misma es en

primera aproximación

—6^tR p ^.C(ii—ü)+p rRV 2ü	 (6.3)

	3)	 Se calcula la fuerza producida por la perturbación del flujo para un flujo
de Stokes inestable generalizando los resultados de Basset (1888) [81] y

extendiendo los trabajos de Burgers (1938) [92].
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Asunciones

En la evaluación de las fuerzas que actúan sobre las partículas para obtener
la ecuación de movimiento hay que asumir (Maxey & Riley, 1983 [90]; Goater,
2003 [93]):

• Las partículas tienen forma esférica.

• La interacción entre las partículas así como la acción de las
partículas sobre el propio fluido son despreciables. Esta asunción
recibe el nombre de "emparejamiento en un solo sentido" y es válida
en el caso de suspensiones muy diluidas en las que la fracción de

volumen de las partículas es del orden de 1(16 o menor (Elghobashi,

1991, 1994) [94] [95]), aunque algunos investigadores (Goater,

2003) [93] la aplican también en suspensiones no tan diluidas, con

una fracción de volumen de las partículas de orden menor que 10-4 .

Bajo las asunciones anteriores, la dinámica de la partícula está gobernada

por (Maxey & Riley, 1983) [90]:

MASA POR ACELERACIÓN DE LA PARTÍCULA = FUERZA DE FLOTACIÓN

DEL FLUIDO SOBRE LA PARTÍCULA + FUERZA DEL GRADIENTE DE

PRESIÓN + MASA VIRTUAL (O EFECTO DE MASA AÑADIDA) + ARRASTRE

DE STOKES + TÉRMINO DE HISTORIA DE BASSET

es decir, en notación vectorial, la posición x(t) y velocidad i(t) de la

partícula en cualquier instante están determinadas por

di _ 	Dü _ 1 d 	1
mP dt — (mp —m)9+m Dt 2 m dt

 [^l —ú — lo Rp0 2u

dV/
	 (6.4)

—6^rRppY-62rRpft Cdr 	 dz
o 	 ^ru(t — z)

donde: Y = v — ú —1/6 R p v 2 ú . El significado de los diferentes términos de la

ecuación (6.4) es el que aparece en el Cuadro 1.
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Inercia de la partícula: m P
dt

Fuerza neta de flotación del fluido sobre la partícula: (m p — m)g

Tiene en cuenta el efecto neto de la gravedad en la partícula, es
decir, fuerza de gravedad menos fuerza de flotación.

• 	 Fuerza del gradiente de presión: m Dt
Tiene en consideración la aceleración del fluido desplazado, esto es,
la fuerza que una esfera fluida del mismo tamaño experimentaría en
ausencia de la partícula.

• 	 Masa virtual o efecto de masa añadida: — 1 m d v — ú — 1 RPV'ü
2 dt 	 10

Su contribución aparece debido a que la aceleración de la partícula
requiere la aceleración del fluido circundante. Por tanto tiene en
cuenta la inercia del fluido en la capa límite y la estela de la
partícula. Este término es despreciable cuando p«pp .

• 	 Arrastre de Stokes: — 6 ^rR,, uY

Es la resistencia correspondiente al movimiento estable a la
velocidad instantánea. Los trabajos de algunos investigadores, como
Hadamard, 1911 [96] o Rybczynsky, 1911 [97] reducen el
coeficiente 6 del término a 4.

dY,'
Término de historia de Basset: —6irR 2 Ju JdT 	,'dr

irv(t — r)

Ajusta la aceleración de la partícula para tener en cuenta la
aceleración pasada del movimiento de la partícula, incluyendo el
efecto de las condiciones que predominaron durante el desarrollo del
flujo. Es el resultado de la difusión de vorticidad desde la partícula.
Este término corrige las variaciones temporales en la velocidad
relativa.

Cuadro 1: Significado de los términos de la ecuación (6.4).
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Comentarios

• La ecuación (6.4) es aplicable a pequeñas partículas con bajos números de

Reynolds de 	 Rp	 RpV,
	p °

R 2UReyn	 partícula, verificándose 	 « 1, 	 « 1, 	 « 1 ,Lo 	v	 Lov
siendo Lo y Uo la velocidad y longitud característica del campo fluido
(Maxey, 1987) [16].

• Una modificación de dicha ecuación (6.4) utilizada en ocasiones para
mayores números de Reynolds de partícula (Berlemont et al., 1990) [98]
consiste en sustituir el término correspondiente al arrastre de Stokes por el

término empírico (1/2)Co^ ^rPOR2 Iv — úi(v — ü), siendo CDC un coeficiente

de arrastre para el caso de altos números de Reynolds.

• Se han incluido las Correcciones de Faxen (RV 2ü) para el campo de

flujo no uniforme.

• La masa virtual, el arrastre de Stokes y el término de historia de Basset

consideran la acción de arrastre o resistencia de la partícula.

• Abundando más en el término de masa añadida, para considerar la masa

de] fluido siendo acelerada, la masa del cuerpo es incrementada dando

lugar al término de masa añadida. Para una esfera la masa añadida es la

mitad de la masa del fluido desplazado por el cuerpo, de ahí el coeficiente

V2. La masa añadida es proporcional a la relación de densidades p/pa y por

tanto tiene un efecto despreciable cuando el fluido portador es de baja

densidad comparado con la partícula. Algunos autores (Manton, 1974 [99];

Auton 1981 [100]) han reemplazado la aceleración siguiendo a la partícula

por la aceleración siguiendo a un elemento fluido en el término de masa

añadida; esto es, dú/dt por Dú/Dt . De hecho, la distinción entre los dos

es despreciable bajo la suposición de bajos números de Reynolds de la

partícula.
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Simplificaciones

La ecuación (6.4) es realmente complicada y en su lugar se ha

generalizado el uso de una ecuación simplificada, donde las correcciones de

Faxen son omitidas y el término de historia de Basset es despreciado, como se

justifica a continuación:

- Las correcciones de Faxen suelen ser simplificadas del siguiente modo:

R, V 2 Ü = — R p ú/ L20 (Maxey, 1987) [101]  y su efecto en (6.4) es

equivalente a disminuir, pero en muy poca cantidad, el valor local de

ü(z,t)por lo que no tiene un efecto significativo en el movimiento general

de la partícula. De todos modos, asumiendo que el diámetro de la partícula

es pequeño comparado con la escala del flujo, las correcciones de Faxen

pueden ser despreciadas, porque un diámetro de partícula pequeño implica

que la curvatura de la velocidad tiene un efecto despreciable en el cálculo

de la fuerza de arrastre sobre la esfera a bajos números de Reynolds de

partícula, que es justo lo que representan dichas correcciones de Faxen.

- El término de historia de Basset también será despreciado, por las

siguientes razones. De este término se espera que incremente la fuerza de

arrastre cuando la partícula está acelerando o decelerando o cuando el

número de Reynolds del movimiento relativo es pequeño (Clift et al.,

1978) [102]. Sin embargo algunos estudios han mostrado (Mei et al., 1991

[1031,  [ 104]; Mei & Adrian, 1992 [105];  Lovalenti & Brady, 1993 [ 106],

[ 107], [ 108]; Mei, 1994 [ 109]; Chang & Maxey, 1994 [ 110]); Lovalenti &

Brady, 1995 1111];  que los efectos de historia son menos importantes de lo

que se pensaba originalmente, pues el término de historia de Basset

inicialmente decae como t"2 y después como t 2. También Goater (2003)

[93] justifica como este término puede ser despreciado en el caso de

partículas pesadas como es el caso de esta Tesis, y asimismo Manton

(1974) [99] muestra que el término de historia de Basset es menos

significante que los otros términos.
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Ecuación de movimiento con las simplificaciones aplicadas

Con las asunciones y simplificaciones mencionadas y reordenando
términos, la ecuación de movimiento queda como sigue:

m +—m)—=(m i
( p 2	 dt	

p—m)g+mü•Dü+1 my•Vü+6,rRp[ü—v] (6.5)2p 

En este momento es conveniente realizar algunas consideraciones (ver por
ejemplo Maxey, 1987 [101]) sobre la relación entre la densidad de la partícula
(p,,) y la densidad del fluido (p), o lo que es equivalente, entre sus respectivas
masas (mp y m) para un cierto volumen. La relación m,,/m puede variar entre cero
e infinito y es usual distinguir dos rangos correspondientes a dos conjuntos
diferentes de situaciones fisicas:

1. El primero de ellos es el RANGO DE AEROSOL, donde la densidad

de la partícula se mantiene significativamente mayor que la densidad

del fluido y que específicamente cubre el intervalo mn >_ 2m. En él,

la aceleración del fluido y los términos de masa añadida de (6.5)

pueden considerarse como pequeñas perturbaciones al problema

básico de aerosol.

2. El segundo rango a considerar es el RANGO DE TRANSICIÓN,

que cubre el intervalo m p <2m.  La masa de la partícula, o mejor,

mr + (m / 2) es tomado como valor de referencia.

Entonces, considerando el Parámetro de Relación de Masa

9,ñ m/(m p + 1 m) (Maxey, 1987) [101],  los diferentes rangos se esquematizan

en la Figura 6-1. Cuando la masa de la partícula y la del fluido coinciden (m=m),

dicho Parámetro toma el valor Jim2/3 y la partícula flota neutralmente.
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^m =2 } 	 BURBUJA (muy poco densas o pesadas)
(m,, O)

mp<2m partículas poco densas o pesadas
(rango de transición)

Rm =2/3

(mñ m) }

,=0.4 	 %
(m 2m)

m,,>2m partículas densas o pesadas
(rango de aerosol)

(m=0) 5 	 AEROSOL (partículas muy densas o pesadas)

Figura 6-1: Representación esquemática de los distintos tipos de
partículas según su densidad o masa.

El objeto de estudio de esta Tesis lo constituyen las partículas pesadas, con

Pp»P y m,,»m. Entonces, para 92m —> 0 el movimiento de las partículas pesadas

esféricas en el fluido está gobernado por el balance entre la inercia de la partícula,

la gravedad y las fuerzas de flotación y arrastre del movimiento relativo entre

partícula y fluido. Asumiendo, por tanto, que la densidad de la partícula objeto de

análisis en esta investigación es más grande que la del fluido, las fuerzas de

flotación y las fuerzas de aceleración no son importantes. Además, las

interacciones entre las partículas son despreciables a bajas concentraciones, por lo

que si las partículas son suficientemente pequeñas, la única fuerza a considerar es

la fuerza de arrastre de Stokes. Así, la posición x(t) y velocidad v(:) de la

partícula en cualquier instante están determinadas por la Segunda Ley de Newton

y la ecuación (6.5) se simplifica en:
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m" dtt) — mng+67rRPp[i[(i,t)—v'(t)I 	 (6.6)

donde: mp es la masa de la partícula, i (t)es la velocidad de la partícula, g
es la aceleración de la gravedad, Rp es el radio de la partícula, m es la viscosidad
del fluido y ú(z,t) es la velocidad local del fluido. Valores para los que
usualmente la ecuación (6.6) es utilizada son los correspondientes a pp>100p
(aunque como se acaba de exponer sería válida su utilización a partir de mp>2m es
decir: pp>2p). POR ELLO ESTA SERÁ LA ECUACIÓN DE MOVIMIENTO

UTILIZADA EN LOS CÁLCULOS DE ESTA TESIS. Todas las asunciones y
simplificaciones mencionadas han sido corroboradas además por las estimaciones

de órdenes de magnitud realizadas por Lázaro & Lasheras (1989) [112], que
indican que para pequeñas partículas pesadas en régimen diluido los efectos de
inercia y arrastre predominan sobre los de presión, masa virtual e historia. De
acuerdo con ello, basta con retener los términos de gravedad y arrastre en el

estudio de la acumulación y dispersión de partículas pesadas en fluidos (Martín &

Meiburg, 1994 [113]; Raju & Meiburg, 1995 [114]). La determinación del

movimiento de la partícula -resolviendo esta ecuación- es un problema muy

complejo, que obliga a obtener soluciones computacionales. Para ello, es preciso

escribir la ecuación (6.6) en forma adimensional introduciendo los parámetros

adimensionales apropiados, lo cual se lleva a cabo en el apartado 6.4. De este

modo, se pueden obtener las leyes de escala de los procesos en lugar de casos

particulares.

Antes, se van a aclarar algunos conceptos sobre la fuerza de arrastre

utilizada, se va a deducir un parámetro importante para la adimensionalización

(velocidad de sedimentación (V,), también denominada "velocidad terminal de

caída en fluido en reposo") y se definirán ciertos parámetros necesarios para

expresar la ecuación (6.6) en la forma en que se usará en algunos cálculos.
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6.2. Sedimentación de partículas en el seno de fluidos en reposo

La dinámica de partículas -más o menos esféricas- dispersas en el seno de

un fluido, como es el caso de esta Tesis, es un problema práctico de gran

complejidad y relevancia por la multitud de aplicaciones en que aparece. Para

conocer la dinámica del movimiento de las partículas, es preciso conocer la propia

dinámica del fluido cuando se mueve alrededor de una esfera ya que a efectos

prácticos es lo mismo considerar que la partícula se mueve en fluido en reposo

(Figura 6-2) que considerar que la partícula está en reposo y lo que se mueve es el

fluido (Figura 6-3).

Fluido en
reposo

Partícula en
movimiento

4

V

Fluido en
movimiento

Particula en
reposo

V

Figura 6-2: Partícula en movimiento
en el seno de un fluido
en reposo.

Figura 6-3: Partícula en reposo en
el seno de un fluido en
movimiento.

De este modo será posible determinar la interacción entre el fluido y la

partícula. La solución a esta cuestión fue proporcionada por Stokes, que realizó el

desarrollo de un fluido en reposo con partículas en movimiento a partir de un

fluido en movimiento con partículas en reposo

6.2.1. Lev de Stokes

En este apartado se describe someramente la teoría existente sobre el
movimiento de pequeñas partículas esféricas cuando el número de Reynolds del

fluido circundante es bajo (Barrero, 2000) [28].
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En el caso del movimiento de fluidos alrededor de cuerpos de dimensiones
características pequeñas y velocidades relativas al fluido también pequeñas, las
fuerzas de viscosidad son dominantes. Se trata de aplicar el tratamiento general de
las ecuaciones de Navier-Stokes de movimiento alrededor de obstáculos, al caso
del flujo alrededor de una esfera con viscosidad dominante y en régimen
estacionario.

Para ello, se considera una esfera de radio R sobre la que incide una
corriente -que para x tendiendo a infinito- tiene una velocidad vi.

Las ecuaciones de movimiento del fluido pueden escribirse:

V - = 0 	(6.7a)

VxVx(Vxú)=0 (ó v2=0) 	(6.7b)

con las, condiciones de contorno:

ú = VT en jxI — oo	 (6.8a)

ú = 0 en I xl = R	 (6.8b)

Dado que el problema es simétrico respecto del eje x, se puede definir el

campo de velocidades a partir de una función de corriente yr. En coordenadas

esféricas (es decir d, 0, cp) el campo de velocidades es:

_ 1 ácp
ud d =sen9 óB	

(6.9a)

_ _	 1 	¿3(j
u'	

(6.9b)
d seno ód

uI, = 0	 (6.9c)

La ecuación de continuidad se satisface automáticamente:
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V. u = f, v (d `ud )+ 1 ? (sen9ue ) = 0 	 (6.10a)
d= ad 	 dsen0 aO

y la ecuación de cantidad de movimiento queda como:

V 2 (V 2vi)= 0 	 (6.1Ob)

cá. 2 	sen0	 1
donde 	V- -	 + 	 —II 	 (6.11)

Cd- 	 d' ¿90 sen9 íl0

Así resulta una ecuación en derivadas parciales lineal de cuarto orden

sujeta a las condiciones de contorno:

U,, =uf' d c0 ¿,d =0 end =R
	 (6.12a)

V

	

yr -* d 2sen-'0 cuando d x 	 (6.12b)

Este problema admite una solución de variables separadas de la forma:

	yr(d.0)= f(d)sen 20 	 (6.13)

que sustituida en (6.10) y (6.12) proporciona

	Cdd2d2)Ldd2-d-j-1 =0
	 (6.14)

con las condiciones

/

f=-¿3d
-=0  end=R

I' -+ V

(6.15a)

d 2
 cuando d -> co 	 (6.15b)

La solución general de (6.14) es:
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f= A1d ± á +A3d 4 +A4d (6.16)

donde las A, son constantes de integración.

Imponiendo las condiciones de contorno se obtiene

_ VR= d= IR _ 3d
2 R 2 + 2 d 2 R sen 29	 (6.17)

con lo que el campo de velocidades queda:

Ud = 1+ 
2d3
I R — 3R V cos B
	 (6.18a)2d

uq = —[1— 1 R33  3 R Ysen 9 	 (6.18b)
4d 4d

Conocido el campo de velocidades puede determinarse el campo de
presión p(d, 9), mediante la ecuación de cantidad de movimiento:

—Vp+ItV2i =0
	

(6.19)

obteniéndose

d , e 	 31t cose
	(6.20)PC J=-

La fuerza que el fluido ejerce sobre la esfera es en la dirección del

movimiento de la esfera pero con sentido opuesto: FX = Fri. Proyectando las

fuerzas por unidad de superficie que actúan sobre la esfera (presión y esfuerzos

viscosos) en la dirección x e integrando sobre toda la superficie de la esfera:

F =2ir J[(— p+r; )cos o— v. O senO]d=R.R 2sen0dO 	 (6.21)
0
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y teniendo en cuenta que los esfuerzos de viscosidad son conocidos en la

superficie de la esfera:

(r :Id ),I- R = 2,u a.,{ 	 = O 	 (6.22a)d

Od d-R

	

(r'ie ) dR — d ^d I tá + d Q
te

	

	_ _ 3^VsenB
	(6.22b)p=

JR

se obtiene la fuerza que el fluido ejerce sobre el obstáculo (LEY DE STOKES):

	F F = 6)rpVR
	

(6.23)

Experimentalmente, se ha comprobado que la Ley de Stokes puede

considerarse aproximadamente válida incluso hasta valores del número de

Reynolds de orden unidad (Barrero, 2000) [28].

Así el coeficiente de resistencia (CD):

Dictanciac
cn —

1

 Fi 	_ 24	 cortas	
(6.24)

PVz^:

Re bajos

dependerá sólo del número de Reynolds Re = 2RVp/,u . Las ecuaciones (6.23) y

(6.24) son válidas, por tanto, para bajos números de Reynolds y a distancias cortas

de la partícula.

En este punto conviene insistir una vez más que se ha analizado el

movimiento del fluido cuando se mueve alrededor de la partícula en reposo para

conocer la dinámica del movimiento de la propia partícula. Como ya se ha

expuesto es lo mismo considerar que la partícula se mueve en fluido en reposo

que analizar el movimiento del fluido con partícula en reposo. A efectos prácticos,

este análisis es válido para el caso de que ambos estén en movimiento. Por tanto,

es obvio que el número de Reynolds que aparece en la ecuación (6.24) es el
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número de Reynolds del movimiento relativo fluido-partícula. Por ello, en lo
sucesivo se denotará este número de Reynolds como Re = pw - úI2R p /P.

Todo ello se detalla en la siguiente Figura 6-4.

DensipjuVisco
Veloc

Fluido en movimiento

Densidad: pp
Viscosidad: pp

Velocidad: v
Radio: Rp

Partícula en movimiento

ü
pl v — iil2R p

Rep =

Figura 6-4: Movimiento relativo partícula-fluido y número de Reynolds.

Todo el desarrollo realizado se ha hecho, como ya se ha comentado, bajo

la hipótesis de bajos números de Reynolds, lo cual está justificado por el hecho de

que el movimiento de un fluido alrededor de una partícula de pequeño tamaño es

un caso típico de movimiento con viscosidad dominante.

En el movimiento de fluidos alrededor de obstáculos a bajos números de

Reynolds (Barrero, 2000) [28], la resultante de las fuerzas de superficie (fuerzas

de presión y de viscosidad) es proporcional al tamaño característico del cuerpo

2Rp y a su velocidad relativa respecto al fluido (v - u); mientras que las fuerzas

volumétricas (fuerzas másicas de inercia y flotabilidad) son proporcionales al
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volumen. Entonces, el balance de fuerzas proporciona que la velocidad resultante

de la partícula en el seno del fluido sea proporcional al cuadrado de su tamaño

característico.

En cambio a grandes números de Reynolds (Barrero, 2000) [28], la

resultante de las fuerzas de superficie es proporcional a la superficie y al cuadrado

de la velocidad relativa entre cuerpo y fluido.

En conclusión el número Reynolds del movimiento partícula-fluido es

siempre proporcional al volumen del cuerpo y por tanto es más pequeño cuanto

menor sea el mismo. Así pues, en el caso de cuerpos de pequeño volumen el

movimiento es a bajos números de Reynolds.

6.2.2 Correlación de Clift et al para generalizar la Ley de Stokes a altos

números de Reynolds

La hipótesis de bajos números de Reynolds no siempre se verifica en la

práctica. Entones la expresión (6.24) que nos da el valor del coeficiente de

resistencia deja de ser válida, ya que para hallar la fuerza de resistencia habría que

retener en la ecuación de cantidad de movimiento del fluido la aceleración local

del fluido (p ôú/cat), la flotabilidad (incluida en las fuerza másicas) y la fuerza de

inercia asociada a la aceleración del sistema de referencia (— p dú/dt) respecto al

que se describe el movimiento.

La forma más usual de soslayar este problema es mediante la utilización de

diversas correlaciones empíricas que proporcionan el coeficiente de resistencia

para números de Reynolds más elevados. Una de estas correlaciones que es un

ajuste empírico de las observaciones experimentales es la Correlación de Clift el

al. (1978) [102]:
Distancias

24 cotas

CJ) Re (1 + 0.15 Rep, j (6.25)

Re altos
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La desviación de la Ley de Stokes presupone que el flujo lejos de la
partícula es uniforme y que la partícula no está acelerando en relación al fluido.
La expresión (6.25) asume que el número de Reynolds de la partícula Rep es
mayor que el orden unidad para el período de relajación completo, pero en
realidad, como una partícula se relaja hacia la velocidad del fluido, Rep decrece
hacia cero. Incluso si Rep tiene un alto valor inicial, alguna fracción del período de
relajación ocurrirá con la partícula siguiendo la Ley de Stokes (Sippola y
Nazaroff, 2002 [115]). En la mayoría de la literatura al respecto, se sigue la
aproximación de que el fluido sigue la Ley de Stokes, como se detallará
posteriormente en el apartado 6.2.5.

6.2.3. Aproximación de Oseen para generalizar la Lev de Stokes a distancias
grandes de la partícula

La Ley de Stokes, además, presenta el inconveniente de que no es válida lejos de

la partícula, ya que a distancias de la misma suficientemente grandes el término

convectivo de la ecuación de cantidad de movimiento p(ú • V)ú, despreciado al

obtener la Ley de Stokes, se hace tan importante como la viscosidad y debe ser

retenido.

En efecto, sustituyendo el campo de velocidades dado por (6.18a) y

(6.18b) en la ecuación de cantidad de movimiento completa se tiene

3

,uv2ud = ,uv cvs 0 2 as - 22 + d3 	(6.26)

9

33
pv•V d = pV 2 cos 2 B I- 3R + R

2d
3
 2d

3R 3 R—d
u 	 +

2d 	 2 d
(6.27)

pv2sen 20 	 3R  R 3 	 3R + R 3

d	 4d 4d 3 ). 2d 2d ?
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de modo que ambos términos (convectivo y viscoso) se hacen de la misma

magnitud a grandes distancias de la partícula. Esto sucede a distancias d - - R/Rep

» R:

PV Ud — dV PI., • V u ,̀ — P d, • R — VR Rep' » 1	 (6.28)
P

Como se ve, la condición Rer«1 permite despreciar el término convectivo

en la ecuación de cantidad de movimiento en relación al término de fuerzas

viscosas a distancias del cuerpo del orden de su dimensión característica. A

medida que nos alejarnos de él, la contribución del término convectivo se va

haciendo más importante y suficientemente lejos de] obstáculo (a distancias d --

R/Rep) no puede ser despreciado su efecto. Si Rep —► 0, esta dificultad no sería tal,

puesto que la solución sería válida hasta d — oo • Para Rey,«1 pero finito, es

necesario corregir la solución de Stokes lejos del obstáculo.

Esto lo hizo Oseen (1927) [116] linealizando el término convectivo para

d— oo, con lo que obtuvo una corrección de la Ley de Stokes que viene a ser el

siguiente término en el desarrollo en serie de potencias de ReP«l. Básicamente la

idea utilizada consiste, como se acaba de comentar, en linealizar el término

convectivo a distancias dIR --- Rep 1» 1 de modo que se puede suponer que allí la

velocidad del fluido es aproximadamente la de la corriente en el infinito vi, es

decir, p(ú • V )ü - PVi • Dit = pV ax de esta forma la ecuación de cantidad de

movimiento sigue siendo lineal y resulta

cat
pV - =—Op+pV -u 	 (6.29)

Esta ecuación, debida a Oseen, se puede resolver análogamente a como se

hizo en el caso anterior. Se llega entonces a

• s	 /
	

(6.30)
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y

	V2 —2 PV a w=0	 (6.31)
(2p)

donde se ha hecho uso de la ecuación de continuidad y de Ox - áu/ax = acs/ax. La
ecuación (6.31) junto con las condiciones de contorno (6.12) se resuelve más
fácilmente utilizando coordenadas cilíndricas con x como eje de simetría. La
solución, que es de variables separadas, puede expresarse en términos de
funciones de Bessel esféricas. Reteniendo los primeros términos de la expansión
se llega a la siguiente expresión para el coeficiente de resistencia

	C,, = 24
 11+ 6 Re p I 	 (6.32)
l	 l	 Distancias

p	 lejanas

donde el término 3Rep/16 es la Corrección de Oseen a la Ley de Stokes.

La solución de Oseen fue perfeccionada por Proudman y Pearson en 1957
[117] utilizando la técnica de los "desarrollos asintóticos acoplados". Aunque no
se entrará en los detalles concretos del método seguido por Proudman & Pearson,

básicamente la Ley de Stokes corresponde al orden más bajo del desarrollo en

serie de potencias de Rep de la solución cerca de la esfera, mientras que la

solución de Oseen es el siguiente orden de ese desarrollo cerca de la esfera.

Proudman y Pearson calcularon el mencionado desarrollo en serie de potencias de

Rep de la solución lejos de la esfera y la acoplaron con la solución cerca de la

misma para distancias intermedias. De esta forma obtuvieron la corrección de

Oseen de una forma más rigurosa, además de correcciones de mayor orden. El

.desarrollo completo de la técnica utilizada se encuentra en la referencia

mencionada.
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6.2.4. Comparación de la ley de Stokes con la correlación de Clift et aL y la

corrección de Oseen

En la Figura 6-5 se representan la ley de Stokes junto con la Correlación

de Clift et al. y la Corrección de Oseen.

106

104

102

Ú 100

102

10-4

10-6 L
104

Correlación de Clift et al.

Corrección de Oseen

Ley de Stokes

1O2 	 100 	 102 	 104 	 10a
Re„

Figura 6-5: Ley de Stokes, Correlación de Clift et al. y
Corrección de Oseen para el Coeficiente de
Resistencia (CD).

Como puede observarse:

- 	 Las tres presentan un coeficiente de resistencia (CD) similar basta Rep l;

es decir la resistencia calculada con la aproximación de primer orden

(Oseen) y los resultados experimentales de Clift at al. prácticamente

coinciden con la ley de Stokes.
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-	 Para Rep -- 1-10, los valores de coeficiente de resistencia (CD) de las tres no

son tan coincidentes como en el caso anterior, pero la diferencia entre ellos
es aún pequeña a efectos de cálculo.

-	 Para Rep »10, los coeficientes de resistencia (CD) correspondientes a la

Corrección de Oseen y a la Correlación de Clift at al. se alejan mucho del

obtenido con la ley de Stokes.

6.2.5. Coeficiente de resistencia aplicado en la Tesis

El coeficiente de resistencia utilizado en esta Tesis es el calculado
mediante la ecuación (6.24). Para justificar su utilización hay que consultar las

diversas investigaciones que guardan afinidad con la misma, como las de Maxey

& Corrsin (1986) [ 12] o las de Maxey (1987) [1011,  están basadas en la

utilización de la Ley de Stokes, dando por supuesto que dicha ley es de correcta

aplicación para el caso de partículas pesadas. En otros trabajos afines, como el de

Wang & Maxey (1993) [9], también se realiza el análisis mediante la Ley de

Stokes y en un anexo final se puntualiza que la utilización de un coeficiente de

arrastre no lineal como el de Clift et al. únicamente produce en los resultados una

suave disminución del rango de sedimentación comparado con el caso lineal, de

modo que su uso no compensa el mayor coste computacional que conlleva.

Conclusiones similares al respecto obtuvieron Tunstall & Houghton (1968) [ 118]

y Hwang (1985) [ 119] en flujos oscilatorios simples y Mei (1990) [ 120] para

campos de flujo aleatorio y también Mei et al. (199la) [103] estudiando la

dispersión de partículas en turbulencia isótropa bajo sedimentación gravitacional.

También los análisis de Fung (1998) [121]  y (2000) [111  ponen de manifiesto que

la ley de arrastre de Stokes proporciona unos resultados similares a los obtenidos

con una ley de arrastre empírica no lineal.

En la investigación llevada a cabo en la Tesis y teniendo en cuenta las

referencias bibliográficas citadas, se ha comprobado asimismo que una ley de

arrastre no lineal únicamente modifica muy ligeramente los resultados obtenidos

SMAUACIóN NUMÉRICA' DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	 139
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Ecuaciones de movimiento

con la ley de Stokes. Concretamente se produce un ligero aumento del tiempo que

una partícula necesita para escapar del interior de un vórtice tridimensional y una

ligera disminución de la velocidad media de sedimentación, tanto para el caso de

partículas en presencia de un vórtice tridimensional como en el caso de partículas

en presencia de una disposición bidimensional de vórtices repetidos

periódicamente. (En ambos casos la diferencia con el caso lineal no llega al 5 %).

Por ello, dado el considerable coste computacional que una ley de arrastre no

lineal acarrea, se ha optado por realizar los cálculos utilizando la Ley de Stokes,

igual que en las investigaciones de las referencias que se acaban de mencionar.

Además, con los valores de los parámetros que se han tomado en esta Tesis para

realizar las simulaciones, resultan unos valores para  Ren de orden unidad en todos

los casos, por lo que a la vista de la Figura 6-5 se concluye que la utilización de la

ley de arrastre lineal proporciona unos resultados suficientemente aproximados.

6.3. Velocidad de sedimentación

Como ya se ha mencionado en el apartado 6.1., para determinar el

movimiento de la partícula es preciso escribir la ecuación (6.6) en forma

adimensional de modo que pueda ser resuelta computacionalmente. Con ese

objetivo, se va a proceder a obtener la velocidad de sedimentación o velocidad

terminal de caída en fluido en reposo.

La ecuación que gobierna la dinámica de una partícula esférica pesada de

radio R,, y densidad pp que se mueve en el seno de un fluido en reposo de

densidad p (siendo p,,» p) se obtiene de (6.6) haciendo ú(ac, t) =0.

4 .rRppp dv = 4 7& 3pJg — 67rpRPv 	 (6.33)
3	 dt 3

INENQA OLLA PANTICULA 	 PESO OLLA PAR11CULA RESISTENCIA FLUIDODINAMCA

que expresa el balance entre la inercia de la partícula, su peso (fuerza de la

gravedad) y la resistencia fluidodinámica (fuerza de arrastre).
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Se define la velocidad terminal de caída en fluido en reposo (Y,) como la
velocidad (v) que alcanza la partícula cuando la resultante de fuerzas que actúa
sobre ella es nula, es decir, la aceleración (a i /dt) es nula. Por tanto, igualando a
cero el segundo miembro de (6.33), queda el siguiente valor de la velocidad:

Vt = 2p,Rg = mg

9p 	 67R p ,u
(6.34)

Es interesante mencionar, que aún en los casos en que la densidad de la
partícula es del mismo orden que la del fluido (pn p), la expresión (6.34) sigue
siendo válida para determinar la velocidad terminal incluyendo en ella los efectos
de la flotabilidad, porque para tiempos suficientemente grandes el movimiento de
la partícula se hace estacionario:

yr — 2(p — P)Rpg
9p

(6.35)

Por otra parte, el empleo de la expresión (6.35) es inadecuado para
partículas de tamaño muy pequeño (menor a 1 Lun), ya que la velocidad terminal
resultante puede ser menor que la de difusión. Por ejemplo, para partículas

nv.crométricas contenidas en agua, el orden de magnitud de la velocidad terminal

dada por (6.34) es muy baja (del orden de µm/s). Un modo de incrementar la

velocidad terminal de partículas muy pequeñas, como proteínas y ácidos

nucléicos, para forzar su separación consiste en aumentar artificialmente por

medio de campos centrífugos o electromagnéticos la fuerza g por unidad de masa

que actúa sobre las partículas. Por ejemplo, si al recipiente que contiene una

suspensión de partículas se le hace girar con una velocidad angular Q/2 alrededor

de su eje, las partículas experimentarán una fuerza centrífuga por unidad de masa

rQ/4, donde r es la distancia al eje de giro. Si rQ/4 » g, las partículas -respecto a

unos ejes que giren con el recipiente- se moverán radialmente hacia las paredes

del mismo si son más densas que el líquido que las contiene o hacia el eje en caso

SI ILACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	 141
Y DE. LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Ecuaciones de movimiento

contrario. Dado que la gravedad no es constante, las partículas no alcanzan una

velocidad terminal constante. En este caso la velocidad límite, que depende de r,

viene dada por:

V,(r)
2(pP p)RP (.f2 / 2 )` r

9i
(6.36)

Es interesante observar, abundando aún más en la Ley de Stokes, que

dicha ley es válida y puede ser utilizada para obtener la ecuación (6.33) (Barrero,

2000) [28] en tanto sea pequeño el parámetro adimensional (R 2 / v t„) que mide la

importancia relativa de la aceleración del fluido frente a las fuerzas de viscosidad

por unidad de masa (donde t„ es el tiempo característico de variación de la

velocidad de la partícula y de la velocidad terminal). Es fácil comprobar que dicho

parámetro adimensional es pequeño comprobando cual es el orden de magnitud de

tn: si la velocidad de la partícula cambia desde su valor inicial (suponiendo

velocidad inicial nula, v = 0) a V, en un tiempo t0, la estimación del orden de

magnitud de los términos de la ecuación (6.33) proporciona el orden de magnitud

de tO :

Pp V, pP R 2 pE, RFC
to - 	 - 	 - 	(6.37)

gp 1, 	 fy 	 p V

con ello el mencionado parámetro adimensional (R 2 / v t0) sería del orden pip,,, es

decir, muy pequeño para partículas pesadas. Por tanto, y como se quería

demostrar, el movimiento del fluido alrededor de la partícula puede considerarse

casi estacionario si p/pn __ (R,,` / v t„) « 1. Entonces, si se consideran las variables

adimensionales v,, = v/V, y 'a= t/,„ la la ecuación (6.33) queda

2 dv
	= 1— V^,	 (6.38)

9dt0

cuya solución si la partícula parte del reposo es
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va =1—e-9
`°' 2 	

(6.39)

En el caso de un movimiento no estacionario, como ocurre si p p p, la

solución (6.39) deja de ser válida porque, como ya se ha mencionado, para hallar
la fuerza de resistencia habría que retener en la ecuación de cantidad de
movimiento la aceleración local del fluido, la flotabilidad y la fuerza de inercia
asociada a la aceleración del sistema de referencia respecto al que se describe el
movimiento del fluido.

6.4. Adimensionalización de las ecuaciones de movimiento

La adimensionalización de la ecuación (6.6) es necesaria, para
posteriormente ser resuelta computacionalmente (Anexo 1I) de modo que se
puedan obtener los resultados de los capítulos 8, 9 10. Para ello hay que definir
los parámetros adimensionales adecuados. Es conveniente hacer notar que todas

las variables, parámetros y ecuaciones que han aparecido hasta este momento en

la Tesis han sido expresadas en forma dimensional, salvo aquellos casos puntuales

en los que se ha indicado expresamente.

Para distinguir las variables dimensionales de las correspondiente variables

adimensionales, se va a incluir en la notación de las dimensionales el superíndice

asterisco. Con esta notación la ecuación (6.6) se escribe:

mp 
di (t

 =mpg . +6ffRpp * [ü * (x ,t om ) —i (t')] 	 (6.40)

Dávila & Hunt (2001) [1]  probaron que para describir la interacción de

pequeñas partículas esféricas con flujos vorticales, si el número de Reynolds de

las partículas es pequeño, bastan dos parámetros adimensionales: un parámetro

gravitacional y un parámetro inercial.
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Parámetro gravitacional : Velocidad terminal adimensional de caída en fluido en reposo ( Vr)

Es la relación entre la velocidad terminal de caída en fluido en reposo

(Y) y la máxima velocidad en el flujo vortical (Un).

V — t ^, — 2p;R;2g. = m,g .
( 6.41)Un 	 9ft*Un 	 6R;//u

Parámetro inercia! : Número de Stokes (Sr)

El número de Stokes representa la relación entre el tiempo que tarda la

partícula en modificar su velocidad de manera apreciable que es el tiempo de

respuesta viscosa de las partículas (re ) y el tiempo característico de variación de

las condiciones del medio fluido circundante a la partícula conocido como tiempo

de residencia característico del flujo (re). Otra interpretación fisica de este

parámetro es que proporciona una medida del orden de magnitud relativo entre la

inercia de la partícula y el efecto combinado de las fuerzas de gravedad y de

resistencia:

r^S, _ —
z;

(6.42)

Como el efecto directo de la inercia de la part ícula es limitar la respuesta

de la velocidad de la partícula a los rápidos cambios en la velocidad local del

fluido, esto debe caracterizarse identificando una escala de tiempo de relajación

del movimiento relativo, es decir, el tiempo de respuesta viscosa de las partículas

(r,,), que para una esfera de Stokes según Clift et al. (1978) [ 102] es:

r , = inn =
	 =

 2p;R;2 = pPdz' ' _ 	 6.^3
`' 67rRPp' g'	 9,u	 18v'p'	 18V ( 	)

donde 13 es la relación entre las densidades de la partícula (p;) y del fluido (p' ),

dn' es el diámetro de la partícula y v' es la viscosidad cinemática del fluido. En
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función de este parámetro, la ecuación (6.40) puede escribirse en la forma en que
se utilizará para la obtención de la fórmula de tiempo de escape en el capítulo 8:

. dv' .

T p dt' = v + ii — V 	 (6.44)

Si Lo* y Uo * son la longitud y velocidad características del campo de flujo

respectivamente, r, = L /U es el tiempo de residencia característico de/flujo y

el efecto de la inercia de la partícula vendrá determinado por el tiempo de
relajación adimensional que es precisamente el número de Stokes. Por tanto, si el

número de Stokes es muy pequeño, la inercia de la partícula puede ser

despreciada.

Sl = z; = ZPU°
r, 	 La

(6.45)

En el caso de vórtices, los parámetros característicos para describir el

movimiento en forma adimensional son: F', U0+ y R. Para el vórtice Rankine y el

vórtice Kaufmann (objeto de estudio en esta Tesis) —que son vórtices con

velocidad puramente tangencial-:

• La * = R„` es decir, el radio típico del vórtice. 	 (6.46a)

• U^ = r'/R, es decir, la velocidad máxima. 	 (6.46b)

• R;, = T'/U'n (6.46c)

Teniendo en cuenta estas consideraciones y que en vórtices la velocidad de

la partícula es próxima a la del fluido Uo., se tiene:

z; = L/Uo = R; /ir'/Rv = R; 2 /T = r'/Un " 	(6.47)

y: el número de Stokes se puede expresar de la siguiente manera:
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S mPU^	 pn 3 p Un ^3do^U^^ p;do 2 Uo 2 	p;r d y 2=
	 _ 	 _ 	 _

	 =
	 (6.48)

` 6;rRp,u * L0 62rRp,p * v * R,,	 18v'r	 18pv'h 	 I8pvR: 2

Considerando las variables adimensionales

i=f/L, t=t'U,;/L,	 v=v' /U;

las ecuaciones de movimiento adimensionales son:

^(t) =v(t)
dt

dv (t) = 1 r
dt	 S,

con la condición inicial:

x(t=0)=z„

v(t=0)=V, +ü(x,t =0)

(6.49)

(6.50a)

(6.50b)

(6.5 1 a)

(6.5 1 b)

naturalmente asumiendo que la densidad de la partícula es mayor que la densidad

del fluido y que el número de Reynolds de la partícula es pequeño. La condición

inicial impuesta es la más simple posible: "que las partículas están en equilibrio

con las condiciones de flujo circundantes". Las ecuaciones (6.50) y (6.51) son por

tanto las utilizadas en las simulaciones numéricas realizadas en la Tesis,

concretamente en los capítulos de resultados 8, 9 y 10 mediante los programas

informáticos implementados (Anexo 11).

Por otro lado, según mostraron Dávila & Hunt (2001) [1], las propiedades

de pequeñas partículas en flujos con regiones de vorticidad concentrada dependen

de si las partículas son atrapadas en el interior de los vórtices o no. Hay que tener

en cuenta que si las partículas están situadas lejos de los vórtices su velocidad de

.j
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es próxima a V,'. En este contexto se introduce un nuevo parámetro denominado
número de Froude de la partícula, que se define como:

F = zn _ r; _ 	 T n	 • V, 1 r;3g 2 	V 3	p z¡' L: /v, 	 ./

	

(rvr. )/v, ' — Tp r ' = 	 =r , 	 g,r„ 	(6.52)

donde r,, sigue siendo el tiempo de respuesta viscosa de las partículas, z' el

tiempo de residencia característico del flujo lejos del vórtice y L0 '' es la longitud
característica del campo de flujo similar al parámetro Lo * que aparece en la

definición del número de Stokes. Para definir el número de Froude de la partícula
hay que tener en cuenta que la velocidad de ésta lejos del vórtice es próxima a Yr
y no a U0, como ya se ha indicado.

Por tanto:

- Para partículas atrapadas en el interior de vórtices, su inercia viene

caracterizada por el número de Stokes (este es el caso de flujos turbulentos

si el tiempo que necesitan las partículas para escapar de regiones de

intensa vorticidad es mucho mayor que el tiempo de vida de esas

estructuras vorticales).

-	 Para partículas no atrapadas en el interior de vórtices, su inercia se

caracteriza por el número de Froude de la partícula (como ocurre en flujos

turbulentos si el tiempo necesario para que las partículas escapen de las

zonas de vorticidad es mucho más pequeño que el tiempo de vida de esas

estructuras vorticales).

De las expresiones de Si y F,, es fácil deducir la relación entre ambos

parámetros; así, teniendo en cuenta las ecuaciones (6.41), (6.48) y (6.52):

F =T • ì  1 = r U0_vr` =V 2 	TP 	=V12St 	 (6.53)
	P P F* 	 r. 	 t /r./U

0
1  
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Cori todo ello, resulta un sistema de ecuaciones no lineal, que deberá ser

resuelto computacionalmente.

Para ello se ha utilizado un método de Runge-Kutta de cuarto orden de

longitud de paso de variable, que adapta la longitud del paso de integración a la

pendiente de la curva en cada punto. Más detalles sobre el método de integración

y su implementación informática pueden ser consultados en los Anexos 1 y 2.
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7. METODOLOGÍA APLICADA

Inicialmente, tras analizar diversos problemas fluidomecánicos a través de
la consulta de numerosas fuentes bibliográficas (Análisis Bibliográfico), se
estudiaron con más detenimiento aquellos que suscitaban un mayor interés y que
además eran más, susceptibles de ser investigados.

El siguiente paso fue detectar, entre los problemas analizados, las posibles
lagunas o las posibilidades de mejorar o ampliar los resultados conocidos,
avanzando en esas líneas de investigación. La consecuencia inmediata fue el
Planteamiento de Objetivos a alcanzar (investigar el tiempo de escape de pequeñas
partículas pesadas del interior de un vórtice tridimensional y estudiar la
sedimentación de pequeñas partículas pesadas en una distribución bidimensional

de vórtices repetidos periódicamente).

Tras proceder a la Recopilación de las ecuaciones básicas de la Dinámica de

Fluidos, la teoría básica de la Turbulencia y los fundamentos teóricos de los

Vórtices, se procede a la Definición del Campo de velocidades, las Ecuaciones de

movimiento y la Adimensionalización.

Seguidamente, se llevan a cabo mediante simulación numérica, las

investigaciones correspondientes al primer objetivo de la Tesis (Tiempo de Escape y

Velocidad media de sedimentación en un vórtice tridimensional) y al segundo

objetivo (Sedimentación en vórtices bidimensionales periódicos).

Como consecuencia de los resultados obtenidos de ambas investigaciones

realizadas se extraen unas Conclusiones que además servirán como punto de

partida de propuestas de investigaciones futuras.

Toda esta metodología se recoge de forma simplificada en el diagrama de

flujo de la Figura 7-1.
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INICIO

ANÁLISIS BIBLIOGRÁFICO

POSIBILIDAD DE
	

NO
AVANZAR EN LA
INVESTIGACIÓN

SI

PLANTEAMIENTO DE OBJETIVOS

RECOPILACIÓN:
• 	ECUACIONES BÁSICAS DE LA DINÁMICA DE FLUIDOS

TEORIA BÁSICA DE LA TURBULENCIA
FUNDAMENTOS TEÓRICOS DE LOS VORTICES

DEFINICIÓN:
CAMPO DE VELOCIDADES

• 	ECUACIONES DE MOVIMIENTO
- 	 ADIMENSIONALIZACION

ANÁLISIS DEL TIEMPO DE ESCAPE Y 	 ANÁLISIS DE LA SEDIMENTACIÓN
DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN 	 DE PARTICULAS

DE PARTICULAS 	 EN VORTICES BIDIMENSIONALES PERIODICOS
DE UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL

CONCLUSIONES

PROPUESTA DE INVESTIGACIONES FUTURAS

FIN

Figura 7-1: Diagrama de flujo general de la Metodología.
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71. Metodología aplicada para el análisis del Tiempo de Escape y de
la Velocidad media de Sedimentación de partículas de un vórtice
tridimensional

7.1.1. Metodoloeía para el análisis del Tiempo de Escape

En este primer objetivo de la Tesis (Tiempo de escape), ha sido necesario
elaborar nuevos programas informáticos a medida que se ha ido necesitando para
resolver o llevar a cabo el análisis de cada una de las etapas de su metodología.

Así, primero se obtienen numéricamente las Trayectorias de las partículas.
Para ello, se ha procedido a la integración de las ecuaciones de movimiento
mediante un método de Runge-Kutta -de cuarto orden de longitud de paso de
variable-. Para cada partícula se ha introducido en el programa informático
elaborado su posición y velocidad inicial, de modo que es posible obtener su
posición en cualquier instante de tiempo posterior. La representación gráfica de
las posiciones de las partículas a lo largo de tiempo permite visualizar las
trayectorias y sus características.

Al mismo tiempo se calculan los Puntos de Equilibrio del sistema dinámico

definido por las ecuaciones de movimiento (en proyección sobre el plano

perpendicular al eje del vórtice: un foco inestable y un punto de silla) y se deduce

de un modo analítico la escala de Longitud característica del problema. Ello conduce

a la obtención de la Trayectorias Limite (trayectorias que parten del punto de silla y

que no pueden ser atravesadas por partículas cayendo desde encima del vórtice).

A continuación, se formula un criterio preciso para considerar si una

partícula ha escapado del vórtice o no (Criterio de escape). Este se ha fijado a la

vista de la representación gráfica de las trayectorias generales de las partículas y

de las trayectorias limite, teniendo en cuenta los puntos de equilibrio y la región

de captura del vórtice.
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Luego se realiza la Obtención numérica del Tiempo de escape, que se obtiene

numéricamente mediante un algoritmo informático que, dada la posición inicial de

la partícula y fijados los valores de los parámetros que influyen en el problema,

proporciona el tiempo que tarda la partícula en escapar según el criterio

anteriormente mencionado. Al mismo tiempo se lleva a cabo el Análisis de la

influencia de variables. Para ello, se varía en el programa los valores de las variables

con lo que es posible determinar la influencia que cada uno de ellos tiene en el

Tiempo de escape.

Paralelamente a la obtención numérica del Tiempo de escape, se obtiene

una Fórmula analítica teórica para el mismo. Esto se realiza a partir de la ecuación

de movimiento de las partículas escrita en la forma (6.44), de la que se despeja la

velocidad y se evalúa la derivada de la velocidad respecto al tiempo utilizando la

aproximación de Maxey &Corrsin (1986) [12]. De la expresión resultante se ha

deducido la velocidad con la que las partículas inerciales escapan del vórtice e

introduciendo las escalas de longitud y tiempo características del problema se ha

obtenido la fórmula buscada.

El siguiente paso ha sido comparar los resultados numéricos con los obtenidos
mediante la fórmula, para lo que se ha desarrollado nuevas rutinas informáticas que

comprueban su validez. La comprobación numérica se realiza promediando los

valores del tiempo de escape para un elevado número de partículas

equidistribuidas tomadas en la región de captura del vórtice. Para obtener ese

mallado de partículas, se han integrado analíticamente las ecuaciones diferenciales

que definen la trayectoria límite y la ecuación algebraica obtenida se ha resuelto

mediante un proceso iterativo, ya que no es posible resolverla analíticamente. Se

ha comprobado la coincidencia de los resultados obtenidos mediante la fórmula

con los obtenidos computacionalmente y a la vista de los mismos se ha

determinado la Validez de la fórmula.

Finalmente se realiza una Aplicación de la fórmula del tiempo de escape a un
caso práctico. Todo el proceso se esquematiza en la Figura 7-2a.
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ANÁLISIS DEL TIEMPO DE ESCAPE DE
PARTÍCULAS DE UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL

OBTENCIÓN DE LAS TRAYECTORIAS DE PART1CULAS 	 CALCULO DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO Y
DEDUCCIÓN DE LA LONGITUD CARACTERÍSTICA

1 	 TRAYECTORIAS LIMITE 	 1

I FORMULACIÓN DEL CRITERIO DE ESCAPE

OBTENCIÓN NUMÉRICA
	

OBTENCIÓN ANALÍTICA
DEL TIEMPO DE ESCAPE Y ANALISIS

	
DE LA FORMULA DEL

DE LA INFLUENCIA DE VARIABLES
	

TIEMPO DE ESCAPE

COMPARACIÓN DE LOS RESULTADOS
NUMÉRICOS CON LA FÓRMULA TEÓRICA

DE LA

APLICACIÓN DE LA FÓRMULA DEL TIEMPO DE
ESCAPE A UN CASO PRACTICO

Figura 7-2a: Diagrama de flujo de la metodología para el
análisis del tiempo de escape de partículas de
un vórtice tridimensional
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7.1.2. Metodología para análisis de la Velocidad media de sedimentación

Analizado el Tiempo de escape, se investiga su relación con la Velocidad

media de sedimentación. Para ello se implementa un algoritmo informático que

calcula dicha velocidad para un número de partículas suficientemente grande

(-500) equidistribuidas en la región de captura del vórtice.

El primer paso es pues la obtención del Mallado de partículas, que se realiza

de la misma forma que en el apartado 7.1.1., es decir se obtienen las ecuaciones

diferenciales que determinan la trayectoria límite, se integran analíticamente

dichas ecuaciones diferenciales, dando lugar a su ecuación algebraica y esta

ecuación se resuelve mediante un proceso iterativo. Una vez calculado los valores

límite de la malla, el mallado de partículas se obtiene de un modo computacional.

Ante la imposibilidad de desarrollar una formulación teórica similar a la

del Tiempo de escape, se ha realizado un Cálculo numérico de la velocidad media de
sedimentación, mediante la implementación de la correspondiente rutina

informática. Dicha rutina calcula para cada partícula la diferencia entre su altura

inicial y su altura final (integrando la ecuación de movimiento), divide el

resultado entre el tiempo transcurrido y promedia ese valor para todas las

partículas de la malla tomadas en la región de captura. El tiempo transcutrrido

tiene que ser el suficiente como para que las partículas hayan escapado del vórtice

y su velocidad haya alcanzado ya el valor asintótico; ya que no es posible

conocerlo a priori, hay que estimar su magnitud. Ello se ha llevado a cabo

tomando un primer valor de t con el que se ha calculado una primera

aproximación de <V?, después se ha tomado un segundo valor de t que ha sido el

doble del anterior para calcular un nuevo valor de <V> y así sucesivamente hasta

que la diferencia relativa entre dos valores consecutivos de <Y2> ha sido menor

que una cota previamente establecida.

A continuación, se ha realizado la Representación gráfica de la velocidad media
de sedimentación frente al tiempo de escape promedio en escala logarítmica para los

mismos valores del diámetro de la partícula.
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Por último, a la vista de la mencionada representación gráfica ha sido
posible establecer una relación entre la velocidad media de sedimentación y el tiempo de
escape promedio: para partículas suficientemente pequeñas la representación
gráfica en escala logarítmica resulta ser una línea recta, de modo que obteniendo
la ecuación algebraica de dicha recta se llega a una relación numérica. La secuencia
de todo el proceso es la del diagrama de flujo de la Figura 7-2b.

ANÁLISIS DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN
DE PARTÍCULAS DE UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL

MALLADO DE PARTICULAS:
- ECUACIONES DIFERENCIALES QUE DETERMINAN  LA TRAYECTORIA LIMITE
- INTEGRACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA TRAYECTORIA LIMITE Y

OBTENCIÓN DE SU ECUACIÓN ALGEBRAICA
- SOLUCIÓN DEJA ECUACIÓN ALGEBRAICA DE LA TRAYECTORIA UNTE
- MALLADO DE PARTICULAS

CALCULO NUMÉRICO
DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN

REPRESENTACIÓN GRÁFICA
DE LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN

FRENTE AL TIEMPO DE ESCAPE PROMEDIO

OBTENCIÓN DE LA RELACIÓN ENTRE
LA VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN Y

EL TIEMPO DE ESCAPE PROMEDIO

RELACIÓN NUMÉRICA

Figura 7-2b: Diagrama de flujo de la metodología para el
análisis de la velocidad media de sedimentación
de partículas de un vórtice tridimensional.
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7.2. Metodología aplicada para el análisis de la Sedimentación de

partículas en vórtices bidimensionales periódicos

En el caso del segundo objetivo de la Tesis (sedimentación de partículas en

disposición periódica bidimensional de vórtices), se desarrollan unas rutinas

informáticas que realizan la Simulación de los vórtices repetidos periódicamente,

proporcionando el campo de flujo tanto en el caso de que todos giren en el mismo

sentido como en el caso de que cada par de vórtices consecutivos giren con sentidos

alternados según el caso a analizar.

En ambos casos mencionados el método ha sido análogo y de un modo

paralelo se han ido implementando de un modo secuencial las subrutinas

informáticas a medida que ha sido necesario. Se comienza con el Análisis de las
trayectorias de las partículas. Para obtenerlas se ha realizado la integración de la

ecuación de movimiento de las partículas de la misma manera que se describió

para el análisis del tiempo de escape (apartado 7.1.1); así se obtiene para cada

partícula su posición en cada instante de tiempo, con lo que es posible visualizar

sus trayectorias y analizar sus principales características. Para las partículas

inerciales se investiga la existencia de zonas de acumulación de partículas y de

zonas vacías en las que para un tiempo suficientemente grande no va a encontrarse

ninguna partícula, analizando las implicaciones prácticas que ello puede suponer.

Seguidamente se estudia si las partículas sedimentan en estos campos de

flujo más o menos rápidamente que en fluido en reposo, calculando la velocidad

media de sedimentación (Investigación del incremento de la velocidad media de
sedimentación respecto al caso de fluido en reposo). Para obtener dicha velocidad, se

ha tomado una malla de partículas equidistribuidas situadas todas en una misma

altura y se ha promediado el valor final de la velocidad al que tienden

asintóticamente (procedimiento análogo al detallado en los apartados 7.1.1. y

7.1.2). Comparando esta velocidad con la velocidad terminal de caída de las

partículas, es posible determinar si las partículas sedimentan en estos campos de

flujo más rápidamente que en el caso de fluido en reposo.
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Después se realiza el Análisis de la Influencia de la inercia de las partículas en la
velocidad media de sedimentación, calculando dicha velocidad mediante el
procedimiento del apartado 7.1.2. para distintos valores de inercia de partículas.

Por último, comparando los resultados obtenidos de la influencia de la
inercia de las partículas con los conocidos para turbulencia isótropa, se ha
considerado la posibilidad de acoplar el campo de flujo desarrollado en la Tesis
con alguno el i iit , planteando la Posibildad de Aplicación a Modelo Lagrangiano de
sedimentación y dispersión de partículas en flujos turbulentos que pueda desarrollarse
en futuras investigaciones_ En la Figura 7-3 se refleja el proceso seguido.

ANAUSIS DE LA SEDIMENTACIÓN DE PARTICULAS EN
VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS

SIMULACIÓN DE VÓRTICES GIRANDO
	

SIMULACIÓN DE VÓRTICES GIRANDO
EN EL MISMO SENTIDO

	
CON SENTIDOS DE GIRO ALTERNADOS

ANÁLISIS DE TRAYECTORIAS DE PARTICULAS
	

ANAUSIS DE TRAYECTORIAS DE PARTICULAS

INVESTIGACIÓN DEL INCREMENTO DE LA
VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN

RESPECTO AL CASO DE FLUIDO EN REPOSO

ANÁLISIS DE LA INFLUENCIA DE LA
INERCIA DE LAS PARTICULAS

INVESTIGACIÓN DEL INCREMENTO DE LA
VELOCIDAD MEDIA DE SEDIMENTACIÓN

RESPECTO AL CASO DE FLUIDO EN REPOSO

ANÁLISIS DE LA INFLUENCIA DE LA
INERCIA DE LAS PARTICULAS

POSIBILIDAD DE APLICACIÓN
.A MODELO LAGRANGIANO

DE SEDIMENTACIÓN Y DISPERSIÓN
DE PARTICULAS EN FLUJOS

\\ TURBULENTOS

POSIBILIDAD DE APLICACIÓN
A MODELO LAGRANGIANO

DE SEDIMENTACIÓN Y DISPERSIÓN
DE PARTICULAS EN FLUJOS.-

-.. TURBULENTOS

NO

Figura 7-3: Diagrama de flujo de la metodología para el
análisis de la sedimentación de partículas en
vórtices bidimensionales periódicos.
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7.3. Material de investigación

Para llevar a cabo las investigaciones realizadas en esta Tesis Doctoral se

ha utilizado como equipo principal un ordenador con las siguientes características:

• Procesador PENTIUM IV a 2000 Ghz.

• Disco duro de 40 GB.

• 512 MB de memoria RAM.

• Monitor color 17".

• Tarjeta gráfica AT! 32 MB.

• Módem 56 Kb.

Asimismo se ha hecho uso del siguiente software:

• Sistema operativo Windows XP, versión 2000 (de Microsoft

Corporation©).

• Lenguaje de programación Borland C++, versión 5.02 (de Borland

International, Inc. ©).

• Lenguaje de programación Matlab, versión 6.5 (R13) (de The

Math Works, Inc. ©).

• Programas informáticos de elaboración propia implementados en C++

(Anexo II).
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Vórtice Rankine

8. VÓRTICE RANKINE

Como se ha indicado en el apartado 5.2. de la Tesis (Vórtices objeto de

estudio) se decide estudiar en primer lugar el vórtice Rankine por ser un modelo
con una formulación relativamente simple y comúnmente utilizado en el ámbito
de las simulaciones numéricas. Ya se ha comentado que la utilización de otros
modelos con componentes radiales o axiales de la velocidad supondría un
importante incremento del tiempo de computación y una complicación innecesaria
para la obtención de los objetivos propuestos.

Dichos objetivos, como ya se ha descrito son: por una parte la obtención
del Tiempo de Escape de partículas de un vórtice tridimensional y la Velocidad
media de Sedimentación de partículas de dicho vórtice tridimensional y por otra
parte el Análisis de la Sedimentación de partículas en una disposición

bidimensional de vórtices repetidos periódicamente.

Para alcanzar estos dos objetivos se ha empleado la ecuación de

movimiento (6.40) y su expresión equivalente en forma adimensional (6.50) y se

ha seguido la metodología descrita en los apartados 7.1. y 7.2. respectivamente.

8.1. Análisis del Tiempo de Escape de partículas de un vórtice

tridimensional

El procedimiento seguido es el del diagrama de flujo de la Figura 7-2a de

la Tesis. Por un lado se obtienen las trayectorias de las partículas y se estudia la

influencia de la inercia de las mismas, observando sus características más

importantes. Por otro lado se calculan los puntos de equilibrio del sistema

dinámico definido por las ecuaciones de movimiento y se deduce la longitud

característica del problema, lo que conduce a la obtención de las trayectorias

límite. La determinación de las trayectorias generales de las partículas y de las

trayectorias limite conlleva a la formulación del criterio de escape, que establece

cuándo una partícula ha escapado del vórtice. Ello permite por una parte la
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obtención numérica del Tiempo de escape de las partículas y el análisis de la

influencia sobre el mismo de diversas variables y por otra parte a la obtención

analítica de una fórmula para el Tiempo de escape. A continuación se lleva a cabo

la comparación de los resultados numéricos con la fórmula teórica desarrollada, lo

que conduce a determinar el rango de validez de la misma. Por último, se aplica la

fórmula del Tiempo de escape a un caso práctico.

8.1.1. Obtención de las Trayectorias de partículas

Dichas trayectorias se obtienen, integrando numéricamente las ecuaciones

de movimiento (6.50) junto con las condiciones iniciales (6.51). Esto se ha

realizado con los programas informáticos de elaboración propia ligtravoin s i

(trayectorias de partículas sin inercia) y ligtravoin (trayectorias de partículas con

inercia) cuyos listados se recogen en el Anexo II, a los que se les ha ensamblado

las funciones rank (cálculo del campo de velocidades del vórtice Rankine),

funcs3.c (que recoge funciones necesarias para el funcionamiento de los

programas implementados) y el programa rgk vect c (que realiza la integración de

las ecuaciones de movimiento mediante el método de Runge-Kutta).

Tanto estos programas informáticos mencionados como todos los demás

utilizados en esta Tesis:

v Realizan los cálculos en forma adimensional, ya que ha sido

necesario escribir las ecuaciones de movimiento en forma

adimensional para poder realizar su integración numérica. Además,

de este modo se pueden obtener las leyes de escala generales de los

procesos estudiados, en lugar de casos particulares.

u La simbología empleada en las rutinas informáticas difiere en

algunos casos de la empleada en la Tesis por la imposibilidad de

introducir en el compilador empleado los signos con que se

representan algunas variables (como es por ejemplo el caso de las

letras griegas). Por esa razón se incluye también en el Anexo II un
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apartado de simbologa donde se relacionan los signos que aparecen
en los listados de los programas con las correspondientes variables
de la Tesis.

o En los casos de ausencia de inercia de la partícula (S,=0), la fuerza
de arrastre del fluido sobre la partícula compensa en cada instante la
fuerza debida a la gravedad. De ahí, que la ecuación de movimiento
se reduce a que la fuerza neta sobre la partícula es cero. En forma
adimensional, esto implica que el primer miembro de la ecuación
(6.50b) desaparece y la trayectoria de la partícula queda determinada
por la especificación de la posición inicial de la partícula y por la.

solución de: fit) = v (t) = V + ú (z, t) ; donde u(, t) representa el

campo de velocidad generado por la contribución de todos los
vórtices y es simulado por el programa informático.

o En los casos en los que existe inercia (St > 0), el movimiento de la
partícula está determinado por las ecuaciones (6.50) con todos sus

términos y además hay que especificar junto con las posiciones

iniciales de las partículas sus velocidades iniciales. Para obtener

estas velocidades iniciales se impone la siguiente condición. "la

partícula está en equilibrio con el campo de flujo circundante" y es

calculada por el propio programa informático. Dicho de otro modo,

la velocidad inicial de la partícula se obtiene mediante la

superposición de los campos de flujo inducidos por los vórtices que

la rodean. Como en este caso son vórtices Rankine, cada campo de

flujo viene dado por la ecuación (4.62).

Los datos de partida a introducir en los programas ligtravoin_s i y

ligtravoin son:
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V.	 = velocidad terminal adimensional de caída en fluido en reposo.
S,	 = número de Stokes (sólo cuando existe inercia).
tila = ángulo 0 que forma el eje del vórtice con la dirección de la gravedad = 7r/4.
chi = ángulo de precesión 	 para transformar las coordenadas al sistema

ligado al vórtice = 0.
hini = paso de integración inicial para el método de Runge-Kutta = 0,1.
delta = error máximo en la integración numérica = 10-7 .

Y[J = posiciones iniciales de las partículas (tridimensional) = xo. yo, z4)

y velocidades iniciales de las partículas (cuando existe inercia).
tfin = instante de tiempo final para la integración numérica.

Tal como se indicó en el apartado 6.4. (adimensionalización) para describir

las trayectorias es decir la interacción de las partículas con el flujo vortical bastan

dos parámetros que son: V, (la velocidad terminal de caída en fluido en reposo

adimensional) y S, (el número de Stokes).

Partículas sin inercia

En el programa informático [igtravoin s i (de cálculo de trayectorias de

partículas sin inercia), se introducen los siguientes datos de partida:

V,	 = 0,5.
S,	 = 0.
lita = 0= n/4.
chi = 0.
hini = 0,1.
delta = 10'x .
Y[] = posiciones iniciales de las partículas = xo yo, zo (Tabla 8-1).
¡fin = 200.

TABLA 8-1. Posiciones iniciales de las partículas (sin
inercia), caso del vórtice Rankine

xo Yo 74)
1 0 300
3 0 300
5 0 300

-7,5 10 300
-5 10 300

-2,5 10 300
0 10 300

2,5 10 300
5 10 300

7,5 to 300
10 10 300

12,5 10 300
15 10 300
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Seguidamente, se ejecuta el programa obteniéndose como resultado para
cada partícula los valores de "x, y, z" que definen su posición en cada instante de
tiempo (t) posterior (Tabla 8-2).

TABLA 8-2. Posiciones de las partículas para cada instante de
tiempo (sin inercia) , caso del vórtice Rankine

xá Yo 4 t x y z
0,100000 1,498247 0,056935 299,964645
0,484945 1,458633 0,274231 299,828546

1,5 0 300 0,879887 1,362662 0,488993 299,688913
1,255312 1,217102 0,677736 299,556180

0,100000 2,999754 0,024645 299,964645
0,600000 2,991113 0,147889 299,787868

3 0 300 1,518297 2,942585 0,374497 299,463201
2,442065 2,848913 0,602940 299,136599

0,100000 4,999988 0,003106 299,964645
0,600000 4,999570 0,018642 299,787868

5 0 300 3,100000 4,988454 0,096995 298,903984
3,518000 4,985105 0,110304 298,756199

0,100000 4,984104 9,972591 299,964645
0,600000 4,903931. 9,835836 299,787868

5 10 300 3,100000 4,484437 9,159382 298,903984
3,518000 4,411015 9,047469 298,756199

0,100000 7,487269 9,974197 299,964645
0.600000 7,423246 9,845586 299,787868

7,5 10 300 3.100000 7,093461 9,213034 298,903984
3.518000 7,036663 9,109052 298,756199

0,100000 9,990045 9,974607 299,964645
0,600000 9,940123 9,848024 299,787868

10 10 300 3,100000 9,686849 9,224901 298,903984
3,518000 9,643902 9,122365 298,756199

Fuente: Programa informático "Ugtravoi? s i " de elaboración propia.

La representación gráfica de esos valores obtenidos proporciona las

trayectorias de las partículas sin inercia (Figura 8-1). Dicha representación se

puede llevar a cabo con cualquier programa gráfico informático, en esta Tesis se

ha utilizado el Matlab.
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Figura 8-1: Trayectorias (adimensionales) de partículas sin
inercia (S, = 0), para vórtice Rankine.

En esta Figura 8-1, puede apreciarse como para partículas sin inercia

(5,=0) algunas de ellas quedan atrapadas en el vórtice, describiendo trayectorias

cerradas. Además, se puede observar que la vista más significativa es la

correspondiente al plano XY. Ello es lógico si se piensa que con el propósito de

ver si una partícula ha escapado o no del vórtice, o de observar si sigue

trayectorias cerradas, la mejor opción es dirigir la visual a lo largo del eje del

vórtice, es decir, ver las proyecciones de las trayectorias sobre un plano

perpendicular al eje del mismo o plano XY. No obstante, las otras vistas resultan

ser una información complementaria de indudable interés, puesto que no hay que

olvidar que se trata del estudio de un caso tridimensional. El estudio del

movimiento de las partículas en tomo a vórtices con simetría axial se simplifica
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mucho proyectando las trayectorias sobre un plano perpendicular al eje del vórtice
y considerando la componente de la velocidad terminal perpendicular a dicho eje

(V; * -dimensional-, Vt ' -adimensional-), donde 0 es el ángulo de inclinación del

vórtice (que coincide con el ángulo de nutación descrito en el apartado 5.1.):

V" = V; sen9 	 (8.la)

Yt ' = Vt sen6 	 (8.1b)

Partículas sin inercia

Análogamente, se procede a introducir los datos de partida en el programa
informático ligtravoin (de cálculo de trayectorias de partículas con inercia):

Vt 	= 0,5.
St 	= 0,5.
tica = 0 = ir/4.
chi = 0.
hini = 0,1.
delta = 10"7 .

Y[J = posiciones iniciales de las partículas = xo, yo, zo (Tabla 8-3)
y velocidades iniciales (calculadas por el programa).

¡fin = 200.

TABLA 8-3. Posiciones iniciales de las partículas
(con inercia), caso del vórtice Rankine

xo Yo zo
0,5 300

1 0 300
2 0 300
3 0 300
5 0 300

-7,5 10 300
-5 10 300

-2,5 10 300
0 10 300

2,5 10 300
5 10 300

7,5 l0 300
lo 10 300

12,5 10 300
15 10 300

Seguidamente, se ejecuta el programa obteniéndose como resultado para

cada partícula los valores de "x, y, z" que definen su posición en cada instante de

tiempo (t) posterior (Tabla 8-4).
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TABLA 8-4. Posiciones de las partículas para cada instante de
tiempo (con inercia) , caso del vórtice Rankine

Xp yo Zp t X y Z
0,100000 0,999795 0,064641 299,964645
0,277379 0,995992 0,179127 299,901932

1 0 300 0,460230 0,983247 0,296220 299,837284
0,665883 0,953976 0,425246 299,764575

0,100000 2,999984 0,024645 299,964645
0,409878 2,999067 0,101001 299,855086

3 0 300 0,717089 2,995616 0,176632 299,746471
1,066802 2,987390 0,262559 299,622829

0,100000 4.99999 299,964645
0,600000 4,999869 0,018637 299,787868

5 0 300 1,144332 4,999266 0,035548 299,595417
1,804476 4,997684 0,056076 299,362021

0,100000 4,984126 9,972582 299,964645
0,597 965 4,904836 9,836150 299,788787

5 10 300 1,074299 4,828267 9,705949 299,620178
1,649822 4,734482 9,549163 299,416700

0,100000 7.487281 7418 299,9M5
0,600000 7,423554 9,845249 299,787868

7,5 10 300 1,132850 7,355180 9,708351 299,599477
1,770569 7,272511 9,545431 299,374009

0,100000 9,990049 9,974596 299,964645
0,600000 9,940245 9,847708 299,787868

10 10 300 1,139143 9,886357 9,711371 299,597252
1,785921 9,821378 9,548701 299,368582

Fuente: Programa informático "ligtravoin ° de elaboración propia.

La representación gráfica de estos valores con Matlab proporciona las

trayectorias de las partículas con inercia (Figura 8-2). En ésta, se aprecia que al

tener las partículas inercia (,%>O), ninguna de ellas queda atrapada en el vórtice ni

describe trayectorias cerradas debido a la acción de la fuerza inercial centrífuga

(Maxey & Corrsin, 1986) [ 12] sino que son arrastradas hacia fuera gradualmente

(Fung, 2000) [11].  Físicamente, el efecto de la inercia de la partícula es limitar su

respuesta a los cambios en la velocidad local del fluido y por tanto producir un

retardo de fase entre ambos. Si la inercia es grande la partícula responde sólo

suavemente a cambios en el campo de flujo y la escala de tiempo -en la cual el

campo de flujo alrededor de la partícula cambia- es corta para ser más efectivo.
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Figura 8-2: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia (S, = 0,5), para vórtice Rankine.

Como ya se ha indicado, se ha realizado un análisis con variables

adimensionales porque de este modo es posible la integración numérica de las

ecuaciones de movimiento y la obtención de leyes generales en lugar de casos

particulares. No obstante, es interesante hacer notar que por supuesto existe un

total paralelismo entre los cálculos y resultados adimensionales con sus

correspondientes dimensionales. Así, por ejemplo, para la Figura 8-2 en la que se

hha tomado para los parámetros adimensionales los valores Yá,5 y SF=0,5 se

pueden obtener del siguiente modo las correspondientes variables dimensionales:

V = ỳ = v̀ R^ 	v• = ỳ r 	(8.2)V U. r.. R•
0
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S _ UoV _ I' VE 	V'_ S,gR,
r	 g . R .	 g . R . 2 	r	 r.. (8.3)

Como el valor de V, obtenido mediante ambas expresiones debe ser el

mismo, igualando las expresiones (8.2) y (8.3) se obtiene la relación existente

entre las variables del problema:

V,/- * S, g R, 	r' =
/gS1R 3

° 	(8.4)
R, = r' 	 v,

es decir, dados los valores concretos Iá,0,5 y S,=0,5, éstos corresponden a toda

una variedad de posibles combinaciones de R„`, 1' y V,`. Algunas de esas

combinaciones son las que se muestran en la Tabla 8.5:

TABLA 8-5. Variables dimensionales correspondientes a las
adimensionales tomadas en la Figura 8-2

R^`
(m)

I'
(nr1/s)

V^
(mis)

VI S,

0,0005 0,000035000 0,03500000 0,5 0,5
0,0050 0,001106797 0,11067972 0,5 0,5
0,0080 0,002240000 0,14000000 0,5 0,5
0,0100 0,003130495 0,15652476 0,5 0,5
0,0800 0,070835020 0,44271887 0,5 0,5
0,1000 0,098994949 0,49497475 0,5 0,5

Por tanto, siempre es posible "traducir" las variables y resultados

adimensionales a sus correspondientes dimensionales y viceversa.

Una cuestión que podría plantearse en este momento, es qué influencia

tendrían sobre las conclusiones que se han extraído de las trayectorias de las

partículas el haber tomado unas posiciones iniciales diferentes de las indicadas en

las tablas 8-1 y 8-3, ya que en las mismas se han mantenido fijas las coordenadas

"y" y "z" iniciales variando la "x".

170 	 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Vórtice Rankine

Es evidente que tomar una coordenada "z" inicial diferente no tiene
ninguna trascendencia sobre las trayectorias, ya que eso sólo supone tomar
partículas en otro plano perpendicular al eje del vórtice. Ello se muestra con
claridad en la Figura 8-3, en la que se han tomado para los valores iniciales de las
coordenadas "x" e "y" los mismos que para la Figura 8-2 y se ha variado la
coordenada "z" desde el rango 300-250 al 1000-950. Puede observarse que en
ambas figuras las trayectorias de las partículas son "completamente idénticas ".

10

8

6

1

2

- O

_Z

1

b

10 	 -8

•10
15 -10

I 	 r
-10 	 -5 	 0 	 5 	 10 	 15

IJ
x	 r

Figura 8-3: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia (Si = 0,5) para otro valor inicial de la
coordenada "z" (caso del vórtice Rankine).
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La influencia de la coordenada "y" se muestra en la Figura 8-4, en la que

se han tomado los mismos valores de "x" y "z" que en la Figura 8-2 y se ha

variado la coordenada "y" inicial de las partículas (valores de 50, 30, 10, 5 y 0).
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Figura 8-4: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia (S, = 0,5) para varios valores iniciales de la
coordenada "y" (caso del vórtice Rankine).

En dicha Figura 8-4 se observa que la forma general de las trayectorias es

semejante para todos los valores iniciales de la coordenada "y" inicial, la única

diferencia es que a mayor "y" inicial más amplio es el "rodeo" que da la

trayectoria alrededor del vórtice.
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8.1.2. Cálculo de los Puntos de equilibrio y Deducción de la Longitud
característica

Los puntos de equilibrio del sistema son los puntos donde el movimiento
de las partículas está detenido, en el sentido de que las partículas podrían
permanecer allí en reposo, es decir su velocidad y aceleración son nulas:

dx'/dt' = dv'/dt' =0.

La posición de los puntos de equilibrio en un vórtice irrotacional para
cualquier valor de la relación de densidades /3 (pip) y de la velocidad terminal de

caída adimensional V, fue obtenida por Raju & Meiburg (1997) [ 1221, así pues

para /B >1 (j> p) -como es el caso de esta Tesis- la posición de los puntos de

equilibrio para la proyección del movimiento sobre el plano XY perpendicular al

eje del vórtice se obtiene de:

Y,` +a * (x.)=0	 (8.5)

Sustituyendo en la ecuación (8.5), el campo de velocidades del vórtice

Rankine -definido por las ecuaciones (4.63 a,b,c)- y desdoblando en dos

ecuaciones escalares, se tiene que:

—0`YE ='2	 Y; = 0	 (8.6a).2
1+ xr + YE

R 2 R 2

— V'sen0 +	'2 xE . 2 = 0	 (8.6b)

1+ x- + YE

R` 2 R` 2V 	 V

Sustituyendo (8.6a) en (8.6b) y realizando operaciones algebraicas se

obtiene la siguiente ecuación de segundo grado

(Y,'sene)xE — R' 2 24 + Rv 2Y'senO =0	 (8.7)

cuya solución viene dada por
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_ R: 2 .0  ±.JR :4 .f2 •2 —4R' 2 V' 2Sen 2 0
^ _ 	 (8.8)

x ' 	 2VV*senO

La ecuación (8.8) no tiene solución real si Rv `S2' 1 — 4Rv Z V, 2  sen 19 <0.

Si R,, 4 52 1 — 4R,. 2 V; 2sen 2B >0 tiene dos soluciones reales:

. — ^.z 4V'2sen2Bl 	 — 
R 2 	_ r _Jr  — R^ 2 V ;' 2sen 20

xF I 
_
	2V senO 	V,'sen9

(8.9)

S2 , + 52
52

 —
 42sen20

•2R^
xE" 2 	2V'sena

•2R,,

donde:

r' + r '2 — Rv 2 V, '2sen 20
V,'senO

(8.10)

xF l = abscisa del punto de equilibrio 1.
x¿Z = abscisa del punto de equilibrio 2.
S2' = doble de la velocidad angular del vórtice.
Vr' = velocidad terminal de caída en fluido en reposo.
0 	 = ángulo que forma el eje del vórtice con la gravedad = ir/4.
Ri	 = radio del vórtice.
r' = circulación del vórtice.

El único parámetro que no ha sido utilizado hasta ahora es Q. que se

obtiene a partir del radio del vórtice (R,;) y de la circulación (1') mediante la

ecuación (4.55). También se ha hecho uso de la ecuación (8.1) que relaciona V,s

con V1 • .

Es obvio que en el espacio tridimensional estos puntos de equilibrio serían

en realidad unas "líneas de equilibrio" paralelas al eje del vórtice. La distinción

entre el punto de equilibrio iG l y 'E2 estriba -sin entrar en detalles- en que el

primero es un foco inestable del sistema dinámico definido por las ecuaciones de
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movimiento (las trayectorias se alejan de él en las dos direcciones) y el segundo es
un punto de silla (la trayectorias se acercan a él en una de dirección principal,
alejándose en la otra).

La ecuación (8.8) tiene una única solución si

R 4 .Q 2 —4Rv 2 V, 2sen 29 = I, ' 2 —R: 2 Y,' 2sen 29 = 0	 (8.11)

que seria el caso en que los dos puntos de equilibrio se condensan en un único
punto. De (8.11) es posible entonces deducir el radio mínimo de las trayectorias

de las partículas alrededor del vórtice, (Rv)m;,,, que sería la escala de Longitud

característica (Lc ') del problema que se está analizando:

(Rv )min Yt 2 sen28 = rf2 	(Rv )min = r = Lc 	(8.12)v
t

Se puede relacionar la Longitud característica con la distancia entre los

puntos de equilibrio, que se obtiene de las ecuaciones (8.9) y (8.10):

J' E2 — F , l = T — R v Y, 2
2 	—	 v., 	 (8.13)

.. 	 IXE2 - xk t IDe (8.12) y (8.13) se deduce que cuando Y, --^ 0 , 	 -^ L^
2

El desarrollo realizado para obtener los puntos de equilibrio y la longitud

característica Lc` podría haberse realizado de un modo análogo en términos de

variables adimensionales, tal como se describe a continuación.

Los puntos de equilibrio se obtienen entonces de

Y + Zt(xs ) = 0 	 (8.14)

que desdoblándola en las dos correspondientes ecuaciones escalares:
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2yF =0	 yE  0	 (8.15a)
1±x + y¡

— V, sen9 + 	2xE 	= 0	 (8.15b)
I +XE +y2

y sustituyendo (8.15a) en (8.15b) y realizando operaciones algebraicas se obtiene

la siguiente ecuación la ecuación de segundo grado:

(V,senO)x —2x á. + V sen9 = 0	 (8.16)

cuya solución es

1± 1— V, 2 sen 2 0
x,. _ 	 (8.17)

V,senO

La ecuación (8.17) no tiene solución si 1— Vf 2 sen 29 < 0 y tiene dos

soluciones reales si 1— V, 2sen 20 > 0 proporcionando la abscisa adimensional de

los puntos de equilibrio:

1— 1—V,2sen 2 O 1— 1—V,' 7

xL ` 	 V sen6 	 V'	
(8.18)

l+ 1— V,'sen'0 1+ I— Vá ' 2
XE2
	 V, sen 9	 VI' 	

(8.19)

Con ello, la distancia entre los puntos de equilibrio en forma adimensional

se expresa como

_ 	 _ 	2 1— V,' 2Ix12 - XEI I - V,'
(8.20)

La ecuación (8.16) que proporciona la abscisa de los puntos de equilibrio

tiene una única solución si
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1—Y 2sen29=1—V =0 a1=iv 	 (8.21)

de donde se deduce la correspondiente Longitud característica adimensional como
L,=1/Y,'.

Esta obtención de L. puede realizarse quizás con mayor claridad
adimensionalizando L, = r'/v;'.  Para ello, basta con aplicar las relaciones

(8.1a), (8.lb), (6.41), (6.46) y (6.49) a la ecuación (8.12):

: I"# 	r*	 R, Up 	 RU 	Rv	 L^ 1
Lc = #. _ . 	 _ ; 	 _ 	 = 	 _ --= Lc 	 (

= — 8.22
)

	Vt Yt sen9 Yr sene YrUpsen9 Y, 	 R„ Vt 	Yt

En forma adimensional también es posible relacionar la longitud
característica con la distancia entre los puntos de equilibrio. De la ecuación (8.20)

se tiene:

1xE2 — XE! I = .Ji — V'Z
(8.23)

2 	 Y; 

y comparando (8.22) con (8.23) se deduce que cuando Y' -^0, el valor de

XE2 xE! ^L
2

Como ejemplo, en la Tabla 8-6 se muestran las abscisas de los puntos de

equilibrio, la mitad de la distancia entre ellos y la longitud característica para los

valores de los parámetros de la Tabla 8-5, tanto en términos dimensionales

(XE I ,.xx2 ) como adimensionales (XE , , xC2 ) a partir de los distintos parámetros que

.caracterizan al vórtice (R, I9) y teniendo en cuenta la Velocidad terminal (V,);

utilizándose las ecuaciones (8.9), (8.10) y (8.12) y las ecuaciones (8.18), (8.19) y

(8:22) respectivamente.
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TABLA 8-6. Puntos de equilibrio y distancia entre ellos para los valores

de los parámetros considerados en la Figura 8-2

R° 0,0005 0,0050 0,0080 0,0100 0,0800 0,1000

m2/s
0,000035000 0,001106797 000,002240000 0,003130495 0.0708L3503) 0.098994949 ..

Vf' 0,035000000 0,110679720 0140000000 0,156524760 0,442718870 0,494974750 ..
m/

XEl 446429,10''° 1,4117410' 4,57147.10'' 7,98607-1U' 0000144607 0000252651 ..
m

XE2 0,002828427 0,02828413 Q045254377 Q056567744 0,4524013733 0,565432774 ..
(m

xE2 - XEl 2 0,001414213 0,014141994 0,022626% 0,028283473 0,2 6129563 0,282590062 ..
m

LC 0,001414214 0,014142136 0,022627417 0,028284271 0,22677417 0,282842713
m

XEI 0,182675814 0,182675814 0182675814 0,182675814 Q182675814 0,182675814 ..

XE2 5,474178437 5,474178437 5,474178437 5,474178437 5,474178437 5,474178437 ..

xE2 _ xEII /2 2,645751312 2645751312 2,645751312 2,645751312 2,645751312 2,645751312 ..

L, 2,82842713 2,82842713 2,82842713 2,82842713 2,82842713 2,2812713

Como puede observarse en la Tabla 8-6, en términos adimensionales se

obtienen valores idénticos para la posición de los puntos de equilibrio, la

semidistancia entre ellos y la longitud característica partiendo de diferentes

valores de los datos de partida. Ello es lógico ya que las combinaciones de R„`, F

y V,. de dicha tabla corresponden a los mismos valores de los parámetros

adimensionales (V, = 0,5 y S, = 0,5). También se aprecia -tanto en términos

dimensionales como adimensionales- que el valor de la semidistancia entre los

puntos de equilibrio es muy próximo al de la longitud característica. Esa

aproximación sería todavía mayor en el caso de haber tomado un valor aún más

pequeño de la velocidad terminal.
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8.1.3. Trayectorias Límite

Hay unas trayectorias que comienzan en el punto de silla y encierran una
región que no puede ser alcanzada por las partículas que vienen desde encima  del
vórtice, estas son las trayectorias límite. Para obtenerlas, se ejecuta el citado
programa ligiravoin con las mismas condiciones de partida pero imponiendo
como condición inicial las coordenadas del punto de silla (el citado 2). Estas

trayectorias límite son de utilidad para establecer un criterio de escape (según el
cual se considerará si una partícula ha escapado o no del vórtice) y para
determinar la región de captura (es decir, aquella zona en que las partículas son
atrapadas por el vórtice y se mueven alrededor de él hasta que consiguen escapar).

I	 I

Foco	Pimtosdesifla

( XE 	(i,)

\ ' = 1 

5

0 	 5	 10	 16 	 20
	

25
x

Figura 8-5: Forma y amplitud de la región encerrada por las
trayectorias limite para Si = 05 y diferentes
valores de Vt (caso del vórtice Rankine).
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En la Figura 8-5. tomando idénticos datos de partida para la inercia de las

partículas y variando V,, se aprecia como la forma y la amplitud de la región

encerrada por las trayectorias límite viene determinada por el valor de la

velocidad terminal de caída (V,).

De esta gráfica se deduce que a medida que aumenta la velocidad terminal

de caída, la región encerrada por las trayectorias límite es menos amplia hasta

que para una velocidad terminal de caída suficientemente elevada, dicha zona es

tan pequeña que prácticamente puede considerarse que desaparece. Esta

afirmación queda corroborada por la ecuación (8.20), de la que se deduce que al

aumentar V, la distancia entre los puntos de equilibrio —íntimamente relacionada

con la amplitud de la región encerrada por las trayectorias límite- disminuye.

Al mismo tiempo. en dicha figura se representa el punto de silla para cada

valor de y,; observándose que al aumentar V,. la abscisa del punto de silla es cada

vez menor.

8.1.4. Formulación del Criterio de escape

Para determinar el tiempo de escape (Te ), que es el tiempo que tardan las

partículas en escapar del vórtice, es necesario indicar con precisión el criterio

según el cual se considera que la partícula ha escapado. Para ello hay que

establecer en primer lugar algunos puntos de referencias, que a la vista de las

trayectorias de las partículas, pueden ser la posición de los puntos de equilibrio

1, y x;; , y la distancia entre ellos I x; , — , .

Con estos puntos de referencia, el criterio que se ha seguido en esta

investigación es que: "una partícula ha escapado de! vórtice cuando su distancia

al foco sea igual a 1,5 veces la separación entre los puntos de equilibrio, o sea

de! orden de 3 veces la Longitud característica ". Aunque este criterio pudiera

parecer arbitrario, con la siguiente figura se demostrará que la elección realizada

es acertada.
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En la Figura 8-6 se representan para varias combinaciones de V, y S,:

• por un lado las trayectorias de las partículas (marcadas en rojo) y
las trayectorias límite (marcadas en azul), obtenidas con el
programa ligtravoin.

• y por otro lado tres círculos (marcados en verde) cuyos radios son:

IxE2 - XE/ I , 1,5 IxE2 - X El ( y 2 11E2 - XE/ I respectivamente y

centrados en el foco (1E1 ), trazados con Matlab.

Para establecer cual de esos tres círculos es el más adecuado como frontera
de escape se toma inicialmente una partícula (señalada en la figura con una x

negra) dentro del círculo pequeño (i E2 — XE, I) y próxima a éste y dentro de la

región encerrada por la trayectoria límite (punto 1). Luego, se traza su trayectoria
(marcada en negro), observándose que la partícula aún no escapa sino que da una
vuelta alrededor del vórtice, por lo tanto dicho círculo no sería apropiado como
distancia de escape.

De manera análoga, se toma otra partícula en este caso dentro del círculo

intermedio 1,5 IxE2 — xE, y próximo a éste (punto 2), se traza su trayectoria y se

aprecia que la partícula escapa del vórtice sin dar ninguna vuelta alrededor de él.

Así pues, se podría decir que este círculo sería una aproximación bastante válida

como distancia de escape. Esta distancia se denotará en lo sucesivo con la letra D.

Llegado a este punto es evidente que no tiene sentido realizar este

.procedimiento para el tercer círculo, ya que la partícula siempre escapará del

vórtice.

Aunque es posible afinar más esta condición, la que se ha tomado parece

;suficientemente aproximada ya que cuando la partícula deja de dar vueltas

alrededor del vórtice y por fin escapa, sedimenta muy rápidamente por lo que

tomar otro criterio tiene muy poca influencia en el Tiempo de Escape; lo que

`realmente importa es tener la seguridad de que ya ha escapado.
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Figura 8-6: Distancia de escape (D) para vórtice Rankine.
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De manera similar al estudio de la influencia de la velocidad terminal

sobre la amplitud de la región encerrada por las trayectorias límite, también puede

analizarse su influencia en la distancia de escape. En la Figura 8-7, puede verse

como varía dicha Distancia (D*) a la cual una partícula ha escapado del vórtice

[obtenida -por supuesto- multiplicando por 1,5 la distancia entre los puntos de

equilibrio que proporciona la ecuación (8.13)] frente a la velocidad terminal de

caída (V,*) manteniendo fijos el número de Stokes y las características del vórtice.

A medida que V,* aumenta, la distancia de escape disminuye hasta que se anula

para un valor de V,* _ (u, ) m ;; es decir: (Vr ' )D_() = V^' /sena = S2'R,; /2sen8 .
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Así por ejemplo, para los valores de los parámetros tomados en la Figura 8-7: d

= 2 rad/s; R= .1 m (que corresponden a I^ = 1 mi*/s y Uo = 1 m/s); Si = 0,4 y 9=

7t/4; resulta que V,
*
 se anula para V . = si2 m/s.

45
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Figura 8-7: Distancia de escape (D') frente a la velocidad
terminal de caída (V 

4)  para Sr = 0,4 y 0 = n/4
(caso del vórtice Rankine).

Obviamente, el tiempo que una partícula necesita para escapar del vórtice

también depende de la condición inicial. Es evidente que el tiempo de escape

tiende a infinito si la partícula es soltada en el foco z;, . En la práctica, lo que

interesa conocer es el tiempo que necesita para escapar una partícula situada

`inicialmente en algún punto dentro de la región de captura. Una vez que la

.partícula está fuera de dicha región, sedimenta muy rápidamente. Por ello, en los

cálculos siguientes, la posición inicial de la partícula fue tomada a una distancia

muy pequeña del foco -concretamente igual a un 1 % del radio del vórtice-, es

decir I xo — xE1 l = 0,01 R,; . Otros valores también serían válidos.
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8.1.5. Obtención Numérica del Tiempo de escape y análisis de la influencia

de variables

El Tiempo de escape de una partícula (Te) -dentro de la región de captura-

se obtiene ejecutando el programa informático -de elaboración propia-

tescapeiner (cuyo listado se recoge en el Anexo II) en el cual se introducen como

datos de partida los ya citados con anterioridad salvo que en este caso se varían

los valores de V, y S,, así como su posición inicial. Esta posición -como se acaba

de mencionar en el apartado anterior- está situada a una distancia del foco del 1 %

del radio del vórtice-, es decir I z;, — xL*, I = 0,01 R,; . Esto queda recogido en la

siguiente Tabla 8-7.

TABLA 8-7. Tiempo de escape (Te) para
diferentes valores de V, y Sr,
caso del vórtice Rankine

Sr Vi Te

0,3

0,02 3322000
0,04 218570
0,06 46508
0,08 15034

0,5

0,02 2383500
0,04 158830
0,06 33929
0,08 11490,3

0,7

0,02 1445000
0,04 99660
0,06 21350
0,08 7945,4

0,02 1047600
0,04 75471
0,06 17598,3
0,08 5602,2

cuente: rrograma miormauco --rescaperner ae elaDoracion propia.

184 	 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Vórtice Rankine

Representando el Tiempo de escape frente a la Velocidad terminal de
.caída de la partícula (Y,) para varios valores del número de Stokes (diferentes
inercias) (Figura 8-8) se deduce que el tiempo de escape disminuye
monótonamente al aumentar la velocidad terminal de caída independientemente
del número de Stokes que presente. Ello es lógico si se piensa que la partícula
cruza el vórtice más rápidamente para valores más elevados de V,.

107
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101 	 10°
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Figura 8-8: Tiempo de escape (Te) frente a la velocidad terminal de
caída (Vi) para diferentes S, (caso del vórtice Rankine).

En la Figura 8-9, se estudia la influencia de la inercia de la partícula (S,) en

el tiempo de escape (Te) para Vt fijo. De ella, se deduce que el tiempo de escape

tiende a :disminuir a medida que el número de Stokes crece, hecho que es lógico

ya que a medida que la inercia de las partículas es mayor, éstas se verán menos

influenciadas por la acción del vórtice. Sin embargo, esta disminución del tiempo

de escape no tiene lugar de un modo monótono sino que aparecen una serie de

oscilaciones, tal como puede verse en la gráfica mediante la aparición de picos.
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Variación del Tiempo de escape (Te ) con la inercia de las
partículas (S,) para V, = 0,2 (caso del vórtice Rankine).

Figura 8-9:

Para explicar por qué aparecen esas oscilaciones, esto es, por qué a veces

las partículas tardan más en escapar, aunque su inercia sea mayor, se ha analizado

con mayor detalle el rango de números de Stokes correspondiente a una de las

oscilaciones, es decir a un pico; concretamente se ha estudiado la parte de la curva

señalada en azul en la Figura 8-9. En dicha zona, el valor del número de Stokes es

de 0,38 en el punto inicial; de 0,45 en el punto más alto y de 0,52 en el punto tinal

En la siguiente Figura 8-10, se muestra en rojo la trayectoria de una

partícula soltada cerca del centro del vórtice, en verde la posición del punto de

silla y en azul las trayectorias límite para varios valores del número de Stokes

(0,39 al 0,50) en la zona mencionada del citado pico objeto de estudio.
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Figura 8-10: Trayectorias de una partícula en uno de los rangos de
números de Stokes en que el tiempo de escape oscila
(caso del vórtice Rankine).
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Aunque Fung (2000) [ 11] justificase para el caso bidimensional este

comportamiento de oscilaciones del tiempo de escape de las partículas

relacionándolo con el número de vueltas que da la partícula antes de escapar del

vórtice, la Figura 8-10 indica que también está relacionado con la mayor o menor

distancia entre la partícula y el punto de silla 12 en la última vuelta:

• Para valores del número de Stokes (S, = 0,39; 0,42; 0,44)

correspondientes a la zona ascendente del pico en estudio, el tiempo

de escape aumenta. La partícula describe tres vueltas antes de

escapar y a medida que el número de Stokes crece, la partícula pasa

cada vez más cerca del punto de silla; lo cual explicaría que el

tiempo de escape aumente con el número de Stokes en esta zona.

• Para S t = 0,45 (punto superior del pico en estudio), la partícula en

lugar de dar la tercera vuelta, escapa pasando muy cerca del punto de

silla.

• Por último, en la zona descendente del pico en estudio (S, = 0,47;

0,50), el tiempo de escape disminuye como es lógico esperar. La

partícula da dos vueltas, siempre bastante lejos del punto de silla y al

aumentar la inercia de las partículas el efecto del vórtice sobre ellas

es menos acusado.

Finalmente en la siguiente Figura 8-11, se representa la variación del

Tiempo de escape (Te) frente al ángulo de inclinación del vórtice (C):

• Cuando B es muy pequeño (vórtice casi vertical), la partícula

prácticamente describe un movimiento helicoidal alrededor del eje

del vórtice hasta que escapa, por lo que Te es muy grande.

• A medida que crece B, el vórtice va estando menos inclinado y la

partícula escapa más rápidamente de él.
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Figura 8-11: Influencia del ángulo de inclinación (0) en el
Tiempo de escape (Te) para S, = 0,4 y V, = 0,3
(caso del vórtice Rankine).

8.1.6. Obtención Analítica de la fórmula del Tiempo de escape

Como paso previo al desarrollo de la fórmula se van a realizar las

siguientes consideraciones:

1. La escala de longitud característica del problema que se está analizando es

la indicada en la ecuación (8.12): L, =

2. Cuando la velocidad de caída (M) y la inercia de las partículas es

suficientemente pequeña. las trayectorias de las mismas son modificadas

por el vórtice en regiones donde la velocidad del fluido Iú I V," . Esto es

válido en aquellos vórtices -como es el caso del Rankine- en los que la

velocidad del fluido -fuera del centro de los mismos- decae como r /Iz' I .
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Entonces, las velocidades de las partículas son tales que: Iv' I Y"

(Dávila & Hunt, 2001) [1].

3. De las dos consideraciones anteriores, se calcula la escala de tiempo

característica para las partículas  (te ), dividiendo la escala de longitud

característica L,` por el valor de la velocidad de las partículas Iv' I -r

tc= _ (F/'7 )/V,. 	
(8.24)

Seguidamente, se va a proceder al desarrollo de la Fórmula del Tiempo de

escape mediante los siguientes pasos:

10) Se parte de la ecuación de movimiento (6.40) y se dividen ambos

miembros 	 por 	 6,rRp`p', 	 resultando 	 la 	 ecuación 	 (6.44):

V• 
^ =VV`+ü'—v`
dt'

2°) De la ecuación (6.44) se despeja la velocidad de la partícula:

v` =V' +ú' —zp dv
di

(8.25)

3°) El término 	.  puede evaluarse -según Maxey & Corrsin (1986)[12]-

tomando la velocidad de la partícula de un modo aproximado como

v' ú * + P, con lo que la ecuación (8.25) queda de la siguiente forma:

v' Y' + ú' — z^ 	 [ú' + V,' ] 	 (8.26)

v" • +it —z' au. +(i +T; • ).Vi • 	(8.27)
ar

Dú'
' V,' + u' — z'V 	 (8.28)

" Dt
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4°) Si las partículas no tienen inercia (rp = 0), la expresión (8.28) queda

reducida a: v' = v; + ü. Por tanto, las partículas no escapan del vórtice

sino que siguen trayectorias cerradas alrededor del foco i.

5°) Si las partículas tienen inercia (rp > 0 ), éstas escapan del vórtice con una

Velocidad de escape (vé ):

✓K'

ve T "Di
	 (8.29)

6°) Esta velocidad de escape que aparece en la ecuación (8.29) es equivalente

a un espacio dividido por un Tiempo de escape (Te`):

Ve
 _ espacio 	. Dú•

	8.30
e 	Te

(8.30)

7°) Teniendo en cuenta la primera consideración expuesta, el espacio que

aparece en la ecuación (8.30) es del orden de la escala de longitud

característica (L,, =

8°) Con la segunda consideración, el término Dú de la ecuación (8.30) es del

orden de V,.

9°) Por último, si se toma la tercera consideración, el término Dt' de la

mencionada ecuación (8.30) sería del orden de la escala de tiempo

característica de la partículas (tom = I''^Yt"2 ).

10°) Si se sustituye las equivalencias de los pasos 7°, 8° y 9° en la citada

ecuación (8.30), ésta quedaría:

Tr• Ñ 
T,
 r'/V •'? 1

(8.31)
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110) De la ecuación (8.31) se despeja Te ':

z
T. -r r 	(8.32)T^ ¡v ..,

de donde se deduce la expresión del TIEMPO DE ESCAPE como:

T. = K. r*z 	(8.33)

PI

siendo Ke una constante adimensional independiente de los parámetros del

problema, que se determina empíricamente y que en lo sucesivo se

denominará Constante de tiempo de escape.

Hasta la fecha, esta fórmula no ha sido deducida por ningún

investigador y por ello supone un importante logro de esta Tesis, ya que

representa un notable avance dentro de la investigación de la

interacción de partículas con flujos vorticales.

8.1.7. Comparación de los Resultados numéricos con la Fórmula teórica.

Validez de la Fórmula

Una vez obtenida la fórmula teórica del Tiempo de escape (ecuación 8.33)

se procede a verificar mediante simulación numérica la validez de la misma.

Para que el Tiempo de escape obtenido numéricamente sea independiente

de la posición inicial de la partícula, se calculará el mismo promediando su valor

para una malla de 500 partículas equidistribuidas tomadas dentro de la región de

captura (Figura 8-12). Mientras mayor sea el número de partículas más exacto es

el resultado y mayor es también el tiempo de computación. Se ha comprobado que

con el número de partículas indicado se obtienen unos resultados suficientemente

precisos en comparación con un número mayor.
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Malla de partículas

Figura 8-12: Malla de partículas en la región de captura del
vórtice para obtener valores promedio.

Para obtener ese mallado de partículas, hay que obtener la ecuación
diferencial de la trayectoria límite, que pasa por el punto de silla y que encierra en
su interior a la región de captura; después hay que integrar esa ecuación

diferencial para obtener su ecuación algebraica y por último hay que resolver esa

ecuación algebraica.

1°) Ecuaciones diferenciales que determinan la trayectoria límite.

En coordenadas cartesianas la trayectoria límite está determinada por las

ecuaciones:

df— =uY 	 (8.34)
dt

dY.

dt — uy —v •'•' 	 (8.35)
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que en el caso particular del vórtice Rankine son, haciendo uso de las

ecuaciones (4.63)

dx' 	 —12' 'y
dt' — I + x'Z + y'2

R' R 2

(8.36)

dy . _ 	.(2•x'

dt' 	 x'2 	 y•z — I/, • 	 (8.37)
1 + R .,  R„

De (8.34) y (8.35) se tiene

dy , 	 ..u; — Y,
dx s

(8.38)

2°) Integración de las ecuaciones diferenciales de la trayectoria límite y

obtención de su ecuación algebraica.

Para la integración de las ecuaciones (8.34) y (8.35) ó (8.36) y (8.37) o

bien (8.38), un método sencillo es tener en cuenta que

•z 	 .z 	 •d(x	 + 1)
 _ 2x' ±2y	' d, 	(8.39)

que, sustituyendo (8.38) queda

	d  (x•2 + y•2 + 1) = 2x' + 2y' u;
 —v;

 • 	( 8.40)
dx 	 u;

y sustituyendo uX ' y u3,` -ecuaciones (4.63)- y realizando operaciones

algebraicas queda

2 	)2]
d(x' 2 ±y 2 ±1) _ 2V,'' 	x'

	 •
dx 	n, [I± ) R, + R , 	 (8.41)

v
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que es una ecuación fácil de integrar separando variables. La integración
de (8.41) proporciona

zv;'

x•2 + y•2 + R,2 = cep'" 	(8.42)

siendo "c" una constante de integración, que se puede obtener conociendo
las coordenadas x7, yo* de un punto de la trayectoria límite, que serían las

correspondientes al punto de silla 1 2 :

	2V;'  X 	.2	 .a 	 .2

	xo2 +2 + j 2 = cen l ' 	 c = x° + y0 + R" 	(8.43)
2V, .

e lu!Qs°

Sustituyendo (8.43) en (8.42) y despejando "y*"se obtiene la ecuación de
la trayectoria límite:

y ' v= V (x '1 + y;2 + R;2 )en X•
-soi _ x *2 _ R2 =°

(8.44a)

(xp2 + y;2 + R1*2 )e r* rx -sn1 — x•2 _ Rv2

donde:

x, y = coordenadas de la trayectoria límite.
x0 , yo  = coordenadas de un punto de la trayectoria límite -punto de silla,

ecuación (8.10)-.
Y,	 = componente de la Velocidad terminal de caída en fluido en

reposo perpendicular al eje del vórtice.
Rv 	 = radio del vórtice.
S/	 = doble de la velocidad angular del vórtice.
I'	 = circulación del vórtice.

La ecuación de la trayectoria límite, utilizando las relaciones (6.49), puede

expresarse en forma adimensional :

SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	 195
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTICULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Vórtice Rankine

1'=V<x„ +Y^;+11e`''S r°'— x`-1 =
(8.44b)

(x ) + y„ + 
	 ,EnB,s =°1 —

donde:

x. y 	 = coordenadas adimensionales de la trayectoria límite.
x,,, y„ = coordenadas adimensionales de un punto de la trayectoria limite

-punto de silla, ecuación (8.19)-.
V. 	 = componente adimensional de la Velocidad terminal de caída en

fluido en reposo perpendicular al eje del vórtice.

La coordenada "x” así obtenida representa los valores iniciales (x,) y

finales (x1) de la malla de partículas tomada en la región de captura.

3°) Solución de la ecuación algebraica de la trayectoria límite

Una vez obtenida la ecuación de la trayectoria límite, representada por las

ecuaciones (8.44a) —forma dimensional- y (8.44b) —forma adimensional-,

hay que resolver cualquiera de dichas ecuaciones para tomar la malla de

partículas dentro de la región encerrada por la trayectoria límite. Dado que

no es posible resolverlas analíticamente, es necesario hacerlo mediante un

proceso iterativo, hallando en cada caso sus soluciones según el valor que

tomen los parámetros de que depende el problema planteado.

A continuación, en la Tabla 8-8 se presentan en forma adimensional las

soluciones obtenidas para la ecuación (8.44b); es decir, los valores frontera

tomados para la coordenada "x" (x,, xf). A efectos de cálculo es preferible

resolver la ecuación (8.44b) porque los programas informáticos que se han

elaborado y que se recogen en el Anexo II operan en forma adimensional,

si se resolviera la ecuación (8.44a) sería necesario adimensionalizar las

soluciones para poder ejecutar los programas informáticos. En concreto,

en la Tabla 8-8 se exponen las soluciones en función de la velocidad

terminal (V,) y se representan en la Figura 8-13.
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TABLA 8-8. Valores adimensionales Límite para la malla de
partículas en la región de captura de un vórtice
Rankine, en función de V,

V Límites para la malla
x., Xj

0,24 -2,028 5,468
0,22 -2,243 5,994
0,20 -2,497 6,623
0,18 -2,805 7,388
0,16 -3,187 8,340
0,15 -3,414 8,910
0,14 -3,672 9,561
0,13 -3,970 10,310
0,12 -4,315 11,183
0,11 -4,723 12,214
0,10 -5,210 13,450
0,09 -5,804 14,958
0,08 -6,544 16,842
0,07 -7,491 19,263
0,06 -8,758 22,487
0,05 -10,526 27,000
0,04 -13,173 33,763
0,03 -17,581 45,035
0,02 -26,389 65,570

0,008 -66,003 168,953
0,006 -88,007 225,275

En esta Tabla 8-8, no se incluye el valor de V, = 0, ya que según la

ecuación (8.13) implicaría que la distancia entre los puntos de equilibrio y

por tanto los límites de la malla de partículas (región de captura) tenderían

a infinito. Tampoco se incluyen valores muy altos de V,, puesto que como

se verá, posteriormente en la Figura 8-17, dichos valores no aportan

información de gran interés debido a que la tendencia es a diverger del

valor de la constante K,.
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Figura 8-13: Límites de la malla de partículas en la región de
captura del vórtice en función de V, (caso del
vórtice Rankine).

En la Tabla 8-9 se muestran los límites de la malla de partículas en

función del diámetro de la partícula (d*) y de la circulación del vórtice

(f*), con objeto de materializar posteriormente el Tiempo de escape en

función de dichas variables fisicas, con dimensiones tangibles y reales

(Figura 8-19). Por ello, se procede a continuación a explicar

someramente el procedimiento seguido:

• De la ecuación (6.43) se obtiene:

TV * = rp = f3S do — pgd 2oV1 •
	18v*	 18p*v»

(8.45)

• Para obtener V, adimensional basta con utilizar las ecuaciones

(6.41) y (6.49), quedando:

V = V' _ fJS d;2

U^ 18v'U^
(8.46)
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• También puede expresarse en función del radio del vórtice (R„*) y

de la circulación del vórtice (1') empleando la ecuación (4.55):

V = ; •Rs, d•2
r 18v f' p (8.47)

• Para cada valor del diámetro de la partícula (dp`) y de la
circulación del vórtice (Te) considerados se obtiene un valor de la
Velocidad terminal adimensional que sustituido en la ecuación
(8.44b) y empleando (8.1) para obtener Vr ' , permite la resolución

iterativa de dicha ecuación.

• Los datos de partida —a modo de ejemplo- son:

fi = relación entre las densidades de la partícula (pp) y del fluido
(p') = 1000/1,2.

g = aceleración de la gravedad = 9,8 m/s2.

V = viscosidad cinemática del fluido = 1,5 - 10-5 m2/s.
R' = 0,001 m.

En dicha Tabla no se incluyen valores de d 	que los indicados

porque -como se verá más adelante en la Figura 8-19- con los valores

tomados se aprecia con suficiente claridad la coincidencia de los

resultados numéricos y teóricos; además en el límite de dp4 = 0 -de acuerdo

con la ecuación (8.47)- se cumpliría V, = 0 y según la ecuación (8.20) la

distancia entre los puntos de equilibrio y por tanto los límites de la malla

de partículas (región de captura) tenderían a infinito. Por lo que respecta al

otro extremo de la tabla, tomar valores mayores de dp no proporcionarían

resultados más relevantes que los ya obtenidos, ya que como se verá

posteriormente en la citada Figura 8-19 la tendencia para valores más

elevados de d a diverger del valor calculado mediante la fórmula

(8.33). Además a medida que aumenta d por tanto Vi la amplitud de la

región de captura se reduce hasta que para un valor suficientemente

elevado desaparece. Para un valor concreto de dp*, a medida que aumenta
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la circulación del vórtice aumenta la distancia entre los límites de la malla

de partículas y por tanto aumenta la amplitud de la región de captura

También se observa que, para un valor concreto de I', la distancia entre

los límites de la malla de partículas -y en consecuencia la amplitud de la

región de captura- se va reduciendo. Estas observaciones se aprecian con

claridad en la Figura 8-14.

TABLA 8-9. Valores adimensionales Límite para la malla de
partículas en la región de captura de un vórtice
Rankine, en función de d T'

d *p

um)

(m2/s)
10 3-10" 10

x; xr xj xr Xj xr
6 -4,778 12,355
7 -3,462 9,031
8 -2.591 6,860 -8,148 20,929
9 -1,982 5,357 -6,416 16,516 -21,562 55,220

9,5 -19,348 49,557
10 -1,527 4,265 -5.172 13,355 -17,458 44,721

1 -1,173 3,440 -4,247 1 1,01 1 -14,418 36,944
12 -0,882 2,792 -3,539 9,224 -12,108 31,041
13 -0,630 2,264 -2,982 7,827 -10,307 26,440
14 -0,397 1,812 -2,534 6,714 -8,876 22,788
15 -0,159 1,400 -2,168 5,811 -7,720 19,839
16 0,142 0,958 -1,862 5,067
17 -1,603 4,444 -5,986 15,423
18 -1,379 3,915
19 -1,183 3,462
20 -1,008 3,068 -4,284 11,104
21 -0,849 2,721
22 -0,702 2,411
23 -0,564 2,131
24 -0,430 1,874
25 -2,662 7,031
26 -0,156 1,395
30 -1,745 4,784
35 -1,151 3,391
40 -0,715 2,438
45 -0,344 1,715
50 0,073 1,051
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Figura 8-14: Limites de la mafia de partículas en la región de
captura del vórtice en función de d,, y r`(caso
del vórtice Rankine).

4°) Mallado de partículas_

Una vez calculados los valores límite para la malla de partículas, ésta se

obtiene mediante un procedimiento computacional, que se introduce en

cada uno de los programas informáticos elaborados —recogidos en el

Anexo II-.

Determinación de la Constante de tiempo de escape (Ks)

Para ratificar mediante simulación numérica la validez de la fórmula

obtenida para el Tiempo de escape (Te ') -ecuación (8.33)-, hay que determinar el

valor de la constante K, que aparece en dicha ecuación:

T^ z'V ' 4
K

pt
Q = r , 2 (8.48)
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■ Teniendo en cuenta que se ha tomado 9 = 2r/4 y que V," = Vt•sen9 se tiene:

K — 7-tez ' *V`4F • 2 (8.49)

• En la ecuación (8.49) hay que sustituir el Tiempo de escape Te. . Este se

obtiene numéricamente ejecutando el programa Kemedia (Anexo II).

Como esta rutina informática realiza los cálculos en forma adimensional,

es preciso rescribir la ecuación (8.49) en términos de variables

adimensionales utilizando relaciones que ya han sido expuestas en la

Tesis, como las (4.55), (6.46) y(6.49):

K —r • Te(R,• /Uo )Vt'Uo4 = z' TI ) 1 U;3 =	e — r 	 4F•2	 r 4r2
(8.50)

• Te y;Un 3 ( r• IU IJ 	• U( Teytf

	zr 	4I.'2
	 — zr I" 4

■ Considerando la ecuación (6.45) se obtiene:

K = S` T: V`

a

` 	 4
(8.51)

De este modo, introduciendo en el programa Kemedia los valores de los

parámetros de partida -ya indicados con anterioridad para otros programas e

indicando el número de divisiones de los ejes que determinan la región de captura

(M)- y variando V, y S, se obtiene numéricamente el valor de Te que sustituido en

la ecuación (8.51) proporciona el valor de Ke .

Conviene destacar que aunque la simulación numérica se podría haber

realizado elaborando un programa informático que obtuviera en una única

ejecución los resultados correspondientes a todos los valores de los parámetros

analizados, se ha optado por elaborar programas que deben ser ejecutados cada
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vez que se varía alguno de los parámetros cuya influencia se desea analizar. La
razón de hacerlo de este. modo es que hay que tener en cuenta que el tiempo que el
ordenador tarda en ejecutar estos programas es bastante grande, por lo que en el
caso de que hubiera algún error en los mismos o fuera necesario depurarlos se
produciría una notable pérdida de tiempo. El tiempo de computación es mayor a
medida que la inercia de las partículas es menor. Así, para los menores valores
considerados de la inercia de las partículas (y por tanto de su tamaño), dicho
período de tiempo llega a prolongarse por más de dos semanas.

A modo orientativo se adjunta la siguiente Tabla 8-10, que muestra los
distintos valores de V,, S,, Te, Ke y también el valor de Fp -obtenido mediante la
ecuación (6.53)- que recoge la influencia conjunta de Vi y S,.

TABLA 8-10. Valores de la Constante de tiempo de escape (Ks) y
del Tiempo de escape (Te) en función de V, , S, y Fp,
caso del vórtice Rankine

Vi

0,006 0,008 0,02 0,03 0,04 0,06 ...
Fr 0,00004 0,00016 0,00036

0,1 T. 9005141,5 576341,8 117602,0 ...

g.. 0,03600 0,03680 0,03810

Fp 0,00012 0,00048 0,00108

0,3 T, 3046557,4 200768 42583,1 ...
K. 0,03650 0,03850 0,04139

FP 0,00028 0,00112 0,00252

0,7 T. 1338884,5 92208,9 20512,2 ...
K. 0,03740 0,04131 0,04652

F,, 0,000036 0,000064 0,000400 0,000900 0,001600 0,003600 ...

c 1 T. 111635802 35334369 957245,3 199042,4 67605,4 15471,7

K. 0,03617 0,03618 0,03839 0,04030 0,04326 0,05012

Fo 0,000108 0,000192 0,001200 0,002700 0,004800 0,010800 ...
3 T., 37530245 12040384 348873,4 76997,9 27901,3 7010,6

0,03648 0,03699 0,04186 0,04677 0,05357 0,06814

Fuente: Programa informático "Kemedia ^'de elaboración propia.
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De esta Tabla, se deduce que:

o Para un número de Froude tendiendo a cero (F— O) y para una Velocidad

terminal de caída en fluido en reposo tendiendo a cero (V,-0), la

Constante de tiempo de escape tiende al valor 0,036 (1e—),036), para el

caso del vórtice Rankine.

	

u 	 Nos conduce a las siguientes representaciones:

-	 Constante de tiempo de escape K, frente al número de Froude de la

partícula FF para diferentes valores del número de Stokes S,

(Figura 8-15 y Figura 8-16).

-	 Constante de tiempo de escape Ke frente a la Velocidad terminal de

caída en fluido en reposo V, para diferentes valores del número de

Stokes S, (Figura 8-17).

En la Figura 8-15 se representa: mediante símbolos, el valor de Ke

obtenido mediante la ecuación (8.51) a partir de los valores calculados

numéricamente para el Tiempo de escape; y mediante una línea recta de color

negro, el valor constante 0,036. Se observa claramente que para valores

suficientemente pequeños del número de Froude de la partícula (FP < 10 3 ), la

constante Ke tiende al citado valor 0,036; a medida que dicho parámetro

disminuye, la coincidencia entre los resultados numéricos y el valor constante

deducido aumenta, esto puede verse en la tendencia en alcanzar la línea recta

negra señalada en la gráfica. Para mayores valores del número de Froude de la

partícula, el valor de Kr diverge de 0,036 por lo que la ecuación (8.33) que

proporciona el Tiempo de escape deja de tener validez. Una posible explicación

de este hecho estriba en que cuando las partículas tienen una inercia elevada no

son atrapadas por el vórtice.
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Figura 8-15: Constante de tiempo de escape (8e) frente al número
de Froude de la partícula (Fp) para diferentes
números de Stokes (caso del vórtice Rankine).
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Vórtice Rankine

Al recopilar en una misma gráfica la Constante de tiempo de escape (Ke)

frente al número de Froude de la partícula (Fp) para los distintos valores del

número de Stokes (Figura 8-16), se observa una característica interesante

consistente en que las curvas Ke  Fp prácticamente se superponen. La explicación a

este hecho está en que las partículas para ser atrapadas por el vórtice deben tener

pequeño tamaño, es decir pequeño diámetro (dp*), con lo que la Velocidad

terminal (Y,) —según ecuación (8.47)- será también pequeña y por consiguiente la

amplitud de la región de captura —según la Figura 8-5 y las ecuaciones (8.13) ó

(8.23)- será mucho mayor que el centro del vórtice; en este caso la inercia de las

partículas está caracterizada por el número de Froude de la partícula (FP) y la

dependencia de Ke respecto del número de Stokes (S,) desaparece (apartado 6.4 de

la Tesis).

o s,= o,1
X S,=0.3
+ S,=o,7

S,=1
7 S,=3

o

^w

10 -4 	10"3	 10,2 	 10_I
Fp

Figura 8-16: Comparación de la Constante de tiempo de escape
(Ke) frente al número de Froude de la partícula (F,,)
para distintos números de Stokes (caso del vórtice
Rankine).
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Figura 8-17: Constante de tiempo de escape (Ke) frente a la
Velocidad terminal (Vr) para diferentes números de
Stokes (caso del vórtice Rankine).

En esta Figura 8-17 se observa la misma tendencia de 1, hacia el valor

0,036 a medida que disminuye la velocidad terminal V1 y también se aprecia que

cuanto menor es el número de Stokes (S,) menor es el valor de K, ya que las
partículas son más fácilmente atrapadas por el vórtice.

Validez de la Fórmula

Una vez obtenido el valor de la Constante de tiempo de escape (Ke) se

procede a corroborar mediante simulación numérica la validez de la Fórmula

(8.33) obtenida en esta Tesis para el Tiempo de escape. Aunque esto puede

realizarse en términos de magnitudes adimensionales, es recomendable llevarlo a

cabo en términos de variables fisicas con magnitudes tangibles por su utilidad

práctica.
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En la Figura 8-18 se verifica la validez de la Fórmula mostrando la

dependencia del Tiempo de Escape (Te ) frente al diámetro de las partículas (dp`)

para distintos valores de la circulación del vórtice (I') (desde 10-5 a I0^ m2/s) y

un radio del vórtice R,,` = 0,001 m; estos valores son del orden de magnitud

habitual en flujos turbulentos en los que existen tubos delgados con intensa

vorticidad con un tiempo de vida promedio del orden de la escala de tiempo

integral (Vincent & Meneguzzi, 1994) [10].

Para realizar los cálculos se ha desarrollado el programa dtmedia (Anexo

II) en el que se introducen como datos de partida -además de los que ya se han

indicado al comentar otros programas informáticos elaborados y cuyos valores se

han mantenido-: el diámetro de la partícula (dp `), la circulación del vórtice (I') y

el radio del mismo (R, *) así como los límites para la malla de partículas (x;, xf)de

acuerdo con la Tabla 8-9. El citado algoritmo informático realiza los cálculos en

términos de variables adimensionales, por lo que proporciona como resultado

(Tabla 8-11) el valor adimensional del Tiempo de escape promedio (<Te). Este

tiempo se transforma en su correspondiente dimensional —utilizando la ecuación

(6.49)- del siguiente modo: T = TQ (R, /U) = Te (R^ z /F ) .

En la figura se representan: por símbolos los resultados obtenidos mediante

simulación numérica para el Tiempo de escape y por líneas sólidas los resultados

teóricos obtenidos mediante la ecuación (8.33) -con KQ = 0,036-. De esta figura se

deduce que para un diámetro de partícula lo suficientemente pequeño ( 10 µm),

el Tiempo de escape de la partícula obtenido por simulación numérica coincide

con el teórico proporcionado por la ecuación (8.33), divergiendo cuando aumenta

el diámetro. El mayor valor de d  cada valor de la circulación del vórtice T^

es el valor del diámetro de la partícula cuya velocidad terminal es tal que la región

de captura desaparece (Así, puede observarse que en las Tablas 8-8 y 8-9 a

medida que crecen la velocidad terminal y el diámetro de la partícula se estrechan

los límites de la región de captura).
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TABLA 8-11. Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
(<Ti >) de un vórtice Rankine, en función de d; y l'*

d ,
(__t)

<T

r'=10"5 (JW1s) r+= 340 5 (m/s), F' 	 1.0-4`(fls) ,

6 937491,4

7 205064,3

8 56050,2 1410487,6

9 18057,5 438784,3 15955241,3

9,5 9307711,4

10 6788,6 155220,9 5580671,3

11 2891,2 60956,1 2164141,4

12 1377,7 26244,3 912798,4

13 733,7 12208,0 413951,5

14 436,1 6103,1 200247,3

15 286,3 2030,9 102204,0

16 221,5 1815,3

17 1070,8

18 660,53

19 425,7

20 285,1 6815,19

21. 196,6

22 140,8

23 105,4

24 78,8

25 980,514

26 49,13

30 261,7

35 75,5

40 35,9

45 18,5

50 11,8
Fuente: Progama informático "dtmedia " de eiatroraclon propia.
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Figura 8-18: Tiempo de escape (Te) frente al diámetro de la
partícula (d,) para distintos valores de la circulación
del vórtice y radio del vórtice R, =1,001 m (caso del
vórtice Rankine).
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Al recopilar en una misma gráfica el Tiempo de Escape (Tes) frente al
diámetro de la partícula (4,) para los distintos valores de la circulación del
vértice (Figura 8-19) se observa que a igualdad de tamaño de partícula, el tiempo
de escape aumenta con el incremento de la circulación del vórtice, como es lógico
esperar.

106

104

102

A

V
10°

102

le
10°

x

X x`+

++

V r•= 1O mZ/s
x r' = 3. 10d m2/s
+ r =10-4 m2/s

101
doy (N )

102

Figura 8-19: Comparación del Tiempo de escape (Te') frente al
diámetro de la partícula (dp ) para distintos valores
de la circulación del vórtice y radio del vórtice
R,,'-0,001 m (caso del vórtice Rankine).

Así pues, la Fórmula (8.33) -desarrollada en esta Tesis Doctoral- para el

Tiempo de escape, es uno de los resultados más importantes de esta investigación.
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8.1.8. Aplicación de la Fórmula del Tiempo de escape a un caso práctico

A continuación se va a exponer una las posibles aplicaciones de la

Fórmula (8.33) del Tiempo de escape Te' desarrollada en esta Tesis.

Como ejemplo, dicha fórmula puede ser de utilidad para entender el

comportamiento de pequeñas partículas pesadas en flujos turbulentos,

caracterizados por intensos vórtices con circulación T del orden de la viscosidad

cinemática del fluido v y escala de tiempo integral T,. En concreto, para el.

problema de la velocidad promedio de sedimentación hay dos teorías:

• 	 Si T » T 	todas las partículas permanecerán atrapadas dentro

de los vórtices. En este caso Maxey (1987) [ 16] dedujo que la

velocidad media de sedimentación es del orden de V,'. El justificó

este resultado como una consecuencia del efecto de captura y de la

ausencia del efecto de cruce de trayectorias para partículas con

inercia suficientemente pequeña.

• 	 Si Tr «ir prácticamente todas las partículas están fuera del

vórtice. Dávila & Hunt (2001) [1]  sugirieron que debido a la

formación de regiones vacías, las partículas con muy poca inercia

tienen una velocidad media de sedimentación mucho más grande:

del orden de V, (1+ a' ) donde a es un parámetro del orden de la

relación entre u /V," y la distancia entre los vórtices y B es una

"integral de barrido" de la longitud de sedimentación diferencial.

Por tanto, la velocidad media de sedimentación puede alcanzar

valores más elevados que los indicados por la teoría por Maxey.

■ 	 Si Tr ~ T,' esta relación proporciona un valor crítico del diámetro

de las partículas que tienen un comportamiento intermedio.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.43) y (8.45), la formulación

(8.33) aquí obtenida implica que el Tiempo de escape es
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proporcional a d '° . Esta fuerte dependencia del Tiempo de escape

con el diámetro de las partículas indica que se produce una súbita
transición entre ambas teorías de sedimentación, con importantes
consecuencias en el comportamiento de partículas pesadas en flujos
turbulentos.

En particular y a modo de ejemplo, en el caso de flujos atmosféricos -
concretamente para nubes en la atmósfera, es decir para gotas de agua en el aire-

es posible acotar el diámetro crítico de partícula d.,, para el que se produce la

transición entre las dos teorías, utilizando la fórmula (8.33) desarrollada en esta
Tesis:

1. Se toman como datos de partida: densidad de las partículas pp4=1000

kg/m3 , densidad del fluido p=1,2 kg/m3 (con lo que el valor de f es

igual a 1000/1,2 = 833,33), viscosidad cinemática del fluido v=1,5

10-5 m2/s, circulación de los vórtices f'=31 0 m2/s y T =3 .10"4 m2/s

(valores típicos de circulación que se pueden encontrar en flujos

turbulentos en las nubes), escala de tiempo integral T* comprendida

entre 10 s y 100 s (Dávila & Hunt, 2001) [1].

2. Se iguala 7 	 7, utilizando para Te la Fórmula (8.33) con un

valor de la Constante de tiempo de escape Ke = 0,036:

	T^ = T. * 	T, * = Ke I'^?/zp ' = 0,036I'^2/rpT ;'° (8.52)

3. Se sustituye en la expresión anterior el tiempo de respuesta viscosa

de las partículas i la ecuación (6.43) y la velocidad terminal

de caída en fluido en reposo V,+ según las ecuaciones (8.1) y (8.45),

teniendo en cuenta que el ángulo de inclinación del vórtice es de

6=wd4.
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T,' = 0.036 S
	

•S r•2

 r., = T' 	 (8.53)
fig senOd^

4. Se sustituyen los valores de partida y se obtiene el diámetro crítico

en función de la escala de tiempo integral para los dos valores de

circulación:
r = 3]Ø5

7 . _ 3,2410"

6.4459013591 o 3 5 d; '  °
I' =31O -4 m`/s

d.1° =
5,026449863.10-4'

	(8.54a)T, .

3.24-10 -°

6,4459013591035 dP 1°

' 5,026449863.10
d , '°  =
	 ~45 	

(8.54ó)

5. Se calcula el diámetro crítico para los dos valores de la escala de

tiempo integral:
I' * = 3.10"5 m2/s

T' = 10s = d,,. = 18,62 fan

=100s = d^,. =14,791vn

= 3.10 .4 M 2 /s

T,' =10 s 	 d:, = 29,52 urn

=100 s d•,. = 23,15 pm

En la siguiente Figura 8-20 se representa la velocidad media de

sedimentación de gotas de agua en aire para las tres opciones citadas con los dos

valores de circulación: 7,* » T, * (Maxey, línea continua azul), T, «7v (Dávila

& Hunt, círculos verdes) y 7;7 — 7;' (transición entre ambas, cruces rojas). Al

mismo tiempo se representan los valores obtenidos del diámetro crítico (líneas

discontinuas rojas). Con ello, se demuestra que gracias a la Fórmula (8.33) de la

Tesis es posible acotar el diámetro crítico de partícula para el que se produce la

transición entre ambas teorías de sedimentación en flujos turbulentos.
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Figura 8-20: Velocidad media de sedimentación (<V>)
de gotas de agua en aire frente al
diámetro de la partícula (d. ).
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Como puede observarse:

• En el rango de transición las partículas con tamaños del mismo orden

pueden tener velocidades de sedimentación muy diferentes, con lo que se

incrementa la posibilidad de colisiones. Este efecto incluso es más fuerte

teniendo en cuenta que si el número de Froude de la partícula -ecuación

(6.53)- es del orden unidad (FP---1) en el rango de transición, las fuerzas

centrífugas sobre las partículas producen considerables fluctuaciones en

las velocidades de las partículas cerca del punto de silla (Martín &

Meiburg, 1994) [113].

• El valor obtenido para el diámetro crítico de la partícula para circulación

I' * entre 310-4 y 3.10-5 m2/s guarda concordancia con las medidas

experimentales llevadas a cabo por Jonas (1996) [123], lo cual viene a

corroborar de nuevo la utilidad de la Fórmula (8.33) -desarrollada en esta

Tesis- que permite obtener un tamaño crítico de partícula a partir del cual

se pueden distinguir dos comportamientos diferentes de pequeñas

partículas pesadas en turbulencia homogénea.

8.2. Análisis de la Velocidad media de Sedimentación de partículas
de un vórtice tridimensional

La metodología utilizada es la indicada en el diagrama de flujo de la

Figura 7-2b de la Tesis. El paso previo es tomar una malla de partículas

equidistribuidas en la región de captura del vórtice, encerrada por la trayectoria

límite. Para ello se obtiene analíticamente la ecuación de la trayectoria límite y

después se resuelve dicha ecuación iterativamente, ya que no es posible su

resolución algebraica. A continuación, se calcula la velocidad media de

sedimentación numéricamente y se representa gráficamente frente al Tiempo de

Escape promedio. A la vista de la representación es posible obtener una relación

entre la Velocidad media de sedimentación y el Tiempo de Escape promedio.
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8.2.1. Mallado de partículas

Después de desarrollar la Fórmula (8.33) para el Tiempo de escape, de
comprobar numéricamente su validez y de constatar su utilidad, se plantea la
cuestión de analizar la Velocidad media de sedimentación de partículas pesadas
situadas inicialmente en la región de captura del vórtice y de investigar su posible
relación con el Tiempo de escape.

El desarrollo de una formulación teórica similar a la expresión (8.33) para
la Velocidad media de sedimentación no es fácil de obtener a priori y se saldría en
principio fuera de los objetivos inmediatos de esta Tesis. Por eso, la opción más
factible es acometer su estudio numérico. Para ello, se ha tomado una malla de
500 partículas equidistribuidas en la región de captura del vórtice, del mismo
modo que ya ha sido anteriormente explicado en el apartado 8.1.6 [Figuras 8-12,

8-13 y 8-14; ecuaciones (8.34) a (8.44) y Tablas 8-8 y 8-9].

8.2.2. Cálculo Numérico de la Velocidad media de sedimentación

Este cálculo se realiza mediante el programa informático inclivel (recogido

en el Anexo U), en el que se introducen como datos de partida el diámetro de la

partícula (d,,), la circulación del vórtice (I') y el radio del mismo (R„*) así como

los límites para la malla de partículas (x; y xj) de la Tabla 8-9. Los resultados se

recogen en la Tabla 8-12. El programa realiza las operaciones siguientes: para

cada una de las N partículas de la malla, guarda su posición inicial zio y su

posición final z;, después de transcurrir un cierto tiempo t. El valor de la velocidad

media de sedimentación se obtiene entonces mediante

1=N

< YZ >= 1
	ZIO — Zu

	(8.55)
N ,_, 	 t

El instante de tiempo final t tiene que ser el suficiente como para que las

partículas hayan escapado del vórtice y para que su velocidad haya alcanzado ya
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el valor asintótico, por lo que no es posible conocerlo a priori. Para estimarlo

(Figura 8-21), se ha tomado un primer valor de t con el que se ha calculado una

primera aproximación de <V>, después se ha tomado un segundo valor de t que

ha sido el doble del anterior para calcular un nuevo valor de <Vi> y así

sucesivamente hasta que la diferencia relativa entre dos valores consecutivos de

<V> es menor que una cota preestablecida de 10 5 (error relativo del 0,001 %).

TABLA 8-12. Tiempo de escape promedio (<T^ >) Numérico y Teórico
(Fórmula) y Velocidad media de sedimentación (<V>)
de un vórtice Rankine, en función de dP y T'

I*
(n,2/s)

dp 10-5 3-10-5 10^

<Te >

(s) _______

<Ve> <Te>

(s)

<Vi> <Te'>

(s)

<V^

Numérico Fórmula Numérico Fórmela Numérico Fórmela

7 20506,4 19852 0,146277

8 5605,0 5223 0,189599 47016,3 47004 0,063704

9 1807,5 1608 0,239594 14626 14475 0,080453 159522,4 160830 0,024371

9,5 93077,1 93660 0,027110

10 678,9 561 0,294549 5174 5047 0,099134 55806,7 56080 0,029993

11 298,1 216 0,355159 2032 1946 0,1 19742 21641,4 21620 0,036189

12 137,8 91 0,423470 875 815 0,142283 9127,9 9060 0,042953

13 73,4 41 0,485523 407 366 0,166745 4139,5 4070 0,050288

14 43,6 19 0,554639 203 174 0,192912 2002,5 1940 0,058192

15 28,39 10 0,650757 68 88 0,217394 1022,0 970 0,066707

16 22,1 5 0,765125 61 46 0,250267

17 36 25 0,280792 307,3 280 0,085449

18 22 14 0,313784

19 14 8 0,347742

20 10 5 0,383102 68,2 50 0,1 17431

21 7 3 0,419239

25 9,9 10 0,179951
I-uente: Programa intormatico "rnc/rver - ae elaboracion propia para <v s>

Programa informático "dfinedia" de elaboración propia para <T,'> numérico.
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Figura 8-21: Diagrama de flujo de obtención del tiempo de
computación (1) para el que la velocidad de las
partículas alcance el valor asintótico.

8.2.3. Representación gráfica de la Velocidad media de sedimentación frente

al Tiempo de escape promedio

Habiendo obtenido a partir del diámetro de las partículas dp los siguientes

parámetros:
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1) El Tiempo de escape promedio <Te > obtenido con la Fórmula

(8.33) ó (8.53).

2) El Tiempo de escape promedio <Te > obtenido mediante

Simulación numérica con el programa dtmedia (apartado 8.1.6.

en la sección Validez de la Fórmula).

3) La Velocidad media de sedimentación <V>  obtenida mediante

Simulación numérica con el programa inclivel (apartado

8.2.2.).

Los resultados se muestran en la Figura 8-22, en la que se representa -para

los mismos valores de circulación del vórtice ya considerados en figuras

anteriores- la Velocidad media de sedimentación <V.> frente al Tiempo de escape

promedio <Te*>, con líneas continuas (el obtenido mediante la Fórmula) y con

símbolos (el obtenido mediante la Simulación numérica).

100

pm

> 10^
V

102 L
104

+l 	 C r1

+ 	 r^

}	 tip 	 -^

`+

i , 	r•= 10.5 In 218.+ 	 +
= 3 • I u-` m 2/S

+ r'= lo-4 m2/s

102 	 100 	 102 	 Ío4 	 108

<Te*> (s)

Figura 8-22: Velocidad media de sedimentación <V> frente
al Tiempo de escape promedio <T> (caso del
vórtice Rankine).
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Pueden observarse nuevamente los dos comportamientos diferenciados
para las partículas que ya se han constatado con anterioridad. Para partículas
suficientemente pequeñas, es decir, aquellas con un tiempo de escape elevado la
curva <Y^-<Te > es una línea recta cuando la representación es en escala
logarítmica, tanto para el tiempo de escape teórico como para el obtenido
numéricamente mientras que para partículas grandes y pesadas se produce una
dispersión de los puntos, que ya no están sobre esa recta ni en el caso teórico ni en
el numérico.

8.2.4. Obtención de la relación entre la Velocidad media de sedimentación y
el Tiempo de escape promedio. Relación numérica

La observación de la Figura 8-22 sugiere la posibilidad de encontrar algún
tipo de relación entre la Velocidad media de sedimentación y el Tiempo de escape

promedio para partículas suficientemente pequeñas. Para obtener esa relación, se

puede establecer algebraicamente la ecuación de las rectas que aparecen con

líneas continuas, en dicha figura.

Por ejemplo, tomando dos puntos de la línea continua azul (vórtice

Rankine con circulación r *= 10-5 m2/s) y teniendo en cuenta que dicha gráfica

está en escala logarítmica, la ecuación de la recta sería:

log < V > — log 0,189599  log < T > — log 5223
log 0,146277 — log 0,189599 log 19852 — log 5223 

(8-56)

Realizando esta misma operación para los tres valores de la circulación

considerados en la figura, se obtiene en cada caso una relación tipo donde aparece

una constante K, (constante de sedimentación) que depende del valor de la

circulación del vórtice. Los valores obtenidos para dicha constante son

1,000354097; 0,537110195 y 0,25859312 para T .= 10-5, 3.10-5 y 10-4 m2/s

respectivamente. La relación es:
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<V. >= 7 K` 	K <T > -1 ' 5

< T, >019 	 s 	 e (8.57)

Se deduce por tanto que la velocidad media de sedimentación

(adimensional) de pequeñas partículas pesadas situadas inicialmente en la región

de captura de un vórtice tridimensional es del orden de < T >-" 5 ; es decir es

proporcional al inverso de la raíz quinta del Tiempo de escape promedio.

Haciendo uso de la ecuación (6.49) es posible escribir la ecuación (8.57)

en forma dimensional para

< V' > 	 , =: <V>=
U0 — < Te >0.,9 K`U0 	i^ >=.	

K` F
< 

	
.

< TT > 0,19 	Rv < Tr >0.19 (8.58)

8.3. Análisis de la sedimentación de partículas en vórtices

bidimensionales periódicos

Se ha seguido el procedimiento descrito en el diagrama de flujo de la

Figura 7-3 de la Tesis:

• Se ha desarrollado un algoritmo informático que simula la existencia de

vórtices girando —tanto con en el mismo sentido de giro como con sentidos

de giro alternados- repetidos periódicamente.

• Se han analizado las trayectorias de las partículas.

• Se ha investigado el incremento de la velocidad media de sedimentación

respecto al caso de fluido en reposo.

• Se ha llevado a cabo un análisis de la influencia de la inercia de las

partículas.

• Por último, se ha planteado la posibilidad de aplicar el modelo de flujo

aquí investigado en el desarrollo de un modelo Lagrangiano de

sedimentación y dispersión de partículas en flujos turbulentos.
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8.3.1. Simulación de vórtices airando en el mismo sentido

El algoritmo informático implementado simula vórtices bidimensionales
que se repiten periódicamente en las direcciones horizontal y vertical, girando
todos ellos en el mismo sentido. Se ha elegido -como ejemplo para el estudio- el
sentido "antirelof" (Figura 8-23). Dicho algoritmo se recoge en el Anexo II dentro
de cada uno de los programas elaborados cuando es necesario su empleo.

El radio de los vórtices se toma mucho menor que la distancia entre

vórtices, a fin de minimizar las posibles interacciones entre los campos de flujo de

cada uno de ellos. Dicha separación entre vórtices (L„) es constante, es la misma

en las direcciones "Ox" y "Oy" y es 10 veces mayor que el radio de los mismos.

Ly 	 Rv
R. = Radio de vórtice
L,  = Separación catre vórtices

Figura 8-23: Representación esquemática de la disposición
bidimensional de vórtices girando en el mismo.
sentido.
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8.3.1.1. Análisis de trayectorias de partículas

Partículas sin inercia

Las trayectorias se obtienen de manera similar a la descrita en el apartado

8.1.1.; la diferencia estriba en que ha sido necesario desarrollar, para

simular los vórtices girando en el mismo sentido, un nuevo programa

informático de elaboración propia Ira hormuchos s i (trayectorias de

partículas sin inercia) cuyo listado se recoge en el Anexo H.

En el caso del programa trahormuchos s i, los datos de partida son:

V, 	 = velocidad terminal adimensional de caída en fluido en reposo.
L,t 	= distancia horizontal entre los vórtices = 10.
L,, 	 = distancia vertical entre los vórtices = 10.
hini = paso de integración inicial para el método de Runge-Kutta = 0,1.
delta = error máximo en la integración numérica = 10-'.
YQ 	 = posiciones iniciales de las partículas (bidimensional) = xo. yo .
tfin = instante de tiempo final para la integración numérica.

A continuación, se ejecuta el citado programa, obteniéndose como

resultado para cada partícula los valores de "x, y" que definen su posición

en cada instante de tiempo (t) posterior (Tabla 8-13).

La representación gráfica de los valores obtenidos proporciona las

trayectorias de las partículas sin inercia (Figura 8-24). Dicha

representación se lleva a cabo con el programa Matlab. El hecho más

evidente de esta figura es la posibilidad de suspensión permanente, con

partículas describiendo órbitas cerradas. Esto también se produce en otros

campos de flujo -que ya han sido mencionados en esta Tesis Doctoral-,

como son los de Stommel (1949) [13]  y los de Maxey & Corrsin (1986)

[12]. La existencia de estas trayectorias cerradas implica la presencia de

puntos de equilibrio en los que la velocidad local del flujo es igual y

opuesta a la velocidad terminal de caída, de modo que cualquier partícula

soltada en uno de estos puntos de equilibrio permanecerá en él.
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TABLA 8-13. Posiciones de las partículas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en vórtices
periódicos girando en el mismo sentido,
caso del vórtice Rankine

x0 Yo t x y
0,10000 1,499638 90,0 163 74
0,60000 1,486836 90,098808

1,5 90 1,40391 1,424691 90,237294
2,22357 1,293738 90,393732

0,10000 1,749887 90,006958
0,60000 1,745906 90,041941

1,75 90 1,85192 1,625513 90,134813
3,11311 1,500199 90,246112

0,00092 4,999911 103,999631
0,00175 4,999829 103,999317

5 104 0,00591 4,999423 103,997724
0,02672 4,997394 103,989881

0,10000 7,482007 103,938627
0,60000 7,391504 103,627261

7,5 104 2,08758 7,124589 102,648546
3,00000 6,975020 102,001945

0,10000 9,974859 103,949920
0,60000 9,844227 103,696803

10 104 1,61037 9,552220 103,165536
2,40805 9,291534 102,715029

0,10000 12,481956 103,961292
0,60000 12,389402 103,769628

12,5 104 2,74724 11,93 7852 102,987065
3,00000 11,877427 102,899851

Fuente: Programa informático °trahoreruchos s i T de elaboración propia
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Figura 8-24: Trayectorias (adimensionales) de partículas sin
inercia (S, = 0) con vórtices girando en el mismo
sentido, para una velocidad terminal
adimensional de caída de la partícula V, = 0,5
(caso del Vórtice Rankine).

Partículas con inercia

Nuevamente las trayectorias se obtienen de manera análoga a la descrita en

el apartado 8.1.1.; en este caso se ha desarrollado, para simular los vórtices

girando en el mismo sentido, el programa informático trahormuchos

(trayectorias de partículas con inercia) —también de elaboración propia-

cuyo listado se recoge en el Anexo H.

Los datos de partida son idénticos a los del programa trahormuchos_s_i,

con la salvedad de que hay que introducir el número de Stokes (S1) y

especificar las velocidades iniciales de las partículas (que son calculadas

por el propio programa).
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La ejecución del programa proporciona para cada partícula los valores de
"x, y" que definen su posición en cada instante de tiempo (t) posterior
(Tabla 8-14).

TABLA 8-14. Posiciones de las partículas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vórtices
periódicos girando en el mismo sentido,
caso del vórtice Rankine

X0 Yo t x y.
0,10000 1,500002 -0,049834
0,60000 1,500387 -0,294124

1,5 0 1,58514 1,506519 -0,753595
2,55985 1,524290 -1,185151

0,10000 3,500000 -0,049929
0,60000 3,500072 -0,294124

3,5 0 2,44127 3,504557 -0,753595
4,00000 3,518486 -1,185151

0,10000 5,000000 -0,050050
0,60000 5,000036 -0,301780

5 0 3,03217 5,004415 -1,559123
4,00000 5,009858 -2,072897

0,10000 6,500000 -0,050071
0,60000 6,500073 -0,302541

6,5 0 2,43533 6,504670 -1,257509
4,00000 6,519341 -2,101396

0,10000 8,500002 -0,050166
0,60000 8,500394 -0,305875

8,5 0 1,54134 8,506286 -0,807485
2,53110 8,524913 -1,357226

0,10000 11,500002 -0,049834
0,60000 11,500387 -0,294124

11,5 0 1,58514 11,506519 -0,753595
2,55985 11,524290 -1,485151

Fuente: Programa mtormatuco -aanornwcnos ue cIavuracIun pruplu.
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En la Figura 8-25 pueden observarse las trayectorias descritas por las

partículas para diferentes valores de su inercia, es decir, para diferentes

valores del número de Stokes (S,= 10, 20, 50, 80) siendo soltadas todas las

partículas en la misma ordenada:

- Contrariamente al caso de partículas sin inercia, en ninguna de estas

trayectorias se aprecia una órbita cerrada correspondiente a una

partícula atrapada, lo cual se debe a la acción de la fuerza inercial

centrífuga que hace que las partículas escapen en espiral como ya se ha

mencionado.

- No obstante, en dicha figura puede observarse que hay una

característica de las trayectorias de las partículas aún más obvia e

incluso hasta cierto punto sorprendente: para un tiempo

suficientemente grande todas las partículas -independientemente de su

abscisa inicial- acaban oscilando alrededor de la línea media vertical

situada entre dos líneas verticales de vórtices.

- A medida que aumenta el número de Stokes, la inercia de las partículas

es mayor y la amplitud de las oscilaciones es más pequeña, como era

lógico esperar, ya que las partículas se verán menos afectadas por el

campo de flujo.

- Además, ocurre algo similar a lo observado por Wang & Maxey

(1993) [9] para un flujo turbulento ísótropo y homogéneo generado

mediante el método de simulación numérica directa (DNS): las

partículas se agrupan en el "canal" que se forma entre dos regiones

vecinas de vorticidad; la inclinación inercial (es decir, la interacción

de las partículas con las estructuras locales espaciales del flujo,

concepto designado como inertial bias en inglés) hace que la partícula

no se desplace a lo largo de una línea de corriente del flujo sino que se

mueva a lo largo de la periferia de la estructura vortical, tendiendo a

zonas de baja vorticidad y baja tensión de flujo.
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Figura 8-25: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia moderada (S, = 10 a S0) para vórtices girando
en el mismo sentido (caso del vórtice Rankine).
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En la Figura 8-26 se muestra un comportamiento diferente de las

trayectorias descritas por las partículas para valores del número de Stokes

más elevados (Sr= 130, 165, 200 y 235) siendo este comportamiento

sorprendente e inesperado:

- Ahora, las partículas no terminan oscilando en la zona central entre dos

hileras verticales de vórtices, sino que hay unas curvas aisladas bien

definidas que limitan unas franjas de baja vorticidad del flujo en las

cuales no pueden entrar las partículas que inicialmente estaban fuera

de ellas.

- Las partículas que fueron soltadas inicialmente dentro de alguna de

estas franjas caen casi verticalmente, por la sencilla razón de que el

efecto de la vorticidad en estas zonas es muy poco importante.

- Se forman en las zonas cercanas a cada hilera vertical de vórtices una

región vacía, en la que al cabo del tiempo no va a encontrarse ninguna

partícula.

- Así, en la figura se distinguen dos tipos de zonas: las franjas de baja

vorticidad y las regiones vacías, ambas separadas por las curvas antes

mencionadas, que corresponden a segmentos de las trayectorias

asintóticas finales de las partículas (Maxey & Corrsin, 1986) [12].

- También se deduce de la figura que a medida que aumenta la inercia

de las partículas, mayor es la anchura de las franjas donde la influencia

de la vorticidad es poco importante hasta que para un valor del número

de Stokes muy elevado, la inercia de las partículas es tan grande que

prácticamente no se ven afectadas por la vorticidad y por el campo de

flujo del fluido; al mismo tiempo la anchura de las regiones vacías va

siendo menor. Todo ello se aprecia también con claridad en la Figura

8-27, en las que aparece la abscisa de las partículas frente al tiempo

para diferentes inercias de las mismas.
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Figura 8-26: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia fuerte (S, = 130 a 235) para vórtices girando
en el mismo sentido (caso del vórtice Rankine).
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Figura 8-27: Evolución (adimensional) de la abscisa de partículas
con inercia fuerte (S, = 130 a 235) para vórtices
girando en el mismo sentido (caso del vórtice
Rankine).
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A modo de resumen sobre las trayectorias, se puede decir que:

1. Para números de Stokes muy pequeños, partículas con muy poca inercia,
éstas estarán muy afectadas por el campo de velocidad del fluido
circundante, las franjas de baja vorticidad serán muy estrechas (llegarán a
aparecer como unas líneas gruesas) y las regiones vacías serán muy
anchas (prácticamente todo el espacio entre dos líneas verticales situadas a
lo largo de los puntos medios entre dos líneas verticales de vórtices).

2. Para números de Stokes muy elevados, las partículas tendrán mucha
inercia y el efecto que el campo de flujo ejercerá sobre ellas será muy leve,
por lo que ocurrirá justamente lo contrario: las regiones vacías serán muy
estrechas (prácticamente desaparecerán) y las franjas de baja vorticidad

del flujo serán muy anchas (prácticamente todo el espacio y las partículas
seguirán trayectorias casi verticales).

3. La consecuencia que se extrae de estos resultados puede ser de gran
importancia en procesos industriales que requieran la separación de

partículas de diferentes características y diferentes inercias, o que

requieran la separación de partículas de un fluido. Esto sugiere la

posibilidad de construcción de algún dispositivo que materialice la

disposición bidimensional de los vórtices girando en el mismo sentido, de

modo que se conozca la abscisa a la que irán a parar las partículas que se

quieran separar.

4. Los resultados obtenidos en esta investigación proporcionan además una

posible alternativa no sólo como método de separación de partículas de un

fluido sino también como método de clasificación de las mismas. Hay que

tener en cuenta que la presencia de flujos multifásicos dispersos es muy

común en el entorno medioambiental y en muchos procesos industriales.

Por citar algunos ejemplos se podría mencionar la minería (Parra et al.,

2003) [124], el polvo resultante de la erosión, los residuos de las

combustiones, procesos de ingeniería química (Santos García) [125], etc.
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Por tanto los procesos de separación de partículas sólidas de un fluido y su

clasificación constituyen en la actualidad un importante campo de

investigación (Frank et al., 1999) [126]. En este sentido, algunos métodos

usuales incluyen la supresión de la producción de polvo, aceleración de la

sedimentación de las partículas, ventilación (Dawson, 1990) [127] o bien

el empleo de filtros, precipitadores electrostáticos (Veenhuizen et al.,

1990) [128] y ciclones (Frank et al., 1998) [129], Ogawa et al., 1993)

[130]. También se han realizado estudios numéricos, como los de Frank et

al. (1997) [131]  o los de Cristea et al. (1996)[ 132]. A continuación se

exponen dos ejemplos de posibles aplicaciones prácticas de estos

resultados obtenidos.

Ejemplo 1

Se desea en una instalación de un campo de vorticidad periódico con

vórtices Rankine girando en el mismo sentido, obtener el diámetro de las

partículas (dp*) que pueden separarse en función del radio (R„`) o de la

circulación (T `) de los vórtices, fijando a priori un número de Stokes (S,

=130) y una velocidad terminal adimensional (V, = 0,5), ambos obtenidos

de las conclusiones de las figuras anteriores (Ej: Figura 8-26).

Para ello, se conocen como datos de partida los siguientes: aceleración de

la gravedad (g), densidad de las partículas
 (pp*),

 densidad del fluido (p) y

viscosidad cinemática del fluido (v. ).

Así pues, si se fija el valor de R„` el valor de la circulación del vórtice T

viene impuesto por la ecuación (8.4) o viceversa:

= /g'S,R3
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Con ello, el diámetro de las partículas (dp5) queda determinado por la
ecuación (6.48) de la que se despeja:

S = ppdP2r• 	d = 18p•v•R° 2S'
` 18p`v^R 2 	p	 pnr'

A fin de poder materializar el parámetro adimensional -fijado a priori- de
la Velocidad terminal (Vi'), ésta puede obtenerse mediante la ecuación
(8.2):

.__ V,r'r` 	 R^
v

Algunos posibles valores para la sedimentación de partículas de plomo en
aire, son los mostrados en la Tabla 8-15.

TABLA 8-15. Obtención del diámetro de las partículas de plomo
(dd p,,,,,o) que pueden separarse por sedimentación en
aire en función del radio (R,) y/o de la circulación de
los vórtices (F *)

R9.
(m):. ( /s)

dp.
(pm)

0,0005 0,000564358 40,63
0,0050 0,017846568 72,26
0,0080 0,036118915 81,27
0,0100 0,050477718 85,93

Datos de partida: 	 g = 9,81 m/s2

pp = p proa = 11300 kg/m3

p=pa;,e =1,2kg/m3

V*
 = v',;r = 1,5.10 "5 m2/s

S, =130

V, = 0,5

Vgs
(m/s)

0,564358042
1,78965683
2,25743217
2,523885893

'NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL 	 235
:DIMENTACIÓN EN VORTICES RIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA

Universidad de Huelva 2009



Vórtice Rankine

Ejemplo 2

En una instalación de un campo de vorticidad periódico con vórtices

Rankine girando en el mismo sentido, se desea obtener las características  -

radio (RV.) y circulación (15)- de los vórtices en función del diámetro de

las partículas (dpi) que se pretenden separar, fijando a priori un número de

Stokes (Si =130) y una velocidad terminal adimensional (V= 0,5) obtenida

de las conclusiones de las figuras anteriores (Ej: Figura 8-26).

Para el propósito formulado, se conocen los mismos datos de partida del

ejemplo 1: aceleración de la gravedad (g), densidad de las partículas (p s),

densidad del fluido (p) y viscosidad cinemática del fluido (VS).

En primer lugar, se calcula la velocidad terminal (V,5) en función del

diámetro de las partículas (dpi) mediante la ecuación (8.45):

. .d. 2

Pg P
V, = 18P . v .

Por otra parte, las ecuaciones (8.2) y (8.3) forman un sistema de dos

ecuaciones con dos incógnitas cuya resolución proporciona los valores

buscados de R„` y E *:

(8.59)Ecuación (8.2): V, = V̀ R " 	R, = V̀
T 	 S, g V,

I - V, - 	V.3
Ecuación (8.3): S, _ 	 I' _ 	 (8.60)

g R" 	 S, g Vf

2

En la Tabla 8-16 se exponen varios valores para la sedimentación de

partículas de plomo en aire.
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TABLA 8-16. Obtención del radio (R„") y de la circulación (I'*) de
los vórtices en función del diámetro de las partículas
(dp+) para la separación por sedimentación de
partículas de plomo en aire

dpr
(pm)

J71,

(~S)
RV.

(m)
r*

(m s)
6 1,23 - 10"2 2,83- 10-' 5,85 - 10'9
10 3,42- 10 2 1,83- 10-6 1,25- 10-'
14 6,70- 10"' 7,05- 1076 9,44
18 1,11 - 10-' 1,93- 10-5 4,26- 10-6

Datos de partida: 	 g = 9,81 m/s2

Pp  = p mow = 11300 kg/M3

P = P .jre = 1,2 kg/m3

v =v = 1,5.10 -5 M2/s

S, =130

V, = 0,5

8.3.1.2. Investigación del incremento de la velocidad media de sedimentación

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad de sedimentación promedio (<Vi,>) se ha obtenido calculando

-para una malla de 500 partículas equiespaciadas situadas a una misma altura- la

velocidad final a la que tienden asintóticamente y promediando esos valores de un

modo similar al descrito en el apartado 8.2.2. (cálculo numérico de la velocidad

media de sedimentación).

El procedimiento se ha implementado mediante el programa informático

de elaboración propia si ve! hormuchos (recogido en el Anexo II) al que se le ha

ensamblado las funciones rankine y funcs3.c y el programa rgk vect c.

Los datos de partida a introducir en el programa st vel hormuchos son los

siguientes:
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V, 	 = velocidad terminal adimensional de caída en fluido en reposo.
Sr 	= número de Stokes = 20.
M 	 = número de partes en que se divide la malla de partículas.
L	 = longitud sobre la que se toma la malla de partículas.
L,. 	 = distancia entre los vórtices = 10.
hini = paso de integración inicial para el método de Runge-Kutta = 0,1.
delta = error máximo en la integración numérica = 10-7 .

tfrn = instante de tiempo final para la integración numérica = 80000.

Seguidamente, se ejecuta el citado programa, obteniéndose como resultado

la velocidad media de sedimentación (<y>) en función de la velocidad terminal

adimensional (y,) (Tabla 8-17).

TABLA 8-17. 	 Incremento de la velocidad media de
sedimentación (<V,>) respecto al caso de
fluido en reposo (Vr) para vórtices Rankine
periódicos girando en el mismo sentido

VI <V,>
<V >-v

. V 	' 100

0 0,000352 -

0,05 0,066438 32

0,1 0,124177 24

0,2 0,220572 10,28

0,3 0,317873 5,95

0,4 0,416895 4,22

0,5 0,512964 2,59

0,6 0,61 1002 1,83

0,7 0,706460 0,92

0,8 0,805706 0,71

0,9 0,905131 0,57

1 1,004704 0,47

1,1 1,104338 0,39

1,2 1,204130 0,34

1,3 1,303885 0,29

1,4 1,403647 0,26
l-uente: 1•rograma intormatico --sf ve! hormuchos " de elaboración propia.
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Estos resultados obtenidos se representan con Matlab en la Figura 8-28. En
ella se observa que aunque -para pequeños valores de V, - las partículas
sedimentan un poco más rápido en este campo de flujo de vórtices periódicos
girando en el mismo sentido que en el caso de fluido en reposo (ya que la curva
está por encima de la diagonal de la figura), ese incremento de la velocidad de
sedimentación es poco importante. Unicamente para valores muy pequeños de Vi

ese incremento es aproximadamente del orden del 30 %.
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Figura 8-28: Velocidad media de sedimentación (<Vy>) frente a
la velocidad terminal de caída en fluido en reposo
(V,) para vórtices girando en el mismo sentido (caso
del vórtice Rankine).
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8.3.1.3. Análisis de la influencia de la inercia de las partículas

El procedimiento para obtener la velocidad media de sedimentación (<V3 .>)

en función de la inercia de las partículas ha sido análogo al ya descrito en el

apartado anterior 8.3.1.2.; nuevamente se ha utilizado el programa informático

si vel hormuchos pero en este caso se ha mantenido fijo el valor de la velocidad

terminal (V, = 0,5) y se ha ido variando el número de Stokes (S,).

Los resultados obtenidos son los de la Tabla 8-18 y la Figura 8-29 (en la

que se representa la velocidad media de sedimentación <V)^ frente al número de

Stokes Sr).

TABLA 8-18. Velocidad media de sedimentación (<V>)
en función del número de Stokes (S1) para
vórtices Rankine periódicos girando en el
mismo sentido

Sf <V^

0,1 0,521486

0,3 0,522058

0,7 0,522194

1 0,522349

3 0,522681

5 0,523329

10 0,523431

20 0,523474

30 0,523704

40 0,522789

50 0,521416

75 0,518402

100 0,515134

150 0,510364

Fuente: Programa mtormático "sf vel hormuchos " de elaboración propia.
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Figura 8-29: Velocidad media de sedimentación <Vy> frente a la
inercia de las partículas (Si) para una velocidad
terminal adimensional de caída de la partícula V, =
0,5 con vórtices girando en el mismo sentido (caso
del vórtice Rankine).

En la Figura 8-29 puede observarse que:

- La curva obtenida guarda cierta similitud con los resultados teórico-

experimentales para turbulencia isótropa [22] (para Sr pequeño (Vy) >

V, y para Si grande (Vy) < V,) pero su concordancia no es total.

- La curva no es uniforme, presenta bastantes picos. Una explicación

sería que en las zonas centrales situadas entre dos hileras verticales de

vórtices se produce una capa de cortadura con campos de velocidad

con sentidos opuestos, lo cual no es del todo simulado por este modelo.

- Por ello, este campo de flujo no parece adecuado para ser aplicado al

desarrollo de un modelo Lagrangiano de sedimentación y dispersión

de partículas en flujos turbulentos.

31MULACION, NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	 241
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
P,^lR1'ÍCULAS-PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Vórtice Rankine

- En base a las anteriores observaciones se va a formular el siguiente

planteamiento: "cada dos vórtices adyacentes -tanto en dirección

vertical como horizontal- giran con sentidos de giro alternados".

- Otro hecho a destacar es el valor tan elevado del número de Stokes que

aparece en la figura Una explicación a este hecho sería que para cada

partícula, cada hilera vertical de vórtices es como si fuera un único

vórtice muy grande hasta que alcanza la zona de baja vorticidad del

flujo.

8.3.2. Simulación de vórtices airando con sentidos de Giro alternados

Según se acaba de ver, el modelo anterior en el que los vórtices giran en el

mismo sentido no parece un punto de partida adecuado para el futuro

establecimiento de un modelo lagrangiano de sedimentación de partículas en flujo

turbulento. Por esa razón, se introduce esta nueva variante de sentidos de giro

alternados para los vórtices (Figura 8-30) y también porque es un campo de flujo

que por sí mismo es digno de consideración y merece ser estudiado desde el punto

de vista de la sedimentación de partículas.

Al igual que en el caso anterior se simula mediante un algoritmo

informático (diferente) la existencia de los vórtices repetidos periódicamente que

hace que "cada dos vórtices contiguos giren en sentidos opuestos tanto horizontal

como verticalmente". Dicho código informático se ensambla en los distintos

programas desarrollados en los casos en que sea necesario (Anexo 11).

El radio de los vórtices sigue siendo mucho menor que la separación entre

ellos, que es constante y es la misma en las direcciones de ambos ejes

coordenados. Se ha tomado, como en el caso anterior, la separación entre los

vórtices 10 veces mayor que el radio de los mismos.
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&zV(zV 1

R,.
R, = Radio de vórtice
L, = Separación entre vórtices

Figura 8-30: Representación esquemática de la disposición
bidimensional de vórtices girando con sentidos de
giro alternados.

8.3.2.1. Análisis de trayectorias de partículas

Partículas sin inercia

Las trayectorias se obtienen nuevamente mediante el procedimiento
detallado en el apartado 8.1.1.; la diferencia es que para simular los

vórtices girando con sentidos de giro alternados se ha desarrollado el
programa informático altertrahormuchos s i (trayectorias de partículas

sin inercia), recogido en el Anexo H.

Los datos de partida son los mismos que en el programa

trahormuchos s i, obteniéndose al ejecutar el programa la posición de

cada partícula en cada instante de tiempo (t) posterior (Tabla 8-19).
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TABLA 8-19. Posiciones de las partículas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en
vórtices periódicos con sentidos de giro
alternados, caso del vórtice Rankine

xo yo t x y
0,100000 -0,997571 90,049010
5,199568 -0,650377 90,528221

-1 90 10,001 15 0,241709 90,472610
15,17197 0,5791 13 89,436381

0,100000 -1,749887 90,006958
5,361289 -1,247320 90,541084

-1,75 90 10,00702 -1,196067 89,429774
15,18022 -1.748624 89,975180

0,100000 5,009755 103.96224
5,842601 5,546495 101,97847

5 104 10,669631 5,843783 100,59452
15,747196 5,825300 99,273015

0,100000 7,518044 103,96129
5,697668 8,933406 102,03992

7,5 104 10,27477 10,03618 98,67675
15,40113 8,037587 96,97637

0,100000 10,02514 103,94992
5,333175 11.68011 100,38825

10 104 10,33739 10,28078 96,535637
15,61206 9,063611 93,831932

0,100000 12,51799 103,93862
5,528032 13,24655 100,03407

12,5 104 11.18793 12,49147 95,970955
16,02576 11,58353 93,676703

... ... ... ... ...

Fuente: Programa inf'onnáticu "u/ter/rahurmachos_s_I " de clatx>ración propia.
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En la Figura 8-31, puede verse la representación gráfica de las trayectorias
de las partículas. Nuevamente se aprecia la posibilidad de suspensión
permanente, con algunas partículas describiendo órbitas cerradas. También
se observa que las partículas que no son atrapadas, siguen una trayectoria
que va rodeando los vórtices según el sentido de giro de los mismos.

100

95

90
	

03

85

E1.1

-5 	 0 	 5 	 10 	 15 	 20
x

Figura 8-31: Trayectorias (adimensionales) de partículas sin
inercia (S, = 0) con vórtices con sentidos de giro
alternados, para una velocidad terminal
adimensional de caída de la partícula V, = 0,5
(caso del vórtice Rankine).

Partículas con inercia

Las trayectorias se siguen obteniendo mediante el procedimiento del

apartado 8.1.1.; para este caso de partículas con inercia se ha

implementado el programa informático altertrahormuchos, cuyo listado
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se presenta en el Anexoll. Se ha partido de los mismos datos que en el

programa altertrahormuchos s i pero —puesto que las partículas tienen

inercia- hay que introducir el número de Stokes (S,) y las velocidades

iniciales de las partículas (que son calculadas por el propio programa).

Una vez ejecutado el citado programa alterirahormuchos, se obtienen las

posiciones de las partículas en cada instante de tiempo (Tabla 8-20).

TABLA 8-20. Posiciones de las partículas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vórtices
periódicos con sentidos de giro alternados,
caso del vórtice Rankine

xo yo t x y
0.0-18(55 -0.01)0936 103,985673

0-067407 -0.004603 I 03.966295

0 I04 0.11)7954 -0.0105 -17 103-946817

0. 15 168 I -0.0 18524 103.924 141;

0.033873 6,000642 103.98370'

0.077902 6,00297 , 103.96403 1

G 10.4 0.124472 6,006659 103.914- 57

1). 175 I ,O I 1 572 I03.924953 

0.0 08- 14,01 0646 103,98s23t 2

n.1) 7 1., I 	 1 9 I -l.0029$ 7 11)3 95 79-1

1-) 0(4 1).12481 S I4.0060H,; 103-930864

1 759 I 14.1) 1 	 1 6110 51 03.91)1)435

1-uente. Programa fntormbuco "alJerfru/ior/nuchos de riaboracfon propia.

Las trayectorias de las partículas (marcadas con distintos colores según su

posición inicial) para diferentes valores del número de Stokes quedan

reflejadas en las Figura 8-32 y 8-33 (inercia moderada) y Figuras 8-34 y 8-

35 (inercia fuerte).
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Figura 8-32:

S,=4

s
M

Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia moderada (S£ = 0,1 a 4) para tiempos
elevados en vórtices con sentidos de giro alternados
(caso del vórtice Rankine).

DflJL• ACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL	 247
Y DE_ LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS 'PARA
PART!: PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Vórtice Rankine

Para una mejor visualización de las consecuencias que se pueden extraer

de dichas trayectorias se decide escoger solamente tres partículas situadas

en posiciones iniciales representativas de las diferentes zonas del campo

fluido: una situada en aquella posición en la que la acción del campo de

flujo sea más intensa (trazado azul), es decir, en una de las hileras

verticales de vórtices y las otras (trazados rojo y verde) situadas cerca de

las regiones centrales entre dos filas verticales de vórtices (donde la acción

de los vórtices sobre las partículas tiene menor intensidad). No se han

representado trayectorias de más partículas porque se produce un

solapamiento de las mismas, impidiendo observar con claridad sus

características.

En la Figura 8-32, se observa que para tiempos elevados y valores

pequeños y moderados de la inercia (es decir, para valores del número de

Stokes hasta 4):

❑ La partícula situada inicialmente en la hilera vertical de vórtices

(azul) va rodeando los mismos según su sentido de giro,

siguiendo las líneas de corriente del flujo.

❑ Las otras partículas (rojo y verde), al encontrarse en una zona de

baja vorticidad, caen de una forma más o menos vertical pero con

oscilaciones provocadas por la acción del campo de flujo.

❑ En definitiva, todas las partículas siguen una trayectoria próxima

a la vertical pero con oscilaciones debidas a la acción de los

vórtices.

En la Figura 8-33 se representan las mismas trayectorias de la Figura 8-32

pero en los instantes iniciales de tiempo, observándose con más detalle las

oscilaciones mencionadas.
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S, = 0,1

Si = 0,5

S, = 2

S,=4

Figura 8-33: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia moderada (S^ = 0,1 a 4) para tiempos
cortos en vórtices con sentidos de giro alternados
(caso del vórtice Rankine.
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Sin embargo, para valores más elevados del número de Stokes (a partir de

5) se observa un cambio sorprendente en el comportamiento de las

partículas:

❑ Las partículas al principio (tiempos cortos, Figura 8-34) van

describiendo una trayectoria más o menos regular (igual que antes, es

decir, con oscilaciones alrededor de su vertical), pero en realidad cada

vez la trayectoria está situada un poco más alejada de la línea vertical

hasta que llega un momento en que se separa de ella.

❑ Las partículas al final (para tiempos suficientemente grandes, Figura 8-

35) terminan oscilando alrededor de la línea media situada justo en el

centro entre dos hileras verticales de vórtices. Este resultado es similar

al encontrado en el caso de vórtices girando en el mismo sentido, las

partículas se agrupan en el "canal" formado por dos regiones vecinas

de vorticidad, como consecuencia del fenómeno de la inclinación

inercial.

❑ Ahora, a diferencia de aquel caso, incluso para valores del número de

Stokes elevados se mantiene este comportamiento y no aparece la

distinción entre franjas de baja vorticidad y regiones vacías que se

encontró entonces. Ello es debido a la diferencia entre los campos de

flujo utilizados en ambos casos.

■ En el primero (vórtices con el mismo sentido de giro), se

producen zonas en las que vórtices adyacentes inducen en el

fluido velocidades con sentidos opuestos.

• En el segundo (vórtices alternados), en cualquier zona del

campo fluido los vórtices adyacentes inducen velocidades en el

mismo sentido con lo que la disminución de la influencia de la

vorticidad es menos acusada en las zonas alejadas de las hileras

verticales de vórtices.
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S,=5

S,=30

S, =60

S,=90

Figura 8-34: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia fuerte (St = 5 a 90) para tiempos cortos
en vórtices con sentidos de giro alternados (caso
del vórtice Rankine'.
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Figura 8-35: Trayectorias (adimensionales) de partículas
con inercia fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos
elevados en vórtices con sentidos de giro
alternados (caso del vórtice Rankine) .
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8.3.2.2. Investigación del incremento de la velocidad media de sedimentación
respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad de sedimentación promedio (<Vp>') se ha obtenido mediante
un procedimiento análogo al indicado para el caso de vórtices girando en el
mismo sentido (apartado 8.3.1.2.). La diferencia es que para simular los vórtices
girando con sentidos de giro alternados se ha desarrollado el programa de
elaboración propia alter st vel (Anexo H), introduciendo los mismos datos de
partida.

Los valores obtenidos de la velocidad media de sedimentación (<Y)^)
frente a la velocidad terminal adimensional de caída en reposo (V,) son los de la
Tabla 8-21.

TABLA 8-21. Incremento de la velocidad media de
sedimentación (<Vy>) respecto al caso de
fluido en reposo (Vt) para vórtices Rankine
periódicos con sentidos alternados

V, <V
<V >-V

yY 	 ' 100
r

0 0,000167

0,05 0,105429 110

0,1 0,160043 60

0,2 0,242523 21

0,3 0,332572 10,85

0,4 0,426500 6,62

0,5 0,522311 4,46

0,6 0,618811 3,13

0,7 0,713758 1,97

0,8 0,809121 1,14

0,9 0,907098 0,78

1 1,005723 0,57

1,1 1,104526 0,41

1,2 1,203371 0,28

1,3 1,302511 0,19

1,4 1,401588 0,11

Fuente: Programa Intormaaco wirer sr vu uw c,a.,u.a. ,..•• r•',r•..
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Se representan en la Figura 8-36, que evidencia que las partículas:

❑ Con una velocidad terminal (Y,) baja sedimentan más rápido en este campo

de flujo que en fluido en reposo. Ese incremento de velocidad de

sedimentación llega a ser del orden del 110 % para pequeños valores V,.

❑ Con valores de V, altos, apenas hay diferencia entre la velocidad media de

sedimentación y la velocidad terminal. Esta diferencia será aún menor a

medida que la inercia de las partículas aumente, ya que seguirían una

trayectoria cercana a la vertical, sólo con pequeñas desviaciones debidas al

campo de flujo.

Vt

Figura 8-36: Velocidad media de sedimentación (<Vi>)
frente a la velocidad terminal de caída en fluido
en reposo (V,) para vórtices con sentidos de giro
alternados (caso del vórtice Rankine).
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8.3:.2.3. Análisis de la influencia de la inercia de las partículas

Para obtener la velocidad media de sedimentación (<Y,^) en función de la
inercia de las partículas se ha seguido el mismo procedimiento ya comentado en el
apartado 8.3.1.3.; utilizando el programa de elaboración propia alter st vel en el
que se ha mantenido fijo el valor de la velocidad terminal (V1 = 0,5) y se ha ido
variando el número de Stokes (S,).

Los resultados obtenidos son los reflejados en la Tabla 8-22 y son
representados en la Figura 8-37.

TABLA 8-22. Velocidad media de sedimentación (<V,>)
en función del número de Stokes (S1) para
vórtices Rankine periódicos girando con
sentidos alternados

SI <v
0,05 0,500829

0,1 0,501051

0,2 0,501234

0,3 0,501323

0,5 0,501422

1 0,501555

3 0,501328

5 0,501138

10 0,500953

20 0,500695

30 0,500401

40 0,500040

ruenie: rrograzna InLuruIuw. u us.cio _.^ . ----------- -. r--r--
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Figura 8-37: Velocidad media de sedimentación (<V,>) frente
a la inercia de las partículas (Se) para una
velocidad terminal adimensional de caída de la
partícula V, = 0,5 con vórtices con sentidos de
giro alternados (caso del vórtice Rankine).

En esta gráfica puede apreciarse que el resultado obtenido numéricamente

es muy similar a los resultados conocidos teórico-experimentales para turbulencia

isótropa (Srdic, 1999) [22].

8.3.2.4. Posibilidad de aplicación a Modelo Lagrangiano de sedimentación y

dispersión de partículas en flujos turbulentos

El resultado del apartado anterior hace pensar que: el flujo aquí analizado

simula con bastante exactitud el tipo de estructuras vorticales presentes en los

flujos turbulentos isótropos que hacen decrecer o aumentar la velocidad media de

sedimentación, por lo que podría ser utilizado para un posterior desarrollo de un

modelo Lagrangiano para la sedimentación de partículas pesadas en flujos

turbulentos.
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9. VORTICE KAUFMANN

Una vez estudiados los dos objetivos propuestos para el caso del vórtice
Rankine, se van a aprovechar los conocimientos adquiridos para abordar la
investigación de los mismos en el caso del vórtice Kaufman. Por ello se incidirá
con menor profundidad en aquellos aspectos metodológicos que ya han sido
suficientemente descritos en el capítulo anterior y únicamente se detallarán
aquellos aspectos que supongan alguna diferencia significativa entre ambos
modelos de vórtices.

La razón de estudiar este tipo de vórtice es la misma que ya se menciono'
para el modelo Rankine, según lo comentado en el apartado 5.2. (Vórtices objeto
de estudio) del bloque de Metodología; el vórtice Kaufmann también tiene una
formulación relativamente simple y es adecuado para ser utilizado en las
simulaciones de esta Tesis. Igual que para el vórtice Rankine, para alcanzar los

objetivos propuestos se ha utilizado la ecuación de movimiento (6.40) y su
expresión equivalente en forma adimensional (6.50) y se ha seguido la

metodología descrita en los apartados 7.1. y 7.2.

9.1. Análisis del Tiempo de Escape de partículas de un vórtice

tridimensional

Nuevamente se ha seguido la metodología representada en el diagrama de

flujo de la Figura 7-2a.

Se comienza por una parte analizando las trayectorias de las partículas, sus

principales características y la influencia de la inercia de las partículas y por otra

se- calculan los puntos de equilibrio y se deduce la longitud característica para el

caso. concreto del vórtice Kaufmann, obteniéndose asimismo las trayectorias

límite. A partir de los dos pasos anteriores se establece la formulación del criterio

de escape según el cual se considera que una partícula ha escapado del vórtice.

Con ello, se procede por un lado a la obtención numérica del Tiempo de escape y
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el análisis de la influencia de diversas variables y por otro lado a la obtención de

la fórmula analítica del Tiempo de escape que, dado que en la fórmula obtenida en

el capítulo anterior no se hizo ninguna limitación sobre el vórtice considerado,

sigue siendo válida. Por último, mediante simulación numérica se verifica la

validez de la fórmula para este modelo de vórtice.

9.1.1. Obtención de las Trayectorias de partículas

Las trayectorias se obtienen mediante un procedimiento completamente

idéntico al descrito en el apartado 8.1.1. para el vórtice Rankine.

Se utilizan por tanto los mismos programas informáticos de elaboración

propia que en el caso de dicho modelo (Iigtravoin s i y ligtravoin). La única

diferencia es que en lugar de la función rank se utiliza la función kauf (recogida

en el Anexo II de la Tesis), que proporciona el campo de velocidades del vórtice

Kaufmann. El resto de funciones a ensamblar en cada caso en el programa

principal son las mismas que se utilizaron para el vórtice Rankine, es decir,

funcs3.c y rgk vect c.

Los datos de partida a introducir en los programas ligtravoin s i y

ligtravoin —y también en los restantes programas informáticos utilizados a lo largo

de todo este capítulo- son análogos a los tomados en el capítulo anterior para el

vórtice Rankine.

Partículas sin inercia

Ejecutando, por tanto, el programa ligtravoin s i (cálculo de trayectorias

de partículas sin inercia) se obtienen las posiciones "x, y, z" de las partículas en

cada instante de tiempo (t). Dichos valores son los que se relacionan en la Tabla

9-1. La posterior representación gráfica de dichos valores permite visualizar las

trayectorias de las partículas sin inercia.
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TABLA 9-1. Posiciones de las partículas para cada instante de
tiempo (sin inercia), caso del vórtice Kaufmann

ato. Yo zo' t x z
0,10000 0,999634 0,014643 299,965
0,60000 0,986788 0,087477 299,788

1 0 300 1,26469 0,940816 0,181366 299,553
1,83418 0,874149 0,256072 299,352

0,10000 1,49983 0,010799 299,965
0,60000 1,49401 0,064813 299,788

1,5 0 300 1,76032 1,44749 0,190559 299,378
2,65567 1,37738 0,287933 299,061

0,10000 2,24999 0,001758 299,965
0,60000 2,24949 0,010559 299,788

2,25 0 300 2,72967 2,23905 0,048954 299,035
4,86544 2,21412 0,091081 298,280

0,10000 4,99205 9,968620 299,965
0,60000 4,95202 9,811970 299,788

5 10 300 3,10000 4,74405 9,035170 298,904
5,00000 4,57650 8,452760 298,232

0,10000 7,49364 9,969420 299,965
0,60000 7,46168 9,816800 299,788

7,5 10 300 3,10000 7,29845 9,060640 298,904
5,00000 7,17054 8,494360 298,232

0,10000 9,99502 9,969630 299,965
0,60000 9,9701.1 9,817990 299,788

10 10 300 3,10000 9,84478 9,065690 298,904
5,00000 9,74895 8,500870 298,232

Fuente: Programa informático iig ravo1r s i " de elaboración propia.

En la Figura 9-1 se representan las trayectorias de partículas sin inercia

(St=O). El hecho más significativo que puede observarse es que algunas de ellas

quedan atrapadas en el vórtice, describiendo trayectorias cerradas. Del mismo

modo que para el vórtice Rankine, la vista más relevante es la correspondiente al

plano XY, sin menoscabo del interés que representan las restantes vistas por

tratarse -de un estudio tridimensional.
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Figura 9-1: Trayectorias (adimensionales) de partículas sin
inercia (S, = 0), para vórtice Kaufmann.

Partículas con inercia

En el caso de partículas con inercia, se ejecuta el programa ligtravoin,

siguiendo nuevamente el procedimiento que ya ha sido comentado varias veces a

lo largo de la Tesis.

Los valores obtenidos para las posiciones de las partículas a largo del

tiempo, obtenidos mediante la ejecución del citado programa se muestran en la

Tabla 9-2.
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TABLA 9-2. Posiciones de las partículas para cada instante de
tiempo (con inercia), caso del vórtice Kaufmann

:xo o Zo r x
0,100000 0,999977 0,014645 299,964645
0,385681 0.998833 0.056465 299,863641

1 0 300 0.670183 0.994582 0.098005 299,763055
0,991924 0.984515 0,144653 299,649302

0.100000 1,499989 0.010798 299,964645
0.435381 1,499255 0.047008 299,846069

1,5 0 300 0.766057 1.496466 0,082672 299,729158
0,146552 1.489736 0.123620 299,594633

0,100000 2,249999 0,001758 299,964645
0.600000 2.249841 0,010549 299.787/868

2,25 0 300 1,123532 2,249150 0,019759 299,602772
1,761092 2,247351 0,031011 299,377360

0.100000 4.992063 9,968613 299.964645
0.600000 4.952273 9.811766 299,787/868

5 10 300 1,164608 4,906930 9.634988 299,588249
1.839260 4.951985 9,424389 299.349723

0.100000 7.493640 9.969415 299,964645
0.600000 7.461794 9.816581 299,787/868

7,5 10 300 1,179317 7,424700 9,639884 299.583049
1,867467 7.380276 9.430706 299,339751

0,100000 9.995025 9,969620 299,964645
0.600000 9,970136 9.817801 299,787/868

10 10 300 1.196794 9,940379 9.636936 299,576809
1.906875 9,904884 9,422388 299,325818

Fuente: Programa informático' ligtravoln " de elaboración propia

Las trayectorias de partículas con inercia (S,> 0) se obtienen representando

estos valores (Figura 9-2). Por las mismas razones expuestas en el caso del vórtice

Rankine, ninguna partícula describe trayectorias cerradas alrededor del eje del

vórtice ni es atrapada por el mismo. Tanto la Figura 9-1 como la Figura 9-2

muestran que las trayectorias de las partículas son cualitativamente semejantes al

caso del vórtice Rankine.
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Figura 9-2: Trayectorias (adimensionales) de partículas con

inercia (S, = 0,5), para vórtice Kaufmann.

9.1.2. Cálculo de los Puntos de equilibrio y Deducción de la Longitud

característica

El procedimiento es idéntico al seguido en el apartado 8.1.2. para el

vórtice Rankine. En este caso se sustituye en la ecuación (8.5) el campo de

velocidades del vórtice Kaufmann, dado por la ecuación (4.64). Desdoblando en

dos ecuaciones escalares se obtiene:
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-(D* /2)yr 

I+ xEZ 	 *2 =+ Y 	o	 yE =o 	 (9.1a)

R 	 2v

—v:sene+ (.Q/2)x;
	2 	 1 =0 	 (9.1 b)

I + x^ + Y
v

Sustituyendo (9.1 a) en (9.1 b) y realizando operaciones algebraicas se
obtiene la siguiente ecuación de segundo grado

(V^'sen8)x .2 — Rv 2 (Ii /2)x + R 2 	=0	 (9.2)

cuya solución es

•  Rv 2 (S2^ /2)± R: 4 (52 2 /4)-4R: 2Y: 2sen 20

xF 	2V,.sen6	
(9.3)

La ecuación anterior (9.3) no tiene ninguna solución real si

R; 4 (Q•2 /4)-4Rv Z Y;2 sen 29 <0 < 0. Si Rv 4 (f2^ 2 /4)-4Rv 2 V asen26 >0

tiene dos soluciones reales:

(S2 /2)— (.f1.2 
/4)— 4V,.2sen2 19

R, 2
• 	 y 	 _

xE, 	2[, sen9

R 2

(9.4)

(T /2)— (T *? /4)—R; 2y 2sen 2B

V,.senO
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Vórtice Kaufmann

(Sl • / 2) + (Sl •
z / 4) _ 4V, •2 sen 2 0

•zR,,

XF Z 	2V • seno

R 2

(9.5)

(T /2)+ (r *2 / 4)— R,, 2 Y, *2 sen 20

V, senO

donde todos los parámetros tienen el mismo significado que ya se ha ido

indicando a lo largo de la Tesis. Igual que en el caso del vórtice Rankine, xF, es

un foco inestable y xF z es un punto de silla.

La ecuación (9.3) tiene una única solución si

R; 4 (^ *2 / 4) — 4R,, 2 V: 2 sen 2 B = 0 = T •Z — 4Rv 2 V1 sen 2 0 = 0 	 (9.6)

que sería el caso en que los dos puntos de equilibrio se condensan en un único

punto. Entonces, la escala de Longitud característica (Lc *) que sería el radio

mínimo de las trayectorias de las partículas alrededor del vórtice (R„ )mf„ se

puede deducir de la ecuación (9.6):

	4(R,.)mVr^ 2 sen 20 =T • `' = (R,,)mm 	 .. = L, 	 (9.7)= 2V,

La relación entre la Longitud característica y la distancia entre los puntos

de equilibrio, que se obtiene de las ecuaciones (9.4) y (9.5):

XE 2
 	 — (I'1 /4) —R^2Yr^'2

	y .. 	 (9.8)2 	— 

	• 	 kE2-1111 	•	De (9.7) y (9.8) se deduce que cuando V 	 0 	2 	L, igual que

en el caso del vórtice Rankine.
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Vórtice Kaufmann

La obtención de los puntos de equilibrio y la longitud característica L,M

también es posible llevarla a cabo en términos de variables adimensionales, tal
como se describe a continuación.

Los puntos de equilibrio se obtienen entonces de la ecuación (8.14)

Y, + ú(zE ) = 0 que desdoblándola en las dos correspondientes ecuaciones

escalares queda:

— YE _

	

I +xr +yÉ 0 = y,,=0 	 (9.9a)

	— V,sena+ 	XE 2 =0 	 (9.9b)
I+xs +y,

y sustituyendo (9.9a) en (9.9b) y realizando operaciones algebraicas se obtiene la

siguiente ecuación la ecuación de segundo grado:

(Y, sen.9)xF —x + V,senO =0 	 (9.10)

cuya solución es

1 ± I — 4V,2sen26
XE =	 (9.11)

2V,senO

La ecuación (9.11) no tiene solución si 1— 4V, 2sen 26 < 0 y tiene dos

soluciones reales si 1— 4V,2sen 20 > 0 proporcionando la abscisa adimensional de

los puntos de equilibrio:

	_  1— 1— 4T , 2sen20 = 1— I — 4T , 2
	(9.12)

XEJ 	2V,sen9	 2V,

	

1 + fi — 4V 2sen 26 = 1 + 1— 4V'2
	(9.13)

XE2 
_
	 2V, sen 9 	 2V,,
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Vórtice Kaufmann

Así, la distancia entre los puntos de equilibrio en forma adimensional es

_ 	1-4V'2Ix^ z — x^ f = 	 (9.14)
V,

La ecuación (9.11) que proporciona la abscisa de los puntos de equilibrio

tiene una única solución si

1— 4V, I sen 2 O = 1— 4V ' 2 =0 ' ¡=2V, 	 (9.15)

de donde se deduce la correspondiente Longitud característica adimensional como

L, = 1/2.

Esta obtención de L, puede realizarse quizás con mayor claridad

adimensionalizando L*_ = T * /2V, . Para ello, basta con aplicar las relaciones

(8.1 a), (8.1 b), (6.41), (6.46) y (6.49) a la ecuación (9.7):

• 	 I'^ 	 RvU,, _ RvU, 	 R,,_
2V, _ 2V;sen0 2V;sen0 2V,Uaseno 2V,' 	 (9.16)

de donde

L. 	1
=Ri 2Yr . ^ L.= 2VI .

(9.17)

La relación entre la longitud característica y la distancia entre los puntos

de equilibrio en forma adimensional se obtiene de la ecuación (9.14):

I xr::— x1'1 I — 1— 4V,' 1

(918)
2 	 2V,'

De la comparación de (9.17) con (9.18) se deduce que cuando V,' -^0, el

valor de I xá' 1 2 XIII —>L,.
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Vórtice Kaufmann

9.1.3. Trayectorias Límite

Las trayectorias límite (que comienzan en el punto de silla y no pueden ser
alcanzadas por las partículas que vienen desde encima del vórtice) se obtienen
.ejecutando el programa ligtravoin, de manera idéntica al caso del vórtice Rankine.
La forma y la amplitud de la región encerrada por las trayectorias limite viene
determinada por el valor de la velocidad terminal de caída (y,). Al aumentar la
velocidad terminal de caída la región encerrada por las trayectorias límite es
menos amplia hasta que para una velocidad terminal de caída suficientemente
elevada dicha zona es tan pequeña que prácticamente puede considerarse que
desaparece, como se aprecia en la Figura 9-3.

Foco 	 • Puntdesill

10

0
	

x 	 ^ -

>. -10

..

•

-40
-5 	 0 	 5 	 10 	 15 	 20 	 25

x

Figura 9-3: Forma y amplitud de la región encerrada por las
trayectorias limite para diferentes valores de Vt (caso

del vórtice Kaufmann).

Todos los comentarios realizados para el vórtice Rankine en el apartado

813. siguen siendo válidos para el vórtice Kaufmann,
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9.1.4. Formulación del Criterio de escape

El criterio según el cual se considera que la partícula ha escapado del

vórtice es el mismo que ya se precisó en el caso del vórtice Rankine en el apartado

8.1.4., es decir, "se considera que una partícula ha escapado del vórtice cuando

su distancia al foco z;  sea igual a 1,5 veces la separación entre los puntos de

equilibrio". En la siguiente Figura 9-4 -en la que aparece dicha distancia D

adimensionalizada con el radio del vórtice- se muestra el acierto de dicha

elección.

15

1] 	 r

,o

s 	 ^

V,=oS 	 I

,5 	 ,0 	 3 	 10 	 .0 	 ,5 	 10

Figura 9-4: Distancia de escape (D) para vórtice Kaufmann.
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Por razones idénticas a las señaladas en el apartado 8.1.4., en los siguientes
cálculos se ha tomado la posición inicial de la partícula a una distancia del foco
igual a un 1% del radio del vórtice, es decir:

Iza —z^,I = 0.01R,; (9.19)

9.1.5. Obtención Numérica del Tiempo de escape y análisis de la influencia
de variables

Como para el vórtice Rankine, se ha obtenido el Tiempo de escape de una
partícula mediante el programa de elaboración propia tescapeiner, en dicho
programa se han introducido los mismos datos de partida que en aquel caso. En
primer lugar se recoge en la Tabla 9-3 y se representa en la Figura 9-5, el Tiempo

de escape Te de la partícula —situada inicialmente dentro de la región de captura-

frente a la velocidad terminal de caída (Vt) para diferentes valores del número de

Stokes (S,). Del mismo modo que para el vórtice Rankine el Tiempo de escape

disminuye monótonamente al aumentar la velocidad terminal de caída

independientemente del número de Stokes.

TABLA 9-3. Tiempo de escape (Te) para
diferentes valores de Vt y Sr,
caso del vórtice Kaufmann

SS

0,3

0.02 863496.71
0.04 5726 _85
0.06 12841.08
0.08 4566.88

0,5

0.02 517879.9 1
004 37059. 17 
0.06 8699.79
0.08 3938.66

0,7

0:02 385612.40
68

0.06 6602.24
0.08 2437.80

I

0.02 270378.77
0.04 23577.36
0.06 5024.77

0.08 2047.31

Fuente: Programa informático "tescapeiner" de elaboración propia.
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Figura 9-5: Tiempo de escape (Te) frente a la velocidad terminal de
caída (V,) para diferentes S, (caso del vórtice
Kaufmann).

La influencia de la inercia de la partícula (S,) en el Tiempo de escape

manteniendo fijo el valor de V, puede observarse en la siguiente Figura 9-6. De

nuevo el paralelismo de resultados con el vórtice Rankine se mantiene: el Tiempo

de escape tiende a disminuir a medida que el número de Stokes crece, pero esta

disminución del Tiempo de escape no es monótona sino que aparecen una serie

de oscilaciones o picos.

Para buscar una explicación al hecho de que a veces las partículas tardan

más en escapar a pesar de que su inercia sea mayor, se ha estudiado en detalle el

rango de números de Stokes correspondiente a una de las oscilaciones; en

concreto, se ha analizado la parte de la curva señalada en azul en la Figura 9-6, en

la que el valor del número de Stokes es de 0,32 en el punto inicial, de 0,386 en el

punto más alto y de 0,44 en el punto final.
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Figura 9-6: Variación del Tiempo de escape (Te) con la inercia de las
partículas (S,) para Vá,2 (caso del vórtice Kaufmann).

Los resultados del análisis del pico marcado en azul son los que pueden

observarse en la siguiente Figura 9-7. En la misma se muestra en rojo la

trayectoria de una partícula soltada cerca del centro del vórtice, en verde la

posición del punto de silla y en azul las trayectorias límite para varios valores del

número de Stokes (0.32 al 0.44) en la zona mencionada del citado pico objeto de

estudio.

Conviene puntualizar que en las figuras se ha mantenido el mismo criterio

de colores utilizado para el vórtice Rankine a fin de facilitar la posterior

conmparación entre los dos modelos de vórtices en el siguiente capítulo.
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Figura 9-7: Trayectorias de una partícula en uno de los rangos de
números de Stokes en que el tiempo de escape oscila
(caso del vórtice Kaufmann).
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De la Figura 9-7 se desprende la misma justificación que se dedujo en el
capítulo anterior para el vórtice Rankine; el comportamiento de oscilaciones del
Tiempo de escape de las partículas está relacionado con la mayor o menor
.distancia entre la partícula y el punto de silla 12 en la última vuelta. En dicha

figura puede apreciarse que:

• 	 En la zona ascendente del pico en estudio (S, = 0,33; 0,35;
0,37) donde el Tiempo de escape aumenta, la partícula describe
tres vueltas antes de escapar y a medida que el número de
Stokes crece, pasa cada vez más cerca del punto de silla. Por
eso el Tiempo de escape aumenta con el número de Stokes en
esta zona.

• 	 En el punto superior del pico en estudio (St = 0,3 86), la

partícula ya no da la tercera vuelta sino que escapa pasando

muy cerca del punto de silla.

• 	 En la zona descendente del pico (S, = 0,41; 0,43), disminuye el

Tiempo de escape como es cabía esperar. La partícula da dos

vueltas, siempre bastante lejos del punto de silla y al aumentar

la inercia de las partículas el efecto del vórtice sobre ellas es

menor.

9.1.6. Obtención Analítica de la fórmula del Tiempo de escape

La obtención de la fórmula se realiza del mismo modo que en el apartado

8.1.6. para el vórtice Rankine.

. espacio • Dú'
Este desarrollo conduce a la ecuación (8.30): ve = T , 	rP Dt*

donde hay que tener en cuenta que:
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• el espacio es del orden de la escala de longitud característica que,

como se vio en el apartado 9.1.2., viene dada para el vórtice

Kaufmann por la ecuación (9.7): L*, = r' /2V' .

• Dú' es del orden de V," , puesto que para el vórtice Kaufmann

sigue siendo válida la segunda consideración realizada en el

apartado 8.1.6. para el vórtice Rankine.

• D1 . es del orden de la escala de tiempo característica de las

partículas, que se obtiene dividiendo la escala de longitud

característica (Le*) por el valor de la velocidad de las partículas

I v'I — 	 es decir, t, = (F /2V," )/V," = I''/2V1 ' 2

Sustituyendo estas tres equivalencias en la ecuación (8.30), ésta queda del

siguiente modo:

V,"
z 	 (9.20)

T^ "r /21/ç' '2

De la ecuación (9.20) se despeja Te':

1•• *2

T' 4r' V " 4n ,
(9.21)

con lo que se obtiene para Tiempo de escape la misma expresión (8.33) que para

el vórtice Rankine, es decir, T^ = K r' Z/r,V,' ° incluyendo en la Constante de

tiempo de escape K, el coeficiente 4 que aparece en el denominador del segundo

miembro de la ecuación (9.21).
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Vórtice Kaufmann

9.1.7. Comparación de los Resultados numéricos con la Fórmula teórica.

Validez de la Fórmula

La comprobación de la validez de la fórmula teórica del Tiempo de escape
para el vórtice Kaufrnann (ecuación 8.33) se realiza mediante simulación
numérica de un modo idéntico al seguido para el vórtice Rankine en el apartado
8.1.7. La única diferencia es que en lugar de utilizar el campo de velocidades del
vórtice Rankine —ecuaciones (4.63)- se utiliza el del vórtice Kaufmann —ecuación
(4.64)-. Por tanto, siguiendo el procedimiento detallado en las ecuaciones (8.34) a
(8.43) se obtiene la ecuación de la trayectoria límite:

vy = (xx2 + Y02 + R: 2 )eQ Rn (x -se) — x*2 — ^. 2 =

(9.22a)

ZvV(XO*
2+.2 + ^.Z)er . (s x.2—R 2
 yo

donde:

x, y = coordenadas de la trayectoria límite.
x0 , y = coordenadas de un punto de la trayectoria limite -punto de silla,

ecuación (8.10)-.
V7 = componente de la Velocidad terminal de caída en fluido en

reposo perpendicular al eje del vórtice.
R,; 	 = radio del vórtice.
d 	 = doble de la velocidad angular del vórtice.
l' 	 = circulación del vórtice.

La ecuación de la trayectoria límite también puede expresarse en forma

adimensional utilizando las relaciones (6.49):

y = (xó ±y ± l )e2V; (x -xo) — x 2 —1 =

xó + yó + 1 Q2v, se„e(X -x
e )( 	 ) 	 — x2 —1 	 (9.22b)
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Vórtice Kaufmann

Como para el vórtice Rankine, la ecuación de la trayectoria límite debe ser

resuelta iterativamente. Todos los comentarios que se realizaron para dicho

vórtice siguen siendo válidos para el vórtice Kaufmann. Las soluciones obtenidas

-en forma adimensional- para la ecuación (9.22b) en función de la velocidad

terminal (V,) son los que se exponen en la Tabla 9-4 y se representan en la Figura

9-8.

TABLA 9-4. Valores adimensionales Límite para la malla de
partículas en la región de captura de un vórtice
Kaufmann, en función de V,

VI Límites para la malla
xi x1

0,24 -0,726 2,461
0,22 -0,864 2.753
0.20 -1,019 3,094
0,18 -1,200 3,501
0,16 -1,416 4,001
0,15 -1,543 4,319
0,14 -1,683 4,635
0,13 -1,843 5,021
0,12 -2,028 5,468
0,11 -2,243 5,994
0,10 -2,497 6,623
0,09 -2,805 7,388
0,08 -3,187 8,340
0,07 -3,671 9,560
0,06 -4,315 11,183
0,05 -5,210 13,450
0,04 -6,544 16,812
0,03 -8,758 22,487
0,02 -13,173 33,765

0,008 -32,993 84,469
0,006 -43,997 112,631
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Coordenadas (x)
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0 	 0,04 	 0,08 	 0,12 	 0.16 	 0,2 	 0,24.

Velocidad terminal adímensional (\p

Figura 9-8: Límites de la malla de partículas en la región de
captura del vórtice en función de V, (caso del
vórtice Kaufmann).

Los límites de la malla de partículas en función del diámetro de la
partícula (dp`) y de la circulación del vórtice (I') se recogen en la Tabla 9-5 y se
representan en la Figura 9-9.

El procedimiento seguido para ello es el mismo que para el vórtice
Rankine —ecuaciones (8.45) a (8.47)- y los comentarios realizados en aquel caso
son también de aplicación para el vórtice Kaufmann.

También han sido los mismos los datos de partida:

fi = relación entre las densidades de la partícula (p,,) y del fluido
(ji) = 1000/1,2.

g = aceleración de la gravedad = 9,8 m/s2 .

v` = viscosidad cinemática del fluido = 1,5 • 10-5 m2/s.
R„7 = radio del vórtice = 0,001 m.
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Vórtice Kaufmann

TABLA 9-5. Valores adimensionales Límite para la malla de
partículas en la región de captura de un vórtice
Kaufmann, en función de dP y I' ^

*

um)

dp  (m2is)
10-5 3.10"5 10^

xi xf xi xI xi xf

4 -5,394 13,917

5 -3,389 8,847

6 -2,272 6,066 -7,232 18,594

7 -1,568 4,361 -5,281 13,630

8 -1,076 3,221 -4,005 10,400

9 -0,696 2,398 -3,121 8,175 -10,755 27,585

9,5 -9,645 24,751

10 -0,364 1,752 -2,478 6,575 -8,697 22,330

11 -0,008 1,162 -1,191 5,380 -7,171 18,439

12 -1,610 4,460 -6,008 15,477

13 -1,300 3,733 -5,099 13,169

14 -1,041 3,143 -4,375 11,334

14,5 -0,924 2,887

15 -0,817 2,652 -3,788 9,851

15,5 -0,714 2,435

16 -0,615 2,233

17 -0,424 1,863 -2,900 7,623

18 -0,234 1,523

19 -0,021 1,185

20 0,311 0,749 -2,011 5,428

25 -1,116 3,312

30 -0,532 2,068

35 -0,532 2,068
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Figura 9-9: Límites de la malla de partículas en la región de
captura del vórtice en función de d,, y r á(caso
del vórtice Kaufmann).

Determinación de la Constante de tiempo de escape (Ke)

Se realiza de un modo completamente idéntico al del vórtice Rankine

(apartado 8.1.7.), introduciendo en el programa Kemedia los mismos datos de

partida. Así se obtiene numéricamente el valor del Tiempo de escape

adimensional (Te) que sustituido en la ecuación (8.51) proporciona el valor de Ke.

En la siguiente Tabla 9-6, se muestran los distintos valores de V,, S,, Te, Ke

y también el valor de Fp -obtenido mediante la ecuación (6.53)- que recoge la

influencia conjunta de V, y S,.
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Vórtice Kaufmann

TABLA 9-6. Valores de la Constante de tiempo de escape (Ke) y del
Tiempo de escape (Te) en función de V, , S, y Fp, caso
del vórtice Kaufmann

Vr

0,006 0,008 0,02 0,03 0,04 0,06 ...
F, 0,00004 0,00016 0,00036

0,1 Te 2250000 148991,26 31311,62 ...
K. 0,009 0,00953 0,01014
F,. 0,000012 0,00048 0,00108

0,3 T. 754166,67 53889,1 11928,7 .. .
K 0,00905 0,010346 0,01159
F,, 0,00028 0,00112 0,00252

Sr
0,7 T,

Ke

348499,58
0.009758

25479,2
0,0114

6137,28
0,01392

...

Fi, 0,000036 0,000064 0,000400 0,000900 0,001600 0,003600 ...
1 Te 27777777 9179687,5 250384,65 54292,8 19199 4644,78

K. 0,009 0,0094 0,010015 0,01099 0,0123 0,0150
F,, 0,000108 0,000192 0,001200 0,002700 0,004800 0,010800 ...

3 Te 9259259,3 3352864,6 96568,5 22590,7 8528,65 2316,55
K. 0,009 0,0103 0,01159 0,01372 0,01637 0,0021

cuente: Programa mtormalico --Aemeota ae etanoracion propia.

De esta Tabla es posible concluir que:

u Para un número de Froude tendiendo a cero (FP-O) y para una Velocidad

terminal de caída tendiendo a cero (V,- O), la Constante de tiempo de

escape tiende al valor 0,009 (Ke^0,009) para el vórtice Kaufinann.

	

o 	 Da lugar a las siguientes representaciones:

-	 Constante de tiempo de escape Ke frente al número de Froude de la

partícula Fp para diferentes valores del número de Stokes S,

(Figura 9-10 y Figura 9-11).

-	 Constante de tiempo de escape K, frente a la Velocidad terminal de

caída en fluido en reposo Vr para diferentes valores del número de

Stokes S, (Figura 9-12).
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Figura 9-10: Constante de tiempo de escape (Ks) frente al número
de Froude de la partícula (Fp) para diferentes
números de Stokes (caso del vórtice Kaufmann).
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Vórtice Kaufmann

En la Figura 9-10 se representan el valor constante 0,009 (línea recta de

color negro) y el valor de Ke obtenido mediante la ecuación (8.51) a partir de los

valores calculados numéricamente para el Tiempo de escape (símbolos),

deduciéndose que para valores suficientemente pequeños del número de Froude

de la partícula (FF < 1(T3), la constante Ke tiende al valor 0,009 y que a medida

que dicho parámetro disminuye, la coincidencia entre los resultados numéricos y

dicho valor constante aumenta. Para mayores valores de Fp, el valor de Ke diverge

de 0,009 por lo que la ecuación (8.33) que proporciona el Tiempo de escape deja

de tener validez. La explicación a este hecho es la misma que se expuso para el

vórtice Rankine en el apartado 8.1.7.

En la Figura 9-11 se representan conjuntamente las gráficas de la

Constante de tiempo de escape (Ke) frente al número de Froude de la partícula

(Fr) para los distintos valores del número de Stokes (S,), observándose el mismo

hecho que para el vórtice Rankine: las curvas Ke  Fp prácticamente coinciden. La

explicación es exactamente la misma que la dada en aquella ocasión.

O S,= 0,1
X S,= 0,3
+ S,=0,7

S, = 1
7 S,=3

1

7 ±0 x `J

1o 4 	1o3	 10,2
Fp

Figura 9-11: Comparación de la Constante de tiempo de escape
(Ks) frente al número de Froude de la partícula (F,)
para distintos números de Stokes (caso del vórtice
Kaufmann).
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Vórtice Kaufmann

O S,= 0,7
X S,=0,3
+ S,= 0,7

	s,=1	 V
	O S,=3	 V

V 	 +
V 	 +
V 	 +±

V 	 + 	 x
V 	 +	- 	 xx
v+ x x

V 	 + x
V 	 + x X 	 0 Oa

V 	 + X

V 	 + x a 0 o

.-, 	 7  	 0

	1O
	

10,
Vt

Figura 9-12: Constante de tiempo de escape (Ks) frente a la
Velocidad terminal (V) para diferentes números de
Stokes (caso del vórtice Kaufmann).

En la Figura 9-12, también se observa la tendencia anterior de Ie al valor

0,009 conforme disminuye la velocidad terminal V, y que al disminuir la inercia

de las partículas (S,) menor es el valor de Ke. Ello se debe a la razón ya comentada

para el vórtice Rankine de que las partículas son atrapadas por el vórtice más

fácilmente.

Validez de la Fórmula

Tras. obtener el valor de la Constante de tiempo de escape (L,) en el caso

del vórtice de Kaufmann, se procede a verificar -mediante simulación numérica-

para este modelo la validez de la Fórmula (8.33) obtenida en esta Tesis para el

Tiempo de escape. Al igual que para el vórtice Rankine, es conveniente realizarlo

en términos de variables fisicas con magnitudes tangibles por su utilidad práctica,
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Vórtice Kaufmann

aunque por supuesto sería posible hacerlo en términos de magnitudes

adimensionales. El procedimiento utilizado es el mismo que se detalló en el

apartado 8.1.7. -caso vórtice Rankine-; los cálculos se han realizado con el

programa dtmedia (Anexo II) con los mismos datos de partida y con los límites

para la malla de partículas (x1, xt) indicados en la Tabla 9-5. El mencionado

programa informático realiza los cálculos en términos de variables adimensionales

obteniendo como resultado el valor adimensional del Tiempo de escape promedio

<Te> (Tabla 9-7). El correspondiente valor dimensional se obtiene por aplicación

de la ecuación (6.49): T = T /U (') = TE (R 2 /I" ) y su representación frente

a dp* en la Figura 9-13.

TABLA 9-7. Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
(<TI!>) de un vórtice Kaufmann, en función de dP y r^

dp*

(pm)

<Te>

r'=10-5 (m2is) r'= 3.10 5 (m2is) r'= ion (m2/s)
4 13518506,9
5 1477066,4
6 24551 1,1 6312310,5
7 58061,7 13 54919,1
8 17280,8 359188,2
9 6481,4 114878,7 4020735,3

9,5 2421 136,9
10 2949,6 41598,2 1437772,6
11 1751,8 16915,2 561532,2
12 7557,3 237994,2
13 371 1,3 107826,2
14 1979,8 52634.7

14,5 1478,1
15 ¡128,6 27231,4

15,5 878,8
16 697,3
17 450,3 8557,8
18 319,7
19 243,1
20 218,1 2047,0
25 354,5
30 105,1
35 44,29

Fuente: Programa informático "Ulmedia " de elaboración propia.
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Figura 9-13: Tiempo de escape (Te') frente al diámetro de la
partícula (de) para distintos valores de la circulación
del vórtice y radio del vórtice R„`á,001 m (caso del
vórtice Kaufmann).
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Vórtice Kaufmann

En dicha Figura 9-13 se han representado por líneas sólidas los resultados

teóricos obtenidos con la ecuación (8.33) —con I,á,009- y por símbolos los

resultados obtenidos para el Tiempo de escape mediante simulación numérica. La

figura muestra —al igual que ya se vio para el vórtice Rankine- que el Tiempo de

escape obtenido mediante simulación numérica y el teórico proporcionado por la

ecuación (8.33) coinciden para valores del diámetro de la partícula

suficientemente pequeños ( 10 µm).

En la siguiente Figura 9-14 se recopila en una misma gráfica -para los

distintos valores considerados de la circulación del vórtice- el Tiempo de Escape

(Tef) frente al diámetro de la partícula (dp ). Se observa, como cabía esperar, que a

igualdad de tamaño de partícula el Tiempo de escape aumenta con el incremento

de la circulación del vórtice.

108

100

104
Ñ

A
a-
H 102 

10° T•= 1o'` m Z/s
a 	 !' 3 x 10-5 m'/

+ r= IU ,4 m 2/s 

10-2

10° 101
dp* (µm)

102

Figura 9-14: Comparación del Tiempo de escape (TS
E ) frente al

diámetro de la partícula (de ) para distintos valores
de la circulación del vórtice y radio del vórtice
Rs,`=0,001 m (caso del vórtice Kaufmann).
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Vórtice Kaufmann

92 Análisis de la Velocidad media de sedimentación de partículas de
un vórtice tridimensional

Como ya se ha hecho constar en otras ocasiones a lo largo del capítulo,
vuelve a seguirse un procedimiento idéntico al utilizado para el vórtice Rankine
(apartado 8.2.). Por tanto se sigue la metodología recogida en el diagrama de flujo
de la Figura 7-2b y se utiliza para el cálculo numérico de la Velocidad media de
sedimentación el programa informático inclivel (Anexo II). En él, se introducen
los mismos datos de partida que para el vórtice Rankine y los limites para la malla
de partículas indicados en la Tabla 9-5. Los resultados son los de la Tabla 9-8:

TABLA 9-8. Tiempo de escape promedio (<Te+>) Numérico y Teórico
(Fórmula) y Velocidad media de sedimentación (<V>)
de un vórtice Kaufmann, en función de dp* y rw

(mis)i a. 1:0"s 3.10`5 10,°.

< e :> <V'> <T^ > <V^ <T^ > <Vz>

3Vo@~ Fórmala Nmz~ Fórmala Num~ F6rmuh

4 1351850,7 1337000 0047348
5 147706,6 143600 0,073209
6 24511 1 23200 0,104520 210410 208670 0,032849
7 5806,2 5000 0,141054 45160 44670 0,044588
8 1728,1 1300 0,188533 11970 11750 0,058102
9 648,1 4000 0,233413 3380 3620 0073375 40207,4 40207 0,0241386

9 5 24211,4 23415 0,0268726
10 299,9 1000 0,288722 1390 1260 0,090450 14377,7 14019 00297522
11 175,17 1000 0,335712 560 490 0,109074 5614,3 5405 0,0359468
12 250 200 0 130276 2379,9 2264 0,0427226
13 120 90 0,152619 1078,26 1017 0,0500759
14 70 40 0,176655 526,3 485 0,0580023

14,5 50 30 0189077
15. 40 20 0,217706 272,3 243 0,0664860
15,5 30 20 0,231456
16 20 10 0,245759
-17 20 10 0.274636 85,57 70 0,0849380

18 10 0 0,306654
19 10 0 0355536
20 10 0 0395939 20,47 14 0,1 16233 

25 3,54 1 0,175215

30
35;

•r•uciuc; rJograina iruormaucu Incuve, uc ciw '. au.».. ,.ter... r-

Programa informático "diinedia° de elaboración propia para <T, > numérico.
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9.2.1. Representación gráfica de la Velocidad media de sedimentación frente

al Tiempo de escape promedio

Una vez que, a partir del diámetro de las partículas dp* , se han obtenido los

siguientes parámetros:

1) Tiempo de escape promedio <Te .> obtenido mediante Simulación

numérica con el programa dtmedia (apartado 9.1.7.).

2) Tiempo de escape promedio <Te > obtenido con la Fórmula (833) ó (8.53).

3) Velocidad media de sedimentación <V-> obtenida mediante Simulación

numérica con el programa inclivel.

Los resultados se sintetizan en la Figura 9-15; en la ella se representan -

para los mismos valores de circulación del vórtice ya considerados en figuras

anteriores- la Velocidad media de sedimentación <V.> frente al Tiempo de escape

promedio <Te *>: con líneas continuas (el obtenido mediante la Fórmula) y con

símbolos (el obtenido mediante la Simulación numérica).

lo'

A> 10 -1

V

10 .2

r-)

mac..

4
CJ

-i.

1-•= 10 -' m=/s 	
K

!'=3. 10 -' m2/s
+ F'= 10' m 2/s

102 	100	 102 	 104 	 106 	 108
<Te'> (s)

Figura 9-15: Velocidad media de sedimentación <V> frente
al Tiempo de escape promedio <T> (caso del
vórtice Kaufmann).
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Vórtice Kaufmann

En la Figura 9-15 se observa —igual que con el vórtice Rankine- que para
partículas suficientemente pequeñas (y por tanto con un tiempo de escape
elevado) la curva <V,>-<Te > representada en escala logarítmica es una línea
recta, tanto para el tiempo de escape teórico como para el obtenido
numéricamente; en cambio, para partículas grandes y pesadas los puntos de la
gráfica ya no están sobre esa recta ni en el caso teórico ni en el numérico.

9.2.2. Obtención de la relación entre la Velocidad media de sedimentación v
el Tiempo de escape promedio. Relación numérica

De la Figura 9-15 es posible establecer para el vórtice de Kaufinann las
mismas relaciones (8.57) y (8.58) que se dedujeron para el vórtice Rankine en el

apartado 8.2.4. Para ello, igual que en aquel caso, se escriben las ecuaciones

algebraicas de las rectas que aparecen en la mencionada Figura 9-15. Ahora, el

valor que toma la constante K, en las ecuaciones (8.57) y (8.58) es de

0,744531243; 0,372392509 y 0,197889516 para T *= 10"5, 3.10-5 y 10"4 m2/s

respectivamente.

Se concluye que también para el vórtice Kaufinann, la velocidad media de

sedimentación (adimensional) de pequeñas partículas pesadas situadas

inicialmente en la región de captura es proporcional al inverso de la raíz quinta del

Tiempo de escape promedio.

9.3. Análisis de la sedimentación de partículas en vórtices

bidimensionales periódicos

Se ha seguido un procedimiento idéntico al empleado en el capítulo 8 para

el vórtice Rankine, es decir, el descrito en el diagrama de flujo de la Figura 7-3 de

esta Tesis (apartado 7.2).•
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Vórtice Kaufmann

9.3.1. Simulación de vórtices girando en el mismo sentido

Según se ha comentado anteriormente, el código informático

implementado simula la existencia de los vórtices que se repiten periódicamente

en las direcciones horizontal y vertical, girando todos ellos en el mismo sentido.

La diferencia con el capítulo 8 es que ahora se utiliza el campo de

velocidades del vórtice Kaufmann en lugar de la del vórtice Rankine. Por tanto la

representación esquemática de esta disposición de vórtices sigue siendo la de la

Figura 8-23.

9.3.1.1. Análisis de trayectorias de partículas

Partículas sin inercia

Las trayectorias se obtienen de la misma forma que se expuso en detalle en

el capítulo 8 para el vórtice Rankine. Por tanto se utiliza el programa

informático trahormuchos s i sustituyendo el campo de velocidades del

vórtice Rankine por el del vórtice Kaufmann. Por lo demás, los datos de

partida y parámetros del programa son los mismos que se utilizaron en

aquel caso.

Los resultados obtenidos para las trayectorias de algunas partículas son los

que se muestran en la Tabla 9-9 y se representan en la Figura 9-16.

La deducción más destacable es al igual que para el vórtice Rankine, la

posibilidad de suspensión permanente de algunas partículas, describiendo

órbitas cerradas. Los mismos comentarios que se realizaron en aquella

ocasión siguen siendo aplicables ahora.

290 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009
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TABLA 9-9. Posiciones de las partículas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en vórtices
periódicos girando en el mismo sentido,
caso del vórtice Kaufmann

=xo yo. I x y.
0,1 0,495542 90,046153

0,293098 0,460362 90,135096
1,5 90 0,489468 0,380981 90,223112

0,617805 0,296028 90,274358

0,1 0,799991 90,011545
0,6 0,783586 90,070720

1,75 90 1,16623 0,732841 90,145764
1,59278 0,660968 90,212916

0,001741 4,999915 103,999215
0,003337 4,999837 103,998514

5 104 0,011320 4,999448 103,995009
0,051233 4,997520 103,977493

0,1 7,490997 103,944323
0,6 7,445484 103,664015

7,5 104 2,48823 7,270454 102,569966
3 7,224442 102,261605

0,1 9,987429 103,949980
0,6 9,922097 103,699201

10 104 1,96385 9,718941 103,006113
3 9,532935 102,462240

0,1 12,490984 103,955656
0,6 12,444958 103,735207

12,5 104 3,1 12,188767 102,672909
4 12,084816 102,312235

:.a..,..ó.:, ,. •v.,.h v.ra wknc s i" dc elaboración propia
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Figura 9-16: Trayectorias (adimensionales) de partículas sin
inercia (S= 0), con vórtices girando en el mismo
sentido, para una velocidad terminal
adimensional de caída de la partícula V, = 0,5
(caso del vórtice Kaufmann).

Partículas con inercia

Como se ha reiterado en numerosas ocasiones a lo largo de este capítulo,

se sigue el mismo procedimiento utilizado en su momento para el vórtice

Rankine. Por tanto, se vuelve a utilizar el programa trahormuchos con los

mismos datos de partida que en aquella ocasión pero introduciendo en el

campo de velocidades el correspondiente al vórtice Kaufmann en lugar del

correspondiente al vórtice Rankine.

Las posiciones "x, y" de algunas partículas en cada instante de tiempo son

recogidas en la Tabla 9-10 y su visualización gráfica para diferentes

valores de inercia en las siguientes figuras. Para inercia moderada (S1 = 10,

20, 30, 35), Figura 9-17.
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TABLA 9-10. Posiciones de las partículas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vórtices
periódicos girando en el mismo sentido,
caso del vórtice Kaufmann

xo Yo r x y
0,1 1,500001 -0,049917
0,6 1,500193 -0,297091

1,5 0 1,71345 1,504018 -0,834808
2,83328 1,555280 -1,362700

0,1 3,500000 -0,049964
0,6 3,5000036 -0,298742

3,5 0 2,66073 3,502851 -1,307739
4 3,508906 -1,952300

0,1 5,000000 -0,050025
0,6 5,000018 -0,300881

5 0 3,1 5,002251 -1,571362
4 5,004654 -2,034204

0,1 6,500000 -0,050036
0,6 6,5000036 -0,301258

6,5 0 2,67637 6,502948 -1,361041
4 6,509103 -2,047584

0,1 8,500010 -0,050083
0,6 8,500195 -0,302908

8,5 0 1,69421 8,503982 -0,868517
2,82145 8,515796 -1,463844

0,1 11,50001 -0,049917
0,6 11,00193 -0,297091

11,5 0 1,71345 11,504018 -0,834808
2,83328 11,515528 -1,362700

Fuente: Programa informático "trahornwehos " de elaboración propia
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Figura 9-17: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia moderada (S, = 10 a 35) para vórtices girando
en el mismo sentido (caso del vórtice Kaufmann). u'3
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Vórtice Kaufmann

De la anterior Figura 9-17 se desprende que las trayectorias de las
partículas utilizando este modelo de vórtice tienen cualitativamente unas
características semejantes a las obtenidas con el vórtice Rankine:

- No se aprecian trayectorias cerradas -contrariamente al caso de
partículas sin inercia- debido a la fuerza inercial centrífuga.

- A partir de un cierto instante de tiempo todas las partículas acaban
oscilando alrededor de la línea media vertical situada entre dos líneas
verticales de vórtices.

- Al aumentar el número de Stokes —y por tanto la inercia de las
partículas- la amplitud de las oscilaciones es más pequeña, como
cabía esperar.

- Las partículas se agrupan en el "canal" que se forma entre dos
regiones vecinas de vorticidad. Debido a la inclinación inercia¡ la
partícula no se desplaza a lo largo de una línea de corriente del flujo
sino que se mueva a lo largo de la periferia de la estructura vortical,
tendiendo a zonas de baja vorticidad y baja tensión de flujo.

Para valores mayores del número de Stokes (S, = 60, 85, 110 y 135)

(Figuras 9-18 y 9-19), se vuelve a observar el cambio de comportamiento

en las trayectorias de las partículas -ya constatado para vórtice Rankine-:

las partículas no terminan oscilando en la zona central entre dos hileras

verticales de vórtices, sino que se acumulan en unas determinadas

regiones; diferenciándose los dos mismos tipos de zonas que para el

vórtice Rankine, las franjas de baja vorticidad y las regiones vacías. Estas

figuras también muestran —de forma coincidente con el caso el vórtice

Rankine- que al aumentar la inercia de las partículas, más anchas son las

franjas de baja vorticidad hasta que para una inercia muy elevada las

partículas casi no son afectadas por el campo fluido. Simultáneamente, las

regiones vacías se van haciendo más estrechas.
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Figura 9-18: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia fuerte (S, = 60 a 135) para vórtices girando
en el mismo sentido (caso del vórtice Kaufmann).
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Figura 9-19: Evolución (adimensional) de la abscisa de partículas
con inercia fuerte (Sr = 60 a 135) para vórtices
girando en el mismo sentido (caso del vórtice
Kaufmann).
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9.3.1.2. Investigación del incremento de la velocidad media de sedimentación

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad de sedimentación promedio (<V)^) se ha calculado de

idéntica manera a la seguida en el apartado 8.3.1.2. para el vórtice Rankine. Para

ello, al programa informático st vel hormuchos se le ha ensamblado la función

kaufmann en lugar de la función rankine. (Todos esos algoritmos informáticos

están recogidos en el Anexo II). Los datos a introducir en el programa

st vel hormuchos son los mismos que para el vórtice Rankine, obteniéndose la

velocidad media de sedimentación (<V^) en función de la velocidad terminal

adimensional (V1). Los resultados concretos son los recogidos en la Tabla 9-11,

que se representan gráficamente en la Figura 9-20.

TABLA 9-11. Incremento de la velocidad media de
sedimentación (<V,>) respecto al caso de
fluido en reposo (V,) para vórtices Kaufmann
periódicos girando en el mismo sentido

V, <V,,>
<V >-V

y y 	' 100
t

0 0,000347 -
0,05 0,063101 26,20
0,1 0,108680 8,68
0,2 0,205456 2,75
0,3 0,303 715 1,24
0,4 0,401834 0,46
0,5 0,501869 0,37
0,6 0,601912 0,32
0,7 0,701940 0,28
0,8 0,801957 0,24
0,9 0,901968 0,22

1 1,001969 0,20
1,1 1,101969 0,18
1,2 1,201962 0,16
1,3 1,301956 0,15
1,4 1,401940 0,14

Fuente: Programa intómático "si ve/ hormuchos - de elaboración propia.
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Figura 9-20: Velocidad media de sedimentación (<Vy>) frente a
la velocidad terminal de caída en fluido en reposo
(Ç) para vórtices girando en el mismo sentido (caso
del vórtice Kaufmann).

De la figura anterior se puede extraer la misma conclusión que para el

vórtice Rankine: aunque este campo de flujo acelera la sedimentación de las

partículas respecto al caso de fluido en reposo, únicamente para valores muy

:pequeños de. la velocidad terminal es relativamente importante ese incremento de

-la velocidad media de sedimentación.
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9.3.1.3. Análisis de la influencia de la inercia de las partículas

La velocidad media de sedimentación (<Y,^) se obtiene de la misma forma

que en el apartado 9.3.1.2.; se utiliza el programa st vel hormuchos pero se va

variando el número de Stokes (Sr) manteniendo invariable la velocidad terminal

(V,= 0,5).

Los resultados son los mostrados en la Tabla 9-12 y representados

gráficamente en la Figura 9-21.

TABLA 9-12. Velocidad media de sedimentación (<L
en función del número de Stokes (Sí) para
vórtices Kaufmann periódicos girando en
el mismo sentido

St <Y^

0,1 0,51 1023

0,4 0,51 1937

0,8 0,512537

2 0,513016

3 0,513149

6 0,513450

10 0,514623

20 0,515111

30 0,515328

40 0,514901

50 0,514003

75 0,513672

100 0,512998

150 0,51 1993

ruemc: rrograma iniormauco --sr ver uormucnos oc elaboración propia.
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Figura 9-21: Velocidad media de sedimentación <V? frente a la
inercia de las partículas (Si) para una velocidad
terminal adimensional de caída de la partícula Vi =
0,5 con vórtices girando en el mismo sentido (caso
del vórtice Kaufmann).

Los resultados son análogos a los obtenidos para el vórtice Rankine en el
apartado 8.3.1.3.:

- La curva representada en la Figura 9-21 guarda algún parecido con los

resultados teóricos y experimentales para turbulencia isótropa ((v )> V,

para S, pequeño y (v)<V, para S, grande), pero la aproximación no es
muy exacta.

- La curva no es uniforme con presencia de bastantes picos en ella. La

explicación es la ya dada en el mencionado apartado 8.3.1.3.
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- Por tanto, con el vórtice Kaufmann se confirma la conclusión que ya

fue obtenida con el vórtice Rankine: "este campo de flujo no parece

apropiado como fundamento de un modelo Lagrangiano de

sedimentación y dispersión de partículas en flujos turbulentos".

9.3.2. Simulación de vórtices girando con sentidos de giro alternados

La representación esquemática de esta disposición de vórtices es la de la

Figura 8-30.

Como en los demás casos analizados, la existencia de los vórtices

repetidos periódicamente es simulada mediante el código informático

implementado, que se ensambla en los programas informáticos desarrollados en

aquellos casos en que sea necesario (Anexo II).

9.3.2.1. Análisis de trayectorias de partículas

Partículas sin inercia

Las trayectorias de partículas sin inercia se obtienen mediante el

procedimiento que ya se ha descrito en varias ocasiones, pero utilizando el

programa informático de elaboración propia altertrahormuchos s i

(Anexo 11).

Los datos de partida a introducir en dicho programa son los mismos que en

el programa trahormuchos s i. La ejecución del programa proporciona la

posición de cada partícula en cada instante de tiempo posterior (Tabla 9-

13). La representación gráfica de dichas posiciones de las partículas (es

decir, las trayectorias) es la de la Figura 9-22. En ella se observa que, al

igual que para el vórtice Rankine, algunas partículas describen trayectorias

cerradas y que las demás partículas siguen unas trayectorias que van.

rodeando los vórtices según el sentido de giro de los mismos.
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TABLA 9-13. Posiciones de las partículas (sin inercia)
para cada instante de tiempo en
vórtices periódicos con sentidos de giro
alternados, caso del vórtice.Kaufmann

xo Yo T x y
0,489468 -0,380981 90,223120
0,617805 -0,296028 90,274358

-0,5 90 0,714578 -0,207551 90,302962
0,799083 -0,108145 90,311528

0,100000 -0,899851 90,004880
0,600000 -0,894569 90,029795

-0,9 90 1,424326 -0,867214 90,076785
2,000000 -0,829514 90,118692

0,100000 5,004874 103,956123
0,600000 5,029132 103,737554

5 104 3,100000 5,144913 102,666413
4,000000 5,182630 102,290093

0,100000 7,509016 103,955656
0,600000 7,555042 103,735207

7,5 104 3,100000 7,811233 1.02,672909
4,000000 7,915184 102,312235

0,100000 10,012571 103,949980
0,600000 10,077903 103,699201

10 104 1,963852 10,281059 103,006113
2,998045 10,466682 102,463291

0,100000 12,509003 103,944323
0,600000 12,554516 103,664015

12,5 104 2,488230 12,729546 102,569966
4,000000 12,858167 101,641881

Fuente: Programa informático "aitertrahormuchos s 1 - de elaboración propia.
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Figura 9-22: Trayectorias (adimensionales) de partículas sin
inercia (S, = 0), con vórtices con sentidos de giro
alternados, para una velocidad terminal
adimensional de caída de la partícula V^ = 0,5
(caso del vórtice Kaufmann).

Partículas con inercia

Las trayectorias se tienen por el procedimiento ya descrito en varias

ocasiones, utilizando el programa de elaboración propia

altertrahormuchos, en el que se introducen como datos de partida los que

ya han sido también mencionados. Como resultado se obtienen las

posiciones de las partículas en cada instante de tiempo (Tabla 9-14).
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Vórtice Kaufmann

TABLA 9-14. Posiciones de las partículas (con inercia)
para cada instante de tiempo en vórtices
periódicos con sentidos de giro alternados,
caso del vórtice Kaufmann

xo yo t X y.
1,643528 -0,214165 103,172351

1,818124 -0,241486 103,083222

0 104 1.991090 -0,269284 102,994578

2,160731 -0,297291 102,907259

0,927675 6,051919 103,590409

1,127020 6,064479 103,504549

6 104 1,362109 6,079307 103,403691

1.604190 6.094583 103,300291

1,316285 14.074889 103,259122

1,524798 14,087358 103,139257

14 104 1,731515 14,099564 103,019992

1.936164 14.1 1 1472 102,901488

Fuente: Programa informático "alterbahormuchos - de elaboración propia.

Las trayectorias de las partículas (con colores diferentes según su posición

inicial) para diferentes valores del número de Stokes son las de las Figuras

9=23 y 9-24 (inercia moderada) y Figuras 9-25 y 9-26 (inercia fuerte).
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Figura 9-23: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos
elevados en vórtices con sentidos de giro alternados
(caso del vórtice Kaufmann).
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Figura 9-24: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia moderada (S1 = 0,1 a 4) para tiempos
cortos en vórtices con sentidos de giro alternados
(caso del vórtice Kaufmann).
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Vórtice Kaufmann

Se han escogido tres partículas situadas en las mismas posiciones que se

tomaron en el apartado 8.3.2.1. para el vórtice Rankine, por las mismas

razones que entonces se apuntaron.

Para tiempos elevados y valores pequeños y moderados de la inercia de las

partículas (números de Stokes hasta 4), la Figura 9-23 muestra que el

comportamiento de las partículas es el mismo que ya se observó para el

vórtice Rankine:

❑ La partícula cuya posición inicial se encuentra en la hilera

vertical de vórtices (azul) va rodeando los mismos según su

sentido de giro, siguiendo las líneas de corriente del flujo.

❑ Las otras partículas (rojo y verde), situadas en una zona de

baja vorticidad, caen de una forma más o menos vertical

pero con oscilaciones provocadas por la acción del campo de

flujo.

❑ En conclusión, todas las partículas siguen una trayectoria

próxima a la vertical pero con oscilaciones debidas a la

acción de los vórtices.

Las oscilaciones mencionadas pueden observarse más detalladamente en la

Figura 9-24, en la que se representan las mismas trayectorias de la Figura

9-23 en los instantes iniciales de tiempo.

A continuación —como ya se ha indicado antes- se representan en las

Figuras 9-25 y 9-26 las trayectorias de las partículas, pero en el caso de

valores elevados de la inercia de las mismas, es decir, para valores más

elevados del número de Stokes.
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Vórtice Kaufmann
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Figura 9-25: Trayectorias (adimensionales) de partículas con
inercia fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos cortos
en vórtices con sentidos de giro alternados (caso
del vórtice Kaufmannl .
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Figura 9-26: Trayectorias (adimensionales) de partículas
con inercia fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos
elevados en vórtices con sentidos de giro
alternados (caso del vórtice Kaufmann) .
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Vórtice Kaufmann

El comportamiento de las partículas vuelve a cambiar tal como se observó
para el vórtice Rankine en análogas circunstancias:

❑ En los primeros instantes de tiempo (Figura 9-25) las trayectorias de
las partículas son más o menos regulares (con oscilaciones alrededor
de su vertical), pero cada vez la trayectoria se va separando un poco
más de la línea vertical hasta separarse totalmente de ella.

❑ Para tiempos suficientemente grandes (Figura 9-26) las partículas
siempre oscilan alrededor de la línea media situada justo en el centro
entre dos filas verticales de vórtices (tales como x = -5; 5; 15; ...). Las

partículas se agrupan en el "canal" formado por dos regiones vecinas
de vorticidad.

❑ Incluso para valores elevados de la inercia de las partículas se

mantiene este comportamiento y no aparece la distinción entre franjas

de baja vorticidad y regiones vacías que se encontró en el caso de

vórtices girando en el mismo sentido. Ello es debido a la diferencia

entre los campos de flujo utilizados en ambos casos.

9.3.2.2. Investigación del incremento de la velocidad media de sedimentación

respecto al caso de fluido en reposo

La velocidad media de sedimentación (<V3,) se ha obtenido de nuevo

según el método ya especificado varias veces a lo largo de la Tesis. El programa

informático de elaboración propia utilizado ahora ha sido alter st ve! (Anexo II)

con los mismos datos de partida de casos análogos.

Los valores de la velocidad media de sedimentación (<Vi>) frente a la

velocidad terminal de caída en fluido en reposo adimensional se muestran en la

Tabla 9-15.
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Vórtice Kaufmann

TABLA 9-15. Incremento de la velocidad media de
sedimentación (<V^) respecto al caso de
fluido en reposo (V,) para vórtices
Kaufmann periódicos con sentidos
alternados

V, <V,>
<V >— Y

yV	 ' loo

0 0,000473

0.05 0,079480 58,98

0,1 0,121805 21,81

0.2 0.213832 6,9

0.3 0.310234 3,4

0.4 0,407901 1.97

0.5 0,504542 0,9

0.6 0,6031 14 0,52

0,7 0,702123 0,3

0.8 0,801475 0.18

0.9 0,900967 0.11

1 1,000395 0,04

1,1 1,100039 0.0035

1.2 1,200039 0,0032

1.3 1,300038 0,0029

1,4 1,400037 0,0027
puente: rrograma Inlormatico "auer st vei ae eianoracton propia.

Se representan en la Figura 9-27, que muestra que:

	

❑ 	 Para valores pequeños de la velocidad termina] (V,) sedimentan más rápido

en este campo de flujo que en fluido en reposo, como sucedía para el

vórtice Rankine.

	

❑ 	 Con valores elevados de Vr casi no hay diferencia entre la velocidad

media de sedimentación y la velocidad terminal, resultado análogo —una

vez más- al obtenido para el vórtice Rankine.
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Figura 9-27: Velocidad media de sedimentación (<V?) frente

a la velocidad terminal de caída en fluido en
reposo (V,) para vórtices con sentidos de giro
alternados (caso del vórtice Kaufmann).

9.3.2.3. Análisis de la influencia de la inercia de las partículas

La velocidad media de sedimentación (<V,^) en función de la inercia de

las partículas se ha obtenido mediante el procedimiento ya descrito en los

apartados 8.3.1.3. y 8.3.2.3. -para el vórtice Rankine- y 9.3.1.3. —para el vórtice

Kaufmann- utilizando el programa alter st vel. En dicho programa se han

introducido los mismos datos de partida que en los casos anteriores y se ha ido

variando el número de Stokes (S,) manteniendo fija la velocidad terminal (V,). Los

resultados se muestran en la Tabla 9-16.
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Vórtice Kaufmann

TABLA 9-16. Velocidad media de sedimentación (<V>)
en función del número de Stokes (St) para
vórtices Kaufmann periódicos girando
con sentidos alternados

SI <V>

0 . 05 0.500829

0.1 0.501051

0,2 0,501234

0,3 0.501323

0.5 0,501422

1 0.501555

3 0.501328

5 0.501 138

10 0.500953

20 0,500695

30 0,500401

40 0,500040

Fuente Programa informático "alter st vet " de elaboración propia

Dichos resultados se representan gráficamente en la Figura 9-28, en la que

puede comprobarse que —al igual que para el vórtice Rankine- se obtienen unos

resultados bastante parecidos a los ya conocidos para turbulencia isótropa.

9.3.2.4. Posibilidad de aplicación a Modelo Lagrangiano de sedimentación y
dispersión de partículas en flujos turbulentos

El resultado obtenido en el apartado anterior confirma de nuevo que este

campo de flujo es adecuado para simular aquellas estructuras vorticales

presentes en los flujos turbulentos isótropos que hacen que la velocidad media de

sedimentación aumente o disminuya; por tanto, puede servir como fundamento
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Vórtice Kaufmann

para el desarrollo de un modelo Lagrangiano para la sedimentación de
partículas en flujos turbulentos.
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Figura 9-28: Velocidad media de sedimentación (< Vj) frente
a la inercia de las partículas (S1) para una
velocidad terminal adimensional de caída de la
partícula V, = 0,5 con vórtices con sentidos de
giro alternados (caso del vórtice Kaufmann).
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

10. COMPARACIÓN ENTRE LOS VÓRTICES RANKINE Y
icAuFMaivN

Como ya se expuso en el capítulo 4 de la Tesis -y más concretamente en el
apartado 4.9- se han desarrollado diversos modelos de vórtices que facilitan el
estudio de la interacción de este tipo de flujo con partículas. En el apartado 4.11
se realizó una comparación entre dichos modelos, concluyéndose que -en el caso
de vórtices con flujo puramente tangencial- los vórtices Rankine y Kaufinann
podrían considerarse como una cota superior y una cota inferior respectivamente
en relación con la velocidad tangencial.

También se comentó en el apartado 5.2 que entre los diversos modelos
descritos, se ha decidido en esta investigación realizar los análisis con los
mencionados vórtices Rankine y Kaufmann por la razón anteriormente señalada y
por su formulación apropiada a los objetivos propuestos, evitando la innecesaria

complicación que supondrían los modelos con componentes tangenciales y

longitudinales de la velocidad.

En este capítulo, se pretende comparar dichos modelos desde el punto de

vista concreto de los resultados obtenidos en los capítulos 8 y 9.

10.1 Análisis del Tiempo de Escape de partículas de un vórtice

tridimensional

10.1.1. Trayectorias de nartícullas

En primer lugar hay que destacar que, desde el punto de vista de las

trayectorias de las partículas, los resultados obtenidos con ambos tipos de vórtices

son cualitativamente semejantes (Figuras 8-1, 8-2, 9-1 y 9-2) y que con el vórtice

Rankine la amplitud de las trayectorias cerradas es mayor que con el vórtice

Káufrnann. Ello es debido al hecho -ya comentado en el apartado 4.11- de que el
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Comparación entre !os vórtices Rankine y Kaufmann

vórtice Kaufrnann reduce a la mitad el valor proporcionado por el vórtice Rankine

para la velocidad de giro.

10.1.2. Puntos de equilibrio y Longitud característica

La abscisa de los puntos de equilibrio en el caso del vórtice Rankine viene

dada por las ecuaciones (8.9) y (8.10) en forma dimensional y por las ecuaciones

(8.18) y (8.19) en forma adimensional y para el vórtice Kaufmann por las

ecuaciones (9.4) y (9.5) en forma dimensional y (9.12) y (9.13) en forma

adimensional. En ambos casos la posición del foco es cercana al origen de

coordenadas y la abscisa del punto de silla es menor para el vórtice Kaufmann; la

razón es la ya comentada en el apartado anterior.

Respecto a la Longitud característica, viene dada por la ecuación (8.12) -ó

(8.22) en forma adimensional- para el vórtice Rankine y por la ecuación (9.7) -ó

(9.17) en forma adimensional- para el vórtice Kaufmann. En ambos casos se

verifica que cuando la velocidad terminal tiende a cero, la semidistancia entre los

puntos de equilibrio tiende a la Longitud característica, que es el radio mínimo de

las trayectorias de las partículas alrededor del vórtice

10.1.3. Trayectorias Límite

Están representadas -para varios valores de la velocidad terminal

adimensional de caída en fluido en reposo (y,)- en la Figura 8-5 (Rankine) y en la

Figura 9-3 (Kaufmann).

En la siguiente Figura 10-1 se representan en una misma gráfica las
trayectorias límite correspondientes a ambos modelos para un valor cualquiera de
la velocidad terminal (programa ligtravoin ). Así es posible comprobar mediante
simulación numérica la amplitud de la trayectoria límite en cada caso.
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Figura 10-1: Comparación de la forma y amplitud de la región
encerrada por las trayectorias límite entre los vórtices
Rankine y Kaufmann para Se = 0,5 y V1 = 0,2.

En la Figura 10-1 se observa que la amplitud de la región encerrada por las

trayectorias límite es más amplia para el vórtice Rankine.

10.1.4. Obtención Numérica del Tiempo de escape y análisis de la influencia

de variables

La primera variable que se ha estudiado en relación con el Tiempo de

escape . -capítulos 8 y 9- es la velocidad terminal V,. Así, de la observación de las

Figuras 8-8 (Rankine) y 9-5 (Kaufmann) se deduce que para ambos modelos el
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Comparación entre !os vórt ices Rankine y Kaufmann

Tiempo de escape disminuye de un modo monótono al aumentar la velocidad

terminal para cualquier valor del número de Stokes. Para comparar ambos tipos de

vórtices de un modo cuantitativo, se representa en la siguiente Figura 10-2 el

Tiempo de Escape (Te) frente a la velocidad terminal (y,) para uno cualquiera de

los valores del número de Stokes considerado en las Figuras 8-8 y 9-5. No se

representa para todos los valores del número de Stokes para no restar claridad a la

gráfica.

107

10`

10 1

102
	

1•1 	 100
Vt

Figura 10-2: Comparación del Tiempo de escape (Te) frente a la
velocidad terminal de caída (V,) entre los vórtices
Rankine y Kaufmann para S, = 0,7.

En esta Figura 10-2 puede observarse que el Tiempo de escape es mayor

para el vórtice Rankine (excepto para valores muy elevados de V, ya que entonces
la partícula se ve muy poco influenciada por la acción del vórtice).
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Comparación entre los vórtices. Rankine y Kaufmann

La influencia de la inercia de las partículas en el Tiempo de escape ha sido
analizada en los capítulos anteriores mediante las Figuras 8-9 y 9-6. Se dedujo que
para los dos vórtices considerados eI Tiempo de escape tiende a disminuir
conforme aumenta el número de Stokes (mientras mayor es la inercia de las
partículas menos influenciadas estarán las mismas por la acción del vórtice). No
obstante la mencionada disminución no es monótona sino que aparecen unas
oscilaciones que en ambos casos se explican por el hecho de que en las zonas
ascendentes de las mencionadas figuras la partícula está girando alrededor del eje
del vórtice y al crecer el número de Stokes ésta pasa cada vez más cerca del punto
de silla (Figuras 8-10 y 9-7). Para comparar la diferencia según el modelo de
vórtice considerado, en la Figura 10-3 se representan en una misma gráfica los
resultados obtenidos para el vórtice Rankine y para el vórtice Kaufmann.
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Figura 10-3: Comparación de la variación del Tiempo de escape (TI)

con la inercia de las partículas (Sr) entre los vórtices
Rankine y Kaufmann para V, = 0,2.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

La Figura 10-3 confirma el hecho ya comentado anteriormente de que el

Tiempo de escape es mayor para el vórtice Rankine.

10.1.5. Fórmula del Tiempo de escape

La Obtención Analítica de la fórmula del Tiempo de escape se ha llevado a

cabo en el apartado 8.1.6. para el vórtice Rankine y en el apartado 9.1.6. para el

vórtice Kaufmann. En ambos casos y mediante un proceso completamente

idéntico se ha obtenido la expresión (8.33).

A continuación, se ha procedido a verificar mediante simulación numérica

la validez de la fórmula desarrollada en los apartados 8.1.7. y 9.1.7. Previamente -

en ambos apartados- se ha explicado el procedimiento para obtener un mallado de

partículas equidistribuidas en la región de captura del vórtice para tomar valores

promedio; para ello se han integrado las ecuaciones diferenciales que determinan

la trayectoria límite, obteniendo su ecuación algebraica -ecuaciones (8.44) para el

vórtice Rankine y (9.22) para el vórtice Kaufmann- y se ha resuelto iterativamente

dicha ecuación algebraica obteniendo así los límites para la malla de partículas. El

siguiente paso ha sido determinar el valor de la Constante de tiempo de escape

(Ke) que aparece en la fórmula del Tiempo de escape (8.33). El valor obtenido ha

sido Ke = 0,036 para el vórtice Rankine y Ke = 0,009 para el vórtice Kaufmann

cuando el número de Froude de la partícula (Fe) y la velocidad terminal

adimensional (V,) tienden a cero. Los valores obtenidos mediante simulación

numérica para la Constante de tiempo de escape Ke se representan frente al

número de Froude de la partícula FP en las Figuras 8-15 y 8-16 (Rankine) y 9-10 y
9-11 (Kaufmann); la representación en una misma gráfica es la que se muestra en

la siguiente Figura 10-4, en la que se observan claramente las conclusiones que se
acaban de comentar y se aprecia también que los valores de K obtenidos
numéricamente son mayores para el vórtice Rankine.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann
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Figura 10-4: Constante de tiempo de escape (Ke) frente al número
de Froude de la partícula (F,,) para distintos números
de Stokes. Comparación entre los vórtices Rankine y
Kaufmann.

Tras obtener el valor de Kr, se corroboró numéricamente para los dos

modelos de vórtices la validez de la fórmula (8.33), obteniéndose como resultados

los representados gráficamente en las Figuras 8-18 y 8-19 para el vórtice Rankine

y las Figuras 9-13 y 9-14 para el vórtice Kaufmann. Recopilando dichos

resultados en una misma gráfica se obtiene la Figura 10-5 que permite comparar

una vez más los dos modelos que se han utilizado en esta Tesis. Esta figura

muestra que -como cabía esperar- para un mismo diámetro de partícula, el tiempo

de escape es mayor con el vórtice Rankine.
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Comparación entre los vórtices Rankine. y Kaufmann

10.2 Velocidad media de sedimentación de partículas de un vórtice
tridimensional

La velocidad media de sedimentación de partículas inicialmente situadas
en la región de captura de un vórtice tridimensional se ha analizado en el
apartado 8.2 para el modelo Rankine (Figura 8-22) y en el apartado 9.2 para el
modelo Kaufmann (Figura 9-15). En los dos casos se ha obtenido una relación
numérica entre la Velocidad media de sedimentación y el Tiempo de escape
promedio: ecuación (8.57) para la Velocidad media de sedimentación
adimensional y ecuación (8.58) para la Velocidad media de sedimentación
dimensional. Para comparar dicha velocidad entre los dos vórtices, se recopilan en
una misma gráfica los resultados representados en las mencionadas Figuras 8-22 y
9-15. El resultado es el mostrado en la siguiente Figura 10- 6:
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Figura 10-6: Comparación de la Velocidad media de sedimentación <V>
frente al Tiempo de escape promedio T> entre los vórtices
Rankine y Kaufmann.

Si LAd ÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 	325

Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BWLMENSIONALES PERIÓDICOS PARA

•. PARTÍCULAS PESADAS

j 10
v

10

Universidad de Huelva 2009



Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

En la Figura 10-6 puede comprobarse que el vórtice Rankine presenta una

Velocidad media de sedimentación mayor para cualquier valor del Tiempo de

escape promedio y recíprocamente un Tiempo de escape promedio mayor para

cualquier valor de la Velocidad media de sedimentación. Este hecho se explica

una vez más por el valor más elevado de la velocidad tangencia) del vórtice

Rankine que hace que, por una parte, el efecto de captura de las partículas sea

mayor y que por otra parte una vez que la partícula escapa del vórtice ésta sea

despedida con una mayor fuerza centrífuga.

10.3. Análisis de la sedimentación de partículas en vórtices

bidimensionales periódicos

El análisis se ha realizado en los apartados 8.3. y 9.3. para los vórtices

Rankine y Kaufmann respectivamente.

10.3.1. Vórtices airando en el mismo sentido

10.3.1.1. Trayectorias de partículas

De la observación de las Figuras 8-24 y 9-16 en las que se representan las

trayectorias de partículas sin inercia para los respectivos modelos se deduce que

los resultados son cualitativamente semejantes en ambos y que las trayectorias

cerradas son más amplias para el vórtice Rankine que para el Kaufrnann. Sucede,

por tanto, lo mismo que ya se expuso en el caso de un vórtice tridimensional

(apartado 10.1.1.) y los comentarios allí realizados siguen siendo válidos.

En el caso de partículas con inercia, las Figuras 8-25, 8-26 y 8-27 y las
Figuras 9-17, 9-18 y 9-19 muestran nuevamente resultados análogos para los dos
tipos de vórtices:

■ No hay trayectorias cerradas.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

• Para. inercia moderada todas las partículas terminan oscilando
alrededor de la línea media vertical situada entre dos hileras verticales
de vórtices.

• Para inercia fuerte el campo de flujo queda dividido en dos zonas,
franjas de baja vorticidad (en las que no pueden entrar las partículas
que inicialmente estaban fuera de ellas) y regiones vacías (en las que
al cabo del tiempo no va a encontrarse ninguna partícula). Al
aumentar la inercia de las partículas, más anchas son las franjas de baja
vorticidad y más estrechas las regiones vacías.

La diferencia que se puede observar es que con el vórtice Rankine las
partículas alcanzan su abscisa foral antes que con el vórtice Kaufmann, debido al
menor valor de la velocidad de giro proporcionado por este último. Por esa misma
razón, la región vacía es más ancha y la franja de baja vorticidad más estrecha
para el modelo Rankine que para el Kaufmann. No se han representado en una

misma figura las trayectorias de las partículas con los dos modelos de vórtices

porque queda una gráfica con poca claridad por la superposición de líneas

resultante.

10.3.1.2. Incremento de la velocidad media de sedimentación respecto al caso

de fluido en reposo

Con los dos tipos de vórtices se ha constatado un pequeño incremento de

la velocidad media de sedimentación respecto al caso de fluido en reposo, pero

únicamente para pequeños valores de la velocidad terminal (Figuras 8-28 y 9-20).

Para comparar los resultados de ambos vórtices en la siguiente Figura 10-7

se representan en una misma gráfica los respectivos valores de la velocidad media

de sedimentación (<Yy>) frente a la velocidad terminal de caída en fluido en

reposo (Vi).
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Comparación entre !os vórtices Rankine y Kaufinann

o Rankine
❑ Kaufinann
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Figura 10-7: Comparación de la Velocidad media de
sedimentación (<V frente a la velocidad terminal
de caída en fluido en reposo (V1) para vórtices
girando en el mismo sentido entre los vórtices
Rankine y Kaufmann.

Puede observarse que el vórtice Rankine proporciona un valor de la

velocidad media de sedimentación ligeramente mayor para pequeños valores de la

velocidad terminal, no apreciándose prácticamente diferencia para mayores

valores de V,.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

1;0.3.1.3. Influencia de la inercia de las partículas

Según se aprecia en las Figuras 8-29 y 9-21, en los dos casos se obtiene
una curva con cierto parecido a los resultados conocidos para flujos turbulentos
isótropos; sin embargo, la falta de uniformidad de dichas curvas hace pensar que
este modelo de flujo no es el más adecuado para servir de fundamento a un
modelo Lagrangiano de sedimentación y dispersión de partículas en flujos
turbulentos. La representación de las mencionadas Figuras 8-29 y 9-21 en una
misma gráfica da lugar a la Figura 10-8:
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Figura 10-8: Comparación de la Velocidad media de
sedimentación <? frente a la inercia de las
partículas (S1) para una velocidad terminal
adimensional de caída de la partícula Vj = 0,5 con
vórtices girando en el mismo sentido entre los
vórtices Rankine y Kaufmann.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

De la Figura 10-8 se desprende que para pequeños valores del número de

Stokes la velocidad media de sedimentación es mayor para el vórtice Rankine,

mientras que para mayores valores de la inercia de las partículas no se puede

extraer ninguna conclusión en ese sentido.

10.3.2. Vórtices girando con sentidos de giro alternados

10.3.2.1. Trayectorias de partículas

Las trayectorias de partículas sin inercia son las de la Figura 8-31 para el

vórtice Rankine y las de la Figura 9-22 para el vórtice Kaufmann. En los dos

casos se aprecia la existencia de trayectorias cerradas para algunas partículas y el

hecho de que las demás van rodeando los vórtices según el sentido de giro de los

mismos. Además, igual que para los vórtices girando en el mismo sentido, las

trayectorias cerradas son más amplias para el vórtice Rankine.

Para partículas con inercia, las correspondientes trayectorias están

representadas en las Figuras 8-32, 8-33, 8-34 y 8-35 y las Figuras 9-23, 9-24, 9-25

y 9-26. Puede observarse que el comportamiento de las partículas es el mismo con

ambos modelos de vórtices:

■ Para valores pequeños o moderados de la inercia de las partículas,

éstas describen una trayectoria cercana a la vertical pero con

oscilaciones causadas por la acción de los vórtices.

• Para valores elevados de la inercia, todas las partículas terminan

oscilando alrededor de la línea media situada entre dos filas verticales
de vórtices.

La única diferencia es que, debido al menor valor de la velocidad de giro
proporcionado por el modelo Kaufmann, con él las partículas alcanzan su abscisa
final más tarde que con el vórtice Rankine.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

-10.3.2.2. Incremento de la velocidad media de sedimentación respecto al caso
de fluido en reposo

Ambos modelos dan lugar a un incremento de la velocidad media de
sedimentación para valores pequeños de la velocidad terminal, según se desprende
de las Figuras 8-36 y 9-27.

Seguidamente, en la Figura 10-9 se representan en una misma gráfica los
valores de la velocidad media de sedimentación (<V )obtenidos con ambos
modelos frente a la velocidad terminal de caída en fluido en reposo (VI).
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Figura 10-9: Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann
de la Velocidad media de sedimentación (<Vy-) frente a
la velocidad terminal de caída en fluido en reposo (V,)
para vórtices girando con sentidos de giro alternados.

La. Figura 10-9 muestra que con el vórtice Rankine se obtiene un valor de

la. velocidad media de sedimentación ligeramente mayor para pequeños valores de

la. velocidad terminal que con el vórtice Kaufmann y que casi no hay diferencia

;para. mayores valores de Vt.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

10.3.2.3. Influencia de la inercia de las partículas

Las Figuras 8-37 y 9-28, que representan la velocidad media de

sedimentación (<Vy ) frente a la inercia de las partículas (Si), muestran que tanto

con el vórtice Rankine como con el Kaufmann se obtienen unos resultados

bastante aproximados a los conocidos para flujo turbulento isótropo. De la

observación anterior es posible deducir que ambos modelos son adecuados para

generar el campo de flujo analizado en esta Tesis, que parece una base de partida

consistente para desarrollar un modelo Lagrangiano de sedimentación y

dispersión de partículas en flujos turbulentos. En la Figura 10-10 pueden verse

conjuntamente los resultados representados en las Figuras 8-37 y 9-28.
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Figura 10-10: Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann
de la Velocidad media de sedimentación <VJ^ frente a la
inercia de las partículas (S,) para una velocidad
terminal adimensional de caída de la partícula VV = 0,5
con vórtices girando con sentidos de giro alternados.

Puede observarse que la velocidad media de sedimentación es mayor en el
caso del vórtice Rankine para pequeños valores del número de Stokes. Para
mayores valores de la inercia de las partículas prácticamente no se aprecia
diferencia entre ambos vórtices.
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Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann

A modo de conclusión final puede destacarse que los resultados
obtenidos con ambos modelos son completamente idénticos desde un punto de

vista cualitativo. Únicamente se aprecian ligeras diferencias cuantitativas por el

hecho ya comentado de que el vórtice Kaufmann reduce a la mitad el valor

máximo de la velocidad tangencial proporcionado por el vórtice Rankine. Como

se comentó en el apartado 4.11, ambos tipos de vórtices pueden ser considerados

como una cota inferior y una cola superior del valor de la velocidad tangencial;

por tanto, podrían tomarse como buenas aproximaciones del Tiempo de Escape

y de la Velocidad Media de Sedimentación la media aritmética de los valores

obtenidos con cada uno de los dos modelos de vórtices.
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Conclusiones Finaler

11. CONCLUSIONES FINALES

Dada la enorme importancia que tienen tanto en el mundo industrial como
en el entorno natural los flujos bifásicos, con interacción entre partículas pesadas
y fluidos, se han investigado en esta tesis dos problemas encuadrados dentro de
dicho campo de la Mecánica de Fluidos.

En primer lugar se ha estudiado el tiempo que pequeñas partículas pesadas
tardan en escapar de un vórtice tridimensional, Tiempo de Escape (la metodología
seguida es la descrita en el apartado 7.1.1.). Los estudios previos (Fung, 2000
[11]) se habían centrado en el caso particular de un vórtice bidimensional
horizontal y entre otras lagunas no habían obtenido una fórmula con la que
obtener dicho Tiempo de Escape en función de los parámetros del problema. En
esta Tesis Doctoral se han generalizado los resultados al caso tridimensional y se
ha obtenido la fórmula mencionada comprobándose su validez mediante
simulación numérica (en el Anexo II pueden consultarse los programas
informáticos desarrollados para ello). En las simulaciones que se han realizado en
términos dimensionales se ha tomado —sin pérdida de generalidad, apartado 8.1.7.
de la Tesis- como viscosidad cinemática del fluido v* = 1,5 • 10"5 In2/s (es decir, la

del aire) y para la relación entre las densidades de la partícula y del fluido el valor

f = (1000 Kg/m3) / (1,2 Kg/m3) = 833,33 (es decir, para el fluido la densidad del

aire y para la partícula la del agua con lo que una de ellas es mucho mayor que la

otra); en cuanto a los parámetros característicos del vórtice -aunque sus valores

como es lógico no influyen en la validez de la fórmula obtenida apartado 8.1.7. de

la Tesis- se ha tomado un radio del vórtice R.,*= 0,001 m y una circulación I-0

desde 10-5 a 10-4 m2/s por ser estos valores del orden de magnitud habitual en

flujos turbulentos. Una vez obtenida y comprobada numéricamente la fórmula

desarrollada para el Tiempo de Escape, se ha analizado la velocidad media de

sedimentación de las partículas situadas inicialmente en la región de captura del

:vórtice (la metodología seguida es la descrita en el apartado 7.1.2.), obteniéndose

au relación con el Tiempo de Escape.
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En segundo lugar se ha estudiado la sedimentación de pequeñas partículas

pesadas en un campo de flujo que no había sido considerado hasta ahora,

consistente en una disposición bidimensional de vórtices repetidos periódicamente

en las direcciones horizontal y vertical (la metodología seguida es la descrita en el

apartado 7.2.). Se han analizado dos situaciones diferentes, primero con todos los

vórtices girando en el mismo sentido y luego con los vórtices girando con sentidos

de giro alternados. En ambas situaciones se observa que para partículas sin inercia

existe la posibilidad de suspensión permanente, de forma que las partículas

describen órbitas cerradas, mientras que para partículas con inercia no sucede este

hecho.

En el caso de vórtices girando en el mismo sentido, las partículas terminan

sedimentando en la línea media vertical situada entre dos hileras verticales de

vórtices, pero para valores de la inercia de las partículas suficientemente grandes,

se ha observado el resultado un tanto sorprendente de que sus trayectorias van a

parar siempre a unas líneas aisladas que separan dos tipos de regiones: unas

franjas de baja vorticidad del flujo en las que no pueden entrar las partículas que

inicialmente estaban fuera de ellas y unas regiones vacías en las que al cabo del

tiempo no van a encontrarse ninguna partícula. La anchura de ambas regiones

depende de la inercia de las partículas, como se comenta más adelante. Este

resultado puede tener por tanto una enorme importancia como fundamento de un

proceso de separación y clasificación de partículas. En cuanto a la velocidad

media de sedimentación de partículas se ha obtenido un resultado con cierto

parecido con los resultados teóricos y experimentales conocidos para turbulencia

isótropa pero no tan aproximado como sería deseable. También se ha podido

comprobar que en esta disposición de flujo, las partículas sedimentan ligeramente

más rápido que en fluido en reposo para pequeños valores de la velocidad

terminal.

En el caso de vórtices girando con sentidos de giro alternados, hasta un
cierto valor de la inercia de las partículas éstas siguen una trayectoria próxima a la
vertical pero con oscilaciones debidas a la acción de los vórtices, pero para inercia

338 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



más fuerte todas las partículas terminan oscilando alrededor de la línea media
situada en la en la zona central entre dos hileras verticales de vórtices. Como en el
caso anterior se agrupan en el "canal" entre dos regiones vecinas de vorticidad.
Por lo que respecta a la velocidad media de sedimentación, para valores pequeños
de la velocidad terminal las partículas sedimentan en este flujo más rápidamente
que en fluido en reposo y se obtienen resultados muy aproximados a los ya
conocidos para turbulencia isótropa; por tanto este campo de flujo puede servir
para modelar aquellas estructuras vorticales de los flujos turbulentos que son las
responsables de que la velocidad media de sedimentación aumente y disminuya y
puede ser la base para desarrollar un modelo lagrangiano de sedimentación de
partículas en flujos turbulentos.

La investigación se ha llevado a cabo tomando dos modelos diferentes de

vórtices: el vórtice de Rankine y el vórtice de Kaufmann (o modelo de Scully),

ambos descritos en el apartado 4.9. Se han escogido los mismos por representar

con relativa simplicidad el campo fluido generado por un vórtice, siendo los

mismos adecuados a los objetivos perseguidos. El escoger otros modelos, como

aquellos con componentes de la velocidad radiales y tangenciales, hubiese

supuesto una complicación innecesaria y un importante incremento de los tiempos

de computación. Los resultados obtenidos con los dos modelos utilizados son

semejantes desde un punto de vista cualitativo, son generales y, por tanto, son

válidos no sólo para un modelo concreto de vórtice. Unicamente se podría decir

que se aprecian diferencias cuantitativas según se haya utilizado un modelo u otro.

Desde un punto de vista cuantitativo, los resultados obtenidos con los modelos de

Rankine y de Kaufmann pueden considerarse como una cota superior y una cota

inferior, respectivamente, de los valores exactos.

Seguidamente se pasa a detallar con más profundidad las conclusiones y

resultados que se han ido obteniendo a lo largo de la Tesis para cada uno de los

,objetivos propuestos.
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11.1. Tiempo de escape

Se ha comenzado representando las trayectorias de las partículas para

ambos modelos (capítulo 8 —vórtice Rankine- y capítulo 9 —vórtice Kaufinann- ),

concluyéndose:

• La posibilidad de captura de partículas sin inercia, describiendo

trayectorias cerradas (Figuras 8-1 y 9-1).

• Para partículas con inercia, debido a la acción de la fuerza inercial

centrífuga, ninguna partícula puede ser atrapada por el vórtice (Figuras

8-2 y 9-2).

• Se ha comprobado que los resultados obtenidos de las trayectorias de

las partículas son independientes de las posiciones iniciales de las

partículas (Figuras 8-3 y 8-4).

• Asimismo se ha constatado la simplificación que supone para el

análisis el hecho de proyectar el movimiento sobre un plano

perpendicular al eje del vórtice y considerar la componente de la

velocidad terminal perpendicular a dicho eje.

A continuación se han calculado los puntos de equilibrio del sistema

(aquellos donde el movimiento está detenido y las partículas podrían permanecer

en ellos en reposo) para la mencionada proyección del movimiento sobre el plano

perpendicular al eje del vórtice. Dichos puntos de equilibrio (que en el espacio

tridimensional son realmente unas "líneas de equilibrio" paralelas al eje del

vórtice) son un "foco inestable" y un "punto de silla" del sistema dinámico

definido por las ecuaciones de movimiento. El cálculo de tos puntos de equilibrio

permite -analizando el caso en que ambos se condensan en un único punto -
deducir el radio mínimo de las trayectorias de las partículas alrededor del vórtice,

que es la escala de Longitud Característica del problema que se está investigando.
Tanto para el vórtice Rankine como para el Kaufmann se ha obtenido el resultado
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de que cuando la velocidad terminal tiende a cero, la semidistancia entre los
puntos de equilibrio tiende a la Longitud Característica.

Seguidamente se han determinado las trayectorias límite, que son aquellas
que comienzan en el punto de silla y que encierran una región que las partículas
que vienen desde encima del vórtice no pueden alcanzar. Estas trayectorias son
útiles a la hora de determinar el criterio de escape según el cual se considera si
una partícula ha escapado del vórtice o no y para determinar la región de captura
(aquella en la cual las partículas son atrapadas por el vórtice y giran alrededor del
vórtice hasta que escapan de él). La amplitud de la región encerrada por las
trayectorias límite es menor a medida que aumenta la velocidad terminal de caída,
hasta que llega un valor para el que prácticamente puede considerarse que
desaparece (Figuras 8-5 y 9-3).

Para alcanzar el primer objetivo de esta Tesis consistente en determinar
"el tiempo que las partículas permanecen en el interior del vórtice hasta que
escapan de él", se ha formulado un criterio de escape según el cual "se considera

que la partícula ha escapado del vórtice cuando la distancia al foco es 1,5 veces

la separación entre los puntos de equilibrio; es decir, tres veces la longitud

característica". Posteriormente, se ha comprobado con la investigación realizada

(Figuras 8-6 y 9-4) que dicho criterio es correcto. Seguidamente, se ha obtenido

numéricamente el Tiempo de Escape y se ha analizado la influencia que tienen

sobre el mismo diversas variables; concluyéndose:

1. Se ha comprobado que el Tiempo de escape disminuye monótonamente al

aumentar la velocidad terminal de caída en fluido en reposo (Figuras 8-8

y 9-5).

2. Se ha determinado la influencia de la inercia de las partículas sobre el

Tiempo de escape (Figuras 8-9 y 9-6). Así, éste tiende a disminuir a

medida que la inercia de las partículas crece como cabría esperar (ya que

éstas se verán menos influenciadas por el campo de flujo circundante);

pero no lo hace monótonamente sino que sigue una serie de oscilaciones
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que están relacionadas por un lado con las vueltas que da la partícula

alrededor del eje del vórtice hasta que escapa de él, y por otro lado con la

mayor o menor distancia entre la trayectoria de la partícula y el punto de

silla (cuando el tiempo de escape aumenta con la inercia de la partícula se

debe a que ésta al dar la última vuelta alrededor del eje del vórtice pasa

cada vez más cerca del punto de silla -Figuras 8-10 y 9-7-).

3. Se ha corroborado que cuando el vórtice está muy inclinado, el tiempo de

escape es elevado porque la partícula describe una trayectoria casi

helicoidal alrededor del eje del mismo y a medida que el vórtice está

menos inclinado, la partícula escapa más rápidamente de él (Figura 8-11).

4. Uno de los resultados más trascendente de esta Tesis Doctoral ha sido la

obtención analítica de la fórmula (8.33) que proporciona el Tiempo de

escape en función de los parámetros que influyen en el mismo y de una

constante adimensional que se determina empíricamente denominada

"Constante de tiempo de escape".

5. Se han comparado los resultados numéricos con la fórmula teórica,

comprobándose la validez de la misma. Para ello, se ha determinado

primeramente el valor de la Constante de tiempo de escape. Se ha llegado

a la conclusión de que para valores suficientemente pequeños del número

de Froude de la partícula y de la velocidad terminal, dicha constante vale

Ke = 0,036 (Figuras 8-15, 8-16 y 8-17) en el caso del vórtice Rankine y Ke

= 0,009 para el vórtice Kaufmann (Figuras 9-10, 9-11 y 9-12). Después,

mediante simulación numérica se ha comprobado la validez de la

expresión obtenida, observándose que para un diámetro de partícula

suficientemente pequeño (-- 10 µm) el Tiempo de escape obtenido
mediante simulación numérica coincide con el teórico proporcionado por
la ecuación (8.33) mientras que se produce una divergencia entre ambos
valores a medida que aumenta el diámetro de las partículas (Figuras 8-18,
8-19, 9-13 y 9-14).
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6. Tras obtener la mencionada fórmula para el Tiempo de escape y
comprobar numéricamente su validez, se ha aplicado la misma a un caso
.práctico (sedimentación de pequeñas partículas en flujos turbulentos
atmosféricos). Concretamente, se ha visto como el conocimiento del
tiempo de escape permite determinar como algo novedoso (Figura 8-20)

que a partir de un tamaño crítico de las partículas, éstas verifican bien la
Teoría de Maxey (para diámetro de partícula < diámetro crítico) o bien la
Teoría de Dávila & Hunt (para diámetro de partícula > diámetro crítico)
sobre la velocidad media de sedimentación en flujos turbulentos.

7. Se ha analizado numéricamente la Velocidad media de sedimentación de
pequeñas partículas pesadas situadas inicialmente en la región de captura
del vórtice frente al Tiempo de escape promedio (Figuras 8-22 y 9-15);
concluyéndose que mediante la simulación numérica es posible

determinar la relación entre ambas variables, obteniéndose que para

partículas suficientemente pequeñas la Velocidad media de sedimentación

adimensional es del orden del Tiempo de escape promedio elevado a —1/5.

11.2. Sedimentación de partículas pesadas en una disposición

periódica bidimensional de vórtices

Para alcanzar el segundo objetivo de investigación de esta Tesis Doctoral,

consistente en "estudiar la sedimentación de pequeñas partículas pesadas en una

distribución bidimensional de vórtices" -en concreto para los vórtices Rankine

(capítulo 8) y Kaufmann (capítulo 9)-, se han analizado dos situaciones diferentes:

primero, con los vórtices girando en el mismo sentido y segundo, con sentidos de

giro alternos para cada dos vórtices consecutivos. En ambos casos, la repetición

periódica de los vórtices y los correspondientes sentidos de giro han sido

simulados mediante los algoritmos informáticos que se han desarrollado y que son

recogidos en el Anexo 11 (19 programas de elaboración propia).
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11.2.1. Vórtices girando en el mismo sentido

1) Para partículas sin inercia se observa la posibilidad de suspensión

permanente de algunas de ellas, que describirían órbitas cerradas (Figuras

8-24 y 9-16).

2) Para partículas con inercia moderada ya no se aprecian órbitas cerradas,

sino un comportamiento un tanto sorprendente: para un tiempo

suficientemente grande todas las partículas acaban oscilando alrededor de

la línea media entre dos líneas verticales de vórtices cualquiera que sea su

posición inicial (Figuras 8-25 y 9-17). Mientras mayor es la inercia de las

partículas menor es la amplitud de esas oscilaciones.

3) La inclinación inercial hace que las partículas no se muevan a lo largo de

una línea de corriente del flujo sino a lo largo de la periferia de la

estructura vortical, agrupándose en el "canal" que se forma entre dos

regiones vecinas de vorticidad.

4) Para partículas con un número de Stokes más elevado (es decir, para

partículas con inercia mucho más fuerte) el comportamiento de las mismas

es aún más sorprendente si cabe: las partículas en vez de terminar en la

zona central entre dos hileras verticales de vórtices como en el caso

anterior, siguen unas trayectorias en las que se aprecia como principal

característica la existencia de unas curvas aisladas que separan dos tipos

de zonas bien definidas en el campo fluido: por un lado, unas franjas de

baja vorticidad del flujo -en las que no pueden entrar las partículas que

inicialmente estaban fuera de ellas y en las que las partículas que

inicialmente si se encontraban dentro de ellas caen casi verticalmente por

el hecho de ser poco importante el efecto de la vorticidad en estas zonas- y

por otro lado, unas regiones vacías en las que al cabo del tiempo no va a
encontrase ninguna partícula (Figuras 8-26, 8-27, 9-18 y 9-19).
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5) Mientras más fuerte es la inercia de las partículas, mayor es la anchura de
las franjas donde es poco importante la influencia de la vorticidad y menor
la anchura de las regiones vacías.

6) Las curvas que separan los dos tipos de zonas (franjas de baja vorticidad y
regiones vacías) corresponden a segmentos de las trayectorias asintóticas
finales de las partículas; guardando cierto paralelismo con lo obtenido por
Maxey & Corrsin en un flujo celular.

7) El hecho de que existan franjas de baja vorticidad junto a regiones vacías
de diferentes anchuras según las inercias de las partículas podría ser de
gran interés en determinados procesos naturales e industriales que precisen
la clasificación de partículas o que requieran la separación de partículas de
un fluido. Además, abre la posibilidad de desarrollar algún tipo de
dispositivo fisico que materialice el giro de los vórtices de forma que se
pueda conocer la abscisa final a la que vayan a sedimentar las partículas

que se quieran separar. En consecuencia este resultado proporciona un

fundamento sólido para el desarrollo de un método de separación de

partículas de un fluido y de clasificación de las mismas, alternativo a los

que actualmente están en uso o en investigación.

8) Por lo que respecta a la velocidad media de sedimentación, en este campo

de flujo las partículas sedimentan sólo ligeramente más rápido que en

fluido en reposo para pequeños valores de la velocidad terminal; para

mayores valores de la misma prácticamente no se aprecia diferencia

(Figuras 8-28 y 9-20).

9) De la representación de la velocidad media de sedimentación frente al

número de Stokes se deduce que, aunque el resultado obtenido guarda

cierta similitud con los resultados teóricos y experimentales para

turbulencia isótropa (Figuras 8-29 y 9-21), la concordancia no parece

suficientemente buena. Hay que tener en cuenta que en las zonas centrales

situadas entre dos hileras verticales de vórtices se origina una capa de
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cortadura con velocidades en sentidos opuestos, que aunque de poca

intensidad, no es simulada correctamente por este modelo.

10) Por tanto, esta disposición de flujo con los vórtices periódicos girando en

el mismo sentido no parece un punto de partida adecuado para el

desarrollo de un modelo lagrangiano de sedimentación de partículas en

flujos turbulentos, pero tiene un indudable interés desde el punto de vista

de alguna aplicación industrial en la que sea necesaria la separación de

partículas.

11.2.2. Vórtices girando con sentidos alternados

1) Para partículas sin inercia sigue observándose la posibilidad de suspensión

permanente de algunas de ellas, que siguen órbitas cerradas. Además la

partículas que no permanecen atrapadas por los vórtices siguen una

trayectoria que los va rodeando según el sentido de giro de los mismos

(Figuras 8-31 y 9-22).

2) En cuanto a partículas inerciales, ya no existe posibilidad de captura por la

acción de la fuerza inercial centrífuga.

3) Para inercia pequeña o moderada de las partículas, éstas siguen una

trayectoria próxima a la vertical pero con oscilaciones debidas a la acción

de los vórtices (Figuras 8-32, 8-33, 9-23 y 9-24).

4) Para valores mayores de la inercia el comportamiento vuelve a ser

diferente. Si bien las partículas comienzan describiendo una trayectoria

similar a la anterior (Figuras 8-34 y 9-25), como el camino que siguen va

estando cada vez un poco más distanciado de los vórtices llega un

momento en que se separan de la línea vertical de vórtices y para un

tiempo suficientemente grande terminan oscilando alrededor de la línea

media situada en la zona central entre dos hileras verticales de vórtices
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(Figuras 8-35 y 9-26). Nuevamente ocurre que las partículas se agrupan en
el "canal" formado por dos regiones vecinas de vorticidad como
consecuencia de la inclinación inercial. En este caso en cualquier zona del
campo fluido los vórtices adyacentes inducen velocidades en el mismo
sentido, por lo que en las zonas centrales entre las distintas hileras de
vórtices verticales la disminución de la influencia de la vorticidad no es
tan importante como en el caso de los vórtices girando en el mismo
sentido; por ello no tiene lugar la existencia de franjas de baja vorticidad
que se daba en ese caso.

5) En cuanto a la velocidad media de sedimentación se puede concluir que:
para una velocidad terminal de caída en fluido en reposo baja, las

partículas sedimentan mucho más rápidamente en este campo de flujo de

lo que lo harían en fluido en reposo (Figuras 8-36 y 9-27); para valores

más elevados de la velocidad terminal de caída, casi no se aprecia

diferencia y menos aún si la inercia de las partículas es mayor -ya que en

ese caso su trayectoria sería casi vertical con alguna ligera desviación

provocada por el campo de flujo-.

6) En relación a la influencia de la inercia de las partículas, se ha obtenido un

resultado bastante similar a los ya conocidos —desde el punto de vista

teórico como experimental- para turbulencia isótropa (Figuras 8-37 y 9-

28).

7) Por tanto, este campo de flujo simulado en esta Tesis aproxima bastante

bien el tipo de estructuras vorticales presentes en los flujos turbulentos

isótropos, que son los responsables de que la velocidad media de

sedimentación de las partículas aumente o disminuya, de tal manera que

sería un punto de partida muy adecuado para un posterior establecimiento

de un modelo lagrangiano para la sedimentación de pequefias partículas

pesadas en flujos turbulentos.

SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL 347
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA

PARTÍCULAS PESADAS

L Universidad de Huelva 2009



Conclusiones Finales

Como comentario final hay que destacar que los resultados obtenidos en

esta investigación son de utilidad para:

• Explicar el comportamiento de diferentes campos de flujo y proporcionar

nuevos conceptos para comprender la sedimentación y el transporte de

partículas en flujos turbulentos. Además son consistentes con los

experimentos llevados a cabo por Srdic (1999) [22] para partículas que

sedimentan en turbulencia homogénea y aunque no son directamente

aplicables a flujos turbulentos reales marcan la pauta de cómo una

partícula pesada en oposición a un elemento fluido lagrangiano se moverá

en respuesta a un determinado flujo y cómo esta respuesta afectará a

ciertas magnitudes como el tiempo de escape y la velocidad media de

sedimentación. Por tanto, servirán de fundamento para resolver situaciones

más complejas.

■ Analizar la dinámica de la sedimentación en flujos turbulentos -si el

tiempo característico de deformación de las estructuras vorticales es

mucho mayor que el tiempo característico del proceso de sedimentación-,

ya que las visualizaciones de flujo (Perkins et al., 1991)[133] y las

simulaciones numéricas directas (Squires & Eaton, 1991) [ 17] (Vincent &

Meneguzzi, 1991) [7] muestran -en la mayoría de los flujos turbulentos

tridimensionales- estructuras de vórtices organizados con una escala

integral y un radio del orden de la microescala de Kolmogorov (Jiménez et

al., 1993) [8] y sólo estos vórtices cuyos ejes son casi horizontales tienen

un efecto importante en la sedimentación de partículas; por eso el estudio

realizado en esta Tesis sobre el flujo -generado mediante los vórtices

repetidos periódicamente- es relevante en la sedimentación de partículas
en turbulencia.

• Estimar el desplazamiento de la partícula en flujos rotacionales -como los
centrífugos- ya que en ellos los vórtices de la turbulencia tienden a
alinearse paralelamente al eje de rotación (Dávila & Hunt, 2001) [1].
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12. PROPUESTA DE INVESTIGACIONES FUTURAS

Los resultados obtenidos en esta Tesis Doctoral abre otras posibles vías de
investigación, tales como:

o Extender el análisis para partículas no necesariamente mucho
más densas que el fluido circundante.

v Realizar el análisis para partículas cuyas formas sean diferentes
de la esférica.

u Desarrollar un modelo numérico de flujo turbulento que sea de
utilidad tanto para el análisis de la dispersión de partículas como
de la sedimentación de éstas.

v Desarrollo y construcción de prototipos y aparatos que permitan
reproducir los flujos analizados en esta Tesis Doctoral.

Puede verse por tanto, que las investigaciones que se han llevado a cabo y
que han dado lugar al desarrollo de esta Tesis no constituyen un punto y final,
sino que por el contrario abren una puerta a diversas líneas de investigación, como
se va a exponer con más detalle en los apartados 12.1. y 12.2.

12.1. Tiempo de escape

Como continuación del primer objetivo de esta investigación (Tiempo de

escape y Velocidad promedio de sedimentación de partículas situadas

inicialmente en la región de captura del vórtice) sería interesante estudiarlo para

un vórtice tridimensional pero en el caso de partículas que no sean mucho más

densas que el fluido que las rodea, obteniéndose una nueva formulación para el

tiempo de escape (o el tiempo que tarda la partícula en llegar al centro del vórtice

en caso de ser menos densa que el fluido) en la que apareciera su dependencia de

iá -densidad de las partículas.
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Otro campo de gran interés sería analizar, para partículas con formas

diferentes a la esférica, tanto las investigaciones realizadas en esta Tesis como las

que se acaban de proponer. Hay situaciones, como por ejemplo en la combustión

de biomasa, de paja o de astillas de madera, en las que el considerar que las

partículas tienen forma cilíndrica o de disco representa una aproximación

geométrica mucho más adecuada (Yin et. Al, 2003) [134].

12.2. Sedimentación de partículas en vórtices periódicos

En cuanto al segundo objetivo (Sedimentación de pequeñas partículas

pesadas en una distribución bidimensional de vórtices), asimismo se podría

extender el análisis a partículas que no fueran mucho más densas que el fluido

circundante.

También se podrían seguir otras posibles líneas de investigación tales

como las siguientes: en el dominio bidimensional puede buscarse el acoplamiento

del modelo desarrollado aquí con algún modelo existente de turbulencia isótropa

(como por ejemplo la simulación cinemática), de modo que pueda desarrollarse un

modelo lagrangiano que sea válido tanto para dispersión como para

sedimentación de partículas en un flujo turbulento isótropo (Sánchez & Dávila,

2003) [135] y posteriormente podría plantearse la formulación de un modelo

semejante al expuesto en esta Tesis pero en el dominio tridimensional. Se podría

pensar en una disposición de vórtices tridimensionales inclinados unos ángulos

aleatorios respecto a los ejes coordenados, que se repitan de un modo periódico y

luego a partir de los resultados que se obtengan desarrollar un modelo lagrangiano

de turbulencia isótropa para el caso tridimensional.

Muy interesante y con una indudable aplicación práctica sería el desarrollo

de un prototipo que reproduzca la disposición bidimensional de vórtices

periódicos simulados numéricamente en esta Tesis, a fin de investigar de un modo
experimental el método de separación y clasificación de partículas propuesto en la
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Propuesta de investigaciones futuras

misma. En este sentido ya han sido realizados algunos trabajos numéricos
(Sánchez & Moreno-López, 2004 [136], [137], [138]);

Finalmente, también podrían extenderse para este segundo objetivo las
propuestas anteriores y las investigaciones realizadas  en esta Tesis al caso de
partículas conformas diferentes a la esférica.
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ANEXO I: Integración numérica

Cualquier problema descrito mediante Ecuaciones Diferenciales ordinarias
de cualquier orden, puede reducirse al estudio de un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden cuya forma general es:

dx =. J(x,Yi,•-.Yrv) i=l,...,N (Li)

donde las funciones f son conocidas. Para que el problema esté completamente
definido, además de las ecuaciones diferenciales es preciso también especificar las
condiciones de contorno. Tales condiciones de contorno son las que determinan
el tipo de método de resolución a aplicar.

Hay dos tipos de problemas:

• Problemas de valor inicial: todas las y; son dadas en algún valor inicial
x; y se desea conocer las y; en algún punto final xj o en algún rango
discreto de puntos.

• Problemas de valor de contorno : las condiciones de contorno están

especificadas en más de un punto.

Esta Tesis Doctoral abordará únicamente al problema de valor inicial. La

idea para el procedimiento de resolución es la siguiente: reescribir las dy; y dx

como pasos finitos dy¡ y dx y multiplicar la ecuación por dx. Esto proporciona

unas fórmulas algebraicas para el cambio en las funciones cuando la variable

independiente x se incrementa una longitud de paso dx. En el límite, cuando la

longitud del paso es muy pequeña se consigue una buena aproximación de la

ecuación diferencial. La implementación literal de este procedimiento es el

MÉTODO DE EULER, conceptualmente importante pero que en la práctica no es

recomendable. Todos los métodos que se suelen seguir en la práctica desarrollan

la misma idea, añadir pequeños incrementos a las funciones correspondientes a las

derivadas multiplicados por las longitudes de paso.
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ANEXO I: Integración numérica

Entre los métodos existentes, destaca el MÉTODO DE RUNGE-KUTTA.

Este método lo que hace es propagar una solución sobre un intervalo combinando

la información de varios pasos semejantes a los utilizados por el método de Euler

(cada uno incluyendo una evaluación de las funciones f) y utilizando luego esta

información para ajustar un desarrollo en serie de Taylor en algún orden superior.

I.l. Método de Euler

El método de Runge-kutta se basa en el método de Euler [140], cuya

fórmula es:

v,t+i = y,, + h .f (x„ , y,,) 	 (I.2)

que avanza una solución desde x„ a x„ +i= x„+h.

Esta fórmula resulta de tomar los dos primeros términos del desarrollo en

serie de Taylor de y,,41, no es simétrica, avanza la solución a través de un intervalo

h, usando la información de la derivada únicamente en el punto inicial del

intervalo (Figura I-1).

y (x)

XI 	 x2 	 X3

Figura I-1: Método de Euler.

Puede comprobarse que el error de truncamiento cometido es proporcional

a h2. Este método no es recomendable por varias razones: no es muy preciso
comparado con otros métodos, ni es muy estable.
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ANEXO 1: Integración numérica

12. Método de Runge-Kutta

Una mejora del citado método de Euler sería considerar un paso como el
anterior para obtener un `paso de prueba" al punto medio del intervalo y después
utilizar los valores tanto de x como de y en ese punto medio para computar el paso
real a lo largo del intervalo completo (Figura I-2). Este procedimiento se
denomina Método de Runge-Kutta de segundo orden o Método de Mediopunto
[140].

y(x)

XI 	 X2 	 X3

Figura 1-2: Método de Runge-Kutta de segundo orden.

Las ecuaciones son:

k, = h f (x,,, y.,) 	 (I.3a)

k2 =hf x„+ 1h,y» +Zk1) 	 (13b)

y.,+r = y„ + k2 + O(h} ) 	 (I.3c)

Sin embargo aún se pueden conseguir aproximaciones mejores. Hay

muchas formas de evaluar f(x,y), todas ellas de primer orden, pero aparecen
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ANEXO!: Integración numérica

diferentes coeficientes de términos de error de orden superior. Sumando una

combinación correcta de éstos se puede eliminar los términos de error, orden por

orden. Esta es la idea básica del método de Runge-Kutta. Hay varias fórmulas

específicas basadas en ella, pero la más frecuentemente usada es la fórmula

clásica de Runge-Kutta de cuarto orden [ 140]:

k, = h f (x,, , y,,)
	

(I.4a)

k 2 = hf xn + h ,yn + '̂
J

(I.4b)
G 	 G

k, = h f (xn +&, Y.
 ±-JJ 	 (1.4c)

	k 4 = h f (x,, + h, y„ + k1 ) 	 (1.4d)

Y.,=y„+ k'+k2 +k3 +'+O(hs ) 	 (I.4e)
6 3 3 6

Este método (Figura I-3) requiere cuatro evaluaciones de f por paso h: una

en el punto inicial, dos en puntos de prueba intermedios y una en un punto de

prueba final.

Y., O

O — -.--..

0

Figura 1-3: Método de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Este último método trata cada paso de idéntica manera, el comportamiento
anterior de una solución no es utilizado en su propagación. Esta aproximación
puede ser que no minimice el tiempo de computación e incluso puede fallar en
aquellos problemas que requieran una longitud de paso variable. Por tanto un
buen procedimiento de integración de ecuaciones diferenciales ordinarias debería
ejercer algún control adaptativo sobre su propio progreso, realizando frecuentes
cambios en su longitud de paso. Usualmente el propósito de este control de la
longitud de paso es obtener alguna precisión predeterminada con el mínimo
esfuerzo computacional, y a veces esta exactitud podría ser demandada no
directamente por la propia solución sino por alguna otra magnitud. Con el Runge-
Kutta de cuarto orden la técnica más directa es el doble paso: se toma cada paso
dos veces, una como un paso completo y luego independientemente como dos
medios pasos (Figura I-4).

Paso grande

pasos pequeños

0

X

Figura I-4: Doble paso para el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Si se expresa la solución exacta para un avance de x a x+2h por y(x+2h) y

las dos soluciones aproximadas por y¡ (un paso 2h) e y2 (dos pasos cada uno de

longitud h), como el método es de cuarto orden la solución verdadera y las dos

aproximaciones numéricas son:

y(x + 2h) = y, + (2k)5 .b + O(h6 )±. - . 	 (L.sa)

y(x + 2h) = y2 + 2(h5 » + O(h 6 )+ ... 	 (1.5b)
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ANEXO I: Integración numérica

donde, para el orden hs, el valor 0 permanece constante a lo largo del paso. Hay

que recordar que en el desarrollo en serie de Taylor "o " es un número cuyo orden

de magnitud es y (s "(x)/5! . La diferencia entre esas dos estimaciones numéricas es

un buen indicador del error de truncamiento:

o = Y2 - Y
	

(1.6)

y esta es la diferencia que se debe procurar mantener para un grado de exactitud

deseado, ni demasiado grande ni demasiado pequeña. Esto se lleva a cabo

ajustando h. Entonces, ignorando los términos de orden h6 y superiores, se puede

resolver las dos ecuaciones (I.5) para obtener una estimación numérica de la

verdadera solución:

y(x + 2h) = y, +4_ ±O(ho) 	 (1.7)

Esta estimación es aproximada al quinto orden, un orden superior que en

los pasos Runge-Kutta originales; pero no hay forma de comprobar su error de

truncamiento y además ya se ha comentado que un alto orden no implica siempre

una alta exactitud.

Un algoritmo alternativo para ajustar la longitud del paso se basa en las

_fórmulas de Runge-Kutta encajadas, ideadas originalmente por Fehlberg [140];

éste descubrió un método de quinto orden con seis evaluaciones de funciones de

modo que otra combinación de las seis funciones proporciona un método de

cuarto orden. La diferencia entre las dos estimaciones de y(x+h) puede usarse

como una estimación de] error de truncamiento para ajustar la longitud del paso.

La forma general de la fórmula de quinto orden de Runge-Kutta [ 140] es:

k, =hf(x,y),^ (I.8a)

k, = h f (x„ + a 2 h, y„ + bZ , k,) 	 (1.8b)

k 1 = h f(x„ +a3 h,y„ +b31k, +b32k2) 	 (1.8c)
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ANEXO L• Integración numérica

k4 = h f (x„ + a 4 h, y + bd 1 k, + b42 k2 + b43 k3 ) 	 (I.8d)

ks = h f (x„ + ash, y„ + bs, k, + bs2 k2 + b53 k3 + b54 k4) 	 (I.8e)

	k6 = h f (x» + a6 h, y„ + b61 k, + b62 k2 + b63 k3 + b6a k4 + b65 ks) 	 (1.8f)

	yn+, = y„ + c,k, +c2 k2 +c3k3 +c4 k4 +cs ks +C6k6 +O(h 6 ) 	 (1.8g)

Entonces la fórmula encajada de cuarto orden es:

	= Y„ + c; k, + c;k2 + c3 k3 + c4 k4 + cs ks + c¿k6 +Oh) 	 (L9)

y el error estimado es:

6
0 = Y.+, — :+1 =1(c, — c, )k; 	 (1.10)

;_1

Los valores particulares de las constantes fueron hallados por Cash & Karp

[ 140] y son los que se muestran en la Tabla I-1.

TABLA I-1. Constantes de Cash & Karp

i al bij ci

37 28251
378 27648

2 1 1 00
5 5

3 3 3 9 250 18575

10 40 40 621 48384

3 3 9_ 6 125 135254
5 10 10 5 594 55296

_n 5 _i 35 0 277
5 1

54 2 27 27 14336

7 1631 175 575 44275 	 253 512 16
8 55296 512 13824 110592 	 4096 1771 4

j= 1 2 3 4 	 5
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ANEXO l: Integración numérica

Ahora que se conoce cual es el error, es necesario considerar cómo

mantenerlo por debajo del valor deseado. Par ello hay que determinar la relación

entre A y h. De acuerdo con las ecuaciones (I.8) y (I.9) A es del orden de hs . Si

tomamos un paso h, y se produce un error Al, entonces el paso h0 habría dado

algún otro valor An estimado como:

Oz

h0 =h,
L

(I.11)

donde: Al) es la precisión deseada. Esta ecuación (1.11) puede utilizarse de dos

formas: si A, >dn la ecuación nos indica cuanto hay que disminuir la longitud del

paso y si A j<Ao dicha expresión indica cuanto se puede incrementar con seguridad

la longitud del paso.
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ANEXO II: Subrutinas informáticas

A continuación se relacionan los programas informáticos y las
subrutinas que se han elaborado para la realización de esta Tesis Doctoral. La
implementación de los propios programas ha sido necesaria por el carácter
particular de los problemas estudiados, que hace que "no exista en el mercado
ningún software desarrollado que pueda ser utilizado para analizar los mismos ".

El lenguaje de programación utilizado ha sido la versión de Borland del
lenguaje C, es decir, Borland C ++ (concretamente la versión 5.02). El tratamiento
estadístico de los resultados obtenidos y las representaciones gráficas de los
mismos se ha realizado con Matlab (versión 6.5, R13).

Aunque la mayoría de los programas son de elaboración propia, algunas
subrutinas y funciones son revisiones o modificaciones de otras existentes, que
debo agradecer al Grupo de Mecánica de Fluidos de la Universidad de Sevilla y
muy especialmente al Dr. Javier Dávila.

En el encabezado de cada rutina se incluye una explicación de la utilidad

de la misma y a lo largo de los listados aparecen abundantes líneas de comentarios

con el sólo propósito de facilitar al lector la comprensión de la programación

efectuada.

Los 19 PROGRAMAS informáticos desarrollados se agrupan en:

A) Trayectorias de partículas en un vórtice tridimensional (aplicación a los

vórtices Rankine y Kaufmann) .

• lígtravoin_s_i: Trayectorias de partículas en un vórtice cuyo eje forma

unos ángulos Lita y chi con el sistema de referencia fijo. Para partículas sin

inercia. Todo referido a ejes ligados al vórtice.
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ANEXO II: Subnitinas informáticas

• ligtravoirA: Trayectorias de partículas en un vórtice cuyo eje forma unos

ángulos tita y chi con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia.

Todo referido a ejes ligados al vórtice.

B) Tiempo de escape de partículas en un vórtice tridimensional (aplicación a los

vórtices Rankine y Kaufmann).

• tescapeiner: Tiempo de escape en un vórtice cuyo eje forma unos ángulos

tita y chi con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia. Todo

referido a ejes ligados al vórtice.

■ Kemedia: Tiempo de escape en un vórtice cuyo eje forma unos ángulos

tita y chi con el sistema de referencia fijo.  Partículas con inercia.

Promediando para muchas partículas. Todo referido a ejes ligados al

vórtice.

• dtmedia: Tiempo de escape en un vórtice cuyo eje forma unos ángulos tita

y chi con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia. Promediando

para muchas partículas (en función del diámetro de las partículas). Todo

referido a ejes ligados al vórtice.

C) Velocidad media de sedimentación de partículas en un vórtice tridimensional

(aplicación a los vórtices Rankine y Kaufmann).

■ llnclivel: Velocidad media de sedimentación de un determinado número de
partículas situadas inicialmente en la región de captura de un vórtice
tridimensional inclinado. Todo referido a ejes fijos.

D) Trayectorias de partículas en vórtices bidimensionales periódicos girando en el
mismo sentido (aplicación a los vórtices Rankine y Kaufmann).
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ANEXO IT Subrutinas informáticas

• trahormuchos_s i: Trayectorias de partículas al moverse en dirección "y"
a lo largo del tiempo sobre muchos vórtices horizontales sin inercia.

• trahormuchos: Trayectorias de partículas al moverse en dirección "y" a lo
largo del tiempo sobre muchos vórtices horizontales. Partículas con
inercia.

E) Velocidad media de sedimentación de partículas en vórtices bidimensionales
periódicos girando en el mismo sentido (aplicación a los vórtices Rankine y
Kaufmann) .

• st vel hormuchos: Velocidad media de sedimentación de partículas
situadas en un eje paralelo al "x" al moverse en dirección `°y" a lo largo del
tiempo sobre muchos vórtices horizontales con inercia.

F) Trayectorias de partículas en vórtices bidimensionales periódicos girando con
sentidos de giro alternados (aplicación a los vórtices Rankine y Kaufmann) .

• altertrahormuchos s_i: Trayectorias de partículas al moverse en

dirección "y" a lo largo del tiempo sobre muchos vórtices horizontales

cuyos sentidos de giro alternan. Partículas sin inercia.

• altertrahormuchos: Trayectorias de partículas al moverse en dirección

"y" a lo largo del tiempo sobre muchos vórtices horizontales cuyos

sentidos de giro alternan. Partículas con inercia.

G) Velocidad media de sedimentación de partículas en vórtices bidimens.

periódicos girando con sentidos de giro alternados (aplicación a los vórtices

.Rankine y Kaufmann) .

L 	 --

L
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■ alter stvel: Velocidad media de sedimentación de partículas situadas en

un eje paralelo al "x" al moverse en dirección "y" a lo largo del tiempo

sobre muchos vórtices horizontales que se repiten periódicamente según

"x" e "y", alternando sus sentidos de giro.

H) Campo de velocidades de un vórtice Rankine.

• Función rank: Campo de velocidades de un vórtice Rankine referido a sus

propios ejes. Función utilizada habitualmente en programas relativos a

vórtices inclinados.

• Función rankine: Campo de velocidades de un vórtice Rankine referido a

sus propios ejes_ Función utilizada habitualmente en programas relativos a

vórtices horizontales.

I) Campo de velocidades de un vórtice Kaufmann.

■ Función kauf: Campo de velocidades de un vórtice Kaufmann referido a

sus propios ejes. Función utilizada habitualmente en programas relativos a

vórtices inclinados.

• Función kaufmann: Campo de velocidades de un vórtice Kaufmann
referido a sus propios ejes. Función utilizada habitualmente en programas
relativos a vórtices horizontales.

J) Programas auxiliares utilizados en los programas principales.

■ funes3.c: Recopilación de funciones habituales utilizadas en los programas
anteriores.

• funcs3.h: Formato de las funciones que aparecen en el programa
"Funcs3.c".
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K) Programas de implementación computacional del método de integración de
Runge-Kutta.

• rgk vect.c: Integración por Método Runge-Kutta de 40 orden, paso
variable (error de orden h5).

Al final de este anexo se expone la simbologia básica utilizada en los
listados de los programas informáticos, relacionándola con la recogida en el
apartado Siglas y Acrónimos. Ello se debe a la imposibilidad de transcribir
mediante el compilador Borland C++ determinadas variables, como por ejemplo
las representadas por letras griegas.
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LISTADOS

/*+++++++++++++++++++++ ligtravoin_s_i ±±+-±+±±±±+±±++±_44 4 ¡ I ++*\

+	 Trayectorias de partículas en un vórtice cuyo eje forma unos 	 +
+	 ángulos tita y chi con el sistema de referencia fijo. 	 +
+	 Para partículas sin inercia. Todo referido a ejes ligados al vórtice. 	 +
\*+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ ++++++++++*/

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#define pi 3.14159265358979323846

/* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *);	 /* 	 RgK_noaut() --/
int sigue(double *,double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double *,double *,double *),

/*x,y,z,t,uvor,vvor,wvor */
void rkck_noaut(void( * )(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *),
const int,
double *,double,
double **,
double,
const double,
int (*)(double *, double,int,double)

);

/* --- Variables globales ---*/

double Vt=0.5;
double ome=2.0;
double R=1;
double tita=pi/4;

/* ecs(x,Y,DY) */
/*	 N	 */
/* x y xfin */
/*	 Y	 */
/* hini */
/* delta */
/* sigue() */
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double setita=sin(tita);
double Gotita=cos(tita);
double err

—
t;.

FILE *f out

1* 	Función maínO	 */

int main()

f

double *Y;
double hini=0. 1;
double delta=l .Oe-7;
double t,tfin;
char arch[33];

Y = (double *)vector(3,sizeof(double));

1* --- Inicialización para la integración --- */

/* posiciones iniciales */

Y[0]=2;
Y[1] -0;
Y[2]=3;

t=0;
tfin = 250;
err t = 0.0;
sprintf(arch,"pru. dat");
f out = abrir n(arch);

RGK noaut(ecs,3,&t,tfin,&Y,hini,delta,sigue);
printf("\n\n Y[0]=%g, Y[1]=%g, Y[2]=%g ",Y[0],Y[1],Y[2J);
printf("fin\t Error estimado = %g",err_t);
firee(Y);

O;
return(1);

1* 	 Función sigue(Y,t,inten,err t i) 	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err t_i)
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fprintf(f out,"%..8f %-8f %-8f %-8f \n",Y[0],Y[ 1 ],Y[2],t);
err_t+=err_t_i;
return( 1);

}

/*	 Función ecs()	 */

void ecs( double t, double *Y,double *DY)

double uvor,vvor,wvor,

rank(Y[O],Y[ I },Y[2],t,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/* kauf(Y[O],Y[ 1 ],Y[2],t,&uvor,&vvor,&wvor); */ /* Kaufmann */

DY[O]=uvor;
DY[I ]=vvor-Vt*sin(tita);
DY[2]=-Vt*cos(tita);

}
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/*	 +++++++++ ligtravoin +++++++++++++  i i i i i ++++++++++*\
+	 Trayectorias de partículas en un vórtice cuyo eje forma unos 	 +
+	 ángulos tita y .chi. con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia. +
+	 Todo referido a ejes ligados al vórtice. 	 +

\*++-+++++1 -T^-+;-+J-^-T+++++++

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3. h"
#include <time.h>
#include <stdlib. h>
#define pi 3.14159265358979323846

/* -- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /* 	 RgK noaut() --*/
int sigue(double *,double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /* N */
double *,double, /* x y xfin */
double **, /* Y */
double, /* hini */
const double, /* delta */
int (*)(double *,double,int,double) /* sigue() */

);

/* --- Variables globales ---/
double Vt=O.5;
double St=0.5;
double dp=O.000011;
double ome=2.0;
double R=1;
double grav=9.8;
double tita=pi/4;
double chite;
double tau;
double setita=sin(tita);
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double cotita=cos(tita);
double sechi=sin(chi);
double cochi=cos(chi);
double err_t;
FILE *f out

/*	 Función maino	 */

int mainO

double DIS;
double RAll;
double DEN:
double XE l ,
double XE2;
double d,
double *Y;
double hini=O. 1,
double delta=l .0e-7,
double t,tfin;
char arch[33],
double uvor,vvor,wvor;

Y = (double *)vector(6,sizeof(double)),
tau=3082716.049*dp*dp;
/* Vtrtau *grava
St=tau*ome; */
DIS=( 4*pow( Vt,2 )*pow( setita,2) )/pow(R,2),
RAll=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */
/* RAIZ=sqrt( (pow(ome,2))/4-DIS); */ /* Kaufmann*/
DEN=(2* Vt*setita)/pow(R,2 ),
XE I =(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */
/* XEI=((ome/2)-RAll)/DEN; 1* Kaufmann*/
XE2=((ome/2)+RAll)/DEN; */ /* Kaufmann */
d=sgrt( pow( (XE2-XE 1),2) );
/*printf( "fin XE I =%g XE2=%g d=%g", XE I ,XE2,d); */
/*printf("\n d=%g",d);
printf("St=%g",St);
printf( "Vt=%g",Vt);
printf("\n XE l =%g",XE I ); */
printf("\n XE2=%g",XE2 );

/* --- Inicialización para la integración --- */

/* posiciones iniciales */
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/* Y[0]=XE2+0.01;
Y[1]=.001; */
Y[0]=3;
Y[1]=0;
Y[2]=3 ;

t =0;
tf n = 200;
err t = 0.0;
sprintf(arch,"pru. dat");
f out = abrir n(arch);

/* velocidades iniciales */

rank(Y[0],Y[1],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/* kauf(Y[O],Y[1],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor); */ /* Kaufmann*/
Y[3]=uvor;
Y[4]=vvor-(Vt*sin(tita));
Y[5]=-Vt*cos(tita);
RGK noaut(ecs,6,&t,tfin,&Y,hini,delta,sigue);
/*printf( „\n\n Y[01=%g, Y[ 1 ]=%g, Y[2]=%g ",Y[0],Y[1],Y[2]); */
printf("\n\t Error estimado = %g",err t);
free(Y);
moo;
return(1);

/*	 Función sigue(Y,t,inten,err t i) 	 */

ínt sigue(double *Y,double t,int inten,double err t i)

fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f %-8f \n",Y[0],Y[1],Y[2],t);
err t+=err t i;
return( 1);

}

1*	 Función ecsO	 */

void ecs( double t, double *Y,double *DY)

{

double uvor,wor,wvor;

rank(Y[0],Y[ 1],Y[2],t,&uvor,&vvor,&wvor);
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/* kauf(Y[O],Y1 1] ,Y[2 ] ,t,&uvor,&vvor,&wvOr);  */

DY[O]=Y[3];
DY[ 1 ]=Y[4];
DY[2]=Y[5];
DY[3]=(l!St)*(uvor-Y[3] );
DY[4]=(1/St)*(vvor-Y[4]-(Vt*setita));
DY[5]=(1 /St)*(-Y[5]-(Vt*cotita));

380 	 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARE
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



ANEXO II.• Subrutinas informáticas

/*++++++++++++++++++ tescapeiner +++++++++++++++ l.+ 1.+++++++++*
+	 Tiempo de escape en un vórtice cuyo eje forma unos ángulos 	 +
+	 tita y chi con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia. 	 +
+	 Todo referido a ejes ligados al vórtice. 	 +
\*+++++++++++++++++++++++++++ - +++++++++++.±+++++++++++++*/

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3. h"
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#define pi 3.14159265358979323846

%* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK noaut() --*/
int sigue(double *,double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,vwor */
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut
(

void (*)(double,double *,double *),
const int,
double *,double,
double **,
double,
const double,
int (*)(double *,double,int,double)

9

/* -- Variables globales ---*/

double Vt0.1;
double St=O.3;
double ome=2;
double R= 1;
double tita=pi/4;
double chite;
double setita=sin(tita);
double Gotita=cos(tita);
double sechi=sin(chi);

/* ecs(x,Y,DY) */
/* N */
/* x y xfin */
/* Y */
/* hini */
/* delta */
1* sigue() */
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double cochi=cos(chi);

double err_t,
FILE *f out

/*	 Función main()	 n`

int main()

double XE 1;
double DIS,RAIZ,DEN;
double *Y;
double hini=0. 1;
double delta=l.0e-7;
double t,tfin;
char arch[33];
double uvor,vvor,wvor;

Y = (double *)vector(6,sizeof(double));

/* --- Inicialización para la integración --- */

/* posiciones iníciales */

DIS=( 4*pow(Vt,2)*pow(setita,2) )/pow(R,2);
RAIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */
/* RAIZ=sqrt( pow((ome/2),2)-DIS);*/ /* Kaufmann */
DEN=(2 * Vt*setita)/pow(R,2 );
XE I =(ome-RAIZ)/DEN; /*Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /*Rankine */

/* XE l =((ome/2)-RAIZ)/DEN; /* Kaufmann */
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN;*/ /* Kaufmann */

Y[0]=XE 1 +0.01;
Y[1]=-0.01;
Y[2]=3;

t = 0;
tfin = 7500;
err t=0.0;
sprintf(arch,"pru. dat" );
f out = abrir_n(arch);

/* velocidades iniciales */

rank(Y[0],Y[ l ],Y[2],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
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/* kaauf(Y[O],Y[l],Y[2],0,&uvor,&wor,&wvor); */ /* Kaufmann */
Y[3]=uvor;
Y[4] vvor-(Vt*sin(tita));
Y[5]=-Vt*cos(tita);
RGK noaut(ecs,6,&t,tfin,&Y,hini,delta,sigue);
/*p tf"\n\n Y[O]=%g, Y[1 ]—%g, Y[2]=%g ",Y[O],Y[l ],Y[2J);*/
printf("\n\t Error estimado = %g',err t);
free(Y);
ami);
return(1);

1*	 Función sigue(Y,t,inten,err t i)	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err t i)

{

double DIS=( 4*pow(Vt,2)*pow(setita,2) )/pow(R,2);
double R.AIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */
/*double RAIZ=sqrt( pow((ome/2),2)-DIS);*/ /* Kaufmann */
double DEN=(2*Vt*setita)/pow(R,2);
double XE I =(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine */
double XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */
/* double XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN; /* Kaufmann */
double XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN;*/ /* Kaufmann */
double d=sqrt( pow( (XE2-XE1),2) ); /* dist.entre ptos. eq. */
if( (sqrt( pow((Y[O] XE 1 ),2)+pow(Y[I],2)))>=(2 -5*d) &&

(sgrt( pow((Y[O]-XE1),2)+pow(Y[ 1 ],2)))<(3*d))
printf(" %-8f %-8f \n", t,
sgrt( pow((Y[O]-XEI),2)+pow(Y[1],2) )-(2.5 *d));
fprintf(f out,"%-8f %-8f \n", t,
sgrt( pow((Y[O]-XE1),2)+pow(Y[I],2) )-(2.5*d) ); )
err t+=err t_i;
return( 1);

/*	 Función ecsO	 */

void ecs( double t, double *Y,double *DY)

(

double uvor,wor,wvor;

rank(Y[O],Y[1],Y[2],t,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/* kauf(Y[O],Y[1],Y[2],t,&uvor,&wor,&wvor); */ /* Kaufmann */
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DY[O]=Y[3];
DYE 1]=Y[4]
DY[2]=Y[5];
DY[3]=(1 /St)*(uvor-Y[3] );
DY[4]=(1 /St)*(vvor-Y[4]-(Vt*setita));
DY[5]=(I /St)*(-Y[5]-(Vt*cotita));
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/*+++ -ti ++++	 ++ Kemedia ±±+±.±±±+- i i +±---i- 	+++±-t i i *\
+	 Tiempo de escape en un vórtice cuyo eje forma unos ángulos tita y chi +
+ 	 con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia. 	 +
+ 	 Promediando para muchas partículas. 	 +
+ 	 Todo referido a ejes ligados al vórtice. 	 +
\*. I $ 1 I_ .

TTT T II- i F 1 1 ! a 1 —I—++ 	 ±±—f—++-1+1—TT+T++ 

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
#include <time. h>
#include <stdlib.h>
#define pi	 3.14159265358979323846
#define M	 22 /* partes en que divido los ejes */

double P[M+1][M+1];
double S[M+1][M+1];
double expo 1 [M+ 1 ] [M+ 1 ];
double radicando [M+ 1] [M+ 1];
double curva[M+ 1] [M+ 1];

/* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK_noaut() --/
int sigue(double *,double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK noaut

void (*)(double,double *,double *),
const int,
double *,double,
double **,
double,
const double,
int (*)(double *,double,int,double)

/* --- Variables globales ---*/

double parcialTe;

/* ecs(x,Y,DY) */
/* N */
/* x y xfin */
/* Y */
/* hini */
/* delta */
/* sigue() */
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double Te;
double told;
double cof,
double XE 1;
double XE2;
double XA;
double DIS;
double RAIZ;
double DEN;
double d;
double Vt=0.012084246;
double St=0.024661728;
double ome=20:_
double R=0.001:
double Lx;
double Ly;
double tita=pi/4;
double chi=0;
double setita;
double cotita;
double sechi;
double cochi;
double control; /* para saber si hay que poner más tiempo o no */
double err_t;
double *timescape;
FILE * f out;

Función mainO	 */

int main()

int i;
int j;
int numpart;
double hini=0. 1;
double delta=1.0e-7;
double t,tfin;
char arch[33];
double uvor,vvor,wvor;
double * Y;

Y=(double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));
timescape=(double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));
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/* — Inicialización para la integración --- */

/* posiciones iniciales *1

setita=sin(tita);
cotita=cos(tita);
sechi=sin(chi);
cochi=cos(chi);
numpart=pow(M+ 1,2);
DIS=( 4*pow(Vt,2)*pow(setita,2) )/pow(R,2);
RAIZ=sqrt( pow(ome,2)-DIS); /* Rankine */
/*RAIZ=sgrt( pow((ome/2),2)-DIS);*/ /* Kaufmann */
DEN=(2 * Vt* setita)/pow(R,2 );
XEl=(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine */
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */
/*XE1=((ome/2)-RAIZ)/DEN;
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN;*/ /* Kaufmann*/
printfC'XE 1=%g",XE 1);
printf("XE2=%g",XE2);
d=sqrt( pow( (XE2 XE 1),2) );
XA=-13.173; /* depende de St y Vt; hay que calcularlo y ver si radicando >0 */
Lx=33.763-XA; /*ídem*/
parcial.Te=O;

/* malla de partículas */

for(i=0; i<=M; i++)

for (jam; j<= M; j++)
{

P[ ii [ j ]=XA+(j *Lx/M);
expo 1 [ ii [ j ]=(2*Vt*(P [i ] [j ]-XE2))/(ome*R*R); /* Rankine */

/* expol [ i] [ j ]=(4*Vt*(P [i] [j ]-XE2))/(ome*R*R);*/ /* Kaufmann */

/*p. ntf("1n expo 1=%g",expo I [ i} [ j ] ); /
col=(XE2*)cE2)+(R*R);
radicando [ i ] [ j ]=(cof*exp(expo1 [ i]
/*printf("fin. radicando=%g",radicando[ i
curva[ i] [ j ] =sqrt(radicando[ i} [ j ]);
/*printf("fin P[ i ]=%g curva[ j ]–%g" ,P[
/*printf("\n P=%g",P[ j ] ); */
/*printf(\n curva=%g",curva[ i ] [ ji  );
}

[j] ))-(P[ i ][ j] *P [ i l[ j l)-(R*R);
][j]),*/

i][j],curva[i][j]); */

*/

)

for(i=0 ;i<=M ; i++)
{
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for (j=0 ; j<=M ; j++)
{

S[ i] [jl=-curva[ i] [j ]+(2*i*curva [i] [j]/M);
}

/* for (i=0 ; i <= M ; i++)
{

for (j=0 ; j<= M; j++)
{

printf("\n P=%g S=%g",p [ i ] [ j ] ,S [ i ] [ j ] );
}

} */

for (j=0 ;j <6*pow(M+ 1,2) ; j+=6)
{

Y[ j ]=*((double *)P+(j/6));
Y[ j+ 1 ]=*((double *)S+(j/6));
Y[ j+2]=3;

/*printf("\n j=%i Y[ j ]=%g Y[ j+1]=%g Y[ j+2 ]=%g";j,Y[ j ],Y[ j+l ],Y[ j+2]
);*/

}

/* Y[0]=XE I +0.01;
Y[1]=-0.01;
Y[2]=3; */

t = 0;
tfin = 100; /* cambiarlo también en "sigue" */
err _t = 0.0;

/* velocidades iniciales */

for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{

rank(Y[ j ],Y[ j+ 1 ],Y[ j+2 ],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */

/*kauf(Y[ j ],Y[ j+ 1 ],Y[ j+2 ],0,&uvor,&vvor,&wvor);*/ /* kaufmann*/

Y[ j+3]=uvor;
Y[ j+4]=vvor-(Vt*sin(tita));
Y[ j+5]=-Vt*cos(tita);

}

told=0;
RGK_noaut(ecs,6*(M+ 1)*(M+ 1) ,&t,tfin,& Y,hini,delta,sigue);
if (control=1)
{
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for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{

/*printf('tn partícula=%i timescape[ j ]=%g",j/6,timescape[ j ]);*/
parcialTe+=timescape[ i];

I
Te=parcialTe/pow(M+ 1,2);
printf("parcialTe=%g N°part=%i Te=%g",parcialTe,numpart,Te);

sprintf(arch, "te scape02 . dat" );
f out = abrir_n(arch);
fpríntf(f out,"%-8f %i %-8f \n",parcialTe,numpart,Te);
}

else
{

printf("hay que poner más tiempo de tfin=%g",tfin);
sprintf(arch,"tescape. dat");
f_out = abrir_n(arch);
fprintf(f out,"hay que poner más tiempo de tfin=%g",tfin);
}

printf("\n\t Error estimado = %g",err
finO;
free(Y);
free(timescape);
return(1);

/*	 Función sigue(Y,t,inten,err t_i)	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err t i)

{.
intj;
double tfin=100;

/* if (t>told)
{

printf("t=%9.2e\n",t);
told+=2000;
} 	 */

for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)

/*P rintf("\n t=%g j=%i dist=%g",tj,sgrt(pow((Y[ j ]-XE 1),2)±pow(Y[ j+ 1 ],2)));*/

if ( (sqrt( pow((Y[ j ]-XE 1),2)+pow(Y[ j+ 1 ],2)))x(1.5*d) &&
t—tfin)
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ANEXO JI Subrutinas informáticas

control=-1
}

if( (sqrt( pow((Y[ J J -XE 1 ).2 )-pow(Y[ j--1 ],2)))>=( I 5d) &&
(sqrt( pow((Y[ j J -XEI ),2)—pow(Y[ j-- 1 ],2)))<(1.51 *d) )

{

control=l:
timescape[ j ]rt;
/*printf("\n j=% i timescap[ j ]=%g",j,timescape[ j ])*,
/*parcialTe- zr- imescape[ j J:
pri ntf("parc i al Te=%g", parc i al Te ):
}

I
err_t+=err_t_i :
return( I );

Función ecs( )

void ecs( double t, double *Y,double *DY)

Intl
double uvor,vvor,wvor,

for(j=O : j<6*pow(M-L1,2) ,j±=6)

rank(Y[ j ],Y[ j+IJ,Y [j-t-2],t,&uvor,&vvor,&wvor), r* Rankine */
/* kauf(Y[ j ],Y[ j+ I ],Y [j-f-2],t,&uvor,&vvor,&wvor):*/ /* Kaufmann */

DY[ J ]=Y[ J+ 3 ] ,
DY[ j+ I ]=Y [j+4];
DY[ j+2]=Y[ j+5];
DY [j+3]=(1 /St)*(uvor-Y[ j+3]);
DY[ j+4]=(1 /St)*(vvor-Y[ j+4]-(Vt *setita ));
DY[ j+5]=( I/St)*(-Y[ j+5]-(Vt*cotita));
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ANEXO IL- Subratinas informáticas

/*++++++++++++++++++++ dtmedia ++r --ri-+++++++++++++++++++++++*
+ 	 Tiempo de escape en un vórtice cuyo eje forma unos ángulos tita y chi +
+ 	 con el sistema de referencia fijo. Partículas con inercia. 	 +
+ 	 Promediando para muchas partículas. 	 +
+ 	 (En función del diámetro de las partículas). 	 +
+ 	 Todo referido a ejes ligados al vórtice 	 +
\*., II II + I I I I +TT+±++++++ 	 +T1^ ++++ + 1 -1 ' , ' , , ' , +++*/

#include <stdio.h> /* para printfO y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#define pi 3.14159265358979323846
#define M	 14 /* partes en que divido los ejes */

double P[M+l][M+1J;
double S[M+1][M+1];
double expo l [M+ 1 ] [M+ 1 ];
double radicando[M+ 1] [M+ 1];
double curva[M+ 1 ] [M+ 1 ];

1* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK_noaut() --*/
int sigue(double *,double,int,double);
void rank (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,tita,chi,uvor,vvor,wvor */
void kauf (double, double,double,double,double *,double *,double *);

/*x,y,z,t,títa,chi,uvor,vvor,wvor */
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /* N */
double *,double, /* x y xfin */
double **, /* Y */
double, /* him */
const double, /* delta */
int (*)(double *,double,int,double) /* sigue() */

);

/* --- Variables globales ---*/

double parcialTe;
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ANEXO IT Suhrutinas informáticas

double Te;
double told;
double cof;
double XE 1;
double XE2,
double XA:
double DIS:
double RAIZ:
double DEN;
double d:
double Vt;
double St:
double tau:
double diam:
double U;
double orne;
double R:
double aras=9.8:
double cama=0.00003:
double Rv=0.001:
double Lx:
double Ly:
double tita=pi/4;
double chite:
double setita;
double Gotita;
double sechi:
double cochi:
double control; /* para saber si hay que poner más tiempo o no *'
double err_t;
double *timescape;
FILE *f out

/*- 	-  - 	=Función maino
	 *

int maino

mt I;
int j;
int numpart;
double hini=0. 1;
double delta=1.0e-7;
double t,tfin;
char arch[33];
double uvor,vvor,wvor;
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ANEXO I1: Subrutinas informáticas

double *Y;
Y=(double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));
timescape=(double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));

/* --- Inicialización para la integración --- */

/* posiciones iniciales */

setita=sin(tita);
cotita=cos(tita);
sechi=sin(chi);
cochi=cos(chi);
numparrpow(M+ 1,2);
U=cama/Rv;
ome=1;
R=1;
diam=0.000008;
tau=3082716.049*diam*diam;
St=tau*cama/(Rv*Rv);;
Vt=rtau*grav/U;
DIS=1.0 * Vt* Vt* setita* setita/(R*R);
RAll=sqrt( (ome*ome)-DIS); /* Rankine */
/*RAIZ=sgrt( (ome*ome/4)-DIS);*/ /* Kaufmann */
DEN= 1.0* Vt*setita/(R*R);
XE1=(ome-RAIZ)/DEN; /* Rankine *1
XE2=(ome+RAIZ)/DEN; /* Rankine */
/* XE 1=((ome/2)-RAIZ)/DEN;
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN;*/ /* Kaufmann */

printf("fin St=%g°,St);
printf("fin Vt=%g",Vt);
printf("\n XE 1=%g",XE 1);
printf("\n XE2=%g",XE2);
d=sqrt( pow( (XE2-XE 1),2) );
printf("\n d=%g",d);
XA=-8.876; /* depende de St
Lx=22.788-XA; /*idem*/
parcialTe=O;

/* malla de partículas */

for( i=O ; i<=M ; i++)
{

for(j=0;j<=M; j++)
{

P[ i ][j ]—XA+(j *Lx/M);

Y Vt; hay que calcularlo y ver si radicando >0*1
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ANEXO II Subrutinas n frrmáticas

/*printf("\n x=%g",P[ 1 J [ J ] ); *i
expo [ ii [ j ]=( 1 *Vt*(P[ I ] [ j ]-XE2))/(ome*R*R); /* Rankine */
/*expol[ i J[ j ]=(2*Vt*(P[ ii [j ]-XE2))/(ome*R*R);*/!*Kaufmann
/*printf ("\.n expo l =%g",expo I [ i ] [ii); */
cof=(XE2*XE2)+(R*R );
/*printf("',n cof= og",cof), */
radicando [II[JJ=(cof*exp(expol [IJ[J]))4P[II[JJ *P[ i] [jJ)-(R *R):
/*printf("`n radicando=°/og",radicando[ I] [ j ]); */
curva[ i ] [ j ]=sgrt(radicando[ 1 ] [ j ]):
/*prinfl "\.n P[ i ]=%g curva[ j ]=%g " =P[ ii [ j J,curva[ i J {j J).* ,
/*printf(" ,.n P=%g ,",P[ j
/*printf("\n curva=Ding",curva[ 1 ] [ j ] ):

r

for( i =0: i <=M

for (j=0 : j<=M
{

S[ 1 ][ J J= -curva[ 1 J[ J]+( 2 *i*curva[ 1 J[ J ]'M);
r

/* for (i=0:i<=M;i1+)
{

for (j=0 ; j<=M ;j--)

printf("\n P^/og S=% " P 1

I
*/

for (j=0 , j<6*pow(M+1,2) ;j4 - 6)
r

Y[ j ]=*((double *)P+(j/6));
Y [j+ 1 ]=*((double *)S-+-(j/6));
Y[ j+2]=3;

/*printf("',n j=%i Y [ j ]=%g Y[ j+ 1

/* Y[O]=XE 1 +0.01;
Y[1 J=-0.01;
Y[2]=3; */

]=%g " J/6,Y (j ],Y[ J+ 1 J );*/

t = 0;
ttin = I.0e6; /* cambiarlo también en "sigue" /
err_ t = 0.0;
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ANEXO II: Subrutinas informáticas

/* velocidades iniciales */

for (j=0 ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{

rank(Y[ j ],Y[ j+ 1 ],Y[ j+2],0,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/*kauf(y[ j ],Y[ j+ 1 ],Y[ j+2],0,&uvor,&vvor,&wvor);*/ /* Kaufmann */
Y[ j+3J=uvor;
Y[ j+4} vvor-(Vt*sin(tita));
Y[ j+5]=-Vt*cos(tita);

}

told=O;
RGKnoaut(ecs,6*(M+ 1)*(M+ 1),&t,tfm,&Y,hini,delta,sigue);
/*printf("control=%i",control); */
if (control!)
{

for (jam ; j<6*pow(M+1,2) ; j+=6)
{

/*printf("\n part.=%i timescap [j ]=%g x=%g y=%g"j/6,Y U ],Y[ j+ 1 ],timescape[
j] );*/

parcialTe+=timescape[ j ];
}

Te=parcialTe/pow(M+ 1,2);
printf("\n parcialTe^/og N°part=%i Te=%g",parcialTe,numpart,Te);
sprintf(areh, "tescape03 . dat");
f_out = abrir_n(arch);
fprintfl f out,"%-8f %i %-8f \n",parcialTe,numpart,Te);
}

if (control=-1)
{

printf("hay que poner más tiempo de tfin=%g",tfin);
sprintf(arch, "tescape03. dat");
f out = abrir n(arch);
fpríntf(f out,"hay que poner más tiempo de tfin=%g",tfin);
}

printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
fin();
free(Y);
free(timescape);
return(1);

}

/*	 Función sigue(Y,t,inten,eIT t_i) 	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err t_i)
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ANEXO II_ Subrutinar rt fotmáticav

Intl;
double tftn=1.0e6;
1* if (t>told
r
pri ntf("t=%9.2e' ,.n",t );
told+=l .0e6;
} */

for (j=0 ; j<6*pow(M+ 1,2) : j+=6)

/*printf("',n t=%g j°/0i dist=°1óg",tj 6,sgrt(pow((Y[ j ]-XE1 ),2)±po\ti Y[

j+ 1 1,2 )));* i

if( (sqrt( pow((Y[_i ]-XE1 ).2)---pow(Y[ j^1],2)))<(1.5*d) &&
t—tfi n )

control=- I
/*return( I );*'

if( (sqrt( pow((Y[ j ]-XEI),2)+pow(Y [j+1],2)))>=( 1.5*d) &&
(sqrt( pow((Y[ j ]-XEI),2)+pow(Y[ j-+-1].2)))<(1.55*d)

control=l;
timescape[ j ]=t;
/*printf("\n j=%i timescap[ j ]=%g"j/6,timescape[ j
/*parcia1Te^timescape[ j ];
printf("parcialTe=Óíóg",parcialTe); *,

errt+=err t i;
return( I ):

Función ecs() –	 --*

void ecs( double t, double *Y,double *DY)

intj;
double uvor,vvor,wvor;

for( j=0 ; j<6*pow(M+ 1,2) ;j+=6)
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ANEXO If: Subrutinas informáticas

rank(Y[ J ],Y[ j+ 1 ],Y [J+2],t,&uvor,&vvor,&wvor); /* Rankine */
/*kan (Y[ j ],Y[ j+ 1 ],Y [j+2],t,&uvor,&vvor,&vwor);*/ /* Kaufmann */

DY[ j ]=Y[ j+3 ];
DY[ j+l ]=Y[ j+4];
DY [j+2]=Y[ j+5];
DY [j+3]=(1/St)*(uvor-Y[ j+3]);
DY [j+4]=(1/St)*(vvor-Y[ j+4]-(Vt*setita));
DY[ j+5]=(1 /St)*(-Y[ j+5]-(Vt*cotiza));
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ANEXO II: Subrutinas informáticas

/*+++++++++++++++++++ Inclivel ++++++++++++++++++ t l i i?  I L 1 +*\

+ Velocidad media de sedimentación de un determinado número de partículas +
+ situadas en la región de captura de un vórtice tridimens. inclinado 	 +
+ Todo referido a ejes fijos. 	 +
\*+++++++ + III t--+++++++++++++++++++++++++++++++++ lit+++T+++*/

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h> /* para exp() */
#include "funcs3.h"
/* #include "RGK NOAUT.h" */
#include <time.h> /* para randomize*/
#include <stdlib.h> /* para randomize*/
#define pi 3.14159265358979323846
#define M	 14 /* (M+ l)*(M+ 1) partículas */

double P[M+ 1 J [M+ 1 ];
double S[M+ l ] [M+ 1 ];
double expol [M+ I ][M+ 1 J;
double radicando[M+ 1] [M+ 1];
double curva[M+ 1][M± 1];

/* --- Declaraci'on de funciones --- */
void ecs(double,double *,double *); 	 /*-- Para RgK_noaut() --*/
int sigue(double *,double,int,double,double *);
void rankine(double,double,double *,double *);
void kaufmann(double,double,double *,double *);
void rkck_noaut(void( *)( double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut
(

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int,	 /*	 N	 */
double *,double,	 /* x y xfin */
double **,	 /*	 Y	 */
double ** 	 /* Q */
double,	 /* hini	 */
const double,	 /* delta */
int (*)(double *,double,int,double,double *) /* sigue() */

);

/* --- Variables globales ---*/
double err t;
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ANEXO II: Subrutinas informáticas

FILE *f out;
double orne;
double R;
double Vt;
double St;
double told;
double cof;
double )W1;
double XE2;
double XA;
double DIS;
double RAIZ;
double DEN;
double tau;
double diam;
double U;
double gray=9.8;
double cama=0.00001;
double Rv=O.001;
double Lx;
double tita=pi/4;
double chite;
double setita;
double cotita;
double sechi;
double cochi;

/* 	 Función mamo 	 *1

int.maino
{

int i;
intj;
double uvor,wor;

double *uvorO;
double *wor0;

double *voru0;
double *vorv(;
double *vorw0;

double. *Y;
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ANEXO II: Subrutinas informáticas

double *Q;
double *T;

double hini=0.1;
double delta=l .Oe-6;
double t,tfin;
char arch[33];

uvor0 = (double *)vector(6*pow(M+ l ,2),sizeof(double));
vvor0 = (double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));

voru0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorv0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorwO = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

Y = (double *)vector(6*pow(M+ I ,2),sizeof(double));
Q = (double *)vector(6*pow(M+ l ,2),sizeof(double));
T = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

/* Y coordenadas y velocidades de partículas sist. ref fijo */
/* Q coordenadas iniciales partículas sist. ref. fijo */
/* T coordenadas partículas sist. ref. ligado al vórtice */

/* --- Inicialización para la integración --- */
setita=sin(tita);
cotita=cos(tita);
sechi=sin(chi);
cochi=cos(chi);

U=cama/Rv;
ome=1;
R=1;
diam=0.000008;
tau=3082716.049*diam*diam;
Vtrtau*grav/U;;
St=tau*cama/(Rv*Rv);
DIS= I.0* Vt* Vt*setita*setita/(R*R);
/*RAIZ=sgrt( (ome*ome)-DIS); *//*Rankine*/
RAIZ=sqrt( (ome*ome/4)-DIS); /*Kaufmaa*/
DEN=1.0* Vt*setita/(R*R);
/*XEI=(ome-RAIZ)/DEN;*/ /*Rankine*/
/*XE2=(ome+RAIZ)/DEN; */ /*Rankine*/
XE 1=((ome/2)-RAIZ)/DEN; /*Kaufmann*/
XE2=((ome/2)+RAIZ)/DEN; /*Kaufmann*/
printf("\n St=%g",St);
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ANEXO Ii: Subrutinas informáticas

printg"fin Vt=%g",Vt);
printf("fin XE 1=%g",XE 1);
printf("\n XE2=%g",XE2);
XA 1.076; /* depende de Vt; hay que calcularlo para que radicando >0*/Lx=3.221-XA; /*ídem*/

/*----- malla de

for(i=0;i<=M;i++) { /* N° partes en que divido */

for(j=0;j<=Maj++) {
P[i] [j]=XA+(j *1-xflvI);
/*expo1 [i}[j]=(1 *Vt*(P[i][j]-XE2))/(ome*R*R); *//*Rankine*/
expo1 [i] U1=(2*Vt*(P[i]U]-XE2))/(ome*R*R); /*Kaufmann*/
cof=(XE2 *XE2)+(R*R);
radicando[i][j]=(cof exp(expo1 [iJ[j]))-(P[i][j]*P[i][j])-(R*R);
curva[i] [j]=sgrt(radicando[i] Li]);

for(i=0;i<=M;i++) {
for(j=O j<=Mj++) {

S [i] Cl ]=-curva [i ] [j ]+(2 * i *curva [i ] [j ]/M);

/* for (i=0;i<=M;i++) {
for(j=0; j<=M;j++) {

printfÇ'\n P[i][1]=%g S[i][1h/og ", P[i][1], S[i][1]); } }*/

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6)
T[j ]=*((double*)P+(j/6));
T[j+ 1 ]=*((double*)S+(j/6));
T[j+2J=620; ) /* coord. ligadas al vórtice */

/*_transf. coord. obtener coord. respecto ejes fijos-----*/

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) {
YU] = (cochi*T[j]) -( sechi*( (cotita*T[j+1]) - (setita*T[j+2])) );
Y[j+1]= (sechi*T[j]) +( cochi*( (cotita*T[j+1]) - (setita*T[j+2])) );
Y[j+2]= (setita*T[j+l]) + (cotita*T[j+2]);

}

for(jj<6*pow(M+1,2);j+=6) {/* aquí guardo las posiciones iniciales */

Q[i]=YCil;
Q[l+l]=Y[j+ 1 ];.
Q[j+2]=Y[i+2]; }
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ANEXO II: Subrutinas informáticas

/*--------- velocidades iniciales ----------------*/

for(j=0;j<6*pow(M+ 1,2);j+=6) {
/*rankine(T[i],T[j+ 1],&uvor,&vvor); */
kaufmann(T[j],T[j+ 1 ],&uvor,&vvor);
uvor0 [j ]=uvor;
vvor0[j ]=vvor;

/* ahora obtengo las velocidades en el sist. ref. fijo*/

for(j=0;j<6*pow(M+1,2),j+=6) i

voru0 [j ]=(uvorO [j ] *cochi)-(vvorO [j ] *cotita* sechi );
vorv0[j]=(uvor0[j] *sechi)+(vvor0[j ]*cotita*cochi);
vorw0 (j ]=vvor0[j ] * setita;

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6)
Y[j+3]—voru0[j];
Y[j+4]=vorv0[j];
Y[j+5]=vorw0[j]-Vt;

/*printf("\n Vx=%g Vy=%g Vz=%g",Y[j+3],Y[j+4],Y[j+5]);*/}

/*-------- integración ----------*/

t = 0.0;
tfin = 51840; /* cambiarlo también en sigue */
err_t = 0.0;
sprintf(arch,"tresde. dat" );
f out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,6*pow(M+ 1,2),&t,tfin,&Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
printf("fin de la integración");

free(Y);
free(Q);
free(T);

free(uvorO);
free(vvorO);
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ANEXO II: Subrutinars informáticas

free(voru0);
free(vorv0);
free(vorw0);

fin();
return(1);

1*	 Función sigue(Y,t,inten,err t i,Q)	 *1

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err t i,double *Q)

int j;
double sum;
double Vy;
double *A;
A=(double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof (double));
if(t>told) {
printf("\n t=%-8f',t);
told+=150.0; }

sum=o;
for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) (

A[j]=(Q[j+2]-Y[j+2]);
sum+=A[j]; }

Vy=sum/(pow(M+ 1,2));
if (t>=51840) (
printf(°fin %-8f %-8f',t,Vy/t);
fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy);
/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy);*/ }
err t+=err t i;
free(A);
retum( 1);

}

1*	 Función ecs()	 *1
void ecs( double t, double *Y,double *DY)
{

intj;
double uvor,wor;

double *uvor0;
double *vvor0;

double *voru0;
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double *vorv0;
double *vorw0;

double *T;

T = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));

uvor0 = (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double)),
vvorO = (double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));

voruO= (double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));
vorvO= (double *)vector(6*pow(M+1,2),sizeof(double));
vorwO= (double *)vector(6*pow(M+ 1,2),sizeof(double));

for(j=0;j<6*pow(M+1,2);j+=6) /*coord. referidas al vórtice*/
{

T [j ]=(YU] *cochi) + (Y[j+l]*sechi);
T[j+l]=(cotita)*( (-Y[j]*sechi)+(Y[j+1]*cochi) )+(Y[j+2]*setita);
/*T[+2]=(-setita)*((-Y[j ] *sechi)+(Y[j+ 1] *cochi )))±(Y[j±2J *cotita ) ; *1

/*----------velocidades iniciales--------- ----*/

for(j=0 ;.1 <6* pow(M+ l ,2);j+=6)

/* rankine(T[j],T[j+ l ],&uvor,&vvor); */
kaufinann(T[j ],T[j+ l ],&uvor,&vvor);
uvor0[j]=uvor;
vvorO[j]=vvor;

/* ahora obtengo las velocidades en el sist. ref. fijo*/

for(j=0,j<6*pow(M+ 1,2);j+=6) {

voru0 [j ]_(uvor0[j ] *cochi)-(vvor0[j ] *cotita*sechi);
vorvO (j ]=(uvor0[j ] * sechi)+(vvor0[j ] *cotiza*cochi);
vorwO [j ]=vvor0[j ] *setita;
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for(j=O j<6*pow(M+1,2); j+=6) f

DY[j]=Y[j+3 ];
DY[j+l ]=Y(j+4];
DY[j+2]=Y[j+5];
DY[j+3]=(voru0(j ]-Y(j+3])/St;
DY[j+4]=(vorv0[j ]-Y[j+4])/St;
DYU+5HvorwOU]-YU+5]-Vt)/St;

fiee(T);

free(uvorO);
free(vvorO);

free(voru0);
free(vorvO);
free(vorwO),
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/*++++++++++++++++++++ trahormuchos s_i ++-t +++++±±±±±+±1-I i+±*\

+	 Trayectorias de partículas al moverse dirección en "y" a lo largo	 —
+	 del tiempo sobre muchos vórtices horizontales sin inercia. 	 +

\*+++++++++= +++-+++- t++++++++++++++++± -+±++++++++++ 1  4 'TT r r =+. */

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
#include <time.h>
#include <stdlib_h>
#define pi	 3.14159265358979323846

/* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double Mc); 
	 /*-- Para RgK_noaut() --/

int sigue(double *,double, int,double,double *);
void rankine(double ,double,double *,double *);
void kaufmann(double ,double,double *,double *),
void rkck_noaut(void(*)(double, double *,double *),const int,double,double
*,double *).
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int,	 /*	 N	 */
double *,double,	 /* xyxfin */
double ** 	 /*

	
Y	 */

double ** 	 /*
	

Q	 */
double,	 /* hini	 */
const double,	 /* delta */
int (*)(double *,double,int,double,doublf *) /* sigue() */

);

/* --- Variables globales ---*/

double err_t;
FILE *f_ out
double orne;
double R;
double Vt;
double told;

406 	 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VORTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



ANEXO II. Subruttnas informáticas

/*	 Función mainO	 *1

int main()

double *Y;
double *Q;
double voru,vorv;
double x,y;
double 1;
double Lx;
double Ly;
double hini=0.1;
double delta=l.Oe-6;
double t,tf n;
char arch[33];

Y = (double *)vector(2,sizeof(double));
Q = (double *)vector(2,sizeof(double));

1* --- Inicialización para la integración --- *l

ome=2;
R=1;
/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;
Lx=10;
Ly=10;

/*	 — posiciones iniciales 	 */

Y[0]=15;
Y[ I]=470;

t = 0.0;
tfin = 5000;
err t=0.0;
sprintf(arch,"pru. dat");
f out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,2,&t,tfin,&Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf( "\n\t Error estimado = %g",err t);
printf("fn de la integración");
free(Y);
free(Q);
fin();
return(1);

}
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/*	 Función sigue(Y,t,inten,err_t_i,Q) 	 */

int sigue(double *Y,double tint inten,double err t_i,double *Q)

if (t>told) [
printf("\n t=%-8f',t);
told+=50; }

/*printf("\n t=%g,x=%-8f,y=%-8f',t,Y[O],Y[1]);*/
/*printf("\n t=%g,Vy=%-8f',t,Y[3] ); *
if (t>=0)
fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f \n",t,Y[O],Y[ 1 ]);
/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Y[3]), */
err_t+=err_t_i ,
return( I ),

/*	 Función ecsO	 *.'

void ecs( double t, double *Y,double *DY)
f

double voru,vorv;
double x,y;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
double Vt=O.5;
double Lx=10;
double Ly=10;

x=Y[0];
if (x<=0) i
x-=(Lx/l)*( (int) ( (x-(Lx/2))/Lx ) );
else { x= (Lx/l)*( (int) ( (x+(Lx/2))/Lx) );}
y=Y[ 1 ];
if (y<=0) {
y-=(Ly/1)*( (int) ( (y -(Ly/2 ))/-y ) ); }
else { y-=(Ly/l)*( (int) ( (y+(Ly/2 ))/L-y ) ),
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */

DY[0]=voru;
DY[ I ]=vorv-Vt;
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*++ ; ; ; ; ; ; :: T I ' I I--H--i - ' ' -f++trahormuchos ++++++++++++ , -r+++++++*\
+ 	 Trayectorias de partículas al moverse en dirección "y" a lo largo 	 +
+ 	 del tiempo sobre muchos vórtices horizontales. Partículas con inercia. +\* I I , I 1. 1 I + I I I 	 1 b T ' I I-4—+++++TT1,"1-^++++ 	11 I 4 i 	 .11 1 , I

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h> /* para exp() */
#include "funcs3.h"
#include <time.h> /* para randomize*/
#include <stdlib.h> /* para randomize*/
#define pi 3.14159265358979323846

/* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK noaut() --/
int sigue(double *,double,int,double,double *); /* Q 	 */
void rankine(double ,double,double *,double *);
void kaufinann(double ,double,double *,double *);
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut
(

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int,	 /*	 N	 */
double *,double,	 /* x y xfin */
double **,	 /* Y */
double **,	 /* Q */
double,	 /* hini */
const double,	 /* delta */
int (*)(double *,double,int,double,double *) /* sigue() */

);

/* --- Variables globales ---*/

double err t;
FILE *f_out;
double orne;
double R;
double Vt;
double told;
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/*	 Función mainO	 */

int main()

double *Y;
double *Q;
double voru,vorv;
double x,y;
double Lx;
double Ly;
double hini=0.1;
double delta=1.0e-6;
double t,tfin,
char arch[33];

Y = (double *)vector(4,sizeof(double)),
Q = (double *)vector(4,sizeof(double));

/* ------------ Inicialización para la integración ------- */

ome=2;
R=1;

/* Vt=(ome*R)/4, */
Vt--0.5;
Lx= 10;
Ly=10;

/*------------ posiciones iniciales ------------------------*/

Y[0]=1 1.5;
Y[l]0;

/*----------- velocidades iniciales -----------	 ---------*/

x=Y[0];
if (x<=0) {
x-=(Lx/l)*( (int)
else { x-=(Lx/l)*(
Y=Y[ 1 ];
if (y<=0) {
y-=(Ly/l)*( (int)
else { y= (Ly/l)*(

( (x-(Lx/2))/Lx ) ); }
(int) ( (x+(Lx/2))/Lx ) );

( (y-(Ly/2))/-y ) ); )
(int) ( (y+(Ly/2 ))/Ly ) );

/* rankine(x,y,&voru,&vorv); */
kaufmann(x,y,&voru,&vorv);
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Y[2]=voru;
Y[3]=vorv-Vt; */

/* Y[2]=0;
Y[3]=-Vt; */

t=0.0;
tfin = 4; /* (2*Y[j+l])/Vt */
err_t = 0.0;
sprintf(arch,"pru.dat");
f out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,4,&t,tfin,&Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\nit Error estimado = %g",err t);
printf("fin de la integración");

/* for(j=0xj<=21; j++)
printf("\n j=%d,Y[j]=%g,ZG]=%g" 1j,y[],zb]); */

free(Y);
free(Q);
fin();
return(1);

}

/*	 Función sigue(Y,t,inten,err t i,Q)	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err t i,double *Q)

if (t>told) {
printf("\n t=%-8f',t);
told+=10000; }

printf("\n t=%g,x=%-8f,y=%-8f',t,Y[O],Y[1]);
/*printf("\n t=%g,Vy=%-8f',t,Y[3]); */
if (tom) {
fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f \n",t,Y[0],Y[ 1]);
/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Y[3]); */
err t+=err t i;
return( I );

}

/*	 Función ecs()	 */

void ecs( double t, double *Y,double *DY)
{

double voru,vorv;
double x,y;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
double Vt=0.5;
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double Sí=20;
double Lx=10;
double Ly=10;

x=Y[0];
if (x<=0) {
x_=(Lx/1)*( (int) ( (x-(Lx/2))/Lx) ); }
else { x-=(Lx/l)*( (int) ( (x+(Lx/2))/Lx) );}
y°Y[ 1 ];
if (y<=0)
y-=(L,y/ l)*( (int) ( (y-(Ly/2))/Ly ) ); }
else { y-=(Ly/1)*( (int) ( (y+(Ly/2))/Ly ) );
/*rankine(x,y,&voru,&vorv). */
kaufmann(x,y,&voru,& v ory );

DY[0]=Y[2];
DY[ I ]=Y[3];
DY[2]=(1/St)*(voru-Y[2]);
DY[3}=(1/St)*(vorv-Y[3]-Vt);
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/*TT++++++ i I+++++±+++++ st vel_hormuchos -++ I-+ ; ; I-;, , +++++++++*\
+	 Velocidad media de sedimentación de partículas situadas en un eje 	 +
+	 paralelo al "x" al moverse en dirección "y" a lo largo del tiempo sobre +
+	 muchos vórtices horizontales con inercia. 	 +
\*+++++++++++++++++++++++++- ITT++++++++++++++- -+++±+• */

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#define pi	 3.14159265358979323846
#define M	 22 /* N° partes divido eje x */

double P[M+1];

/* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK noaut() —/
int sigue(double *,double,int,double,double *);
void rankine(double ,double,double *,double *);
void kaufmann(double ,double,double *,double *);
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int,	 /*	 N	 */
double *,double,	 /* x y xfin */
double **,	 /* Y */
double **,	 /* Q */
double,	 /* hini */
const double,	 /* delta */
int (*)(double *,double,int,double,double *) /*  sigue() */

);

/* --- Variables globales ---*/
double err t;
FILE *f out
double orne;
double R;
double Vt,
double told;
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/*	 Función mainO	 */

int main()

double voru,vorv;
double x,y;
double L;
double Lv;
double *Y;
double *Q;
double hini=0. 1,
double delta= l .Oe-6;
double t,tfin;
char arch[33];
int i,
intj;

Y = (double *)vector(4*(M+ 1),sizeof(double));
Q = (double *)vector(4*(M+l ),sizeof(double));

/* --- Inicialización para la integración --- */

ome=2;
R=1;

/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;
L=300;
Lv=100;

/*----- malla de partículas------------------*/

for(j=0 , j<=M ; j++) {
P[ j ]=(j*L/M)-(L/2); f

for(j=0 ; j<=4*M ;j±4) {
Y[ j ]=*((double *)P+(j/4));
Y[ j±1 ]=625;

for( j=0 ; j<=4*M ;j+=4){
Q[ J ]=Y[ J 1;
Q[ j+ l ]=Y[ j+ l ]; 1

/*--------- velocidades iniciales ----------------*/

t = 0.0;
tfin = 2621440.e3;

414 	 SIMULACIÓN NUMÉRICA DEL TIEMPO DE ESCAPE EN UN VÓRTICE TRIDIMENSIONAL
Y DE LA SEDIMENTACIÓN EN VÓRTICES BIDIMENSIONALES PERIÓDICOS PARA
PARTÍCULAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



ANEXO II: Subrutinas informáticas

err t = 0.0;
sprintf(arch."muchor02. dat");
f out = abrir_n(arch);
for( j=O ; j<=4*M ; j+=4) {

x=Y[J];
if(x<O) {
x_=(Lv/1)*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv) ); }
else {
x-=(Lv/1)*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv) ); }
Y Y[ j+ 1 ];
if(y<=o) {
y-=(Lv/1)*( (int) ( (y-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 {
y-=(Lv/1)*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv) ); }

/* rankine(Y[ j ],Y[ j+l ],&voru,&vorv);*/
/* kaufmann(Y[ j ],Y[ j+l ],&voru,&vorv);*/
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kau mann(x,y,&voru,&vorv); */ /* Kaufmann */
Y[ j+2 ]=voru;
Y[ j+3 ]=vory-Vt;

/* Y[j+2]=0;
Y[j+3]=-Vt; */ }

RGK_noaut(ecs,4*(M+ 1),&t,tfin,&Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
printf("fin de la integración");

/* for(jrrØ;j<=21 ;jam)
prince"\n j=%d,Y[ j l=%g,Z[ j]=%g"J,Y[ j ],Z[ j ]); */

free(Y);
free(Q);
fin();
return(1);

}

/*	 Función sigue(Y,t,inten,err t i,Q) 	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)

{

intj;
double sum;
double Vy;
double tp;
double *A;
A=(double *)vector(4*(M+ 1),sizeof (double));
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sum=0;
/* if(t>told)

{

printf(" t = %9.2e\n",t);
told += 1.0e6;

}	 */

for(j=O ; j<=4*M ;j±4) (
A[ J ]=(Q[ J+ 1 ]-Y[ j+ 1 ] );
sum+=A[ j ]; }

Vy=sum/(M+ 1),
/*printf("\n t=%g",t);*/

1* if (t=327680000) {
printf("\n t=%-8f Vyr=%-8f',t,Vy/t); } */

/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",tp,Vy/20000);*/
/*if(t<4000) {

fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy), j */
if (t>=2621440.0e3) {
fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy/t); }

err _t+=err_t_i,
free(A);
return( I );

/*	 Función ecs()	 *-

void ecs( double t, double *Y,double *DY)
I
k

double x,y;
double voru,vorv;
int j;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
double Vt=0.5;
double St=6200000.0;
double Lv=100;

for (j=0 ; j<=4*M ;j±4)
{

x=Y[ j ];
if(x<=0) {
x-=(Lv/1)*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 (
x-=(Lv/])*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv) ); }
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y=Y[ j+ 1 ],
if(y<=O) {
y-=(Lv/1)*( (it) ( (y-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 {
y_=(Lv/ 1 )*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv) ); }

rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */
/* rankine(Y[ j J,Y[ j+ I J,&voru,&vorv);*/ /* Rankine */
/* kaufmann(Y[ j ],Y[ j+ I ],&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */

DY[ j ]=Y[ j+2 ];
DY[ j+ 1 ]=Y[ j+3];
DY[ j+2 ]=( 1 /St)*(voru-Y[ j+2 ] );
DY[ j+3 ]_(l /St)*(vorv-Y[ j+3 ]-Vt);
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*+++++=+ ^- ^- +++± -^++ altertrahormuchos_s_i ±±-------- -' 	 _-

Trayectorias de partículas al moverse en dirección 'v' a lo largo del	 -

+	 tiempo sobre muchos vórtices horizontales cuyos sentidos de giro
+	 alternan. Partículas sin inercia.

#include <stdio.h> /* para printfO y FILE *'
,include <math_h>
#include "funcs3_h"
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#define pi 3.14159265358979323846

í* --- Declaración de funciones --- *i

void ecs(double,double *,double *): 	 /*-- Para RgK_noautO --*
int sigue(double *-double.1nt,double,double * ).
void rankine(double ,double,double *,double *).
void kaufmann(double ,double,double *,double * ):
void rkck noautivoid(*)(double,double *,double *),const int_double.double
*,double 5);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *.double * ), 	 !* ecs(x,Y,DY) *1
const int. /* N */
double *,double, * x y xfin *.
double ** `* Y *'
double **, * Q */
double, , * hini *,
const double. /* delta */
int (*)(double *,double.int,double,double *)	 7 * sigue() 	*í

/* --- Variables globales ---*1'

double err_t;
FILE *f out;
double ome,
double R;
double Vt,
double told;
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1* 	Función main()	 */

int main()
{

double *Y;
double *Q;
double x,y;
double Lv;
double L;
double hini=O.1;
double delta=l.Oe-6;
double t,tfin,
char arch[33];

Y = (double *)vector(2,sizeof(double));
Q = (double *)vector(2,sizeof(double));

/* --- Inicialización para la integración --- */
ome=2;
R=1;

/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;

/*	 posiciones iniciales --------------------------*/

Y[0]=1;
Y[ l ]=602;

t = 0.0;
/*printf("\ t=%-8f x=%-8f y=%-8f ",t,Y[0],Y[ 1]); */
tfin = 30;
err_t = 0.0;
sprintf(arch,"pru. dat" );
f_out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,2,&t,tfin,& Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err t);
printf("fm de la integración");
free(Y);
free(Q);
fin();
return(1);

}
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/*	 Función sígue(Y,t,inten,err t_i,Q)	 */

int sigue(double *Y,double t,ínt inten,double err_t_i,double *Q)

if(t>told) I
printf("\n t=%-8f',t),
told+=0.5e 1; }

/*fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",Y[0],Y[ 1 ]);*/
if (t>=0) (
/*printf("\n	 t=%-8f	 x=%-8f	 y=%-8f	 Vx=%-8f	 Vy=%-

8f',t,Y[0],Y[ 1 ],Y[2],Y[3]);*/
fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f \n",t,Y[O],Y[ 1 ]); }
/*if (t>=195000) {
printf("\n final=%-81",Y[0]); }I
err_t+=err t_i,
return( I );

}

/*	 Función ecs()	 *!

void ecs( double t, double *Y,double *DY)
I
k

double voru,vorv;
double x,y;
double expox;
double expoy;
double sentidox,sentidoy;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
double Vt=0.5;
double Lv=10;

x=Y[0];
if (x<=0) {
x-=Lv*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv ) );
else	 {
x= Lv*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv) );
y=Y[1];
if (y<=0) {
y-=Lv*( (int) ( (y-(Lv/2))/Lv ) );
else
y-=Lv*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) );
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vory);*/ /* Kaufmann */
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x=Y[0];
if (x>--0) {

expox==(int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ; }

else	 { expox —(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ); }
sentidox=pow(- I ,expox);
Y=Y[ 1 ];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))fLv ) ; }
else	 { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ); }
sentidoy=pow(- 1 ,expoy);

if (sentidox*sentidoy>0) { DY[O] voru;
DY[1]=vorv-Vt; }

else
DY[0]=-voru;
DYE 1 ]=-vorv-Vt; )

}
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/*+++++++++++++++++++ altertrahormuchos ±±+±±±±±±±±±±±±±±± *\
+	 Trayectorias de partículas al moverse en dirección "y" a lo largo del	 +
+	 tiempo sobre muchos vórtices horizontales cuyos sentidos de giro	 +
+	 alternan. Partículas con inercia. 	 +

\*+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++*/

#include <stdio.h> /* para printf() y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
/* #include
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
9define pi	 3.14159265358979323846

/* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *);	 /* 	 RgK_noaut() --*/
int sigue(double *,double,int,double,double *);
void rankine(double ,double,double *,double *);
void kaufmann(double ,double,double *,double *);
void rkck_noaut(void( *)(double,double *,double *),const int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int,	 /*	 N	 */
double *,double,	 /* xyxfin */
double ** 	 /*

	
Y	 */

double **,	 /*
	

Q	 */
double,	 /* hini */
const double,	 /* delta */
int (*)(double *,double,int,double,doublc *) /* sigue() */

),

/* --- Variables globales ---*/

double err_t;
FILE *f  out
double ome;
double R;
double Vt;
double told;
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1* 	Función mainO 	 */

int mamo
{

double *Y;
double *Q;
double voru,vorv;
double x,y;
double Lv;
double L;
double expox,expoy,sentidox,sentidoy;
double hini=O. 1;
double delta=l.Oe-6;
double t,tfin;
char arch[33];

Y = (double *)vector(4,sizeoftdouble));
Q = (double *)vector(4,sizeof(double));

1* — Inicialización para la integración --- */

ome=2;
R=l;

1* Vt–(ome*R)/4; */
Vt=-0.5;
Lv=100; /* distancia entre vórtices */

/* 	 posiciones iniciales

Y[0]á.5;
Y[I]=600;

/* 	 velocidades iniciales --------- 	 -----------*/

x=Y[0];
íf (x< 0)
x-=(Lv/1)*( (ínt) ( (x-(Lv12))/Lv) 	 ); }

else 	 {

x-{Lv/1)*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv) 	 );
y=Y[ 1 ];
if (y< 0)
y-=(Lv/1)*( (int) ( (y-(Lv/2 ))fLv) 	 ); }

else 	 {

y--(Lv/l)*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv) 	 ); }
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rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voto,&vorv);*/ /* Kaufmann */

x=Y[0];
if (x>=0) {

expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ; }

else	 { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ); }
sentidox=pow(-1,expox);
y=Y[ 1 ];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) ;
else	 { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ); }
sentidoy=pow(- I ,expoy);

if (sentidox*sentidoy>0) { Y[2]=voru;
Y[3]=vory-Vt;

else	 { Y[2]=-voru;
Y[3]=-vorv-Vt; }

/* Y[2]=0;
Y[3]=-Vt; */

t = 0.0;
printf("\ t=%-8f x=%-8f y=%-8f Vx=%-8f Vy=%-8f',t,Y[O],Y[1],Y[2],Y[3});
tfin = 2000;
err_t = 0.0;
sprintf( arch," pru. dat" );
f_out = abrir_n(arch);
RGK_noaut(ecs,4,&t,tfin,& Y,&Q, hi ni,delta,si gue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
printf("fin de la integración");
free(Y);
free(Q);
fin();
return(1);

/*	 Función sigue(Y,t,inten,err t i,Q) 	 */

int sigue(double *Y,double t,int inten,double err_t_i,double *Q)

{

if(t>told) {
printf("\n t=%-8f',t);
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told+=5.0e5; }

/*fprintf(f out "%-8f %-8f \n",Y[0],y[ 1 ]);*/
if (moo) {
/*printf("\n	 t=%-8f	 x=%-8f	 y=%-8f	 Vx=/o-8f	 Vy=%-

8f',t,Y[OJ,Y[ 1 ],Y[2],Y[3]);*/
fprintf(f out,"%-8f %-8f %-8f \n",t,Y[O],Y[1 ]); }
/*if (t>=195000) {
printf("\n Xfinal=°/o-8f',Y[O]); ) */
err t+=err t i;
return( 1);

/*	 Función ecs()	 */

void ecs( double t, double *Y,double *DY)
{

double voru,vorv;
double x,y;
double expox;
double expoy;
double sentidox,sentidoy;
/*double Vt--(ome*R)/4; */
double Vt=0.5;
double St=5;
double Lv=100;

x=Y[O];
if (x< 0) {
x=—Lv*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 {
x-=Lv*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv) ); )
y—Y[ 1 ];
if (y<=O)
y-^Lv*( (int) ( (y-(Lv/2))/Lv) ); }
else 	 {
y-=Lv*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv) ); }
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */

/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann */

DY[O]=Y[2];
DYE  J=Y[3];

Y[0];
if (x?=O) {
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expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ; }

else	 { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ); }
sentidox=pow(-1,expox);
y=Y[ 1 ];
if (y>=0) {

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) ; }
else	 { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ); }
sentidoy=pow(- l ,expoy);

/* vortice(Y[O],Y[ l ],&voru,&vorv); */

if (sentidox*sentidoy>O) { DY[2]=(voru-Y[2])/St;
DY[3]=(vorv-Y[3]-Vt)/St; }

else	 {
DY [2 ]=(-voru-Y[2 ])/St;
DY[3]=(-vorv-Y[3]-Vt)/St; }

/* DY[O]=Y[2];
DY[l ]=Y[3];
DY[2]=(1 /St)*(voru-Y[2] );
DY[3]=(1 /St)*(vorv-Y[3]-Vt); */
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/*11+11++++++++++++++++ alter stvel ++ r+++++++++++ t TT i i i J i , i *\
+	 Velocidad media de sedimentación de partículas situadas en un eje 	 +
+	 paralelo al "x" al moverse en dirección "y" a lo largo del tiempo sobre +
+	 muchos vórtices horizontales que se repiten periódicamente 	 +
+	 según "x" e "y" alternando sus sentidos de giro.	 +
\*++++++++++1111++++ ; .T++++ .. ... .-.+++....+++1111+++++++*/

#include <stdio.h> /* para printfO y FILE */
#include <math.h>
#include "funcs3.h"
#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#define pi	 3.14159265358979323846
#define M	 39 /* N° partes divido eje x */
double P[M+1];

1* --- Declaración de funciones --- */

void ecs(double,double *,double *); /*-- Para RgK_noaut() --*/
int sigue(double *,double,int,double,double *);
void rankine(double ,double,double *,double *);
void kau mann(double ,double,double *,double *);
void rkck noaut(void(*)(double,double *,double *),coast int,double,double
*,double *);
void RGK_noaut

void (*)(double,double *,double *), /* ecs(x,Y,DY) */
const int, /* N */
double *,double, /* x y xfin */
double **, /* Y *1

double **, 1* Q

double, /* hini */
const double, /* delta */
int (*)(double *,double,int,double,double *) 	 /* sigue() 	 */

);

/* --- Variables globales ---*/

double err t;
FILE *f out
double orne;
double R;.
double Vt;.
double told;
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/*	 Función main()	 */

int mainO

double voru,vorv;
double expox,expoy,sentidox,sentidoy;
double x,y;
double L;
double Lv;
double *Y;
double *Q;
double hini=0.1;
double delta= l .Oe-6;
double t,tfin;
char arch[33];
int i;
intj;

Y = (double *)vector(4*(M+1),sizeof(double));
Q = (double *)vector(4*(M+1),sizeof(double));

/* --- Inicialización para la integración -- */

ome=2;
R=1;

/* Vt=(ome*R)/4; */
Vt=0.5;
L=300;
Lv= 100;

/*----- malla de partículas---------------------*/

for(j=0 ; j<=M ;j±±) {
P[ j ]=(j *L/M)-(L/2 );

}

for(j=0 ; j<=4*M ; j+=4) [
Y[ j ]=*((double *)P+(j/4));
Y[ j+1 ]=625; }

for( j=0 ; j<=4*M ;j±=4)(
Q[ j ]=Y[ J];
Q[ j+ I ]=Y[ j+ 1 ]; }
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/*__..__.__. velocidades iniciales -----..--.._ 	 */

t=0.0;
tfm = 10000;
err t = 0.0;
sprintf(arch, "pru. dat");
f out = abrir n(arch);
for(j=0 ; j<=4*M ; j+=4) {

x=Y[ j ];
if (x<=0) {
x-=Lv*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 {
x Lv*( (Int) ( (x+(Lv/2))/Lv) ); }
Y=Y[ j+l ];
if (y<=0) {
y= Lv*( (int) ( (y-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 {
y-=Lv*( (mt) ( (y+(Lv/2))/Lv) ); }

rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufmann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufmann*/

x=Y[j J;
if (x> =0) {

expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ; }

else	 { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ); }
sentidox=pow(-1,expox);

y=Y[j+ 1 ];
if(y> 0) (

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) ; }
else	 { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv ); }
sentidoy=pow(- 1 ,expoy);

if (sentidox*sentidoy>0) { Y{ j+2 J=voru;
Y[ j+3 ]=vorv-Vt; }

else	 { Y[ j+2 ]=-voru;
Y[j+3}=-vorv-Vt; }

*printf( "1n Vx=%-8f Vy=%-8f',Y[ j+2 ],Y[ j+3 ]);*/
/* Y[ j+2 ]=0;
Y[ j+3 J=-Vt; */

}
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RGK_noaut(ecs,4*(M+ 1),&t,tfin,&Y,&Q,hini,delta,sigue);
printf("\n\t Error estimado = %g",err_t);
printf("fin de la integración ");
/* for (j=0;j<=21;J)

príntf("\n j=%d,Y[ J ]=%g,Z[ J ]=%g" j
,Y[ J ],Z[ J }); *I

free(Y);
free(Q);
fin();
return(1);

/*	 Función sigue(Y,t,inten,err t_i,Q)	 *`

int sigue(double *Y,double tint inten,double err_t_i,double *Q)

intj;
double sum;
double Vy,
double tp;
double *A;
A=(double *)vector(4*(M+1),sizeof (double));
sum=0;
if (t>told) (

printf( "t=%9.2e\n",t);
told+=1.0e3;
}

for(j=O ; j<=4*M ;j+4) (
A[j }=(Q[ J+ l ]-Y[ j+ 1 ] );
sum+=A[ j ]; }

Vy=sum/(M+ 1),
/*printf("\n t=%g",t);*/
if (t>O) {
/*printf("\n %-8f %-8f',t,Vy); */
/*fpnntf(f out,"%-8f %-8f \n",tp,Vy/20000);*/
fprintf(f out,"%-8f %-8f \n",t,Vy);
err_t+=err_t_i;
free(A);
return( 1);

Función ecs()	 *1

void ecs( double t, double *Y,double *DY)

double x,y;
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double voru,vorv;
double expoxexpoy,sentidox,sentídoy;
int j;
/*double Vt=(ome*R)/4; */
/*double Vt 0.5;*/
double St=20.0;
double Lv=100;

for (jam j<=4*M ;j+=4)
{

x=Y[ j l;
if (x<—O) {
xLv*( (int) ( (x-(Lv/2))/Lv) ); }
else	 {
x-=Lv*( (int) ( (x+(Lv/2))/Lv) ); }
y=Y[ j+l 1;
if (y<=O) (
y-=Lv*( (int) ( (y-(Lv/2))/Lv) );
else	 {
y-=Lv*( (int) ( (y+(Lv/2))/Lv) ); }
rankine(x,y,&voru,&vorv); /* Rankine */
/*kaufrnann(x,y,&voru,&vorv);*/ /* Kaufinann*/

x=Y[ j l;
if (x>=O) {

expox=(int) ( (x+(Lv/2))/Lv ) ; }

else	 { expox=-(int) ( (x-(Lv/2))/Lv ); }
sentidox=pow(- I ,expox);

y=Y[j+l ];
if (y>=0) (

expoy=(int) ( (y+(Lv/2))/Lv ) ;
else { expoy=-(int) ( (y-(Lv/2))/Lv );
sentidoy=pow(- 1 ,expoy);

DY[ j ]=Y[ j+2 ];
DY[ j+l ]=Y [j+3 ];

if (sentidox*sentidoy>0) { DY[ j+2 J=(voru-Y[ j+2 ])/St;
DY[ j+3 ]=(vory-Y[ j+3 ]-Vt)/St; }

else	 { DY[ j+2 ]=(-voru-Y[ j+2 ])/St;
DY[ j+3 ]=(-vorv-Y[ j+3 ]-Vt)/St; }

}

}
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/*++++++++++++±++++++++ Función rank +±±±+++++++++ T I I ±±±+++*\

+	 Campo de velocidades de un vórtice Rankine referido a sus propios ejes. +
+	 Función utilizada habitualmente en programas relativos a vórtices 	 +
+	 inclinados. 	 +

\*+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++*/

void rank(double x,double y, double z, double t,double *uvor, double *vvor,
double *wvor)
I

double den=1 +pow((x/R),2)+pow((y/R),2);
*uvor=-(ome/den)*y;
*vvor=(ome/den)*x;
}
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/* 	 +++++++++ Función rankine ++++++++++++ 1-1 -i I % . , , ) *\
+	 Campo de velocidades de un vórtice Rankine referido a sus propios ejes. +
+	 Función utilizada habitualmente en programas relativos a vórtices 	 +
+	 horizontales. 	 +
\*+++ 1 I 1 ++	 +++-++++++++++++±++++++++ I I I I+-++++*/

void rankine(double x,double y,double *voru,double *vorv)
{

double den;

den=) + ( (x/R)'(x/R) ) + ((y/R)*(y/R) ),
*voru=4ome*y)/den;
*vorv=(ome*x)/den;
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/*++++++++++++-,++++++++ Función kauf ++++++++++++++	 *\
+	 Campo de velocidades de un vórtice Kaufmann referido a sus propios +
+	 ejes. 	 +
+	 Función utilizada habitualmente en programas relativos a vórtices 	 +
+	 inclinados. 	 +
\*+++++++++++++++++++++++++++++++++++.. I I I I f o I ++ —± ITT+++ -+ */

void kauf(double x,double y, double z, double t,double *uvor, double *vvor,
double *wvor)
{

double den= l+pow((x/1),2)+pow((y/1),2);
*uvor=-y/den;
*vvor=x/den;

}
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/*	 ++++ I-++++++ Función kaufmann ++i -+++++++++TT++ % *\
+	 Campo de velocidades de un vórtice Kaufmann referido a sus propios +
+	 ejes. 	 +
+	 Función utilizada habitualmente en programas relativos a vórtices 	 +

horizontales. 	 +
\* 4 1 $ I I I- T TT-I I i 1 t 	 1 +++..±±+±1 I T+±+++-,-++++++++++TT+} -I -I-+*/

void kau rnann(double x,double y,double *voru,double *vorv)
{

double den;

den=1+ ((x/R)*(x/R) ) + ( (yfR)*(yfR) );
*voru^-(ome*y/2)/den;
*voi. (ome*x/2)/den;
}
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/*++++++++++++++++++++++++ funcs3.c +, ++T+++++++++++++++ ; +++*\
+	 Recopilación de funciones habituales utilizadas en los programas 	 +
+	 anteriores. [141][142] 	 +

\*++++++++++++++++++++++++++++++++++ ! 1 'TTT++T+++++++++++++++ */

#include <stdio.h> /* para printf() */
#include <stdlib.h> /* para exit(1) */

/* --- Declaración de funciones --- */

#include "funcs3.h"

Función nrerror	 *I

void nrerror(char *s)
{

fprintf(stderr,"\n Error en tiempo de ejecución: ");
fprintf(stderr," %s \n\n", ․);
fprintf(stderr," ... Saliendo del sistema
exit(1);

t

/*	 Función abrir n(arch)	 */

FILE *abrir_n(char *arch)
{

char mensaje[40];
FILE *f;

f=fopen(arch,"w+t" );
if(f=NULL)
{

sprintf(mensaje,"No se pudo abrir el archivo %s.",arch);
nrerror( mensaje);

}

return f,

/*	 Función abrir_v(arch)	 */

FILE *abrir_v(char *arch)
{

char mensaje[40];
FILE *f;
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f--fopen(arch, "r+t");
if(f=NULL)
{

sprintf(mensaje,"No se pudo abrir el archivo %os. ",arch);nrerror(mensaje);
}

return f;
}

1*	 Función abrir a(arch)	 */

FILE *abrir_a(char *arch)
{

char mensaje[40];
FILE *f;

f=fopen(arch,"a+t");
if(f=NULL)
{

sprintf(mensaje,"No se pudo abrir el archivo %s.",arch);
nrerror(mensaje);

}

return f;

/*	 Función vector	 */

void *vector(int i_max,int tam)
{

void *v;

if( (v——(void *)malloc(i_max*tam)) = NULL
nrerror("Error en vector().");

return v;

/*	 Función imatriz	 */

int **imatriz(int i_max,int j_max)
{

int **m;
int i;

if( (m=(int **)malloc(i_max*sizeof(int *))) = NULL)
nrerror("Error en imatriz(). ");
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for(i=0;i<i_max;i++) m[i]=(int *)vector(j_max,sizeof(int));

return m;
r

!* 	 Función free_imatriz 	 *-'

void free_imatriz(int **mm,int col)

int i;

for(i=(col-1 );i >=0 ;i--) free((char *)mm[i]),
free((char *)mm);

/* 	 —Función dmatriz

double **dmatriz(int i_max,int j_max)
{

double **m.
int i:

if( (m=(double **)malloc(imax*sizeof(double *))) = NULL )
nrerror("Error en dmatrizO.");

for(i=0;i<i_max;i++) m[i]=(double *)vector(j_max,sizeof(double)),

return m,

*	 Función free dmatriz

void free_dmatriz(double **mm,int col)

int i;

for( i=(col-1);i>=0;i--) free((char *)mm[i]);
free((char *)mm),

I

Función tensar 3D

double ***tensor_3D(int mint m,int p)
r
i

double ***punt;
int i;
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if( (punt=(double ***)malloc(n*sizeof(double **))) = NULL)
nrerror("Error en asignaci¢n de tensor 3D.")•

for(i=O;i<n;i++) punt[i]=dmatriz(m,p);

return punt;
}

1*	 Función free tensor 3D	 */

void free_tensor_3D(double ***punt,int n,int m)
{

int i;

for(i=(n- 1 );i>=O;i--) free_dmatriz(punt[i],m);

free(punt);
}

/*	 Función fin()	 */

void fm(void)
{

printf("\n\n\t Fin del Programa.\n");
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/*++++++++++++++++++++ funcs3.h ++++++++++++++++++++++++++++*\
+	 Formato de las funciones que aparecen en el programa "funcs3.c"[143] +

\*+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++*/

#include<stdio.h> /* -- para FILE * -- */

void nrerror(char *);
FILE *abrirn(char*); /* -- Abre un archivo nuevo para escritura -- */
FILE *abrirv(char *); /* -- Abre un archivo viejo para lectura -- */
FILE *abrir_a(char *); /* -- Añade a un archivo (si no existe lo crea). -- */
void *vector(int,int);
int **imatriz(int,int);
void free_imatriz(int **,int);
double **dmatriz(int,int);
void free_dmatriz(double **,int);
double ***tensor_ 3D(int,int,int);
void free_tensor_3D(double ***,int,int);
void fin(void)
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1*1+111++++++++++++++++++ rgk vect.c +++++++++++++++++++++++*\
+ 	 Integración por Método Runge-Kutta de 4° orden, paso variable 	 ++ 	 (error de orden h5) [ 144]. 	 +
\*+++++	 ; + r+; ; ; F++++++++++++++++ ; ;r , +4-4- -Io 1 1 1 */

#include <math.h> /* para pow() y fabs() */
#define EPS 1.0e-15
#define SAFETY 0.9
#define CINCO 5.0
#define PGROW -0.2
#define PSHRINK -0.25
#define ERRORCON 1.89e-4 /*-- Equal to (CINCO/SAFETY)^(1 /PGROW) --/

/* --- Variables estáticas --- */

static double b;
static double * Yt, * Yerr;
static double *ak2,*ak3,*ak4,*ak5,*ak6;

Función RgK vect() 	 */

void RGK_noaut

void ecs(double,double *,double *),
const int N,
double *x,double xfin,
double **Y, 1*-- tiene que ser así para que pueda cambiar el puntero --*/
double **Q,
double hini,
const double delta,
int sigue(double *,double,int,double,double *)

double *DY;
double *Yswap;
double aux,hnew;
double errmax;
int i,k;
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/* --- Inicialización --- */

DY= (double *)vector(N,sizeof(double));
Yt= (double *)vector(N,sizeof(double));
Yerr= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak2= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak3= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak4= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak5= (double *)vector(N,sizeof(double));
ak6= (double *)vector(N,sizeof(double));

h=hini; i =0;
sigue( *Y,*x,i 3O,*Q);

/* --- Integración --- */

do{

/* --- Integración y cálculo del nuevo incremento --- */

ecs(*x,*Y,DY);
for(i=1; ;i++) /*-- i es el número de intentos por cada paso --*/

rkck_noaut(ecs,N,* x, * Y,DY );
errmax = 0.0;
for(k=0;k<N;k++)

if( ( aux=fabs(Yerr[k]) ) > errmax ) errmax = aux ;
errmax /= delta;
if(errmax < 1.0) break; /*-- Step succeeded --*/

/* --- Reduce stepsize (no more than a factor of 10) --- */

hnew = h*SAFETY*pow(errmax,PSHRINK);
if( hnew > (h*=0.1)) h = hnew;

}

(*x) += h;
Yswap = *Y;
*Y = Yt; /*-- Así me ahorro pasar los valores uno a uno --/
Yt = Yswap;

/* --- Intervalo para la próxima integración --- */

h *= (errmax>ERRORCON ? SAFETY*pow(errinax,PGROW) :  CINCO);
if( h > (hnew=xfin-(*x))) { h = hnew;) else (him = h; }
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} while( sigue(*Y,*x,i,errmax*delta,*Q) && (hnew > EPS) )•

/* --- Liberar memoria --- */

free(DY); free(Yt); free(Yerr);
free(ak2); free(ak3); free(ak4); free(ak5); free(ak6);

}

/*	 Función rkck noaut()	 */

#define a2 0.2
#define a3 0.3
#define a4 0.6
#define a5 1.0
#define a6 0.875
#define b21 0.2
#define b31 0.075
#define b32 0.225
#define b41 0.3
#define b42 -0.9
#define b43 1.2
#define b51 -11.0/54.0
#define b52 2.5
#define b53 -70.0/27.0
#define b54 35.0/27.0
#define b61 1631.0/55296.0
#define b62 175.0/512.0
#define b63 575.0/13824.0
#define b64 44275.0/110592.0
#define b65 253.0/4096.0
#define c 1 37.0/378.0
#define c3 250.0/621.0
#define c4 125.0/594.0
#define c6 512.0/1771.0
#define dc 1 (cl -2825.0/27648.0)
#define dc3 (c3-18575.0/48384.0)
#define dc4 (c4-13525.0/55296.0)
#define dc5 -277.0/14336.0
#define dc6 (c6-0.25)

void rkck_noaut(void ecs(double,double *,double *),
const int N,double x,double *Y,double *DY)

(
tofo k;
	

+ b21 *h*DY[k];r(k^;k<N;k++) Yt(k] = Y[k]
ecs(x+a2*h,Yt,ak2);
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for(k=0;k<N;k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b31 *DY[k] + b32*ak2[k]);
ecs(x+a3 *h,Yt,ak3 );
for(k=0;k<N,k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b41*DY[k] + b42*ak2[k] + b43*ak3[k]);
ecs(x+a4*h,Yt,ak4);
for(k=0;k<N;k++) Yt[k] = Y[k] -I- h*(b51 *DY[k] + b52*ak2[k]

±  b53 *ak3 [k] + b54*ak4[k]);
ecs(x+a5 *h,Yt,ak5 );
for(k=0;k<N;k++) Yt[k] = Y[k] + h*(b61 *DY[k] + b62*ak2[k] + b63*ak3[k]

+ b64*ak4[k] + b65*ak5[k]);
ecs(x+a6*h,Yt,ak6);
for(k=0;k<N;k++) Yt[k] = Y[k] + h *(cl *DY[k] + c3*ak3[k]

+ c4*ak4[k] + c6*ak6[k]);
fork=0;k<N;k++) Yerr[k] = h*(dcl *DY[k] + dc3*ak3[k] + dc4*ak4[k]

+ dc5*ak5[k] + dc6*ak6[k]);
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FIGURA 	 TÍTULOPÁGINA:

1-1 Vórtice polar en la zona ártica de la estratosfera de la tierra Îobservado el 27 de Enero de 1992. 	 6'

	1-2	 Gran mancha roja de Jupiter. Fotografía realizada por el Jet
Propulsion Laboratory, Pasadena (USA). 	 6

	

1-3 	 Gran mancha oscura de Neptuno. Fotografía tomada por el
Voyager 2 en Agosto de 1989. 	 7

	1 -4 	Huracán tropical Gladys en Octubre 1968, observado por el
Apolo 7.

	1-5	 Huracán Aya, fotografía tomada por el satélite NOAA el 7 	 8
de Junio de 1973.

	

3-1 	 Forma del espectro de energía tridimensional en todo el 	 61rango de números de onda.

	3-2	
Representación esquemática del espectro de energía de 	 64
turbulencia bidimensional.

	4-1	 Tornado. 	 86

	4-2
	 Vórtice que se forma al desaguar un líquido a través de un 	 87

sumidero.

	4-3	 Torbellinos desprendidos de alas de avión. 	 88
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FIGURA	 TÍTULO	 PÁGINA

44 	 Instante inicial de la interacción entre dos vórtices girando 	 107
en el mismo sentido.

4-5 	 Instante posterior de la interacción entre dos vórtices 	 107
girando en el mismo sentido.

4-6 	 Instante inicial de la interacción entre dos vórtices girando 	 108
en sentidos opuestos.

4-7 	 Comparación de la velocidad tangencia) de diversos 	 110
modelos de vórtices

5-1 	 Transformación de coordenadas definida por los ángulos de 	 114Euler.

Representación esquemática de los distintos tipos de6-1 	 partículas según su densidad o masa. 	 126

6-2 	 Partícula en movimiento en el seno de un fluido en reposo. 	 128

6-3 	 Partícula en reposo en el seno de un fluido en movimiento. 	 128

Movimiento relativo partícula-fluido y número de6-4 	 Reynolds 	 133
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6-5 	 Ley de Stokes, Correlación de Clift et al. y Corrección deOseen para el Coeficiente de Resistencia (CD). 	 138

7-1 	 Diagrama de flujo general de la metodología. 	 150

Diagrama de flujo de la metodología para el análisis del
7-2a 	 tiempo de escape de partículas pesadas de un vórtice 	 153

tridimensional.

Diagrama de flujo de la metodología para el análisis de la
7-2b 	 velocidad media de sedimentación de partículas de un 	 155

vórtice tridimensional.

Diagrama de flujo de la metodología para el análisis de la
7-3 	 sedimentación de partículas en vórtices bidimensionales 	 157

periódicos.

Trayectorias (adimensionales) de partículas sin inercia
8-1 	 (S^0), para vórtice Rankine. 	 166

8-2 	 Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia 	 169
(St^,5), para vórtice Rankine.

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
8-3 	 (St 0,5) para otro valor inicial de la coordenada "z" (caso 	 171

del vórtice Rankine).
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Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	8-4	 (St=0,5) para varios valores iníciales de la coordenada "y"

	
172

(caso del vórtice Rankine).

Forma y amplitud de la región encerrada por las
	8-5	 trayectorias límite para S1=0,5 y diferentes valores deV, 	 179

(caso del vórtice Rankine).

	

8-6 	 Distancia de escape (D) para vórtice Rankine. 	 182

Distancia de escape (D) frente a la velocidad terminal de

	

8-7 	 caída 	 (V,^), para S, = 0.4 y 0 = r/4 (caso del vórtice 	 183
Rankine).

Tiempo de escape (Te) frente a la velocidad terminal de

	

8-8 	 caída (V,) para diferentes Si (caso del vórtice Rankine). 	 185

Variación del Tiempo de escape (Te) con la inercia de la

	

8-9 	 partículas (Si) para V, = 0,2 (caso del vórtice Rankine). 	 186

Trayectorias de una partícula en uno de los rangos de

	

8-10 	 números de Stokes en que el tiempo de escape oscila (caso 	 187
del vórtice Rankine).

Influencia del ángulo de inclinación (9) en el tiempo de

	

8-1 1 	 escape (Te) para S, = 0,4 y V, = 0,3. (caso del vórtice 	 189Rankine).
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8-12

TITULO 	 PAGINA

Malla de partículas en la región de captura del vórtice para
obtener valores promedio. 	193

8-1.3 	 Límites de la malla de partículas en la región de captura del
vórtice en función de Vf (caso del vórtice Rankine). 	 198

8-14 	 Límites de la malla de partículas en la región de captura del 	 201vórtice en función de d,; y I' (caso del vórtice Rankine).

Constante de tiempo de escape (Ke) frente al número de
8-15 	 Froude de la partícula (F,,) para diferentes números de 	 205

Stokes (caso del vórtice Rankine).

Comparación de la Constante de tiempo de escape (Ke)
8-16 	 frente al número de Froude de la partícula (F,,) para 	 206

distintos números de Stokes (caso del vórtice Rankine).

Constante de tiempo de escape (Ke) frente a la Velocidad
8-17 	 terminal (V,) para diferentes números de Stokes (caso del 	 207

vórtice Rankine).

Tiempo de escape (Te ) frente al diámetro de la partícula
8-18 	 (d,,) para distintos valores de la circulación del vórtice y 	 210

radio del vórtice R,.'á,001 m (caso del vórtice Rankine).

Comparación del Tiempo de escape (Te ) frente al diámetro

8-19 	 de la partícula (d,^) para distintos valores de la circulación 	 211
del vórtice y radio del vórtice R x,001 m (caso del
vórtice Rankine).
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	8-20	
Velocidad media de sedimentación (<V>) de gotas de agua 	 215
en aire frente al diámetro de la partícula (de ).

Diagrama de flujo de obtención del tiempo de computación
	8-21	 (t) para el que la velocidad de las partículas alcanza el valor 	 219

asintótico.

Velocidad media de sedimentación (<y>) frente al Tiempo
8-22220de escape promedio (<T 	 (caso(co del vórtice Rankine).

	

8-23 	 Representación 	 esquemática 	 de 	 la 	 disposición 	 223bidimensional de vórtices girando en el mismo sentido

Trayectorias (adimensionales) de partículas sin inercia

	8-24	
(S,=O), con vórtices girando en el mismo sentido, para una 	 2126

velocidad terminal adimensional de caída de la partícula
V,=0,5 (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	8-25	 moderada (S, = 10 a 80) para vórtices girando en el mismo 	 229

sentido (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia

	8-26	
fuerte (S, = 130 a 235) para vórtices girando en el mismo 	 231sentido (caso del vórtice Rankine).

Evolución (adimensional) de la abscisa de partículas con

	

8-27 	 inercia fuerte (S, = 130 a 235) para vórtices girando en el 	 232
mismo sentido (caso del vórtice Rankine).
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Velocidad media de sedimentación (<V,^) frente a la

	

8-28 	 velocidad terminal de caída en fluido en reposo (Y) para 	 239vórtices girando en el mismo (caso del vórtice Rankine).

Velocidad media de sedimentación (<Y)^) frente a la

	

8-29 	 inercia de las partículas (S1) para una velocidad terminal
adimensional de caída de la partícula V, = 0,5 con vórtices 	 241
girando en el mismo sentido (caso del vórtice Rankine).

Representación 	 esquemática de 	 la disposición
	8-30	 bidimensional de vórtices girando con sentidos de giro 	 243

alternados.

Trayectorias (adimensionales) de partículas sin inercia'
	8-31	

(S=O) con vórtices con sentidos de giro alternados, para 	 245una velocidad terminal adimensional de caída de la
partícula V,= 0,5 (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	8-32	 moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos elevados en vórtices 	 247

con sentidos de giro alternados (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	8-33	 moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos cortos en vórtices 	 249

con sentidos de giro alternados (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	8-34	 fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos cortos en vórtices con 	 251

sentidos de giro alternados (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia

	8-35	 fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos elevados en vórtices con 	 252
sentidos de giro alternados (caso del vórtice Rankine).
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ANEXO III: Listado de figuras

FIGURA
	

TÍTULO
	

PÁGINA

Velocidad media de sedimentación (<Vy>) frente a la

8-36 	 velocidad terminal de caída en fluido en reposo (V,) para 	 254
vórtices con sentidos de giro alternados (caso del vórtice
Rankine).

Velocidad media de sedimentación (<V^) frente a la
inercia de las partículas (S,) para una velocidad terminal

8-37

	

	 256
adimensional de caída de la partícula Vr = 0,5 con vórtices
con sentidos de giro alternados (caso del vórtice Rankine).

Trayectorias (adimensionales) de partículas sin inercia
9-1 	(S,=O), para vórtice Kaufmann. 	 260

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia9-2 	 (St=0,5), para vórtice Kaufmann. 	 262

Forma y amplitud de la región encerrada por las
9-3 	 trayectorias límite para diferentes valores de V, (caso del 	 267

vórtice Kaufmann).

9-4 	 Distancia de escape (D) para vórtice Kaufmann. 	 268

Tiempo de escape (Te) frente a la velocidad terminal de9-5 	 caída (V,) para diferentes St (caso del vórtice Kaufmann). 	 270

Variación del Tiempo de escape (Te) con la inercia de la9-6 	 partículas (St) para V, = 0,2 (caso del vórtice Kaufmann). 	 271
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ANEXO III. Listado de figuras

FIGURA 	 TÍTULO 	 PÁGINA
-

Trayectorias de una partícula en uno de los rangos de9-7 	 números de Stokes en que el tiempo de escape oscila (caso 	 272del vórtice Kaufmann).

9-8 	Limites de la malla de partículas en la región de captura del
vórtice en función de V, (caso del vórtice Kaufmann). 	 277

9-9 	 Límites de la malla de partículas en la región de captura del 	 279vórtice en función de dP y I' (caso del vórtice Kaufmann).

Constante de tiempo de escape (Ke) frente al número de
9-10 	 Froude de la partícula (FP) para diferentes números de 	 281

Stokes (caso del vórtice Kaufmann).

Comparación de la Constante de tiempo de escape (Ke)
9-11 	 frente al número de Froude de la partícula (F,,) para 	 282

distintos números de Stokes (caso del vórtice Kaufmann).

Constante de tiempo de escape (Ke) frente a la velocidad
9-12 	 terminal (y,) para diferentes números de Stokes (caso del 	 283

vórtice Kaufmann).

Tiempo de escape (Te ) frente al diámetro de la partícula
9-13 	 (d,,) para distintos valores de la circulación del vórtice y 	 285

radio del vórtice R„ =0,001 m (caso del vórtice Kaufmann).

Comparación del Tiempo de escape (Te ) frente al diámetro

9-14 	 de la partícula (dp ) para distintos valores de la circulación 	 286
del vórtice y radio del vórtice R„ x,001 m (caso del
vórtice Kaufmann).
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ANEXO III: Listado de figuras

FIGURA
	

TÍTULO
	

PÁGINA

	9-15	
Velocidad media de sedimentación (<V>) frente al Tiempo 	 288
de escape promedio (<Te >) (caso del vórtice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas sin inercia

	9-16	
(S,=O), con vórtices girando en el mismo sentido, para una 	 292
velocidad terminal adimensional de caída de la partícula
V,=0,5 (caso del vórtice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	9-17	 moderada (S, = 10 a 35) para vórtices girando en el mismo 	 294

sentido (caso del vórtice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	9-18	 fuerte (S, = 60 a 135) para vórtices girando en el mismo 	 296

sentido (caso del vórtice Kaufmann).

Evolución (adimensional) de la abscisa de partículas con

	

9-19 	 inercia fuerte (S, = 60 a 135) para vórtices girando en el 	 297
mismo sentido (caso del vórtice Kaufmann).

Velocidad media de sedimentación (<V 	 frente a la

	

9-20 	 velocidad terminal de caída en fluido en reposo (V,) para 	 299
vórtices girando en el mismo (caso del vórtice Kaufmann).

Velocidad media de sedimentación (<VJ>) frente a la

	

9-21 	 inercia de las partículas (.S,) para una velocidad terminal 	 301adimensional de caída de la partícula V, = 0,5 con vórtices
girando en el mismo sentido (caso del vórtice Kaufmann).
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ANEXO 111.• Listado `de figuras

PÁGINA

Trayectorias (adimensionales) de partículas sin inercia
	9-22	 (S=0), con vórtices con sentidos de giro alternados, para

una velocidad terminal adimensional de caída de la 	 304
partícula 	0,5 (caso del vórtice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	9-	

giro alternadosg^
23 	 moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos elevados en vórtices 	 306con sentidos de 	 (caso del vórtice

Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	9-24	 moderada (S, = 0,1 a 4) para tiempos cortos en vórtices

con sentidos de giro alternados (caso del vórtice 	307

Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	9-25	 fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos cortos en vórtices con 	 309

sentidos de giro alternados (caso del vórtice Kaufmann).

Trayectorias (adimensionales) de partículas con inercia
	9-26	 fuerte (S, = 5 a 90) para tiempos elevados en vórtices con 	 310

sentidos de giro alternados (caso del vórtice Kaufmann).

Velocidad media de sedimentación (<Vy>) frente a la

	

9-27 	
velocidad terminal de caída en fluido en reposo (Y,) para 	 313
vórtices con sentidos de giro alternados (caso del vórtice
Kaufmann).

Velocidad media de sedimentación (<V^) frente a la
inercia de las partículas (S,) para una velocidad terminal

	

9-28 	 adimensional de caída de la partícula V, = 0,5 con vórtices 	 315

con sentidos de giro alternados (caso dei vórtice
Kaufmann).
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ANEXO 111: Listado de figuras

FIGURA
	

PÁGINA

Comparación de la forma y amplitud de la región encerrada
10-1 	 por las trayectorias límite entre los vórtices Rankine y 	 319

Kaufmann para S,= 0,5 y V, = 0,2_

Comparación del Tiempo de escape (Te.) frente a la
10-2 	 velocidad terminal de caída (V,) entre los vórtices Rankine 	 320

y Kaufmann para S, = 0,7.

Comparación de la variación del Tiempo de escape (Te) con
10-3 	 la inercia de las partículas (S,) entre los vórtices Rankine y 	 321

Kaufmann para V, = 0,2.

Constante de tiempo de escape (K,) frente al número de

10-4 	 Froude de la partícula (Fp) para distintos números de 	 323Stokes. Comparación entre los vórtices Rankine y
Kaufmann.

Comparación del Tiempo de escape (Te ') frente al diámetro

10-5 	 de la partícula (de ) entre los vórtices Rankine y Kaufmann 	 324para distintos valores de la circulación del vórtice (T' =i0 5

a 10' m2/s) y radio del vórtice Rv* = 0,001 m.

Comparación de la velocidad media de sedimentación
10-6 	 (<V.>) frente al Tiempo de escape promedio (<Tr *>) entre 	 325

los vórtices Rankine y Kaufmann.

Comparación de la velocidad media de sedimentación
(<V,>) frente a la velocidad terminal de caída en fluido en10-7 	 reposo (V,) para vórtices girando en el mismo sentido entre 	 328

los vórtices Rankine y Kaufmann.
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ANEXO III: Listado de figuras

FIGDRA 	TITULO PÁGINA

Comparación de la velocidad media de sedimentación
(<Y?) frente a la inercia de las partículas (S,) para una

	10-8	 velocidad terminal adimensional de caída de la partícula 	 329
V, 0,5 con vórtices girando en el mismo sentido entre los
vórtices Rankine y Kaufmann.

Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann de la

	

10-9 	 velocidad media de sedimentación (<V^) frente a la 	 331velocidad terminal de caída en fluido en reposo (Y,) para
vórtices girando con sentidos de giro alternados.

Comparación entre los vórtices Rankine y Kaufmann de la
velocidad media de sedimentación (<i,,^) frente a la

10-10 	 inercia de las partículas (S,) para una velocidad terminal 	 333
adimensional de caída de la partícula V,= 0,5 con vórtices
girando con sentidos de giro alternados.

	I-1	 Método de Euler. 	 360

	

I-2 	 Método de Runge-Kutta de segundo orden. 	 361

	

I-3 	 Método de Runge-Kutta de cuarto orden. 	 362

	I-4 	Doble paso para el método de Runge-Kutta de cuarto 	 363.
orden_

461

Y DEBLA 6 EDIMENTACIDNL EN
TIEMPO

 
ESCAPE

B BEN ONALES PERIÓDICOS
TRIDIMENSIONAL

 PARA

PARTIcITLAS PESADAS

Universidad de Huelva 2009



Universidad de Huelva 2009



ANEXO IV
Listado de tablas

Universidad de Huelva 2009



Universidad de Huelva 2009



ANEXO 111. Listado de tablas

Tá lila -; T"Ió Págiaa

3-1 Características de las corrientes turbulentas 25

3-2 Rangos y Subrangos del espectro de energía de laturbulencia 62

8-1 Posiciones iniciales de las partículas (sin inercia), caso del
vórtice Rankine 164

8-2 Posiciones de las partículas para cada instante de tiempo
(sin inercia), caso del vórtice Rankine 165

8-3 Posiciones iniciales de las partículas (con inercia), caso del
vórtice Rankine 167

8-4 Posiciones de las partículas para cada instante de tiempo 168(con inercia), caso del vórtice Rankine

8-5 Variables 	 dimensionales 	 correspondientes 	 a 	 las 170adimensionales tomadas en la Figura 8-2

Puntos de equilibrio y distancia entre ellos para los valores 1788-6 de los parámetros considerados en la Figura 8-2.

Tiempo de escape (Te) para diferentes valores de V, y S,, 184
8-7 caso del vórtice Rankine
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ANEXO III: Listado de tablas

Tabla Título Página

Valores adimensionales Límite para la malla de partículas
8-8 en la región de captura de un vórtice Rankine, en función 197

de V,

Valores adimensionales Límite para la malla de partículas
8-9 en la región de captura de un vórtice Rankine, en función 200

dedilyI'

Valores de la Constante de tiempo de escape (Ke) y del
8-10 Tiempo de escape (Te) en función de V,. S, y Fp, caso del 203

vórtice Rankine

8-1 1 Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
(<Te>) de un vórtice Rankine, en función de d1,'y r' 209

Tiempo de escape promedio (<Te >) Numérico y Teórico
8-12 (Fórmula) y Velocidad media de sedimentación (<Y^) de 218

un vórtice Rankine, en función de dP y I'"

Posiciones de las partículas (sin inercia) para cada instante
8-13 de tiempo en vórtices periódicos girando en el mismo 225

sentido, caso del vórtice Rankine

Posiciones de las partículas (con inercia) para cada instante
8-14 de tiempo en vórtices periódicos girando en el mismo 227

sentido, caso del vórtice Rankine

Obtención del diámetro de las partículas de plomo (d  piorno)

8-15 que pueden separarse por sedimentación en aire en función 235
del radio (R,*) y/o de la circulación de los vórtices (I' *)
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ANEXO III: Listado de tablas

Tabla- Título 	 Páginas

Obtención del radio (R„*) y de la circulación (F ) de los
8-16 vórtices en función del diámetro de las partículas (dp) parala separación por sedimentación de partículas de plomo en 237

aire

Incremento de la velocidad media de sedimentación (<V?')
8-17 respecto al caso de fluido en reposo (Y,) para vórtices 238

Rankine periódicos girando en el mismo sentido

Velocidad media de sedimentación (<V^) en función del
8-18 número de Stokes (S,) para vórtices Rankine periódicos 240

girando en el mismo sentido

Posiciones de las partículas (sin inercia) para cada instante
8-19 de tiempo en vórtices periódicos con sentidos de giro 244

alternados, caso del vórtice Rankine

Posiciones de las partículas (con inercia) para cada instante
8-20 de tiempo en vórtices periódicos con sentidos de giro 246

alternados, caso del vórtice Rankine

Incremento de la velocidad media de sedimentación (<V^)
8-21 respecto al caso de fluido en reposo (Y,) para vórtices 253

Rankine periódicos con sentidos alternados

Velocidad media de sedimentación (<V 	 en función del
8-22 número de Stokes (S,) para vórtices Rankine periódicos 255

girando con sentidos alternados

Posiciones de las partículas para cada instante de tiempo 2599-1 (sin inercia), caso del vórtice Kaufmann
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ANEXO III: Listado de tablas

Tabla Título Página

9-2 Posiciones de las partículas para cada instante de tiempo 261
(con inercia), caso del vórtice Kaufmann

9-3 Tiempo de escape (Te) para diferentes valores de V, y Sr, 269
caso del vórtice Kaufmann

Valores adimensionales Límite para la malla de partículas
9-4 en la región de captura de un vórtice Kaufmann_ en función 276

de V,

Valores adimensionales Límite para la malla de partículas
9-5 en la región de captura de un vórtice Kaufmann, en función 278

de dp y I'

Valores de la Constante de tiempo de escape (Ke) y del
9-6 Tiempo de escape (Te) en función de V,. S, y F,,, caso del 280

vórtice Kaufmann

9-7 Valores adimensionales del Tiempo de escape promedio
84(<Te>) de un vórtice Kaufmann, en función de d,, y h

Tiempo de escape promedio (<Tr*>) Numérico y Teórico
9-8 (Fórmula) y Velocidad media de sedimentación (<V>) de 287

un vórtice Kaufmann, en función de d,, y I
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ANEXO III: Listado de tablas

flb^ Tituló, Páguá

Posiciones de las partículas (sin inercia) para cada instante9-9 de tiempo en vórtices periódicos girando en el mismo 291sentido, caso del vórtice Kaufmann

Posiciones de las partículas (con inercia) para cada instante
9-10 de tiempo en vórtices periódicos girando. en el mismo 293

sentido, caso del vórtice Kaufmann

Incremento de la velocidad media de sedimentación (<V,^)
9-11 respecto al caso de fluido en reposo (V1) para vórtices 298

Kaufmann periódicos girando en el mismo sentido

Velocidad media de sedimentación (<V 	 en función del
9-12 número de Stokes (S,) para vórtices Kaufmann periódicos 300

girando en el mismo sentido

Posiciones de las partículas (sin inercia) para cada instante
9-13 de tiempo en vórtices periódicos con sentidos de giro 303

alternados, caso del vórtice Kaufmann

Posiciones de las partículas (con inercia) para cada instante
9-14 de tiempo en vórtices periódicos con sentidos de giro 305

alternados, caso del vórtice Kaufmann

Incremento de la velocidad media de sedimentación (<Y^)
9-15 respecto al caso de fluido en reposo (V,) para vórtices 312

Kaufmann periódicos con sentidos alternados.
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Tabla Título Página

Velocidad media de sedimentación (<V 	 en función del
9-16 número de Stokes (S,) para vórtices Kaufmann periódicos 314

girando con sentidos alternados

I-1 Constantes de Cash & Karp 365
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RECURSOS ELECTRÓNICOS

Inicialmente se recopilan las páginas web mencionadas en la Tesis y a

continuación otros recursos electrónicos relacionados con las investigaciones

realizadas y que son de interés en el campo de la Mecánica de Fluidos.

Recursos electrónicos por orden de mención

I-1 http://www.Imm.jussieu.fr/MEMBRES/ROSSI/TELECHARGER/Vortex

Porquerolles.pdf

I-2 http://deslab.mit.edu/DesignLab/new_desl ab/pubs/files/SMldaguo_SM_th

esis.pdf

I-3 http://www.kilty.com/t_model.htm

1-4 http://saratoga. nmsu. edu/—shashi/j mppaper. pdf
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Siglas yAcrónimos

9 	 Ángulo de nutación, coincidente con la segunda
coordenada esférica
Angulo de precesión

at 	 Ángulo que forma el eje mayor de la elipse con el eje x en
el vórtice de Kida
Circulación

R(i) 	 Coeficiente de autocorrelación espacial
R(r)	 Coeficiente de autocorrelación temporal
íi,E 	 Coeficiente de estacionariedad en el método de simulación

cinemática de la turbulencia
CD 	Coeficiente de resistencia aerodinámica
CD de resistencia aerodinámica en el caso de altos

números de Reynolds
v Coeficiente de viscosidad cinemática
fi Coeficiente de viscosidad dinámica
Y.' Componente de la velocidad terminal de caída que no es

V paralela al eje del vórtice
EI(n)dn Contribución al promedio del cuadrado de la velocidad

turbulenta del fluido de todas las frecuencias entre n y
n+dn

K, Constante de sedimentación
Ke Constante de tiempo de escape
Up Constante relacionada con el potencial vector
RL(r) Correlación longitudinal de velocidades
RT(r) Correlación transversal de velocidades
pp Densidad material de la partícula
p Densidad material del fluido
ç$(w) Densidad 	 espectral 	 de 	 intensidad 	 de 	 una 	 señal

(Transformada de Fourier de su autocorrelación)
<a 2>1/2 Desviación cuadrática media de la fluctuación de la

magnitud a
de,.

Diámetro crítico de partícula donde se produce la
transición entre las dos teorías de sedimentación de
partículas en flujos turbulentos

dp Diámetro de la partícula
Dm Difusividad de masa
E Difusividad turbulenta

Disipación de energía cinética por unidad de masa de
fluido y por unidad de por unidad de tiempo o disipación
viscosa media

g(w) Disipación de enstrofia
G(co) Disipación de viscosidad
D Distancia a la que una partícula ha escapado del vórtice
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Siglas y Acrónimos

,C2 Doble de la velocidad angular del vórtice
E, Energía Cinética
Z Enstrofia
l Escala de corte en la simulación numérica directa de la

turbulencia
Escala de longitud de Kolmogorov característica de los
torbellinos disipativos

tc ^ Escala de tiempo característica para las partículas
z Escala de tiempo de Kolmogorov característica de los

torbellinos disipativos
TP Escala de tiempo de relajación del movimiento relativo
v Escala de velocidad de Kolmogorov característica de los

torbellinos disipativos
L f Escala 	 integral 	 de 	 espacio 	 relacionada 	 con 	 las

fluctuaciones a gran escala
L2 Escala 	 integral 	 de 	 espacio 	 relacionada 	 con 	 las

fluctuaciones a pequeña escala
TI Escala integral de tiempo asociada a las variaciones a gran

escala
T2 Escala integral de tiempo asociada a variaciones rápidas

del flujo
T Escala integral de tiempo
Ll Escala integral longitudinal de espacio
L, Escala integral transversal de espacio
id Escala máxima en la simulación numérica directa de la

turbulencia
(k t) Espectro de enstrofia

S Espesor de la capa límite
a' Fluctuación de la magnitud a
<a '2>"2/<A> Fluctuación relativa de la magnitud a
y' Forma genérica de las fluctuaciones de velocidad en el

flujo turbulento
n Frecuencia
F(co) Fuente exterior de vorticidad

f Fuerzas másicas externas por unidad de volumen

w Función de corriente
P(a) Función de densidad de probabilidad de la magnitud a
El(k1) Función de espectro de energía de las fluctuaciones de

velocidad longitudinales
E2(k1) Función de espectro de energía de las fluctuaciones de

velocidad transversales
E(k, 1) Función de espectro de energía tridimensional
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Siglas y Acrónimos

S3(1) Función de estructura de tercer orden
GAx Función de filtro en el método "Large-Eddy Simulation"
TE(k) Función de transferencia de energía
cvi Inestabilidad asociada con el modo de onda i en la

Simulación Cinemática de la turbulencia
B Integral de barrido de la longitud de sedimentación

diferencial
I Integral de Loitsianskii
Ik Intensidad del flujo de tensión uniforme en el vórtice de

Kida
W(k) Inyección de energía debida a una fuente exterior de

vorticidad en el método de Generación Estocástica de la
turbulencia

liz Inyección de enstrofla
K Kurtosis (flatness)
1 Longitud
Lo Longitud característica de fluctuación del campo fluido
LC + Longitud característica del campo fluido
it Longitud de mezcla
mp Masa de la partícula
m Masa del fluido
1e Medida promedio de los torbellinos conteniendo energía
L,ti Microescala longitudinal de Taylor
LAT Microescala transversal de Taylor
m Número de divisiones de los ejes que determinan la región

de captura
Fp Número de Froude de la partícula
IV Número de modos de la Simulación Cinemática de la

turbulencia
ke Número de onda asociado al máximo del espectro de

energía de la turbulencia
kd Número de onda asociado al tamaño de los torbellinos que

proporcionan la mayor contribución a la disipación total
k Número de onda
Re Número de Reynolds
Rep Número de Reynolds de la partícula (del movimiento

relativo entre la partícula y el fluido)
LS Número de Squire
St Número de Stokes
J(,^) Operador jacobiano bidimensional

p, Operador laplaciano
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Siglas y Acrónimos

Q[A V2 ] Operador que establece el espectro de energía en el
método de Generación Estocástica de la turbulencia

V Operador "nabla"

mC7 Parámetro de relación de masa

6c Parámetro que caracteriza al flujo de cortadura en el
vórtice de Moore-Saffman

ÁG, Parámetro que controla la escala integral en el método de
Generación Estocástica de la turbulencia

EO Parámetro que controla la intensidad del flujo en el
método de Generación Estocástica de la turbulencia

lq Potencial vector
p Presión 	 modificada 	 en 	 el 	 método 	 "Large-Eddy

Simulation"
p Presión
r Primera 	 coordenada 	 cilíndrica, 	 coincidente 	 con 	 la

distancia radial al centro del vórtice
d Primera coordenada esférica
<A> Promedio de la magnitud A

E12
Puntos de equilibrio

Rn Radio de la partícula
R Radio de una esfera sobre la que incide una comente

fluida para la deducción de la Ley de Stokes
Rv Radio del vórtice

Relación entre la viscosidad de la partícula y la viscosidad
del fluido

x Relación entre los semiejes de la elipse en el vórtice de
Moore-Saffman y en el de Kirchhoff

F Resultante de las fuerzas de presión y viscosidad que el
fluido ejerce sobre la partícula

yk Rotación uniforme en el flujo de tensión en el vórtice de
Kida

G Ruido gaussiano blanco en el método de Generación
Estocástica de la turbulencia

(p Segunda coordenada cilíndrica, coincidente con la tercera
coordenada esférica
Separación entre vórtices

S Sesgo (skewness)
Tamaño de 	 la discretización espacial tamaño de 	 la
discretización espacial de la turbulencia en el método de
Generación Estocástica de la turbulencia

Z Tercera coordenada cilíndrica, coincidente con la tercera
coordenada cartesiana
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Siglas y Acrónimos

Q_0 Tensor de correlación de velocidades tridimensional
S^ Tensor de deformación del campo filtrado en el método

"Large-Eddy Simulation"
co Tensor de disipación viscosa
Tú Tensor de escala de submalla en el método "Large-Eddy

Simulation"
r1 Tensor de esfuerzos aparentes de Reynolds
Eu Tensor de espectro de energía tridimensional
z Tensor de tensiones
y Tensor de velocidades de deformación

Tensor de velocidades de rotación
tc Tiempo característico correspondiente a la escala de corte

del flujo en el método de simulación numérica de la
turbulencia

td Tiempo característico correspondiente a la escala de
máxima del flujo en el método de simulación numérica de
la turbulencia
Tiempo característico de residencia del fluido

Te s Tiempo de escape de las partículas
t Tiempo
f(w» Transformada de Fourier de f(t)
Q„ Velocidad angular del vórtice
Uo Velocidad característica de fluctuación del campo fluido
ud Velocidad de deformación
V Velocidad de la corriente fluida que incide sobre una

esfera para x tendiendo a infinito
Velocidad de la partícula

uror Velocidad de rotación
ü Velocidad del fluido
U Velocidad máxima del vórtice
(V) Velocidad media de sedimentación
V1 Velocidad terminal adimensional de caída en fluido en

V1 e
reposo
Velocidad terminal de caída en fluido en reposo

Vi Viscosidad cinemática turbulenta
Viscosidad dinámica turbulentaJUr

(O
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