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RESUMEN

Proponemos en este trabajo la utilizacién de la teoria matemética sobre bifurcacioneslocales en el andlisis
de los sistemas dinamicos con aplicacion a la pesca, como herramienta importante que revela interesantes
comportamientos de las trayectorias del sistema. A grandes rasgos, dado un sistema dindmico que modelice el
comportamiento de ciertas variables por gemplo econdmicas, biolégicas, fisicas, etc., lateoriade las bifurca-
ciones locales estudia para qué val ores de los parametros del sistema se producen cambios cualitativos impor-
tantes en la dinamica del mismo. Por cambios cualitativos importantes entenderemos cualquier variacion que
afecte al nimero y/o ala estabilidad de los equilibrios estacionarios del sistema o a la aparicion de nuevas
Orbitas cerradas con comportamiento oscilatorio de las que denominamos ciclos limites. Consideramos parasu
estudio un model o de competicion entre dos poblaciones de peces, una de | as cual es es sometida a expl otacion.
Serealizaen primer lugar un estudio cualitativo de las condiciones necesarias y/o suficientes paralaexistencia
y estabilidad de los puntos de equilibrios del sistema, para pasar en segundo lugar aladeteccion de bifurcacio-
nes transcriticas, relacionadas con el intercambio de estabilidad entre dos de dichos eqguilibrios, conforme un
parametro del sistema varia. A continuacion se lleva a cabo la deteccidn de bifurcaciones de Hopf, las cuales
determinan la aparicion de ciclos limites. Finalmente se presenta un ejemplo numérico donde se aplican los
resultados a la pesqueria de boquerdn del litoral Suratlantico espafiol bajo € supuesto de unainteraccion en
forma de competicion con la caballa, presente también en dicha zona costera.
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ABSTRACT

This paper deals with some aspects of the Theory of Dynamical Systems applied to a dynamic reaction
model in the form of competition between two species. First, changes in the number and/or the stability of the
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stationary states are analysed, according to variations of one parameter of the system. Secondly, we carry out a
continuation study of fold and Hopf bifurcations. Finally, a numerical example is presented where results are
applied to the anchovy fishery in the Spanish South-Atlantic Region on the support of an existing competition
with the chup mackerel.

Key words: fixed point, stability, limit cycle, bifurcation, Hopf theorem.
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1. INTRODUCCION

Laestructura cualitativadel flujo de un sistema dinamico no lineal puede cambiar si se
modifican los parametros del mismo. En particular, pueden aparecer nuevos puntos de
equilibrio u orhitas cerradas, o bien desaparecer los que ya existen, o ver alteradas sus
propiedades de estabilidad. Un sistema donde esto ocurre recibe el nombre de sistema
estructuralmente inestable, o se dice equival entemente que una bifurcacion ha ocurrido
para agunos valores de |os parametros.

Durante los ultimos afios han aparecido en la Literatura Econdémica diversos trabajos
sobre estudios cualitativos aplicados alos sistemas dindmicos no lineal es. Algunos autores
como Day (1994), Brock et a (1989), Hilborn (1994), Barnett et al (1996), Gandolfo (1997),
Lorenz (1997), Feichtinger (1992), Barucci (2001), Vilchez y Velasco (1999) o Velasco et
a (2002), han estudiado | as propiedades de estabilidad | ocal delas solucionesde equilibrio
estacionario de sistemas que dependen de varios parametros econémicosy han descrito €l
comportamiento de las trayectorias conforme uno o mas parametros del sistema varian.
Hoy en dia conceptos como bifurcaciones, codimensiéon o equivalencia topol égica son
usados frecuentemente en la investigacién econémica.

En este trabgj o analizamos un model o dinamico de competicidn entre dos poblaciones
de peces donde se supone que unade €ellas es sometida a explotacion. Hemos calculado los
estados estacionarios del sistemay estudiado la estabilidad de las trayectorias en un entor-
no de los mismos. Luego hemos acometido el problema de detectar las bifurcaciones de
codimensién uno, esto es, los cambios cualitativos importantes que ocurren en el sistema
conforme un parametro del mismo varia.

2. CONSIDERACIONES TEORICAS Y METODOLOGICAS PREVIAS

El sistemadinamico que presentaremos en la siguiente seccion es no lineal, formulado
con una concepcion del tiempo como conjunto continuo. Ademas es disipativo, caracteri-
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zado (a diferencia de un sistema conservativo) por una contraccion de volimenes en €l
espacio de fases al transcurrir € tiempo, que es lo que provoca gque posea atractores, |os
cuales pueden aparecer en laformade puntosfijos, cicloslimites, orbitas cuasi-periddicas
0 incluso atractores extrafios.

Como los cambios cualitativos alos que se refiere lateoria sobre bifurcaciones locales
ocurren en un entorno de un punto fijo u 6rbita cerrada, hemos centrado lainvestigacion en
los puntos de equilibrio no hiperbdlicos, esdecir, aquéllos paral os cua eslamatriz Jacobiana
del sistema posee autoval ores nulos o con parte real nula, pues sabemos por el teoremade
Hartman-Grobman' gue los puntos de equilibrio hiperbdlicos son estructuralmente esta-
bles. En este sentido, resultafundamental el teoremade lavariedad centro que establecela
existencia de una variedad invariante? pasando por €l punto fijo (no hiperbélico) alacua
puede restringirse el sistema para estudiar la dindmica en un entorno del mismo,
analogamente acomo ocurre en los sistemaslinealescon el subespacio vectoria generado
por los autovectores asociados a autovalores nulos o con parte real nula. Dicha variedad
invariante puede ser representada localmente como € grafo de una funcion de clase C'y
para €l caso que nos ocupa, una aproximacion cuadratica (e incluso lineal a veces) a la
misma sera suficiente.

En el caso de que & punto de equilibrio sea no hiperbdlico debido alapresenciade un
autovalor real simpleigual a cero, larestriccion del sistema original ala variedad centro
serd un sistema de dimensién uno; y si es consecuencia de la presencia de un par de
autovalores imaginarios puros, dicha restriccién sera bidimensional, siendo €l estudio de
las bifurcaciones en | os si stemas resultantes méas sencillo que en el de partida, todavez que
los mismos son susceptibles de escribirse bajo ciertaformaestandar de expresion (denomi-
nada forma normal topolégica) comin atodos |os sistemas que poseen un mismo tipo de
bifurcacion. Estos sistemas verifican lasllamadas “ condiciones de generacidad” que, en el
caso delas hifurcaciones relacionadas con laaparicién de un autovalor real simplenulo, se
expresan através delas derivadas parciales del campo vectorial que define el sistema, con
respecto alas variables del mismo, y con respecto al parametro responsable de la bifurca-
ciond, identificandose asi trestipos de bifurcaciones: nodo-silla, transcritica Y Apitchfork”.

Laformanormal topol égicaasociadaacadatipo debifurcacion (£=a + >, &=ax* x’,
B=axmy’ respectivamente) es consecuencia de las condiciones de generacidad, y un
andlisis de la misma permite comprender qué tipo de cambio se produce en € sistema

1 Ver Hartrman (1960) y G obrman (1959).

2 Parael caso que nos ocupay tal conmo acl ara Wggi ns (1990, p. 15), cuando usenos el térnino
variedad es sufi ci ent e pensar en dos si t uaci ones: un subespaci o vectorial de A"enel casolineal ouna
superfi ci e mdi nensi onal i ncrustada en A" atinen el casonolineal .

3 \er Lorenz (1993, p. 87).
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cuando €l parametro rebasa €l valor de bifurcacion. Asi, la bifurcacion nodo-silla puede
identificarse como el mecanismo bésico de creaci dn-destruccion de puntos fijos pues con-
formed pardmetro ddl sistemavaria, dos puntosfijos se mueven uno hacia€l otro, colisionan
(cuando el pardmetro toma el valor de bifurcacién) y desaparecen (ver Figural).

Figura 1. Bifurcaciones nodo-silla en el sistema unidimensional %=a + x
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En labifurcacién transcritica, |os puntos fijos colisionan igualmente, pero no desapare-
cen sino que intercambian su estabilidad (Figura 2). En la bifurcacion “pitchfork”, 10s
puntos fijos tienden a aparecer y desaparecer en pares simétricos (ver Figura 3).

Figura 2. Bifurcaciones nodo-silla en el sistema unidimensional &= ax - x
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. . . . . . e . 3
Figura 3. Bifurcaciones nodo-silla en el sistema unidimensional %=ax - x
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En el caso de que @ equilibrio estacionario seano hiperbélico debido ala presenciade
un par de autoval oresimaginarios puros paracierto valor del parametro del sistema, a =a,,
larestriccion del sistemaoriginal alavariedad centro es un sistemabidimensional, el cual
presentara unabifurcacion de Hopf paraa = a, si severificaciertacondicion traducible en
que los autovalores | (a) que son imaginarios puros en a, crucen el eje imaginario con
velocidad no nula, esto es;

:dReI @y 0

TR )

En tales circunstancias, €l teorema de Hopf # asegura la existencia de algunas solucio-
nes periddicas bifurcandose apartir dea,,. La estabilidad de las mismas viene determinada
por una segunda condicion expresada en términos del llamado primer coeficiente de
Liapunov, |, €l cual sededuceen el célculo delaformanormal topol gicacorrespondiente,
que expresada en coordenadas polares es el siguiente sistema:

'\[ B=d(a-a,)+1,r’r
|

i f-w,+ga-a,)+br’ ®

donded estadefinido en (1), w, eslaparteimaginaria delos autoval ores compl e os que son
imaginariospurosena,, y gy Rhan de ser calculados apartir delos parametros del modelo.

4 Hopf (1942). Hay una traducci 6n al ingl és en Marsden y MQ aken (1976) y di stintas versi ones en
Quckenhei ner y Hol mes (1986), Wggi ns (1990) o Lorenz (1993).
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En estas circunstancias, una condicion suficiente para la existencia de un ciclo limite
establees /, <0,y s/, >0, e ciclolimiteesinestable. En &l primer caso estamos ante una
bifurcacion de Hopf supercritica y un ciclo limite estable surge paracadaval or del pardmetro
amayor que a, y lo suficientemente proximo a él. En el segundo caso, se trata de una
bifurcacién de Hopf subcritica y 10s ciclos aparecen antes de que € parametro alcance €l
valor de bifurcacion.

Figura 4. Bifurcacion de Hopf supercritica (a) y subcritica (b)

a<a a=a, a>a,
b) @ Co Co
a'-::a'o azaa a:>a'0

Entonces, dado un sistema n-dimensional que posea un equilibrio no hiperbdlico para
cierto valor de un pardmetro, podemos encontrar unavariedad centro pasando por ese pun-
toy restringir €l sistema original alamisma, con lo que el estudio de las bifurcaciones en
los sistemas resultantes de dimensiones uno o dos es menos complejo, unavez calculadas
las formas normal es topol gi cas equivalentes. Ahorabien, larealizacion de estos cél culos
no es sencilla. En la mayoria de los casos un tratamiento simbdlico del problema resulta
inabordable y hay que recurrir a técnicas numéricas de resolucién. No obstante, hemos
seguido la metodologia desarrollada por Kuznetsov (1997), el cual realiza un tratamiento
de la cuestion utilizando variable compleja, o que simplifica notablemente los calcul os.
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3. JUSTIFICACION Y PLANTEAMIENTO DEL MODELO

El modelo que presentamos esta basado en un sistema dinamico estudiado analiticay
experimentalmente por Gause (1935) como un modelo de competicion entre dos especies,
a saber:

!
yo
= Sycl->=Dbxyi 3)
% ? Lg "p

donde x(t) e y(t) representan |os niveles de biomasa de cada poblacién en € instantez, y 7,
s, K, L, ay 3 son parametros positivos con la siguiente significacion:

- ry s son las tasas intrinsecas de crecimiento de cada especie

- K'y L son las poblaciones maximas asintéticas (o capacidades de carga medidas en
Tm) respectivas, es decir, |os niveles de biomasa maximos que a canzaria cada poblacién
en ausenciadelaotray,

- a y 3 son los coeficientes que miden la interaccion debida a la competicion® por la
utilizacion del mismo recurso.

Cada ecuacion del sistema (3) indica que la variacion en e tiempo de los niveles de
biomasa de cada poblacion, esigual aladiferencia entre lafuncion que expresa el creci-
miento natural de la misma (de acuerdo a unaley logistica) y la“mortalidad” debidaala
competicion con laotra especie.

Un andlisis de las isoclinas, esto es, de las curvas &= 0, =0, muestra que pueden
darse dos situaciones general es de equilibrio, denominadas por Gause como de coexisten-
cia competitiva Y de exclusion competitiva. En la primera existe un nodo estable en un
punto O = (x,y,) conx,, y,> 0,y enlasegundael equilibrio llevairremediablemente ala
extincion de una de las especies.

Supongamos que existe una pesqueria que explota la especie cuya biomasa en cada
instante es x(t), gerciendo para ello un esfiterzo de pesca que representaremos por E(t).
Entenderemos este esfuerzo de pescacomo el producto del poder de pesca (o capacidad de
pesca) de un barco individual por €l tiempo de operacion efectivo. El esfuerzo total anual

5 Esel signodelos coeficientes ay 10 que define al nodel o cono de conpeticidn. S fueran de
dginosgn estaiawsateunnad O predador-presa. B casoa, B<0, corresponde a un nodel o de

simbiosis O mutualismo.
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desplegado por unaflota seralasumadelos esfuerzos mensual es de cada embarcacion. La
unidad que usaremos para cuantificar el esfuerzo sera el nimero de dias de pesca (adecua-
dasi laflotaes homogéned), si bien puede venir expresado en nimero de barcos, nimero
de redes, sedales, etc.

Asi mismo, denotaremos por h(t) alatasa de capturas totales de |a flota (expresada en
Tm). Consideraremos h(t) como en el modelo de Schaefer (1954):

h(t) = q E()x(t) (C))

es decir, proporcional al tamafio del stock X(t) y a unatasainstantanea de mortalidad por
pesca que, a su vez, es directamente proporcional al esfuerzo pesquero gjercido, E(t), a
través de un coeficiente ¢ Ilamado coeficiente de capturabilidad de la especie?. Asi, la
primera ecuacion del sistema (1) se modifica segun’:

X0
X=X ¢l-—+-a xy- gEX 5
gi Kg ©)
Asi mismo, se supone que las capturas se [levan acabo bajo un régimen de libre acceso
en lapesgueria, esdecir, los pescadores entran o sal en de lamisma segln obtengan benefi-
cios o pérdidas econdmicas respectivamente. De esta manera'y tal como propone Clark
(1990, p. 322), se considera también al esfuerzo de pesca como una variable dindmica
gobernada por |a ecuacion diferencial :
& 0
B =KE X-ii (6)
Pd g

donde ¢, p y k son pardmetros positivos que representan respectivamente: el coste por
unidad de esfuerzo, €l precio neto por unidad de capturay un coeficiente de proporcionali-
dad. El cociente ¢/pg en (6), es e nivel de stock que supone un beneficio cero para la
pesqueriaf, de modo que el esfuerzo crece si € stock esta por encima de este nivel, y
decrece en caso contrario. Hay que decir quelaecuacion (6) explicaladinamicadel esfuer-
Zo en un entorno de la situacion de equilibrio biondémico (es decir, de beneficio cero).
Podrian proponerse, no obstante, otras ecuaciones alternativas a (6) basadas por gjemplo
en hip6tesis sobre |as expectativas de | os pescadores.

6 qes uncoeficiente que depende de | a efi ci enci a de | a acti vi dad pesquer a.
7 Henos omiti do | a dependenci a respecto al tienpo por sinplici dad.
8 H beneficionetoobtenidoconlas capturas es P = preci oxapt ur as- cost esxesf uer zo = pgEx- cE
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El modelo a estudiar es, pues, € siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en di-
mension tres:

i

: X = rxa-ig-axy-qu

P e Kg

!

i o

% o= sy@l-Y2-bxy

! )
[ )

- KERX-—CS 2

% PA g

Realizaremos un estudio de la estabilidad de las soluciones de equilibrio y de los cam-
bios que, anivel local, afectan a dicha estabilidad cuando un pardmetro del sistemavaria.
Es decir, estudiaremos las bifurcaciones local es de codimensi6n uno presentes en € siste-
ma (7). En primer lugar se obtendran los puntos fijos, dandose condiciones necesarias y/o
suficientes parala existencia de los mismos.

4. PUNTOS DE EQUILIBRIO. CONDICIONES NECESARIAS Y/O
SUFICIENTES DE EXISTENCIA

Los puntosfijos del sistema (7) son las soluciones del conjunto de ecuaciones’:

: rx(l-i)-axy-qu =0

i K

!

P 9@y = 0

: ®)
i KE(x-—2) =

| pg

9 psérvese que | a pri nera ecuaci 6n de (8) garanti za una expl ot aci 6n sost eni bl e del recurso ya que | as
capturas igual an a novimento natural de | a pobl aci 6n (creci mento nat ural - pérdi das debi das a | a com

peti ci &n).
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Las expresiones (8) son satisfechas por sei s puntos que denotaremos en |0 sucesivo por
P ,i=1,..,6, cuyas expresiones simbdlicas como funciones de los parametros del modelo
son:;

P, = (0,0,0) ©)
P, = (K,00) (10)
P.=(0,L,0) an
&Ks(-r+al) -Lr(s-bK) 0
P = , 0= 12)
4 &-rs+tbKla -rs+bKla g
@c  r(gkp-¢)9
P = S ;—_ 13
=80 7K >
&c (-psqtbc)  -srKqp+rsc+alKsqp-aLKbc 0
Pszg_"L - 7 I (14
rq spq q Ksp 2

Analizaremos a continuacion bajo qué condiciones (expresadas mediante relaciones
entre los parametros del model o) existen |os equilibrios anteriores. Sabemos que todos|os
pardmetros del sistema representan cantidades positivasy queremos estudiar la existencia
delosequilibrios bajo un punto de vistaeconémico, es decir, nosinteresa saber cuando los
puntosfijos dados por (9) a(14) tendran sus coordenadas no nulas positivas. Estaclaro que
P, P,y P, existen siempre conindependenciadelosvalores asignados alos parametros del
sistema, pero no tiene por qué ocurrir asi con lostresequilibriosrestantes. Dadas|as expre-
siones (9) a (14) de los equilibrios, puede demostrarse facilmente e siguiente resultado.

c bc _c(rsabLK)

Proposicion 1. Definidas las constantesq, =—— ,q,=——

pK o 7% Kpsr-aL) ' FV"

fican:
1) Lascoordenadas de P, son positivassiy sblosia >r/L,3>s/K 6a <r/L, B< g/K.
2) Las coordenadas de P, son positivassi y sdlosi g > q,.
3) Sia>r/L, R>g/K, entonces P, tiene coordenadas positivassi y solo s ¢, < g <g,.
4) Sia<r/L,B<s/Koa<r/L,B>gK, entonces P, tiene coordenadas positivas si y
sblosig,<q,
5) Enotro caso, P, tiene coordenadas negativas.

10. Todos | os cél cul os si nbdl i cos se han real i zado con el sof t ware Mt henat i ca3. 0.
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Notesequesi a =r/L, lospuntos P, y P, coinciden, y asi sucede también con los puntos
P,y P,s 3= 9gK. Asi mismo, si q = q,, los equilibrios P, y P, coinciden. Se comprobara
ademés mas adel ante que en tales casos |lamatri z jacobiana asociadatiene un autoval or real
simpleigual acero, o que debera ser tenido en cuentaala horade estudiar las bifurcacio-
nes en la Seccidn 6.

5. ANALISIS DE LA ESTABILIDAD LOCAL DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

Paraestudiar laestabilidad local delas solucionesde equilibrio del sistema (7), recurri-
mos al analisis del signo de los autovalores de la matriz Jacobiana asociada evaluada en
cada uno de ellos.

Paracadapunto deequilibrioP =(x;, y,, E;), i = 1,...,6, consideramos €l sistemalineal
asociado:
&=Jc (15)

con Jlamatriz Jacobiana del campo vectorial dado por (7) evaluadaen el punto P.
Dichamatriz tiene la expresion general:

e 6
gr—ﬂx—ay—qE “ax I
K -
(; 0
J E _Q b 2 0 :
(cyE)=6 by 28y :
¢ - = (16)
(; -
G kE 0 & C o
kex-—=x
g PA ag

Se verificaentonces el siguiente resultado™.
Proposicion 2. Dados q,, g, y ¢, como en laProposicion 1, se verifican:

1) Paracualesquiera valores positivos de los pardmetros del sistema (7), el equilibrio
P, esun punto de silla con una variedad estable asociada de dimension uno.

11. La denost raci 6n esta en el Apéndi ce.
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2)

El equilibrio P, esun punto desillasi R< §/K, y un nodo estable si 3> s/K y ademas

c

g< p—K:%.

3) P, esun nodo establesi a >r/L y un punto desillas a <r/L.

4) Si severificana <r/L, 3< Ky q<q,, entonces el equilibrio P, es estable.

5) Si g, <q<q, entonces el equilibrio P, es estable.

6) Si severificana <r/L, 3< 9Ky q> q,, entonces P, es estable.

Observaciones:

19

%)

3)

En e caso de un punto de silla hablaremos de estabilidad condicional, €s decir,
eligiendo apropiadamente las condiciones iniciales, es posible situarse sobre lava-
riedad estable del punto de silla (esto es, la senda de atraccion) y lograr un acerca-
miento a mismo. Légicamente, por ejemplo, en el caso de P, estas condiciones
inicialesno reflgjarian unasituacién real, pues el sistemano evolucionarianuncade
modo natural hacia un equilibrio que, como P, implicara la extincion de ambas
especies sin gjercerse ninguin esfuerzo de pesca.

El equilibrio P, caso de ser estable, es el que alcanzan de modo natural ambas pobla-
ciones si o se gjerce ninguin esfuerzo de pesca.
Obsérvese que dicho equilibrio coincide con P, si q = q..

Notese que para que la desigualdad g, < q < g, tenga sentido, debe ser 3> /K.
Obsérvese también que P, = P, si g =,

Todos los resultados enunciados en las Proposiciones 1y 2, se hallan resumidos en la
Figura 5. Nétese que cuando hablamos de la no existencia de algun equilibrio nos referi-
mos a que para valores positivos de los parametros, alguna de las coordenadas de dicho
punto es negativa, lo cual no tiene sentido en larealidad. Prescindiendo de una significa-
cion econdmica, tales puntos pueden surgir perfectamente como equilibrios formales del
conjunto de ecuaciones diferenciales (7).

Podemos concluir estaseccion diciendo quelasrectasdadaspor a =r/L y 3= 9K cons-
tituyen las fronteras paramétricas respecto de las cual es se producen cambios cualitativos
importantes en ladinamica del sistema. Con estos resultados presentes, acometemos en la
siguiente seccion € estudio de las bifurcaciones de codimension uno en el sistema(7).
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6. ANALISIS DE LAS BIFURCACIONES DE CODIMENSION UNO

6.1. Bifurcaciones relacionadas con la aparicion de un autovalor real simple igual a
cero

A lavista de los resultados recogidos en la Figura 5 Ilegamos a la conclusién de que
existen tres bifurcaciones transcriticas entre los equilibrios P, y P, (para el valor del
parametroa = r/L), P,y P, (paral3 = §/K) y entre P, y P, (para €l valor del parametro q
dado por q,). En efecto, con respecto a los dos primeros puntos, obsérvese que tanto si
estamos por encimade larecta3 = §K como si estamos por debajo, el comportamiento de
dichosequilibriosaambosladosdelarectaa =r/L recuerdaal delabifurcacion transcritica,
pues como primer indicio, la matriz Jacobiana (16) posee un autovalor real ssimpleigua a
cerocuandoa =r/L.

Figura 5. Condiciones de existencia y estabilidad de los equilibrios del sistema (5)

B
A P=P, un
autovalot A=0
g,
P, Nodo estable si < g, P; Nodo estable si g < g
P, 5illa P; Hodo estable
AP, P, punto de silla
3P;s g g yesestablesiq< g, | IP;si q> q yesestablesig< g,
PP, w AP.siq> g, AP siqe(y, o
autovaloy
A=D (@< g (= <)
< > F=
P, Silla Im F, Silla Iv)
P, Billa ) P, Hodo sstable
3P, estable s < g, IP, 4 q> g, punto de dla
3P, s q> g, punto de silla 3p, AP,
3P, estable s > q,
(5<% a) -
»
0 [ 4
s
=1l

Obsérvese ademasquesi a > /L y 3> /K, el punto P, esun nodo estable'y P, un punto
desilla; conforme el parametro adecrece haciael valor r/L, € equilibrio P, se acercaaP,,
colisiona con € cuando a = r/L y después de este vaor, P, pasa a ser un punto de silla
mientras que P, desaparece si hablamos en un sentido econdmico estricto, pues paraa <t/
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L lascoordenadas de P, son negativas. Desdeel punto devistamatematico, existe unabifiir-
cacion transcritica entrelos equilibrios P, y P,, pues se compruebaquesi:

mwl rs r+&bKu<a<L
ibKL' L b L an

entonces P, es estable y 1o que se ha producido entre ambos puntos tras la colision es un
intercambio de estabilidad, |0 que caracteriza a una bifurcacién transcritica.

En un contexto meramente econdémico, seinterpretalasituacion delasiguiente manera:
s ayRestanenlaregion (I1) delaFigura5, € punto deequilibrio P, = (0, L, 0) esun nodo
estable, esdecir, en ausenciade esfuerzo de pesca, laespecie y ganalacompeticién, huyen-
do el sistema de un equilibrio como P, = (x,, y,, 0). Ahora bien, cuando atravesamos la
rectaa = r/L, desaparece P, , aunque éste seguiria gjerciendo su influencia sobre el flujo
del sistemaatrayendo alastrayectorias haciala parte negativa de | os gjes de coordenadas.
Respecto de P, en ese caso, a convertirse en un punto de silla, solamente unas condiciones
iniciales especiales pueden conducir alas trayectorias del sistema hacia dicho equilibrio.

En el caso B < §/K ocurre algo similar: paravaloresdea <r/L, & punto P, es un punto
desillay P, un nodo estable si g < g,. Conformea crece haciael valora =r/L, el punto P,
seacercaaP,, colisionacon €l y desaparece a continuacion (en un sentido econémico), ala
vez que P, se convierte en un nodo estable. Aunque paraa ligeramente mayor que /L las
coordenadas de P, son negativas, puede comprobarse que, tras del valor de bifurcacion, si:

r rs
<a<——
L bKL

(18)

entonces P, esun punto de silla. Ambos puntosintercambian entonces su estabilidad trasla
colisiéon. En el Cuadro 1 resumimos las conclusiones de este resultado.

Cuadro 1. Bifurcacion transcritica entre los puntos P, y P,

b>2 b<>
K
r r r r
a<— a>— a<— a>—
L L
P, punto de silla P, estable P, punto de silla P, estable
P, estable* P, punto de silla P, establesi g<q, | P, puntodesilla*
— r —_
=7 P P,=P,
*Las coordenadas de P, son negativas
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Puede comprobarse'?, no sin eludir tediosos calculos, que larestriccién del sistema (7)
alavariedad centro en un entorno del equilibrio P,y parael valor debifurcaciona =r/L, es
el sistemaunidimensional:

x=(ral)x+& L4800
(r-a )X+8 " X (19)

el cual verifica las condiciones de generacidad y de no degeneracion de la bifurcacion
transcritica.

Lamismasituacion quesedaentrelosequilibrios P,y P,, tienelugar entrelos puntos P,
y P, enlasregiones(ll) y (V) delaFigura5 conforme 3 se acercao aejadel valor R=g/K.

Noétese que la matriz Jacobiana (16) posee un autovalor real simple igual a cero si
R=9g/K. Siendoa >r/L, puede observarse quesi 13> s/K, €l punto P, esun nodo estable (si
g<dq,)yP,unpuntodesilla. Conforme3decrecehacias/K, ambos puntosseaproximan uno
hacia el otro, colisionan cuando 3= g/K y tras ello, P, se convierte en un punto de silla

mientrasque P, desaparece en un sentido economico. Enel contexto puramente mateméti co,
puede comprobarsequesi:

max‘l rs f+S-a|-U<b<§ 20
fakl’” K K 20)

entonces P, pasaaser estable traslabifurcacion. P,y P, intercambian entonces su estabili-
dad. Resumimos €l resultado en el Cuadro 2.

Cuadro 2. Bifurcacion transcritica entre los puntos P,y P,

r r
a>— a<—
L L

b<-> b>> b<-> b>->

P,puntodesilla | P, establesi g<q, P,puntodesilla | P,estables g<q,
P, estable* P,puntodesilla | P,estables g<q, | P, puntodesilla*

N
b=—- P P,=P,

*Las coordenadas de P, son negativas

12. Ver Apéndi ce.
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Puede comprobarse, asi mismo, siguiendo |os pasos andlogosalosrecogidosen el Apén-
dice paralatransformacion del sistema, que larestriccion del mismo alavariedad centro
viene dada por:

s abKo ,

=(sbK)y-¢c—-——=
%=(s )ygL ; zy 1)

Puede comprobarse que el sistema unidimensional anterior verificalas condiciones de
generacidad de la bifurcacién transcritica.

Finalmente, con respecto alos equilibrios P, y P,, puede observarse que si (a, f3) esun
punto perteneciente alasregiones (1) 6 (I1) delaFigura5, entonces existe una bifurcacion
transcriticaentre ambos parael valor del parametro g = g, pues, paravalores de ql (9,9,
el equilibrio P, esestable y P, es un punto de sillay conforme q decrece hacia g, anbos
puntos se acercan uno hacia el otro hasta que colisionan cuando ¢ = g,. En ese momento la
matriz (16) posee un autovalor real simpleigual acero. Posteriormente, y paravaloresdeq
mayores que d,, P, es un nodo estable y P, desaparece (en un sentido econémico, pues la
coordenada E, es negativasi q<d,).

Fuera ddl contexto econdémico, es ésta una bifurcacion transcritica pues como puede
verseen el Apéndice, s q<q,, losautovaloresasociados| , y | , sondedistinto signoy por
tanto, tras la bifurcacion, el punto P, esun punto desilla

Puede comprobarse ademas, del mismo modo que se hizo en los dos casos anteriores,
gue larestriccién del sistemaoriginal alavariedad centro es el sistema unidimensional:

_ c 8 kKq
B=k -EEE_T E? (22)

el cual verifica las condiciones de transversalidad y no degeneracion de la bifurcacion
transcritica. Resumimos este resultado en el Cuadro 3.

Cuadro 3. Bifurcacion transcritica entre los puntos P,y P,

(a,®)1 (1)6() delaFiguras

q<gq, a>q,
P, estable P, estable
P, punto de silla* P, punto de silla
q=q, P P2=P5

*Las coordenadas de P, son negativas
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6.2. Bifurcaciones de Hopf

La matriz jacobiana del sistema (7) puede admitir un par de autovalores imaginarios
puros unicamente en el caso del equilibrio P, (ver autovalores asociados a resto de los
equilibrios en el Apéndice). Para detectar |as bifurcaciones de Hopf en un entorno de este
punto hemos seguido a Guckenheimer et a (1997) quienes establecen que una condicion
necesariaparaque existaunabifurcacion de Hopf es: B >0, AB- C=0, donde A, By C son
los coeficientes del polinomio caracteristicop(l ) =1 3+ Al 2+ Bl +C delamatriz jacobiana
evaluada en P,. El calculo simbdlico de A, B y C como funciones de los parametros del
model0*® nos |leva alas siguientes condiciones necesarias para una bifurcacion de Hopf:

rs ckr(-ab cKL+a KLpgst crs- Kpgrs) +
ab>— vy _ (23)
KL +(bc-pgs)(-ab KL+ rs)(cr- Kb e+ Kpgs) =0

Si consideramos €l coeficiente g como parametro del sistema, y g = g, esunasolucion
de la ecuacion anterior, entonces lamatriz jacobiana del sistema (7) evaluada en P, posee
un par de autoval ores imaginarios puros para dicho valor de g.

Una demostracion analitica de la existencia de ciclos limites estables requeririaen pri-
mer lugar calcular paraq = g, unaaproximacion alavariedad centro'y restringir el sistema
original alamismay, en segundo lugar, calcular laformanormal en coordenadas polares,
para asi obtener el primer coeficiente de Liapunov. Desafortunadamente, llevar a cabo
estoscélculosen el presente model o es demasiado complejoy por ello dicho coeficiente ha
de ser obtenido numéricamente, como en el siguiente gjemplo.

7. LA PESQUERIA DE BOQUERON DE LA REGION SURATLANTICA
ESPANOLA BAJO LOS EFECTOS DE LA COMPETICION

Parailustrar todos | os resultados anteriores obtenidos anivel tedrico, hemosasignado a
los pardmetros del model o las estimaciones realizadas por Garciadel Hoyo (1997) parala
pesqueriade boquerdn (engraulis encrasicholus) de laRegion Suratlantica Espafiola, bajo
el supuesto de que existe unainteraccion entre estaespeciey lacaballa(scomber japonicus),
presente también en dicha zona pesgquera. Al no disponer de estimaciones para |os coefi-
cientesa y 3 que cuantifican lainteraccion, hemos recurrido asimul aciones numeéricas con
las que mostrar losresultados. Paraello, hemos considerado como pardmetro del sistemael

13. Estos coefi ci ent es pueden verse en | a ecuaci 6n (35) del Apéndi ce.

Estudios de Economia Aplicada, 2002: 651-677 * Vol. 20-111



668 M Luisa Vilchez Lobato, Francisco Velasco Morente y Juan J. Garcia del Hoyo

coeficiente ¢. Dado que éste depende de la eficiencia de la actividad pesquera, hemos
creido interesante estudiar las bifurcaciones en funcién de él. Los valores asignados alos
pardmetros se muestran en el Cuadro 4.

Cuadro 4. Valores numéricos asignados a los parametros

Pardametro Valor numérico estimado
r 0,6564 1/afio
0,4815 1/afio
8.153,616 Tm
11.383,08 Tm

350.000 ptas/Tm
32.610 ptas/dia de pesca
0,05

xlo|lo|lF| Xl on

Con estos valores, losratiosr/L y /K son: r/lL =5.76 x 10°y K =5.90 x 10°. Como
es deseable que el sistema posea un equilibrio en un punto como P,, asignaremosaa y 3
valorestalesque (a, ) pertenezcaalasregiones(l) 6 (I1) delaFigurab, en las que ademéas
deexistir P, se verificalacondicion necesaria paralaexistencia de bifurcaciones de Hopf.
Asi, hemos considerado por giemplo, a = 4e-5<r/L y 3= 7e-4 > s/K. De este modo, la
constante g, dada en la Proposicion 1 es g, = 1.35452e-4. Para valores de ¢ ligeramente
mayores que d, sabemos (ver Figura 5) que existe el equilibrio P,, que P, y P, son nodos
inestables, que P, es un punto de sillay que no existe el equilibrio P, (en € contexto
economico). Ademas, la ecuacion (23) se verifica para q = g,,, = 9.554867e-4 siendo

d:dReI C)}7; >0
dq 1/@:qb|f .

Entonces, por € teorema de Hopf, tenemos garanti zada | a existencia de unatrayectoria
periddica cerrada bifurcandose a partir de g, Mediante €l software CONTENT desarro-
[lado por Kuznetsov y Levitin (1997) hemos creado un gréafico de continuacion, € cual
consiste en una representacion de las coordenadas del punto de equilibrio P, frente al
parametro ¢. Dicha representacion se detiene cuando, para algin valor de ¢, la matriz
jacobianadel sistema posee un autovalor ssmple nulo o un par de autoval ores imaginarios
puros. El programaanalizad tipo de bifurcacion existentey en el caso delabifurcacion de
Hopf, proporcionael primer coeficiente de Liapunov y lafrecuenciadelaoscilacion. Asi,
se ha confirmado que el valor de bifurcacion es g, y se ha obtenido un coeficiente de
Liapunov negativo lo que implicaque €l ciclo limite es estable. Hablariamos entonces de
una bifurcacion de Hopf supercritica: paravaloresde q < g, lastrayectorias son atraidas
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en espiral por €l foco estable P,, como puede observarse en la Figura 6, y conforme ¢
rebasael valor critico, aparece un ciclo limite establealavez que el equilibrio P, sevuelve
inestable.

Figura 6. Una trayectoria del sistema (7) atraida por el equilibrio P, para q < '

z

260 ——

240 —

220 —

200 —

Figura 7. Una trayectoria del sistema (7) atraida por el ciclo limite

9994 —4—

D793 . Bt

2793 —{— /"’-_:cs. s e,

FITW 4 }
’*% 26,00 6.1

Observamos en la Figura 7 unatrayectoria que comienza en un punto inicial proximo a
P, en el interior del ciclo. Podemos ver como es atraida por éste. Para el valor de bifurca-
cionq=q,, € equilibrio P, sesitGaen losniveles:
P, =(97.512 Tm, 9769.39 Tm, 269 dias de pesca)

Al serlosequilibrios P,y P, inestablesy P, un punto desilla, las orbitas son atraidas por
P, o por €l ciclo quelo rodea, segiin seael parametro g mayor 0 menor qued,, 0 eventual-
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mente por el punto desillaP, si las condicionesiniciales son tales que sittan alatrayecto-
riacorrespondiente sobrelavariedad estable del punto de silla. Unarepresentaci én aproxi-
mada (proyeccion sobre el plano x-y) serialaque se muestraen laFigura8.

Figura 8. Representacion aproximada del comportamiento de las trayectorias del sistema (7)
antes (a) y después (b) del valor de bifurcacion para a =4e-5<r/Ly b = 7e-4 > s/K

v
h

a) b)

8. CONCLUSIONES

Hemos pretendido con este trabajo poner de manifiesto que la teoria sobre bifurcacio-
nes locales es una herramienta importante en la comprension de los sistemas dinamicos
aplicados a distintos campos de |la Economia tales como aquéll os rel acionados con la pes-
ca, puesto gue permite en primer lugar profundizar en propiedades cualitativas delos equi-
librios y érbitas del sistemay en segundo lugar, establecer las fronteras paramétricas a
partir delas cuales se producen | os cambios estructurales. Paraello es necesario conocer en
primer lugar los fundamentos mateméti cos sobre sistemas dinamicoslineal es, en particular
aguellos resultados que relacionan alos autoval ores de lamatriz jacobiana con la estabili-
dad de los estados estacionarios, puesto que en un sistemano lineal se aplican del mismo
modo sobre puntos de equilibrio hiperbdlicos. Para equilibrios no hiperbdlicos, € teorema
de lavariedad centro resulta fundamental por la simplificacion que introduce en € trata-
miento de | as bifurcaciones. Cuando hemos aplicado estateoriaa modelo de competicion
presentado, hemos Ilegado a las siguientes conclusiones:

1) El sistema (7) posee seis puntos de equilibrio estacionario.
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2) Hemos obtenido algunas condiciones necesarias y/o suficientes de existenciay esta-
bilidad en funcién de que los coeficientesa y 13 sean menores 0 mayores que los ratios r/L
y 9K, respectivamente. Algunas de ellas (resumidas en la Figura 5) incluyen también res-
tricciones sobre el pardmetro q.

3) Pueden hacerse algunasinterpretacionesrealistasalaluz delosresultados obtenidos.
Asi, la estabilidad de los estados estacionarios P, y P,, cuando exista, implica que una u
otrade las poblaciones en competicion puede llegar alaextincion en ausencia de esfuerzo
de pesca. Ademas puede hablarse también de |a estabilidad condicional paraambos equili-
brios, es decir, podrian ser puntos de silla'y alcanzarse cuando las condiciones iniciales
situaran a las trayectorias correspondientes sobre la variedad estable de los mismos. De
igual modo, un equilibrio estable como P, implicarianiveles no nulos de coexistenciapara
ambas poblaciones en ausencia de esfuerzo de pesca.

4) Dossituaciones de equilibrio dadas por P,y P, pueden existir con niveles de esfuerzo
no nulos. Dependiendo delos valores delos pardmetros, como se observaen laFigura5s, e
punto P, puede ser un punto de silla o un equilibrio estable. Alcanzarlo implicaria que,
gierciéndose un esfuerzo de pesca igual a E,, el nivel de biomasa correspondiente a la
especie x se situaria en torno a equilibrio biondmico mientras que la otra especie seria
conducidaalaextincion. Con respecto aP,, seriasiempre deseable que el sistemaadmitie-
raun equilibrio en un punto como éste puesto que ello implicaria niveles de equilibrio no
nulos para ambas poblacionesy para €l esfuerzo. Hemos establ ecido algunas condiciones
necesarias paralaexistenciay estabilidad de este punto.

5) A lavistadelos resultados sobre estabilidad resumidos en la Figura 5, se ha detecta-
do laexistenciadetres bifurcaciones transcriticas entre los equilibrios P,-P,, P-P, y P,-P..
Se ha comprobado ademas analiticamente que P, es el Gnico candidato para una bifurca-
cién de Hopf y numéricamente se hailustrado este hecho con los pardmetros estimados
para una pesqueriareal. El teorema de Hopf y € software CONTENT nos han permitido
establecer laexistenciay estabilidad de 6rbitas periédicas cerradas de tipo ciclo limite.

APENDICE

Demostracion de la Proposicion 2.
1) Los autovalores de lamatriz (16) evaluadaen P, son:

kc
I, = r>0, |, = s>0, |3 = -—<0 (24)

Pq
de donde resulta evidente la conclusion.
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2) Los autoval ores asociados a P, son:

coO
|, = -r<0, |, = sbK, |; = kgK-—= 25
g PAd g 25)
con lo cual se deduce sin mas célculos la conclusion.
3) Los autoval ores asociados a P, son:
kc
Il = r'al_, |2 = 'S<O, |3 = '_<O 26
nq (26)

con lo cual es ohvialaconclusion.

4) Los autovalores asociados a P, son:

2 ¢ KrsaKLs0
l1=kKg—-———%,1,=D+yD°+S,1;=D-yD’+S (27

pg abKL-rs g
donde:
_rs(bK+al-r-9) _rs(-abKL+bKr+aLsrs)
D— S— (28)
2(rssabKL) (rssabKL)
Entonces.
| ,+13=2D,] 51 3=-S 29)
Sia <r/L, B< gK, entonces Dy S son negativos, pues:
rsabKL>0y bK+alL-r-s=bK-stalL-r<0 30)
y
-abKL+bKr+alsrs=(aL-r)(sbK)<0 31

Entonces, por (30), los autovalores| , y | , son de tipo estable, es decir, reales negati-
vos o complejos conjugados con parte real negativa. En este caso, y teniendo en cuenta
(27), el equilibrio P, esestable si | , <0, lo cual ocurre si y solo si q < g, (q, como en la
Proposicion 1).
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5) Los autovalores de lamatriz Jacobiana (16) evaluada en el punto P, son:

-bc
|, = —+s

Pa

_cr+ \Jcr(4ckK- 4 kK ? pa+ cr) (32)
2Kpqg

2 =

-cr+ \/ cr(4ckK- 4kK?pa+cr)
2Kpq

ls =

c
s g> K_p =0, entonces:
_ crk(Kpg-c) >0

2 2

Kp'q

[ 2+ 3= a <0yl .l
2 3 Kp 21 3
| o _bc_
por lo que los autovalores| , y | , son detipo estable. Si ademas q 5 =(Q,, entonces
|, <O también.

6) En el caso del equilibrio P,, laexpresion simbdlica de los autoval ores como funcio-
nes de los pardmetros del sistema resultaintratable, pero podemos deducir el resultado a
través de las propiedades del polinomio caracteristico asociado. Lamatriz Jacobiana (16)
evaluadaen el punto P, = (x,, Y., E) es:

& X

C-r=" -axs -Oxe-
¢ K +
- sy -
J=5-by, —==% N

G L : (34)
CKEs 0 -
& o

yaque P, verifica el sistema de ecuaciones (8). El polinomio caracteristico asociado es:
_ & Xs, Y60 XeY KdsxsYsEs
Ps(1) =1 3"‘8’?"‘3?6; 2'(abX6ye'rS KLG'quGEe)I +% 35)
Sil, I, 1, sonlosautovaloresde J,, entonces se verifica

<Oy | *l o+ =-2 X0 4 2VeDe g (36)

[ 1l 2l 3=+
il 2l 3 Tk L o

K gSxsYsEs
L

Estudios de Economia Aplicada, 2002: 651-677 * Vol. 20-111



674 M Luisa Vilchez Lobato, Francisco Velasco Morente y Juan J. Garcia del Hoyo

Por tanto, estos autoval ores pueden ser:

a) 0 bien reales, todos negativos, o dos positivosy uno negativo, o

b) uno real negativo y dos complejos conjugados con parte real negativa o positiva.

Por €l criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz'4, denotando respectivamente por A y B
aloscoeficientesdel 2y | del polinomio (35) y por C asu término independiente, €l punto
de equilibrio P, esestable si y sdlo si:

A>0,B>0,C>0,AB-C>0 37

Las condiciones A > 0, C > 0 se cumplen. Respecto ala cuarta, sl tenemos en cuenta
que:

r, ee rso, s 288 rso, kqr
AB-C=— “ab+—*+— “ab+—F+——
K Xe yeg KLy L X6 Ys 8 KLy K Xs Es  (38)
entonces, una condicion suficiente para AB-C > 0 es:
rs
-ab+—>0
KL 39)

Y (39) estambién unacondicion suficiente parague B > 0. Podemos observar entonces
que, s se verificaa <r/L, 3 < gK y adicionalmente la condicion g > g, (g, como en la
Proposicion 1), entonces existe el punto P, y es estable.

Restriccion del sistema (7) a la variedad centro en un entorno de P, para a = r/L.

Si trasladamos el punto de equilibrio P, a origen de coordenadas®, el sistemaresultante
puede escribirse en laforma:

88 0 g——xz—axy—qug
) - ¢ -
o0 Sral 0 0. ax0 ¢ +
¢ T ¢ L& T ¢ S +
gy{:g -bL -s 07 gy++¢ Y -bxy=+
o -k T ¢ +
: : . 40
86 ¢ o o _g—gE” ¢ KEX “0)
& Az g =

14. Ver Gandol fo (1996, p. 221).
15. Realizando en el sistena (7) el canbi o de coordenadas (y =L+y', x=x', E=E) (téngase en cuenta
que P,=(0, L,0)).
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Lamatriz del sistemaanterior (i.e., lamatriz Jacobianade (7) en el origen de coordena-
, : ke
das), tiene como autovaloresasociados: | , =r-aL,l ,=-syl ,= E . Comovemos, ¢, es

nulo en el valor de bifurcacion. Realizando en (40) el cambio de coordenadas:

&0 &X®
% :_TQ -
%5 SEd

con T una matriz formada por autovectores asociadosal , 1,y | ., €l sistema (40) queda
transformado en:

@ 0
o Cr- *axp am(X,Y.E)o
8@_ graL 0 Oggxogl()’)
g?{ﬂé 0 -s  Owgy~ +9h2(x y.E)7
- 42
ggy 0 0 ke gEﬂ &hs(x,Y,E) g @
é sz
donde:
er abLo
E) =G — + ——=x?-a xy- qEx
hi(X,y,E) = CRkT TS S Xy-q (43)
ha(,Y/E) =+ bL2r e +bKLx Ea L+ 9B 2L wr y O+ Lo -
KLst g e S 1] %
s LaebL 3 (44)
-— -—Xty=+
Lng S Yg
hs (X, Y, E) = KEX (45)

Con €l sistemaescrito de estamanera, podemos aplicar el método descrito en Kuznetsov
(1997), p. 165, y larestriccion de (7) alavariedad centro es el sistema unidimensional:

er ablLo
X = (raL)X+e-E+ < =X (46)

El sistema anterior verifica, para el valor del pardmetro a = r/L, las condiciones de
generacidad de la bifurcacion transcritica.
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