
 
Universidad de Huelva 

 
Departamento de Didáctica de las Ciencias y Filosofía 

 

 
 

Una profundización en la conceptualización de elementos 
del modelo de Conocimiento Especializado del Profesor 

de Matemáticas (MTSK) 
 
 

Memoria para optar al grado de doctor 
presentada por: 

 
Eric Flores Medrano 

 
Fecha de lectura: 21 septiembre de 2015 

 
 

Bajo la dirección del doctor: 
 

José Carrillo Yáñez 
 
 
 

Huelva,  2015 

 



 

Universidad de Huelva 

Departamento de Didáctica de las Ciencias y Filosofía 

 

 

 

 

 

 

 

Una profundización en la conceptualización de 

elementos del modelo de Conocimiento 

Especializado del Profesor de Matemáticas (MTSK) 

 

Tesis Doctoral 

Eric Flores-Medrano 

 

Dirigida por 

José Carrillo Yáñez 

 

Huelva, 2015 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Esta tesis la dedico a tres mujeres: mi 

madre de quien aprendí a no darme por 

vencido y enfrentar con entereza lo que la 

vida me ponga enfrente; mi esposa que ha 

sido mi pareja sentimental y de trabajo, 

mi coautora y árbitro, mi apoyo y guía… 

y mi hija, ese pequeño motorcito que, aun 

antes de nacer, aceleró la culminación de 

este trabajo. También la dedico a un 

hombre: mi padre, que me enseña el valor 

de la responsabilidad en el trabajo y la 

entrega por lo que se hace.     



 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

Este trabajo se realizó gracias al apoyo 

económico otorgado por  el Consejo 

Nacional de Ciencia y Tecnología de 

México mediante una beca de estudios en el 

extranjero (Conacyt ID 268749). 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

También se recibió apoyo financiero por  

parte del programa de Becas Complemento 

de la Secretaría de Educación Pública de 

México en los ciclos 2013-2014 y 2014-

2015. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Otras fuentes de apoyo económico para la realización de 

esta investigación provinieron de mi participación en el 

Centro de Investigación en Didácticas Específicas e 

Investigación en el Aula (CIDIESIA), en el grupo de 

Investigación “Formación inicial y desarrollo profesional 

del Profesorado (DESYM)” con código HUM-168 del 

Plan Andaluz de Investigación y en los proyectos 

“Conocimiento matemático para la enseñanza respecto a la 

resolución de problemas y razonamiento” (EDU2009-

09789EDUC) y “Caracterización del conocimiento 

especializado del profesorado de Matemáticas” 

(EDU2013-44047-P) apoyados por los ministerios de 

Ciencia e Innovación y de Economía y Competitividad de 

España, respectivamente. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Afortunadamente no todo en el doctorado tiene que ver con el 

dinero y se pueden agradecer muchas cosas más. Tengo la 

hipótesis de que en esta sección de la tesis todos los matemáticos 

educativos nos volvemos un poco poetas (alguien debería hacer 

un estudio). 

Quiero agradecer muy sinceramente a mi asesor, el profesor José 

Carrillo, por su invaluable compromiso para con este trabajo de 

investigación. Pepe, gracias por tantas horas que dedicaste a la 

lectura, análisis, debate y orientación de las ideas que te 

presentaba. Sobre todo te agradezco el ejemplo con el que formas 

a tus doctorandos, por la entrega que pones a la investigación y a 

la educación. Serán inolvidables las largas sesiones de trabajo en 

las que apenas nos movíamos de un aula a otra y las cortas 

sesiones de trabajo en las que recorrimos tantos kilómetros en 

bicicleta. 

También agradezco a mi esposa, Dina: gracias por acompañarme 

en esta aventura, gracias por motivarme a vivir esta aventura, 

gracias por estar conmigo lejos de nuestro país, eso hizo que me 

sintiera como en casa mucho más rápido de lo que esperaba. En 

especial, agradezco que hayamos aprendido a trabajar juntos, 

supongo que vienen muchas cosas por delante y este ha sido un 

excelente entrenamiento para afrontarlas. 

Al resto de mi familia les doy las gracias por la comprensión, el 

acompañamiento, el apoyo moral y los ánimos que nos inyectaban 

cuando los visitábamos presencial y virtualmente (Janus Friis, 

gracias por lo que te toca en esto), son una parte importante de 

esta investigación y ahora les toca leérsela. 

Este trabajo no habría alcanzado el grado de madurez que tiene 

ahora de no haber sido por las intervenciones y sugerencias de 

mis compañeros del grupo de trabajo del Seminario de 

Investigación en Didáctica de las Matemáticas con sede en la 



Universidad de Huelva. Particularmente quiero agradecer a Nuria, 

Luis Carlos, Miguel Ángel, Cinta, Diana, Kike, Álvaro, Miguel 

Ribeiro, José Luis, Nielka, Emma, Pablo, Rute, Mar, Ana, Pepe, 

Dina (lo malo de hacer listas es que se puede quedar alguien 

fuera, a ellos también les agradezco y pido disculpas por olvidar 

ponerlos, hipótesis 2: la tesis mata neuronas, muchas), todos han 

aportado algo importante a este trabajo y estoy muy agradecido 

por ello. 

También agradezco a los demás colegas del departamento de 

Didáctica de las Ciencias y Filosofía de la Universidad de Huelva 

por el recibimiento, apoyo y compañía que recibí de su parte 

durante estos cuatro años. 

Gracias a los profesores del Programa de Matemática Educativa 

del Centro de Investigación en Ciencia Aplicada y Tecnología 

Avanzada de México por apoyar mi trabajo durante la estancia 

académica que realicé durante el último trimestre de 2012, 

particularmente agradezco a Mario Sánchez por discutir de una 

forma tan profunda los aspectos que requería en ese momento de 

la investigación, dedicación que se reflejó en una publicación 

conjunta. 

Finalmente quiero agradecer a Ricardo Cantoral y Rute Monteiro 

por la revisión final de mi tesis, por el tiempo y esfuerzo dedicado 

para ello. Gracias por ayudarme a cerrar un ciclo. También 

agradezco a los miembros del tribunal que, aunque a la fecha en la 

que estaba escribiendo estos agradecimientos todavía no 

intervenían como tribunal en el trabajo, estoy seguro de que sus 

aportaciones serán medulares en mis futuras investigaciones, 

gracias Luis Carlos, Salvador y Javier. 

 

Huelva, Junio de 2015  



Índice 
 

 

 

 

 

 

Introducción …………………………………………………………………………….. 1 
  

Desarrollo del interés en la línea de investigación del conocimiento y 
desarrollo profesional del profesor de matemáticas …………………………....... 2 
  
Elección de los objetivos de investigación ..……………………………………..... 3 
  
Modalidad de la memoria doctoral ….……………………………………………... 6 
  
Factor de impacto de las publicaciones seleccionadas …………….…………… 9 
  

Marco Teórico …………………………………………………………………………. 11 
  
Publicación: “A theoretical review of Specialised Content Knowledge” ……...... 14 
  
Publicación: “Reflexiones sobre la naturaleza del conocimiento, las creencias 
y las concepciones” …………………..……………………………………………... 24 
  
Descripción del modelo MTSK …………………………..………………………..... 38 
  
Publicación: “Nuestra modelación del conocimiento especializado del profesor 
de matemáticas, el MTSK” ……………………………………………………......... 41 
  

Metodología ……………………………..………………………………………………. 57 
  
Elementos metodológicos comunes empleados en nuestras investigaciones ... 58 
  
Entornos online en la investigación sobre el profesor de matemáticas ……...... 59 
  
Publicación: “Online mathematics teacher education: main topics, theoretical 
approaches, techniques and changes in researchers’ work” ………..…………..  62 
  
Diferentes naturalezas en los elementos de conocimiento: evidencias, indicios 
y oportunidades ………………………………...…………………………………..... 70 
  



Publicación: “Oportunidades que brindan algunos escenarios para mostrar 
evidencias del MTSK” …………………………..…………………………………… 71 
  
Avances en el uso de las nociones de evidencia, indicio y oportunidad para la 
investigación ………………………………..………………………………………… 79 
  

Resultados ………………………………….…………………………………………... 83 
  
Resultados publicados: El KFLM y las relaciones entre conocimiento 
matemático y concepciones sobre la enseñanza y aprendizaje …..................... 84 
  
Publicación: “Conocimiento del profesor acerca de las características de 
aprendizaje del álgebra en bachillerato” …………….…………………………..... 85 
  
Publicación: “Connecting a mathematics teacher’s conceptions and 
specialised knowledge through her practice” ……………………………….…….. 102 
  
Resultados no publicados: el KMT y el KPM ……………………………………... 111 
  

Primera parte: Conocimiento de la Enseñanza de las Matemáticas ..…….... 111 
  

Segunda parte: Conocimiento de la Práctica Matemática …………..……….. 119 
  
Un ejemplo del uso del MTSK para analizar el conocimiento que se podría 
potenciar con una actividad diseñada para maestros de primaria en 
formación…………………………………………………………………………….  124 
  
Publicación: “El uso del MTSK en la formación inicial de profesores de 
matemáticas de primaria” ……………..…………………………………………….. 126 
  

Conclusiones …………………..……………………………………………………….. 137 
  

Referencias …………………………………..………………………………………..... 147 
  

 



 

 1 
 

Introducción 
 

 

 

 

 

 

Esta memoria doctoral se desarrolla en la línea de investigación denominada 

Conocimiento y Desarrollo Profesional del Profesor de Matemáticas. Está escrita en la 

modalidad de compendio de publicaciones. Forma parte de un conjunto de trabajos 

desarrollados en los últimos años en el grupo de investigación que participa en el 

Seminario de Investigación en Didáctica de la Matemática de la Universidad de 

Huelva, cuyo objetivo compartido es el entendimiento de los elementos que conforman 

un núcleo especializado en el conocimiento del profesor de matemáticas.  

La introducción está organizada en tres secciones. En la primera describo cómo 

se fue direccionando mi interés investigativo hacia la línea de investigación en la que 

está inserta esta tesis. En la segunda explícito las diferentes etapas que se produjeron 

hasta alcanzar la conformación de un objetivo concreto de investigación. En la tercera 

explico cómo está organizada la memoria doctoral para atender a la modalidad 

elegida, de manera que la producción científica refleje en buena medida el desarrollo 

de mi formación en el doctorado así como los resultados que obtuvimos en las 

investigaciones parciales que supone cada publicación. 
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Desarrollo del interés en la línea de investigación del 

conocimiento y desarrollo profesional del profesor de 

matemáticas 

Entre los años 2010 y 2011 participé en el proyecto Especialización de alto nivel 

para la profesionalización docente en las matemáticas de secundaria. Se trató de un 

curso de formación permanente a nivel nacional en México organizado por la 

Secretaría de Educación Pública (Ministerio de Educación) y el Centro de 

Investigación y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav). 

Hasta entonces, mi acercamiento a la Matemática Educativa había estado focalizado 

en la Didáctica del Cálculo y fue en este contexto en el cual se generaron mis primeras 

preguntas e inquietudes acerca de la formación profesional del profesor de 

matemáticas. Notaba, por ejemplo, que los profesores estaban muy preocupados por 

las situaciones socioeconómicas que aquejaban a sus comunidades y estudiantes, 

pero que, ante preguntas del estilo ¿cuántos ejes de simetría tiene una línea recta?, 

¿cuál es la menor cantidad de elementos con los que se puede definir un cuadrado?, 

¿cuántas formas diferentes hay para definirlo con esa cantidad mínima de 

propiedades?... los profesores se sentían atraídos y decididos a trabajar con aspectos 

matemáticos. Parecía que el hecho de reconocer los temas, de no tratarse de 

ejercicios idénticos a los que comúnmente utilizan en clase y de notar que sus 

conocimientos les permitían acceder a contestar esos cuestionamientos, motivaba su 

interés hacia la búsqueda de respuestas. 

Una de las inquietudes iniciales, y que ahora relaciono con mi investigación 

doctoral, es la búsqueda de un cuerpo de conocimiento que permitiera reconocer el 

ser profesor de matemáticas como una profesión. Una visión influenciada por la 

práctica tradicional de enseñanza de las matemáticas puede guiarnos a pensar que la 

función del profesor se restringe a dotar a los estudiantes de conocimientos que les 

permitan desarrollar técnicas o profesiones variadas y que el conocimiento que 

requiere dicho profesor es un subconjunto de las matemáticas, cada vez menos 

genéricas conforme avanza el nivel educativo, empleadas en esas profesiones, 

aunado a técnicas de manejo de grupo y a habilidades para comunicar de manera 

efectiva sus pensamientos, lo cual lo posicionaría como un consumidor y administrador 

de conocimiento de diversas profesiones, pero sin un ente disciplinar propio. Sin 

embargo, una visión menos tradicional nos lleva a cuestionarnos qué otras cosas 

necesita conocer el profesor o mejor, de qué forma necesita conocer las cosas el 

profesor. Ese era uno de mis intereses. 

Por otro lado, me enteré de que recientemente una ex-estudiante del 

Departamento de Matemática Educativa del Cinvestav había realizado el trabajo 

doctoral Sosa (2011) en la línea del Conocimiento del Profesor de Matemáticas. En 

este trabajo se utilizó el modelo denominado Mathematical Knowledge for Teaching 

(MKT, Ball, Thames & Phelps, 2008) para analizar clases de Álgebra Lineal y se 

extrajeron descriptores de conocimiento para cada uno de sus seis subdominios. Este 

modelo y metodología de trabajo daba respuesta, al menos parcialmente, a algunas de 

mis inquietudes y me proporcionaba ideas para avanzar en la misma línea.  
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La convergencia de estas dos circunstancias, por un lado el proyecto de 

profesionalización y por otro el acceso a un modelo de conocimiento profesional, 

impulsaron a la determinación de explorar fenómenos relacionados con el profesor de 

matemáticas que pudieran darme herramientas para aportar al entendimiento y mejora 

de mecanismos de formación de los profesores de matemáticas. 

Elección de los objetivos de investigación 

Esta investigación comenzó en el contexto del uso del modelo MKT y con la 

inquietud de explorar nociones de desarrollo profesional del profesor de matemáticas. 

El MKT consta de seis subdominios, tres pertenecen al conocimiento de la matemática 

escolar y tres al conocimiento didáctico del contenido. Por su descripción, fueron dos 

subdominios los que más llamaron mi atención: el conocimiento especializado del 

contenido y el conocimiento del horizonte matemático. El primero me daba información 

acerca de acciones, interpretaciones y toma de decisiones en las que el conocimiento 

matemático del profesor se ponía al servicio de fines educativos. El segundo, el 

conocimiento del horizonte matemático, parecía ser un conocimiento en alguna 

frontera de la matemática escolar o fuera de ella, lo cual me llevaba a pensar en 

fenomenologías de los conceptos matemáticos y las posibilidades de generar 

conocimiento a partir de estas.  

El primer interés investigativo consistió en observar qué efectos tenía sobre los 

otros cuatro subdominios el hecho de desarrollar el conocimiento especializado y el del 

horizonte matemático, lo cual involucraba una idea de alguna especie de relación 

funcional entre los subdominios. Pretendía diseñar un curso de formación para 

profesores en ejercicio en el que se desarrollara el conocimiento especializado y el 

conocimiento del horizonte matemático y se midieran los efectos que ocasionaba esto 

en el conocimiento común, el de los estudiantes, enseñanza y curricular (todos 

enfocados en el contenido matemático). Entre las consideraciones para tomar en 

cuenta estaba lo acotado del tiempo para realizar el doctorado y que el curso de 

formación se tendría que llevar a cabo en un intervalo de este, lo cual, en coincidencia 

con Simon (2013), podía ser que no garantizara que se produjera el desarrollo y que, 

en consecuencia, no pudiésemos observar los efectos que deseábamos analizar. Otra 

consideración estaba en el propio significado del término desarrollo. En el trabajo de 

Climent (2002) se analizó cómo las concepciones, el conocimiento y la visión del 

profesor acerca del desarrollo, todo enfocado a la enseñanza de las matemáticas, se 

relacionaba con el desarrollo profesional de este. En este primer interés investigativo 

se trataba de un desarrollo profesional específicamente basado en desarrollo de 

conocimiento, lo cual invitaba a realizar reflexiones acerca de cómo desarrollar el 

conocimiento, qué aspectos influían al momento de adquirir o transformar 

conocimiento, cómo se conjugaba un nuevo conocimiento con el ya existente… Estas 

consideraciones temporales y conceptuales me hicieron transformar el interés de mi 

investigación. 

El segundo interés investigativo fue una focalización del primero: quería saber 

sobre aquellos elementos que intervenían en el desarrollo profesional del profesor de 

matemáticas y cómo intervenía el desarrollo de sus conocimientos en ello. Por un lado, 

el trabajo de Carrillo, Climent, Contreras y Muñoz-Catalán (2007) proporciona un 
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modelo para interpretar el desarrollo profesional del profesor de matemáticas desde 

una visión cognitiva, lo cual se acercaba a la noción que me interesaba estudiar. 

Además, el trabajo de Climent (2002) hace mención de cuatro fuentes que intervienen 

en el desarrollo profesional del profesor de matemáticas, estas son su experiencia 

docente, su experiencia discente, su cosmovisión y los conocimientos 

académicamente adquiridos. Los efectos de estas fuentes se conjuntan en un solo 

cuerpo de conocimientos, experiencias y visiones que se reflejan en las acciones y 

toma de decisiones que, además, son mediadas por elementos externos. De este 

modo, el objetivo aquí planteado requería de tener acceso a información que, dada su 

atemporalidad con el estudio (la experiencia discente) podía quedarse en el terreno de 

lo anecdótico, otra que requeriría de una observación prolongada y asumir el riesgo de 

obtenerla solamente de manera parcial (la experiencia docente), una más que 

involucraba aspectos mucho más profundos relacionados (aunque no exclusivamente) 

con las concepciones y creencias del profesor de aspectos incluso desligados de la 

matemática, su enseñanza y aprendizaje (cosmovisión), y quedando únicamente como 

fuente con un acceso claro para obtener información lo referente a los conocimientos 

académicamente adquiridos. Esta dificultad en el acceso a la información para un 

estudio de corto plazo centró mi atención en explorar elementos de conocimiento del 

profesor. 

Así, el tercer interés investigativo se centró específicamente en analizar algunos 

aspectos del conocimiento del profesor de matemáticas. Una idea que me permitía no 

desvincularme completamente de mis intereses iniciales fue explorar aquel 

conocimiento que el profesor empleaba intencionalmente en clase. Partía de la idea de 

que sus acciones educativas (centradas en el contenido) tenían de trasfondo una 

fuerte carga de conocimiento y que, tanto aquello que podíamos observar en una clase 

como las cosas que evitaba hacer o decir nos proporcionaban información de 

elementos variados de conocimiento. Por ejemplo, imaginemos una clase de 

matemáticas en primer año de secundaria. Un profesor está explicando a sus 

estudiantes la noción de raíz cuadrada y se presenta la siguiente situación: 

Profesor (P):  ¿Ya has terminado de calcular todos los ejercicios? 
Alumno (A):  Sí, bueno, no sé si en este esté bien. 
P:  ¿Cuál es? 
A:  Es que la raíz de −4 no me sale, bueno he puesto ±2, pero ahí tengo 

que multiplicarlos cambiados, o sea en lugar de multiplicar los dos 
positivos o los dos negativos como en los demás ejercicios, aquí tengo 
que multiplicar (+2)(−2), por eso no estoy seguro. 

P:  Claro, porque la definición te dice que debes encontrar un número que 
multiplicado por sí mismo te dé como resultado el número que estás 
buscando, en este caso el −4, y al multiplicar (+2)(−2) ya no estás 
multiplicando a un número por sí mismo. 

A:  ¿Entonces qué debo hacer?, porque si multiplico (2)(2) o (−2)(−2) me 

da 4, no −4. 

P:  ¿Tú dirías que la raíz de −4 no se puede calcular? 
A:  Yo no logro encontrarla. 
P:  Lo que quería que notaras que la raíz cuadrada de un número negativo 

no existe, al menos no en los números que conoces hasta ahora, 
puedes probar con otros casos, solo es cuestión de que le cambies el 
signo a los ejercicios que sí pudiste resolver y te darás cuenta de que 
tampoco podrás encontrar su raíz cuadrada. 

A:    ¿Entonces lo dejo así sin contestar? 
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Este extracto, aunque inventado, bien podría reflejar una dinámica real de clase 

en la que pueden detectarse acciones y omisiones intencionadas por parte del 

profesor que nos permiten conjeturar acerca del conocimiento que se refleja a partir de 

ello: 

Para empezar se puede destacar el diseño de la tarea en la cual pone un ejercicio 

que no es posible resolver con los conocimientos de los estudiantes en ese curso, lo 

cual refleja consciencia por parte del profesor acerca de cuáles son los temas que sus 

estudiantes conocen. También podemos suponer que el profesor conoce mecanismos 

para desestabilizar los conocimientos de sus estudiantes y los efectos que puede 

producir con ello en el aprendizaje de las matemáticas. Al hacer notar que no existe en 

los reales raíces para los negativos nos da información acerca de su conocimiento del 

hecho mismo, de que sabe cuáles son los sistemas numéricos que se conocen en ese 

grado escolar, posiblemente nos ofrezca información acerca de la idea del profesor 

sobre posibles confusiones que surgirían si él explicara más a fondo que existe 

solución en otro sistema de numeración y que por ello omite hacer esto, además, 

refleja posible conocimiento sobre el alcance de generalizaciones al pedir que prueben 

con cualquier número negativo (aunque pierde la oportunidad de permitir que el 

estudiante explore por sí mismo esa propiedad).  

Estos conocimientos, algunos evidentes y otros que requerirían de una 

triangulación de información para verificarlos, son todos extraídos de acciones u 

omisiones intencionadas. La situación cambiaría si la clase se hubiese desarrollado de 

la manera siguiente: 

Profesor (P):  ¿Ya has terminado de calcular todos los ejercicios? 
 Alumno (A): Sí, bueno, no sé si en este esté bien. 
 P: ¿Cuál es? 
A:  Es que la raíz de −4 no me sale, bueno he puesto ±2, pero ahí tengo 

que multiplicarlos cambiados, o sea en lugar de multiplicar los dos 
positivos o los dos negativos como en los demás ejercicios, aquí tengo 
que multiplicar (+2)(−2), por eso no estoy seguro. 

P:  A ver, para todos, el ejercicio del inciso d no es posible resolverlo, 
déjenlo así y sigan con los demás. 

Para avanzar en ese objetivo de investigación era necesaria una comprensión 

profunda del MKT al ser el modelo que se tenía pensado utilizar para examinar 

conocimiento. Dicho análisis, realizado en conjunto con otros investigadores en 

formación y debatido con investigadores consolidados, evidenció algunas dificultades 

en la aplicación analítica del MKT, lo cual dio pie a la conformación de un nuevo 

modelo para investigar el conocimiento especializado del profesor de matemáticas (la 

discusión completa la he reservado para el marco teórico de manera que se muestre 

su conformación). El modelo fue denominado Mathematics Teachers’ Specialised 

Knowledge (MTSK, Carrillo, Climent, Contreras & Muñoz-Catalán, 2013) y los 

esfuerzos investigativos de esta tesis han colaborado en su propia conformación. 

Consideramos que la forma de construcción del modelo hace que este sea dinámico y 

que permita la incorporación de elementos o la modificación si las evidencias así lo 

indican. El trabajo de desarrollo del MTSK propició la determinación de los siguientes 

objetivos de esta investigación: 
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Objetivo general: Desarrollar en profundidad algunos de los diferentes elementos 

que conforman el modelo MTSK. 

Objetivos específicos:  

a) Desarrollar elementos del conocimiento de las características de 

aprendizaje de las matemáticas. 

b) Desarrollar elementos del conocimiento de la enseñanza de las 

matemáticas. 

c) Desarrollar una caracterización para el conocimiento de la práctica 

matemática. 

d) Comprender relaciones entre el conocimiento matemático del profesor y sus 

concepciones acerca de la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. 

Modalidad de la memoria doctoral 

El reporte de esta investigación doctoral fue realizado en la modalidad de 

Compendio de Publicaciones que, en el reglamento vigente de la Universidad de 

Huelva (Universidad de Huelva, 2014), establece los siguientes puntos: 

Artículo 35.- Tesis doctoral como compendio de publicaciones.  

1. Una tesis doctoral se podrá presentar como compendio de publicaciones. 

Bajo este formato, la tesis doctoral debe estar constituida por el conjunto de 

trabajos publicados por el doctorando sobre una misma línea de investigación.  

2. El conjunto de trabajos constará de un mínimo de tres aportaciones 

científicas publicadas o aceptadas para su publicación, que habrán de reunir 

los siguientes requisitos:  

a) La aportación científica del doctorando a los trabajos ha de ser 

significativa y debe estar acreditada por el director de la tesis.  

b) El medio de publicación ha de estar incluido en una de las siguientes 

bases de datos: Science Citation Index, Social Science Citation Index, Arts & 

Humanities Citation Index. En el caso de que alguna publicación no esté 

incluida en estas bases de datos, la Comisión Académica del programa de 

doctorado en cuestión deberá tener en cuenta los criterios de evaluación 

establecidos por la Comisión Nacional Evaluadora de la Actividad 

Investigadora (CNEAI), previa justificación por parte del doctorando y del 

director de tesis del impacto del trabajo.  

c) Al menos dos de los trabajos deberán haber sido aceptados para su 

publicación con posterioridad a la primera matrícula en Tutela Académica 

por elaboración de Tesis Doctoral. El tercer artículo, si se justifica 

adecuadamente a la Comisión Académica, podrá haber sido aceptado 

anteriormente siempre que sea de la temática de la Tesis y se justifique por 

parte del director de la Tesis.  

3. Los trabajos que formen parte de una tesis de compendio de publicaciones 

no podrán formar parte de otra tesis presentada bajo esta misma modalidad.  
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4. La memoria de tesis habrá de contener, al menos, los siguientes puntos:  

a) Introducción, en la que se justifique la unidad temática de la tesis y la 

bibliografía de apoyo.  

b) Objetivos y metodología  

c) Discusión de resultados 

d) Conclusiones 

e) Copia completa de los trabajos, ya sean publicados o aceptados para 

publicación, en la que conste el nombre y adscripción del autor y de todos 

los coautores, si los hubiere, así como la referencia completa de la revista o 

editorial en la que los trabajos hayan sido publicados o aceptados para su 

publicación, en cuyo caso se aportará justificante de la aceptación por parte 

de la revista o editorial.  

f) Informe con el factor de impacto de las publicaciones presentadas. En 

aquellas áreas en las que no sea aplicable este criterio se sustituirá por las 

bases relacionadas por la CNEAI para estos campos científicos. 

Siguiendo estos lineamientos, el reporte de investigación que se presenta en este 

documento está organizado siguiendo dos líneas argumentales simultáneas de 

manera que las publicaciones en las que participé durante mi formación doctoral 

muestren (a) los elementos clásicos de una investigación (objetivos, marco teórico, 

metodología, resultados, conclusiones) y (b) el desarrollo cronológico del propio 

proyecto de investigación. La bibliografía que fue utilizada para realizar esta memoria 

doctoral y que también es sustento de las investigaciones que realizamos está citada 

dentro del cuerpo del documento en los espacios que requerían de su justificación y 

está referenciada al final del documento. Las investigaciones que hemos colocado 

íntegramente tienen su propio sistema de citas y las referencias están al final de cada 

artículo y no aparecen necesariamente al final de la memoria. 

En la Tabla 1 se muestra la producción científica que forma parte de esta 

memoria (están resaltadas aquellas publicaciones que cumplen con el criterio 2 inciso 

b). 
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Año-Ubicación Autores Título Fuente 

2012 
http://goo.gl/zwUvQN 

Dinazar I. Escudero 
Eric Flores 

José Carrillo 

El conocimiento 
especializado del 

profesor de 
matemáticas 

Actas de la XV 
Escuela de Invierno 

en Matemática 
Educativa 

2013 
Metodología 

Eric Flores 
Dinazar I. Escudero 

Álvaro Aguilar 

Oportunidades que 
brindan algunos 
escenarios para 

mostrar evidencias del 
MTSK  

Investigación en 
Educación 

Matemática XVII 

2013 
M. Teórico 

Eric Flores 
Dinazar I. Escudero 

José Carrillo 

A theoretical review of 
Specialised Content 

Knowledge 

Proceedings of the 
8th CERME 

2014 
Resultados 

José Carrillo 
Dinazar I. Escudero 

Eric Flores 

El uso del MTSK en la 
formación inicial de 

profesores de 
matemáticas de 

primaria 

Revista de Análisis 
Matemático-

Didáctico para 
profesores 

2014 
http://goo.gl/EzRKkq 

José Carrillo 
Luis C. Contreras 

Nuria Climent 
Dinazar Escudero-Avila 

Eric Flores-Medrano 
Miguel Montes (Eds.) 

Un marco teórico para 
el conocimiento 

especializado del 
profesor de 

matemáticas 

Universidad de 
Huelva (Colección 

Material para la 
docencia) 

2014 
http://goo.gl/3V19b1 

Dinazar I. Escudero 
Eric Flores-Medrano 

Nuria Climent 
José Carrillo 

Luis C. Contreras 
Miguel A. Montes 

Álvaro Aguilar 
Nielka Rojas 

Una perspectiva del 
conocimiento 

matemático para la 
enseñanza del profesor 

centrada en su 
especialización: el 

modelo MTSK 

Acta 
Latinoamericana de 

Matemática 
Educativa 27 

2014 
Resultados 

Eric Flores 
José Carrillo 

Connecting a 
mathematics teacher’s 

conceptions and 
specialised knowledge 
through her practice 

Proceedings of the 
Joint Meeting of 

PME 38 and PME-
NA 36, Vol. 3 

2014 
Metodología 

Eric Flores 
Dinazar I. Escudero 

Mario S. Aguilar 

Online mathematics 
teacher education: 

main topics, theoretical 
approaches, 

techniques and 
changes in researchers' 

work 

Proceedings of the 
Joint Meeting of 

PME 38 and PME-
NA 36, Vol. 3 

2014 
M. Teórico 

Eric Flores-Medrano 
Dinazar Escudero-Avila 

Miguel Montes 
Álvaro Aguilar 
José Carrillo 

Nuestra modelación del 
conocimiento 

especializado del 
profesor de 

matemáticas, el MTSK 

Un marco teórico 
para el 

conocimiento 
especializado del 

profesor de 
matemáticas 

2014 
M. Teórico  

Miguel Montes 
Eric Flores-Medrano 

Enrique Carmona 
José L. Huitrado 

Pablo Flores 

Reflexiones sobre la 
naturaleza del 

conocimiento, las 
creencias y las 
concepciones 

Un marco teórico 
para el 

conocimiento 
especializado del 

profesor de 
matemáticas 

2015 
Resultados 

Leticia Sosa 
Eric Flores-Medrano 

José Carrillo 

Conocimiento del 
profesor acerca de las 

características de 
aprendizaje del álgebra 

en bachillerato 

Enseñanza de las 
Ciencias 

Tabla 1. Producción científica realizada durante el doctorado.  
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Tal como se muestra en la Tabla 1, estas publicaciones han sido colocadas a lo 

largo del documento en las secciones de Marco Teórico, Metodología y Resultados 

con la finalidad de que den sentido y cuerpo a las discusiones que se generaron en la 

realización del documento. Hemos decidido no contar con una sección de anexos 

impresa, ya que no requerimos hacer referencia a esta, pero creímos importante 

considerar como parte de la producción tres publicaciones que no se discuten en el 

cuerpo del documento (su ubicación es un enlace para ser descargadas desde la 

web). Dos de ellas son comunicaciones en actas de congreso en las que se presenta 

el modelo teórico empleado en esta investigación, pero que, por su extensión, hemos 

decidido emplear un capítulo de libro que aborda esas ideas con más amplitud y que 

está en el Marco Teórico. La otra publicación con enlace a la web es un libro, material 

para la docencia en posgrado, en el que participé en la labor de edición. La decisión 

de mencionarlas como parte de la producción es porque destacan la labor de 

divulgación del modelo (que es un resultado de esta tesis).  

Factor de impacto de las publicaciones seleccionadas 

Los tres trabajos que hemos destacado en la Tabla 1 son los que cumplen con el 

criterio 2 inciso b referente a la tesis por compendio de publicaciones en el reglamento 

de doctorado de la Universidad de Huelva. En esta sección se justifica los criterios de 

calidad que se pide para dichas publicaciones. 

Las investigaciones presentadas en Flores y Carrillo (2014) y en Flores, Escudero 

y Aguilar (2014) fueron editadas por la asociación denominada International Group for 

Psychology of Mathematics Education, la cual indexa sus actas en la colección PME 

Conference Proceedings, la cual está incluida en la colección principal de la base de 

datos de Web of Science. La empresa Thomson Reuters, encargada de dicha base, no 

calcula el Factor de Impacto para el producto denominado Conference Proceedings, 

sin embargo, las citas que se hacen en estas publicaciones a artículos de revistas 

indizadas en ISI Web of Knowledge, sí contribuyen en el cálculo del factor de impacto 

de dichas revistas. En la presentación de su colección de bases de datos1, la empresa 

comenta sobre la rigurosidad en la selección de las actas de congresos que ingresan a 

la colección principal y de las implicaciones de este rigor en la búsqueda de calidad de 

las publicaciones que ahí se manejan. 

Con respecto a la investigación reportada en Sosa, Flores-Medrano y Carrillo 

(2015a), la revista Enseñanza de las Ciencias está situada en el cuarto cuartil de la 

colección principal de Web of Science dentro de la categoría Education & Educational 

Research. En el Journal Citation Reports se establece que la última medición del 

Factor de Impacto es de 0,19. 

 

 

 

                                                           
1
 http://thomsonreuters.com/content/dam/openweb/documents/pdf/scholarly-scientific-research/fact-

sheet/wos-next-gen-brochure.pdf 
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Marco Teórico 
 

 

 

 

 

 

Los estudios en la línea del conocimiento y desarrollo profesional del profesor de 

matemáticas han tenido diversos focos de atención. Por ejemplo, Sánchez (2011) realizó 

una revisión de literatura para determinar cuáles son los aspectos que se han estudiado 

en este tema. La revisión abarcó  libros especializados, revisiones bibliográficas 

anteriores, actas de congresos internacionales (ICMI y CERME), artículos publicados en 

diversas revistas y principalmente en Educational Studies in Mathematics y en el Journal 

of Mathematics Teacher Education. Las categorías emergentes fueron (a) concepciones, 

creencias e imágenes mentales de los profesores, (b) prácticas de los profesores, (c) 

conocimientos y habilidades del profesor, (d) la relación entre teoría y práctica y (e) 

práctica reflexiva. Por otro lado, Skott, Van Zoest y Geller (2013) mencionan que las 

investigaciones del profesor realizadas en los últimos años se han centrado en tres 

aspectos que son el estudio del conocimiento, de las concepciones y de la identidad. 

Con respecto al estudio del conocimiento del profesor existe una larga tradición. Los 

trabajos de Shulman (1986, 1987) ya hacían una llamada de atención al reconocimiento 

de diversas naturalezas de conocimiento que se conjugan en la práctica del profesor. 
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Posteriormente, diversas investigaciones indagaron acerca de cómo se componen esos 

conocimientos para el caso del profesor de matemáticas (e.g. Ball, Lubiensky & Mewborn, 

2001; Llinares, 2008). Tener una base firme acerca de qué conocimientos podría/debería 

poseer el profesor de matemáticas puede tener implicaciones más allá del propio 

entendimiento del fenómeno. Por ejemplo, Chapman (2013) señala que, con base en 

algunos modelos de conocimiento como el MKT de Ball y sus colaboradores (e. g. Ball et 

al., 2008; Hill, Ball & Schilling, 2008), ahora se realizan estudios acerca del desarrollo del 

conocimiento que los profesores deberían mantener o aquel que les hace falta. También 

señala que hay estudios que investigan la generación comunitaria de conocimiento por 

medio de la planificación o discusión de lecciones matemáticas en términos de su 

instrucción, o por medio de la discusión de vídeos de clase, entre otras técnicas, pero 

donde el foco está puesto en el desarrollo de conocimiento en comunidades.  

Este trabajo se desarrolla dentro de un programa de investigación en el que se 

estudia cuáles son los elementos que conforman el conocimiento especializado del 

profesor de matemáticas. El modelo empleado para dicha indagación es el Mathematics 

Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK). Siguiendo la terminología de Niss (2007) para 

las funciones de la teoría, empleamos el MTSK en este trabajo como un organizador de 

las observaciones e interpretaciones que realizamos sobre diferentes facetas de práctica 

profesional de los profesores participantes en el estudio. Al mismo tiempo, las 

investigaciones que componen esta memoria pretendían contribuir a la conformación de la 

teoría que se empleó.  

El MTSK es un modelo diseñado para interpretar el núcleo especializado del profesor 

de matemáticas. Surge como respuesta a algunas dificultades detectadas a partir del 

trabajo con el MKT y sintetizadas en Carrillo et al. (2013). Estas dificultades pueden ser 

categorizadas en dos grupos, el primero referente a la difusa delimitación entre 

subdominios del MKT y el segundo referente al uso del término conocimiento con el cual 

se refieren en ocasiones a acciones que les permite realizar un cierto conocimiento, pero 

no se dice cuál es ese conocimiento. Por ejemplo, en Ball et al. (2008) se dice que el 

Conocimiento Especializado del Contenido (SCK, por sus siglas en inglés) es:  

“el conocimiento y habilidades matemáticas únicas de la enseñanza […]. Un 

examinen cuidadoso revela que el SCK es conocimiento matemático que 

típicamente no se requiere para fines ajenos a la enseñanza. En la búsqueda de 

patrones en los errores de los estudiantes o en dimensionar qué tanto una 

aproximación no estándar puede funcionar en general […], los profesores hacen 

un tipo de trabajo matemático que otros no hacen. Este trabajo involucra un tipo 

misterioso de desempaquetado de las matemáticas que no es necesario- o 

deseable- en situaciones diferentes a la enseñanza” (p. 400). 

 Con respecto a la difusa delimitación entre algunos subdominios del MKT, en Flores, 

Escudero y Carrillo (2013) realizamos un análisis de diversos artículos en los que se 

ejemplificaba o encontraban evidencias sobre el Conocimiento Especializado del 

Contenido. Determinamos que había dos tendencias para definir a este subdominio, 
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ambas eran por comparación. La más común es señalar que se trata de un conocimiento 

puramente matemático que solamente requiere el profesor de matemáticas. La otra 

tendencia es diciendo que va más allá del Conocimiento Común del Contenido, este 

definido como el conocimiento que posee una persona bien educada en el nivel educativo 

en cuestión. Tras este análisis encontramos que existe un solapamiento entre las 

evidencias del conocimiento común y especializado del contenido, quedando a la 

subjetividad del investigador los criterios para asignar un determinado conocimiento a 

cada subdominio. También concluimos que, más que tratarse de conocimientos 

matemáticos especiales para el profesor de matemáticas, lo que muchas veces se 

describen son situaciones específicas en las cuales el profesor utiliza su conocimiento 

matemático, y que además requiere del uso de otros conocimientos de naturaleza 

matemática y no matemática. 

Por otro lado, notamos que diversos trabajos que investigan acerca de conocimiento 

arrojan en sus resultados acciones o situaciones antes las cuales se utiliza conocimiento. 

Por ejemplo, Foster, Wake y Swan (2014) definen el conocimiento del profesor de los 

procesos y el currículo como “conocimiento que permite a los profesores seleccionar y 

secuenciar tareas para facilitar un coherente desarrollo de los procesos y habilidades de 

los estudiantes” (p. 103). En este caso, se define el conocimiento a partir de su 

funcionalidad siempre que el profesor lo posea. Y aunque, a mi parecer, tanto el artículo, 

como los resultados que aporta son muy interesantes, el trasfondo que permite 

conceptualizar acerca del conocimiento que requiere o utiliza el profesor queda sin 

atención. Por esta razón, ya que esta investigación se encarga de aportar resultados 

referentes al conocimiento, en Montes, Flores-Medrano, Carmona, Huitrado y Flores 

(2014) vimos oportuno establecer cuáles eran las definiciones que adoptaríamos para los 

términos relativos al conocimiento y que emplearíamos con frecuencia en el trabajo. Este 

trabajo, además de ayudar a conceptualizar, también refleja el carácter interpretativo de 

nuestra investigación: no adoptamos un referente que nos indique ni corrección ni la 

ausencia de conocimiento al observar la labor del profesor; asumimos que, como 

investigadores, hemos construido nuestro propio referente, pero para fines investigativos 

decidimos entender que las acciones del profesor están filtradas por sus concepciones y 

que nuestra labor es identificar cómo su actuar nos permite conceptualizar cada uno de 

los elementos que deseamos resaltar del modelo. 

A continuación se reproduce de manera íntegra las publicaciones Flores, Escudero y 

Carrillo (2013) y Montes et al. (2014)  para dar sustento a lo antes expuesto. 

Posteriormente se continúa con la exposición del modelo MTSK para complementar el 

marco teórico de este trabajo. 
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Descripción del modelo MTSK 

La parte central de nuestro marco teórico es el modelo de conocimiento MTSK. 

No solamente surge de reflexiones acerca de los elementos que componen al MKT y 

de sus dificultades, sino que conserva de este, al igual que de los trabajos de 

Shulman, el interés por indagar sobre el conocimiento que es propio del profesor de 

matemáticas. Al respecto, en la Tabla 2 se muestran tres trabajos para detallar nuestra 

noción sobre especializado y diferenciarla de otras y posteriormente complementar 

con la descripción del modelo realizada en Flores-Medrano, Escudero-Avila, Montes, 

Aguilar y Carrillo (2014). 

Modelo Definición de especializado 

MKT 
(e.g. Ball et al., 

2008) 

Es un subdominio de conocimiento puramente matemático que solo 
tiene sentido para el profesor de matemáticas (exclusividad). 
Es uno de los tres subdominios del conocimiento de la matemática 
escolar, los otros dos son el conocimiento común (que en ocasiones se 
define por contraposición al especializado) y el del horizonte (o en el 
horizonte) matemático. 

TEDS-M
1
 

(e.g. Tatto, et al., 
2008) 

Es un conjunto de conocimientos que se convierte en subconjunto de 
uno más general cuando este segundo entra en contacto con la 
matemática. En el conocimiento del contenido matemático se 
consideran dominios de aplicación, razonamiento y conocimiento y la 
profundidad en estos viene dada por la capacidad de proyectar esos 
dominios solamente al grado en que se enseña, uno o dos grados más 
allá o, en el más avanzado, cuando se proyecta a tres o más años. En el 
conocimiento didáctico del contenido matemático se considera el 
conocimiento del currículo matemático, el de planificación para la 
enseñanza y aprendizaje de las matemáticas (fase pre-activa) y el de 
Implementando matemáticas para la enseñanza y el aprendizaje (fase 
interactiva). 

MTSK 
(e.g. Carrillo et al., 

2013) 

Es la integración de conocimientos matemáticos y didácticos del 
contenido que, en su conjunto, solo tienen sentido para el profesor de 
matemáticas. Se compone de seis subdominios, tres pertenecen al 
conocimiento matemático y tres al conocimiento didáctico del contenido 
(ver Figura 1). 

Tabla 2. Descripción de la noción de conocimiento especializado en tres modelos 

teóricos 

En el MKT el carácter de especializado está definido por la forma de conocer 

matemáticas propia del profesor de matemáticas. Aunque no se menciona en ninguna 

de las publicaciones del grupo que trabaja con el modelo, quizá podríamos 

plantearnos una forma especializada de conocer las matemáticas por cada profesión 

(conocimiento especializado de matemáticas del arquitecto, conocimiento 

especializado de matemáticas del auxiliar contable, etcétera). A priori, esto no parecer 

carecer de sentido, ya que cada profesión da diferentes usos al contenido matemático. 

Sin embargo, el detalle está en preguntarse qué es lo que da ese diferente uso, qué es 

lo que transforma entre una profesión y otra el carácter especializado del contenido 

matemático. Si regresamos con esta pregunta al caso del profesor de matemáticas, 

nos daremos cuenta de que es la enseñanza y el aprendizaje lo que transforma la 

manera en la que se usan los conocimientos matemáticos. Pero si desproveemos de 

conocimiento sobre enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, el conocimiento 

                                                           
1
 El modelo también se llama Mathematical Knowledge for Teaching, pero uso las siglas del 

estudio para diferenciarlo del MKT, que es más asociable con esa etiqueta. 
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puramente matemático que queda es de carácter similar al conocimiento común del 

contenido, haciéndolos difícilmente diferenciables entre sí, tal como lo mostramos en 

la discusión anterior. 

En el estudio TEDS-M se construye un modelo cuya intención es evaluar los 

conocimientos del profesor. Se ocupa específicamente de aspectos donde el 

contenido matemático juega un rol. Su visión de construcción se relaciona, en la parte 

matemática, con capacidades intelectuales que podrían desarrollarse con un contenido 

(o para un contenido) y en la parte didáctica del contenido se elabora unos grupos de 

conocimiento con base en una secuenciación de trabajo para la enseñanza (consultar 

el currículo, planificar una lección, implementar la lección). Aunque no mencionan la 

palabra especializado en ninguna categoría específica ni general, es de notar la 

intención de centrar sus esfuerzos específicamente para el caso del profesor de 

matemáticas. 

En el MTSK, la noción de especialización tiene rasgos de ambos modelos. Se 

busca la determinación de un cuerpo de conocimientos que solo tenga sentido para el 

profesor de matemáticas (como en el MKT), pero se hace de manera global, 

considerando todos aquellos elementos que tengan la implicación directa del 

contenido matemático (como en el TEDS-M). La lógica de construcción para este 

modelo es hacer, para el conocimiento matemático, una estructuración interna a la 

disciplina, diferenciando el conocimiento del objeto, de cómo se relaciona con otros 

objetos y de cómo se produce y procede en matemáticas. Para el conocimiento 

didáctico del contenido se considera una separación más tradicional con la enseñanza, 

el aprendizaje y lo que se espera que se aprenda en un determinado momento 

escolar.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Subdominios del MTSK. 
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El MTSK se compone de seis subdominios de conocimiento, tres conforman el 

dominio matemático y tres el didáctico del contenido. La forma en la que se subdivide 

el dominio de conocimiento matemático es una de las principales aportaciones del 

MTSK El aporte es en términos analíticos, ya que la división intrínseca a la matemática 

permite un análisis más focalizado. Se considera el conocimiento (profundo) de un 

tema, el conocimiento de las relaciones entre temas y el conocimiento sintáctico de la 

forma en la que se procede en matemáticas. El conocimiento del conocimiento 

didáctico del contenido tiene una subdivisión más tradicional (conocimiento de 

aprendizaje, enseñanza y logros esperados). Su principal aporte es la consideración 

explicita de elementos de la Educación Matemática (como disciplina científica) como 

fuente que alimenta al conocimiento de los profesores. Finalmente, otro elemento 

relevante en el modelo es la consideración de las concepciones del profesor acerca de 

las matemáticas, su enseñanza y aprendizaje. Dichas concepciones sirven como 

elementos que permean los conocimientos de los profesores y que nos permiten, en 

primera instancia, hacer análisis sin un referente fijo de conocimiento, sino 

entendiendo que estos están influenciados por el sistema de concepciones del 

profesor. 

A continuación mostramos la publicación Flores-Medrano et al. (2014) en la cual 

presentamos una visión completa del MTSK y de los aspectos que lo conforman. En la 

página 45 de esta memoria aparece un error de impresión debido al formato de la 

ecuación. La expresión que debería haber aparecido es: 

−√(𝑥2 + 1)3 +
(𝑥−1)−3(𝑥2+1)

2

√(𝑥2+1)3

(𝑥2 + 1)3
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Metodología 
 

 

 

 

 

 

Esta memoria está compuesta por diversas investigaciones parciales, algunas ya 

han sido presentadas para describir cabalmente el marco teórico, otras serán usadas 

en esta sección pues fueron producto de reflexiones encaminadas a profundizar en 

aspectos relacionados con el marco metodológico. Las investigaciones principales son 

aquellas que permiten directamente la consecución de los objetivos planteados para 

esta investigación. Cada una de ellas tuvo aspectos particulares de obtención de 

información (diseño de instrumentos y planificación de acercamientos) y requirió de 

unas técnicas para dicha obtención ad hoc. Sin embargo, hay aspectos comunes que 

se pueden resaltar y que son los que se describen en esta sección. Estos elementos 

son el paradigma interpretativo, los estudios de caso y el análisis documental. Por otro 

lado, se mostrará una investigación encaminada a explorar cómo se modifica la labor 

del investigador en escenarios online, ya que fue este el medio que sirvió para la 

recolección de algunos de los datos. Finalmente, abordaré una discusión acerca de la 

organización de evidencias de conocimiento describiendo las nociones de oportunidad 

de investigación e indicio de conocimiento.  
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Elementos metodológicos comunes empleados en nuestras 

investigaciones 

Son dos los elementos que aparecen en común en las investigaciones que 

aportan resultados a esta tesis, estos son el paradigma interpretativo y el estudio de 

caso. A continuación haremos una descripción que sustente teóricamente la forma en 

la que los hemos empleado y la coherencia que guarda dicho uso con el marco teórico 

elegido para estos estudios. 

Siguiendo a Miguel (1988), consideramos que un paradigma define la forma en 

cómo interpretamos y analizamos los procesos que investigamos, y que la elección del 

paradigma en nuestra investigación nos dota de un lenguaje, normas, clases de 

objetivos y maneras de enfrentarlos.  

La elección del paradigma responde de manera directa a los objetivos planteados 

y a la forma en la que planificamos alcanzarlos. Nos planteamos cuatro objetivos, tres 

de ellos están enfocados en profundizar en el conocimiento de un subdominio 

respectivamente y el cuarto se enuncia con el propósito de estudiar algunas 

conexiones entre el conocimiento especializado del profesor de matemáticas y sus 

concepciones sobre la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas.  

El hecho de que nuestro foco estuviera basado en la comprensión de un 

fenómeno (cuál es el conocimiento especializado que tiene/usa/requiere el profesor de 

matemáticas) hacía que el paradigma crítico descrito por Ernest (1998) fuera 

descartado, ya que el propósito de este no es la comprensión de los fenómenos sino la 

indagación sobre la transformación de la realidad. También descartamos el paradigma 

positivista ya que este resulta más cercano a los métodos en Ciencias Naturales y al 

seguimiento de las fases del método científico para la comprobación de hipótesis 

(Bassey, 1999). Nosotros no partimos de algunas hipótesis establecidas, sino de una 

sensibilidad teórica con la que pretendemos aprender más acerca del conocimiento del 

profesor de matemáticas a partir de la observación de este en diferentes escenarios.  

Desde luego este proceso de eliminación de paradigmas hasta llegar al 

interpretativo es solamente ilustrativo en este escrito. La elección del paradigma 

interpretativo fue atendiendo a sus características e impulsado por la tradición 

investigativa del grupo de investigación al que pertenezco. Las características con las 

que los objetivos y el marco teórico elegido encuentran una mayor afinidad son el 

hecho de que tiene la finalidad de comprender, por medio de la interpretación, los 

fenómenos que son investigados, además de que la naturaleza de la realidad es 

múltiple, holística, divergente, construida y dinámica (Muñoz-Catalán, 2010). 

Otra característica que respalda la elección de nuestro paradigma es el hecho de 

que trabajamos con métodos cualitativos en nuestras investigaciones. Merriam (1988) 

asocia las investigaciones de corte cualitativo con los objetivos de comprender, 

descubrir e interpretar la realidad. Aunque consideramos que en cualquiera de los tres 

paradigmas es posible realizar estudios cualitativos, también creemos que el 

paradigma interpretativo se asocia de manera más natural a este tipo de estudios, así 

como es más sencillo asociar la prueba de hipótesis del paradigma positivista con 

estudios cuantitativos.  
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Por otro lado, en cuanto al estudio de caso, su elección también está en 

concordancia con el corte cualitativo de la investigación y el paradigma interpretativo. 

Más allá del simple hecho de etiquetar con un nombre al tipo de método para estudiar 

los datos de esta investigación, buscamos que dicho método diera sentido a nuestras 

intenciones y recursos para investigar. Compartimos la preocupación de Alves-

Mazzotti (2006) en tanto que en ocasiones pareciera que un estudio de caso se 

caracteriza por estudiar una unidad o pocos individuos, sin que esto sea una 

característica definitoria de este tipo de estudio. Para Stake (2000) un caso es una 

unidad o sistema integrado delimitado del que pueden ser estudiadas sus cualidades a 

partir de acercamientos cuantitativos o cualitativos. También distingue tres tipos de 

estudios de caso a partir de sus objetivos: intrínseco, instrumental y colectivo.  

El estudio de caso intrínseco se caracteriza por buscar la comprensión de un 

caso peculiar, por ejemplo, una escuela que obtiene los niveles más altos en todas las 

pruebas nacionales e internacionales de matemáticas. Se busca comprender cómo se 

comporta un fenómeno en algún extremo peculiar. Otra variante de este tipo de 

estudio es cuando el caso es un representante de otros casos (Stake, 2000). 

Por otra parte, el estudio de caso instrumental se caracteriza por tratar de abordar 

aspectos más amplios de un fenómeno, el caso se convierte en un instrumento para 

comprender precisamente el fenómeno. No se busca una comprensión profunda del 

caso, sino la abstracción de elementos que resulten útiles al entendimiento de lo que 

investigamos. Cabe señalar que no se trata de realizar una distinción entre casos 

interesantes para el intrínseco y casos comunes para el instrumental. La distinción 

está puesta en el elemento que se focaliza y, en ambos casos, se obtendrá 

información más rica en tanto el informante tenga cualidades interesantes para 

explorar. 

Finalmente, Stake (2000) describe el estudio de caso colectivo como una 

colección de estudios de caso intrínsecos. 

De esta variedad propuesta, el que realizamos se identifica plenamente con el 

estudio de caso instrumental. Para los objetivos de profundización en el conocimiento 

de las características de aprendizaje de las matemáticas y de la enseñanza de las 

matemáticas se estudiaron dos casos, mientras que para los objetivos relativos a la 

práctica matemática y a las relaciones entre concepciones y conocimiento se utilizó un 

caso en cada uno. En todos los casos buscamos a informantes comprometidos con la 

investigación y cuyas aportaciones pudieran enriquecer el conocimiento que nosotros 

tuviéramos sobre los fenómenos estudiados. Ninguno de los casos se estudió por 

alguna peculiaridad ni en pos de obtener conclusiones de un tipo determinado de 

profesores, más bien fue la búsqueda de construcción en la teoría lo que nos guio en 

el momento de los análisis.  

Entornos online en la investigación sobre el profesor de 

matemáticas 

Como ya mencioné en la introducción, uno de los motivos para investigar en la 

línea del conocimiento y desarrollo profesional del profesor de matemáticas surge al 

participar en un proyecto de formación permanente de profesores de secundaria en 
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México. En este proyecto había aproximadamente 900 docentes de todos los estados 

del país. La riqueza en cuanto al número de informantes entre los cuales elegir, 

mezclada con mi interés natural de aprovechar mi investigación para entender algunos 

aspectos (con el objetivo de aportar) del sistema educativo de mi país, me indicaba 

que era ideal hacer mi investigación con algunos de dichos profesores. Dos de mis 

objetivos, cada uno de los cuales conduce a una investigación, son abordados 

precisamente con profesores mexicanos que habían participado en el proyecto. Dada 

la diferencia en mi ubicación geográfica con respecto a la de los profesores (y que 

estos, a su vez, no coincidían geográficamente entre sí), una forma de obtener 

información era a través del uso de entornos virtuales online.  

Realicé la primera experiencia de recogida de información con cuatro profesores, 

a los cuales se invitó a participar mediante el uso de la plataforma Moodle. También se 

utilizaba el correo electrónico como medio para dar avisos, recordar fechas de entrega 

de materiales… Esta dinámica de trabajo en una plataforma ajena a sus actividades 

cotidianas, en un horario ajeno a su tiempo de trabajo, aunque el trabajo no fuera 

ajeno a lo que ellos desarrollaban cotidianamente, hizo que los participantes fueran 

desistiendo de participar en la investigación y que finalmente no lográramos obtener la 

información que requeríamos. El fruto que se obtuvo de esta primera experiencia se 

resume en la siguiente problemática: ¿cómo aprovechar el entorno online para hacer 

investigación con profesores de matemáticas y cómo lograr que estos (quienes no 

reciben ninguna recompensa económica o académica que les traiga beneficios 

laborales) persistan hasta el final de la toma de datos? Desde luego no era una 

cuestión de falta de compromiso por parte de los profesores, siempre se mostraron 

interesados en contribuir, pero algunas cuestiones en su entorno se lo impedían. 

Tampoco se trataba de un desconocimiento por mí parte de los medios tecnológicos 

que empleaba, ya que trabajé con Moodle durante algún tiempo en el proyecto antes 

mencionado y mi experiencia no solo era con privilegios de tutor, sino también de 

administrador, y conocía el funcionamiento de la herramienta incluso, por ejemplo, 

para obtener estadísticas del tiempo de trabajo (es decir, más allá de una comprensión 

para interactuar en los foros y salas de chat). Más aún, tres de los cuatro participantes 

habían trabajado previamente conmigo en la plataforma. 

Fueron dos líneas de trabajo las que me guiaron hacia una forma de trabajo 

diferente, la cual buscaba dar respuesta a la problemática planteada. Por un lado, el 

trabajo de Sánchez (2010) muestra características de las interacciones online 

sincrónicas y asincrónicas y cómo pueden aprovecharse dichas características para 

promover discusiones ricas en entornos virtuales. Por otro lado, los constructos de 

instrumentación e instrumentalización trabajados, entre otros, por Luc Trouche (e.g. 

Trouche & Pepin, 2014), que tienen por base el entendimiento de los fenómenos que 

permiten y potencian la tecnologización de la actividad matemática en el aula, sirvieron 

como ilustración para extrapolar algunos de sus principios a mi trabajo de 

investigación. Ya que mi intención no era que los profesores aprendieran a utilizar una 

herramienta tecnológica, opté por emplear los medios virtuales que ellos ya dominaran 

y que pudieran transformar hacia una adaptación para llevar a cabo su papel de 

informantes sin que esto les generara un cambio brusco en su relación con el medio. 

También tenía que ser un medio que yo mismo pudiera adaptar para lograr una 

orquestación adecuada conforme a mis intereses para obtener información. La 
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elección fue los grupos de Facebook. Invité a cuatro profesores, de los cuales una 

había participado en la experiencia con Moodle, pero nuevamente algunas 

circunstancias impidieron que llegara al término de la recogida de información. Otra 

profesora no vio viable realizar la adaptación de la herramienta, ya que la consideraba 

exclusivamente de entretenimiento. Los dos profesores restantes llegaron hasta la 

fase final de entrega de información y fueron estos con los que realicé las 

investigaciones correspondientes. 

Entretanto, una cuestión que debía considerar para mi toma de datos era cómo 

cambiaba la labor investigativa al utilizar entornos online. Eso dio pie a la elaboración 

de la investigación realizada por Flores, Escudero y Aguilar (2014) en la cual hicimos 

una revisión de la literatura acerca de investigaciones realizadas con profesores de 

matemáticas en entornos online. Esta revisión comprendió los cinco años anteriores al 

sometimiento del artículo (desde 2009) y expone los principales objetos de estudio, las 

herramientas teóricas y metodológicas más utilizadas y, por supuesto, cómo se 

reflejaba el cambio en la labor del investigador en estos entornos. A continuación 

reproduzco la publicación.  
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Diferentes naturalezas en los elementos de conocimiento: 

evidencias, indicios y oportunidades 

Una de las críticas que realizamos al modelo MKT es que con frecuencia se 

utilizan acciones para ejemplificar el contenido de los subdominios (Carrillo et al., 

2013). Por ejemplo, en Ball et al. (2008) se define el Conocimiento del contenido y de 

los estudiantes señalando que “los profesores deben anticipar qué estarán pensando 

probablemente los estudiantes y qué encontraran confuso estos. Cuando eligen un 

ejemplo, los profesores necesitan predecir qué encontrarán interesante y motivante los 

estudiantes” (p. 401). Anticiparse al pensamiento de los estudiantes y predecir las 

reacciones de estos frente a una actividad, problema o ejemplo son acciones que 

tienen detrás distintos conocimientos que las sustentan, algunos de estos serán parte 

del dominio matemático y otras del didáctico del contenido. Estas reflexiones nos 

guiaron a  establecer qué entendíamos por conocimiento, lo cual ya fue descrito en el 

capítulo de Marco Teórico de esta memoria. Una acción la podemos ver o inferir casi 

de manera directa. Sin embargo, explorar el conocimiento que hay detrás de la acción 

requiere, entre otras cosas, de preguntarse cuándo podemos garantizar que el 

profesor realmente sabe eso que nosotros atribuimos como parte de su conocimiento. 

En Flores, Escudero y Aguilar (2013) nos planteamos por objetivo mostrar la 

posibilidad de explorar el conocimiento de los profesores en distintos escenarios 

mediante el uso del MTSK. Los datos que se analizaron eran parte de las tesis 

doctorales de los autores y, debido a que estas se encontraban en una etapa 

temprana, decidimos que no podíamos mostrar evidencias de conocimiento así que 

decidimos establecer que lo que ahí mostrábamos eran oportunidades para acceder al 

conocimiento. A continuación reproduzco la publicación completa y, posteriormente, 

mostraré cómo ha evolucionado la idea de oportunidad y se ha añadido la de indicio, lo 

cual está siendo utilizado en algunas investigaciones, en particular en la que presento 

para profundizar en la caracterización del Conocimiento de la Práctica Matemática y 

que aparece en la sección de Resultados de esta memoria.  
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Avances en el uso de las nociones de evidencia, indicio y 

oportunidad para la investigación 

Como ya había mencionado antes, la noción de oportunidad surge para destacar 

las características de un escenario que permiten explorar en este el conocimiento 

especializado del profesor de matemáticas. No obstante, la característica que hemos 

aprovechado más con respecto a esta noción es la de señalar circunstancias sobre las 

que pueden explorarse elementos de conocimiento del profesor con respecto a un 

subdominio determinado. Moriel-Junior y Carrillo (2014) utilizan la noción de indicio, 

con la cual se completa una triada (evidencia, oportunidad e indicio) para referirnos a 

la interpretación que damos a los elementos de conocimiento que extraemos en 

nuestros análisis. A continuación describiré cada una de estas nociones. 

Nos referimos a evidencias de conocimiento para referirnos a aquellos elementos 

que nos permiten afirmar que un profesor posee un determinado conocimiento, ya sea 

profundo o superficial. Habitualmente provienen de una triangulación para garantizar la 

existencia de dicho conocimiento. Por ejemplo, en la viñeta siguiente el profesor 

muestra una evidencia de conocimiento sobre los estándares de aprendizaje de las 

matemáticas: 

Profesor (P): Son muchos los cursos en los que se trabaja con fracciones. 

Especialmente en este debemos lograr que nuestros estudiantes 

comprendan el significado del producto y división de fracciones, 

aunque muchas veces no vienen con los conocimientos suficientes 

para comprender algunas cosas. 

La evidencia es que el profesor conoce qué aspectos de las fracciones deben ser 

propiciadas en su curso (significados de producto y división de fracciones). 

Los indicios de conocimiento se pueden traducir como sospechas (propiciadas 

por alguna declaración o acción del profesor) de la existencia o inexistencia de un 

determinado conocimiento, son también una aceptación de que se requiere más 

información para convertirse en evidencias. La siguiente viñeta muestra un indicio de 

conocimiento relativo al subdominio de las características de aprendizaje de las 

matemáticas: 

Profesor (P): Voy a explicaros el procedimiento para multiplicar dos matrices, quiero 

que pongáis mucha atención ya que es muy común que luego se 

cometan errores porque trabajar con matrices es muy diferente a todo 

lo que habíais hecho hasta ahora. 

En esta viñeta, el profesor advierte que se pueden cometer errores y que algunos 

de estos son típicos. Da la impresión de que el profesor tiene un conocimiento sobre 

los errores comunes propios del tratamiento del contenido en cuestión, pero requiere 

de una indagación más profunda para saber si en verdad lo sabe. 

Finalmente, las oportunidades de investigación son momentos o situaciones 

provistas o suscitadas por el profesor o por la dinámica de clase, que sirven para 

explorar conocimiento de algún subdominio, aunque este no se relacione con el 

subdominio con el que identifiquemos la declaración que la propicia. Por ejemplo, la 
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siguiente viñeta muestra una oportunidad para investigar sobre el conocimiento de la 

práctica matemática y el conocimiento de los temas: 

Profesor (P): ¿Recordáis el experimento que estaba en el museo de ciencia con un 

triángulo y unos cuadrados en cada lado, que al momento de girarlo el 

agua pasaba de un lado al otro?, ¿alguien me puede decir con qué 

tema de los que hemos visto lo puede relacionar? 

Alumno (A): Nos explicaron que era para demostrar el teorema de Pitágoras, que el 

agua de la hipotenusa es la misma que la que queda en los otros lados. 

Profesor (P): Exactamente, el agua con la que se llena el cuadrado que se forma con 

la hipotenusa llena exactamente los dos cuadrados que se forman con 

cada uno de los catetos, por eso en el teorema de Pitágoras se suman 

los cuadrados de los catetos y da como resultado el cuadrado de la 

hipotenusa. 

En esta viñeta, el profesor centra su discurso en señalar las relaciones entre el 

experimento y el teorema de Pitágoras (consideramos que en un contexto real en el 

que el profesor quisiera aprovechar una situación como la que se describe, este 

ahondaría más en los detalles; aquí, por tratarse de una viñeta, la intención es 

simplemente la de ilustrar). Sin embargo, llama la atención que un estudiante haya 

mencionado la palabra “demostrar”. Una posibilidad sería señalar en nuestro análisis 

que el profesor desaprovechó una oportunidad de aprendizaje (dependiendo del grado 

escolar esto puede ser más o menos evidente). La noción de oportunidad para 

investigar posiciona esa palabra en contexto de algún o algunos subdominios de 

conocimiento. Por ejemplo, podría ser una oportunidad para explorar, a partir de la 

opinión del profesor sobre si es o no una forma de demostrar ese experimento, el 

conocimiento que tiene acerca de las características de una demostración matemática, 

lo cual forma parte del KPM. También podemos generar una oportunidad para 

investigar su conocimiento acerca de demostraciones del teorema de Pitágoras, que 

es parte del KoT.   

 Por último, con la finalidad de enfatizar la diferencia entre evidencia, indicio y 

oportunidad de investigación, la siguiente viñeta contiene a cada una de estas. 

Profesor (P): ¿Ya os habéis dado cuenta de que la gráfica del seno y del coseno son 

casi iguales? [Señala la forma de las gráficas que tiene dibujadas, cada 

una en un plano, en la pizarra; el intervalo del trazo es [−𝜋, 2𝜋] para 

ambas funciones] 

Alumno (A): Sí, nada más que la del coseno empieza antes. 

P: Es verdad, aunque también podríamos decir que empieza después, 

¿no es así? 

A: Sí, pero yo decía que empezaba antes porque en el cero, el coseno ya 

vale uno y el seno vale cero. 

P: La observación que hizo su compañero es muy importante. De hecho, 

existe una identidad trigonométrica que dice [escribe en la pizarra 

𝑠𝑒𝑛(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜋
2⁄ ) y lo lee para sus estudiantes].  

El profesor conoce una identidad trigonométrica que relaciona el seno con el 

coseno e incluso es capaz de identificar por qué funciona dicha identidad, a esto es a 

lo que llamamos evidencia, en este caso ambas forman parte del KoT. No queda claro 

si el profesor es consciente de que el dominio de las funciones seno y coseno es, en 
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ambos casos, (−∞,∞), ya que tanto el hecho de que dibujara la gráfica en un intervalo 

finito, como la aceptación y refuerzo de un argumento de que la gráfica comienza en 

un lugar determinado hace que nos planteemos si el profesor conoce cuál es el 

dominio de esas funciones; tampoco podemos garantizar que no lo sepa, puede ser 

que haya obviado este hecho y no encontrara importancia de aclarar ese punto en ese 

momento, a esto es a lo que le llamamos indicio, a una sospecha de la cual queremos 

obtendremos información sobre el conocimiento que tiene el profesor en ese tema 

particular. El indicio que aquí se presenta también es parte del KoT. A propósito de la 

situación antes descrita relativa al dominio de la función, surge la oportunidad para 

indagar acerca del conocimiento que tiene el profesor sobre los posibles efectos de un 

tratamiento como el que planteó en el proceso de aprendizaje de los estudiantes con 

respecto a los límites cuando la variable independiente tiende a infinito [lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥)], 

qué concepciones erróneas es común que se generen en esas circunstancias. Esta 

oportunidad es pensada en principio como parte del KFLM; la respuesta del profesor 

puede darnos información sobre evidencias o indicios de conocimiento en ese u otros 

subdominios, incluso puede generar nuevas oportunidades de investigación.    

En resumen, lo que se presenta en este capítulo son los elementos 

metodológicos que tienen en común las investigaciones que presentamos en los 

resultados (paradigma de investigación y método de estudio de caso), las reflexiones 

con respecto al entorno online como medio de interacción para investigar el 

conocimiento del profesor de matemáticas y las diferentes consideraciones sobre 

elementos de conocimiento (evidencias, indicios y oportunidades). Las técnicas 

empleadas para obtener información se describen, con el peso que requirió en cada 

artículo, en las respectivas publicaciones. En la Tabla 5 señalamos cuáles fueron esas 

técnicas, organizándolos con respecto al subdominio cuya profundización fue objetivo 

de cada investigación (las siglas corresponden a las que aparecen en la Figura 1 para 

cada subdominio y CEAM significa Concepciones sobre la Enseñanza y el Aprendizaje 

de las Matemáticas): 

Subdominio Instrumento/Técnica Cómo se utilizó 

KFLM 

Observación no participante 

Se utilizó esta técnica en 30 clases de 
álgebra lineal (15 de cada profesora 
que participó en el estudio). El 
investigador solamente videograbó las 
sesiones, no intervino ni en la 
planificación ni en el desarrollo de las 
clases  

KMT 

KPM 

Observación no participante 

El profesor que participó en este 
estudio videograbó dos de sus 
sesiones correspondientes al tema de 
Justificación de fórmulas para calcular 
el área de polígonos regulares. El 
investigador no participó en el diseño e 
implementación de las actividades, 
solamente observó dichos vídeos y 
seleccionó extractos en los que se 
detectaron oportunidades para 
investigar.  

Entrevista semiestructurada 
Los extractos de vídeo seleccionados 
por el investigador fueron mostrados al 
profesor y se le pidió que, en un primer 
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momento, respondiera de manera 
escrita, en un foro de Facebook, a tres 
preguntas de justificación de su toma 
de decisiones en la clase. 
Posteriormente se utilizaron las 
oportunidades de investigación 
detectadas en los vídeos para diseñar 
la entrevista por medio de una 
videoconferencia. 

Relaciones 
CEAM-MK/PCK 

Análisis de diseño de actividades 

La profesora que participó en esta 
investigación envió su planificación del 
tema “Eventos equiprobables”, el cual 
fue analizado dese el punto de vista 
matemático (corrección, intenciones, 
relaciones, posibles alcances), desde el 
punto de vista de la didáctica del 
contenido (objetivos, uso de materiales, 
dificultades para los estudiantes) y 
desde el punto de vista de la tendencia 
didáctica reflejada en el diseño (papel 
que se le otorga al estudiante, al 
profesor y al currículo; rasgos relativos 
a la enseñanza, rasgos relativos al 
aprendizaje). 

Entrevista semiestructurada 

Fue realizada por medio de una 
videoconferencia y se abordaron los 
aspectos relativos al conocimiento 
matemático y al conocimiento didáctico 
del contenido que se habían detectado 
en el diseño. Además, se propusieron 
algunas situaciones hipotéticas en las 
que la profesora tenía que predecir el 
modo de proceder matemático de los 
estudiantes, los efectos de este en su 
aprendizaje y los mecanismos con los 
que ella, como profesora, se enfrentaría 
a estas situaciones 

Tabla 5. Técnicas empleadas para la obtención de información en cada investigación de 

los resultados 
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Resultados 
 

 

 

 

 

 

Por la naturaleza de esta memoria doctoral, los resultados presentados forman parte 

de diversas investigaciones. Los rasgos comunes han sido descritos en los apartados 

anteriores. Los estudios que presentamos en esta sección colaboraron directamente en la 

profundización para la comprensión de algunos elementos que constituyen el MTSK. 

Las investigaciones son organizadas en dos categorías, las primeras son trabajos 

publicados que ofrecen resultados finales acerca del Conocimiento de las Características 

de Aprendizaje de las Matemáticas y de las relaciones entre el Conocimiento 

Especializado del profesor y sus Concepciones acerca de la Enseñanza y el Aprendizaje 

de las Matemáticas. La otra categoría la componen estudios en estado completo o parcial, 

que presentan algunos resultados, pero cuyo proceso de publicación no está todavía 

terminado. En estos se profundiza en el Conocimiento de la Enseñanza de las 

Matemáticas y en el Conocimiento de la Práctica Matemática.  
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Se agrega una publicación cuyo resultado no forma parte de los objetivos de este 

trabajo, pero que cobra relevancia ya que es un primer intento de vincular el modelo 

MTSK con la formación inicial de maestros de primaria. 

Resultados publicados: El KFLM y las relaciones e ntre conocimiento 

matemático y concepciones sobre la enseñanza y aprendizaje  

Las primeras caracterizaciones de los subdominios presentados, por ejemplo, en 

Carrillo et al. (2013), sirvieron para definir la naturaleza de aquello que considerábamos 

que contenía cada uno de los elementos del modelo. Estas definiciones fueron armadas a 

partir de ejemplos extraídos de la literatura y otros provenientes de datos experimentales 

de quienes realizábamos nuestras tesis en ese momento. La fase de construir categorías 

internas a los subdominios (ver Flores-Medrano et al., 2014) trajo consigo una llamada de 

atención acerca de la necesidad de generar contenidos especializados a cada subdominio 

que pudieran fortalecer al modelo como herramienta para el análisis.  

En Sosa, Flores-Medrano y Carrillo (2015a) respondemos a este requerimiento y 

realizamos un estudio para profundizar en aspectos relativos al subdominio del 

conocimiento de las características de aprendizaje de las matemáticas (KFLM). 

Analizamos extractos de clase de Álgebra Lineal de dos profesoras de bachillerato. Estas 

clases habían sido analizadas por Sosa (2011) utilizando el MKT. Pese a que nuestra 

intención no era hacer un estudio comparativo, el uso de estos datos nos permitió 

destacar que el conocimiento que tiene el profesor acerca de teorías sobre el aprendizaje 

de las matemáticas, tanto las personales como las institucionalizadas, es un rasgo que 

marca una diferencia al considerar al proceso de aprendizaje en el centro de este 

subdominio y no al estudiante en sí. En el artículo obtenemos tres categorías con algunos 

indicadores. Dichos indicadores nos guiaron a agrupar elementos del subdominio cuya 

aportación, al tenerlos separados, no era relevante e incluso generaba problemas 

analíticos. Las categorías son: lenguaje y procesos con los que los estudiantes 

interactúan con el contenido, errores y dificultades asociadas al aprendizaje, y teorías 

personales sobre formas de aprendizaje. Como parte del proceso de investigación, el 

artículo también contiene la construcción de una revisión bibliográfica (sin afanes de 

exhaustividad, sino de funcionalidad como medio que nos dota de sensibilidad teórica) 

relativa a modelos de conocimiento del profesor de matemáticas en los que se considera 

lo que este sabe sobre el estudiante o sobe su proceso de aprendizaje de las 

matemáticas. 

A continuación se reproduce la versión publicada el artículo. 
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La otra investigación, Flores y Carrillo (2014), finalizada y publicada, que presento en 

esta memoria trata sobre las relaciones entre el conocimiento especializado que 

requieren/usan los profesores y sus concepciones sobre la enseñanza y  el aprendizaje 

de la matemática. También se esperaba encontrar las relaciones en el otro sentido: qué 

concepciones sobre la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas se generan a partir 

de unos conocimientos matemáticos que se poseen. Sin embargo, no obtuvimos 

evidencia en este sentido de la relación. El estudio fue realizado empleando los grupos de 

Facebook como medio de recogida de información. La profesora participante imparte 

matemáticas en una escuela secundaria del estado de Durango en México.  

Debido a que las concepciones que se consideran en el MTSK no han sido 

abordadas con la finalidad de construir un sistema interno de categorías, en esta 

investigación decidimos usar las categorías propuestas por Carrillo (1998), las cuales 

dieron muy buenos resultados para identificar, mediante un cuestionario, la tendencia 

didáctica tecnológica como aquella con la que más se identificaba la informante. Para el 

conocimiento especializado partimos de las definiciones de los subdominios al objeto de 

identificar descriptores de conocimiento.  

A continuación se reproduce la publicación correspondiente. 
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Resultados no publicados: el KMT y el KPM 

Primera parte: Conocimiento de la Enseñanza de las Matemáticas 

A la par que hacíamos el estudio sobre el KFLM, en Sosa, Flores-Medrano y 

Carrillo (2015b), realizamos una investigación para explorar aspectos de conocimiento 

relacionados con el KMT. Se analizaron las 30 clases de Emi y Aly (15 de cada 

profesora). En este caso los extractos analizados fueron elegidos por mostrar 

situaciones en las que la profesora ejemplificaba o brindaba ayudas a los estudiantes. 

Realizamos una revisión bibliográfica sobre lo que se ha investigado acerca del 

uso de ejemplos en la clase de matemáticas y lo referente a andamiajes (uso hispano 

del constructo scaffolding acuñado por Bruner). En esta, destacamos algunos usos 

didácticos del ejemplo: 

La clasificación que presentan Figueiredo, Blanco y Contreras (2007) es realizada 

con base en el objetivo del ejemplo: 1) Definición (los ejemplos acompañan a la 

definición de un objeto matemático; dependiendo de la dinámica de clase, estos 

pueden ser presentados antes o después de la definición), 2) Representación (son los 

primeros ejercicios de aplicación del concepto, suelen promover el surgimiento de las 

primeras dudas y dan mayor autonomía al alumno), 3) Características (surgen cuando 

el alumno emprende la tarea de profundizar en el concepto, en sus diversas 

representaciones y descubrir sus peculiaridades, se dan como explicación a las dudas 

de los alumnos o como una forma de resolver las situaciones de confusión), 4) 

Aplicaciones internas (pueden incluir contenidos o conceptos enseñados 

anteriormente o relacionarse con otros posteriores dentro de la disciplina) y 5) 

Aplicaciones externas (de aplicación a la vida real y a otras ciencias). Otra clasificación 

es la que proponen Bills et al. (2006) con base en la naturaleza del ejemplo: 1) 

ejemplos resueltos, 2) ejercicios (para ser resueltos por los alumnos), 3) ejemplos 

genéricos, 4) contraejemplos y 5) no ejemplos (que sirven para definir los límites de un 

concepto, de un caso en el que un procedimiento no se aplique o falle en la obtención 

de un resultado deseado, o para demostrar que las condiciones de un teorema son 

acotadas). 

Con respecto a los andamiajes, identificamos en la literatura una serie de técnicas 

que nos sirvieron posteriormente para identificar conocimientos que sustentan las 

ayudas dadas. Estas técnicas son un compilado realizado por Zurek, Torquati y Acar 

(2014), a las que se suman algunas otras propuestas en los trabajos de Verenikina 

(e.g. Verenikina, 2004; Verenikina & Chinnappan, 2006). Algunos ejemplos de técnicas 

son proponer situaciones para hacer predicciones, focalizar la atención en 

características relevantes de un problema, dar pistas que ayuden a llegar a una 

conclusión, proveer de herramientas que permitan desarrollar la actividad, ofrecer una 

realimentación con efectos de validar o corregir y llevar el lenguaje impreciso de los 

estudiantes hacia uno institucionalizado.   

La investigación se hizo mediante cinco acercamientos, el primero fue la revisión 

de la literatura, que nos dotó de sensibilidad teórica al momento de elegir los 

episodios, el segundo acercamiento fue la selección de extractos en los que se 

identificaba el uso de ejemplos y ayudas, el tercer acercamiento fue la identificación de 
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elementos de conocimiento de la enseñanza de las matemáticas en los extractos 

seleccionados, el cuarto acercamiento es la abstracción y codificación de descriptores 

para el KMT y el quinto acercamiento fue la revisión de entrevistas realizadas a las 

profesoras y notas de campo tomadas durante la observación de la clase para 

complementar la información obtenida en los otros cuatro acercamientos.  

A continuación reproduzco nuestro análisis. Presento los extractos seleccionados, 

cuyo título refleja el elemento por el cual se le identificó. Estos irán acompañados de 

una discusión sobre la relación que guarda la revisión de la literatura con el actuar de 

las profesoras y de cómo inspiran a la constitución de un descriptor de conocimiento 

relativo al KMT.  

Extracto 1: La profesora emplea algunos ejemplos contextualizados en los que 

puede ser útil el trabajo con matrices. 

En este indicador nos referimos a Emi, quien sabe que usar ejemplos (situación-

problema) de criptografía y de estudios sociológicos, le es útil para ir creando un 

contexto de significación antes de introducir la definición formal de matriz.  

Tras una primera sesión en la que Emi presenta las matrices (primera 

aproximación informal), en la segunda sesión, la profesora comienza proponiendo un 

ejemplo de criptografía (consistente en el cifrado y descifrado de mensajes), en el cual 

menciona la utilidad del producto de matrices y de la matriz inversa:  

Emi.  Las matrices no sólo nos sirven para guardar datos, para almacenar 
información, sino que con las matrices podemos realizar operaciones 
en las cuales, como en este caso, nos ayudan a proteger el descifrado 
de un texto, de un mensaje cifrado y luego también con la ayuda de la 
operación inversa, de la matriz inversa, volver de nuevo al mensaje 
original. 

Enseguida Emi les propone otro ejemplo, en esta ocasión sobre estudios 

sociológicos. Ella les pregunta a los estudiantes: “¿quién creéis que es una persona 

idónea para ser el delegado de la clase?” Y en la pizarra va completando la matriz, en 

ella acomoda en orden alfabético letras que representan a cada estudiante de la A a la 

P en forma de fila, y en forma de columna en ese orden, escribiendo 1 si cree que 

sería buen delegado o 0 si no lo cree (se puede votar por uno mismo); todo ello para 

hacerles notar que a través de una matriz se vería claramente que el que tuviera más 

unos sería la persona que, según el grupo, sería idónea para ser el delegado de la 

clase. A continuación les señala que estas matrices se utilizan en estudios 

sociológicos para ver la opinión que el grupo posee de cada uno de sus miembros. De 

este modo, se promueve la noción de matriz como arreglo ordenado de datos. 

Después de usar esos ejemplos contextualizados, Emi concluye de la siguiente 

manera: 

Emi.  Bueno, visto esto, decidme, ¿qué es una matriz?, ya tenéis que tener 
una idea. 

S1.   Un conjunto de datos que se disponen en columnas.  
Emi.  ¿Si en lugar de datos decimos elementos?  
S1.  También  
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Emi.  Sería prácticamente lo mismo y más genérico, entonces es un conjunto 
ordenado de elementos dispuestos en filas y columnas, es lo que 
nosotros llamamos matriz. 

Tras esta formalización de la definición de matriz, Emi define algunos tipos de 

matriz (cuadrada, fila, columna, nula, triangular superior e inferior, escalar, diagonal, 

unidad, traspuesta y opuesta). 

Con estos extractos queremos hacer notar cómo la profesora emplea los 

ejemplos contextualizados con dos fines. En primer lugar, los usa para mostrar la 

funcionalidad del tema en relación con otras ciencias: Criptografía y Sociología (tipo de 

ejemplo 5 para Figueiredo et al., 2007). El segundo aspecto es la relación que 

establece entre los ejemplos y la necesidad e importancia del orden de los elementos 

de las matrices como característica definitoria (tipo de ejemplo 1 para Figueiredo et al. 

2007). 

Estos aspectos nos llevan a la determinación del indicador “saber de la 

potencialidad del ejemplo contextual para crear un entorno de significación antes de 

introducir la definición formal de un concepto”. Sin lugar a dudas, en este conocimiento 

influyen tanto que Emi esté impartiendo el tema de matrices a estudiantes de 

bachillerato de la especialidad de Ciencias Sociales, como su trayectoria profesional, 

lo cual puede trascender su conocimiento del contenido matemático. 

Extracto 2: La profesora elige intencionalmente un ejemplo en el que se cumple 

una propiedad singular. 

Aly da muestras de conocer la potencialidad del ejemplo como instrumento para 

hacer notar singularidades de un tema. En este caso se trata de una propiedad de los 

determinantes de la cual quiere hacer notar su potencialidad. Utiliza el ejemplo para 

remarcar que en ocasiones interesa separar un determinante en la suma de dos 

determinantes porque puede simplificar los cálculos. El ejemplo consiste en calcular 

|
7 + 3 3
4 + 2 2

| y lo separa así: 

|
7 3
4 2

| + |
3 3
2 2

| 

 

Aly.  ¿Ven por qué me interesa separar?  

S2.  Porque el segundo se anula.  

Aly. Claro, porque hay veces que al separar, resulta que hay uno que se 

anula, ¿vale? Entonces es mejor primero hacer esto y aplicar la 

propiedad y no hacer todo el cálculo, sino separar en dos, porque, 

claro, en nuestro ejemplo el segundo determinante tiene dos columnas 

iguales, entonces su determinante es 0, ¿de acuerdo?.  

En este caso, la elección que hace la profesora del ejemplo (de aplicación de un 

procedimiento –Bills et al., 2006) es intencionada para que se denote la potencialidad 

de una propiedad que, aunque a primera instancia parecería que aumenta la cantidad 

de cálculos (calcular dos determinantes en lugar de uno), en realidad simplifica los 

resultados con los que se tiene que operar, lo cual toma importancia de cara a 

ejercicios más complicados que el que les presenta. 
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Lo anterior nos permite delimitar otro indicador con respecto al conocimiento de 

las bondades que conoce la profesora para el ejemplo en la enseñanza. Lo 

concretamos como “saber de la potencialidad del ejemplo como medio para destacar o 

recalcar los aspectos singulares del contenido matemático que pretende enseñarse”. 

Aquí se verá reflejada de manera implícita o explícita la capacidad que cada profesor 

tenga para elegir los ejemplos con tal fin, ya que se pone en juego el conocimiento que 

les permite saber qué ejemplo podría ser realmente potente para recalcar, ilustrar, 

aclarar, comprobar o mostrar aquellos aspectos más sobresalientes del contenido 

matemático a enseñar.  

Extracto 3: La profesora emplea ejemplos contextualizados y en el lenguaje de los 

estudiantes para que entiendan mejor el significado del producto de matrices. 

La profesora considera que los estudiantes podrían entender mejor el contenido si 

ven en el ejemplo una aplicación familiar para ellos, con datos cercanos a su entorno. 

En la clase 3, Emi construye un ejemplo en el que involucra a los estudiantes y usa 

palabras familiares a ellos. 

Emi. Quiero que me escribáis la matriz A, que va a ser una matriz fila que 

me indique el número de vuelos de Sevilla a cada una de estas 

ciudades intermedias y vamos a llamar B a la matriz columna, el 

número de vuelos desde los puntos intermedios a Nueva York, […] 

tenéis que calcular A por B y después de calcular A por B, ver si se 

pueden multiplicar, y luego quiero que me digan qué significado tiene el 

producto. 

Queremos destacar que, si bien es cierto que la profesora indica el proceso para 

resolver el problema y que esto priva a los estudiantes de proponer soluciones 

genuinas, también es cierto que muestra un conocimiento sobre ejemplos contextuales 

en los que el producto de matrices tiene un significado concreto que puede ser 

asequible al bagaje cultural de los estudiantes. Consideramos que el tipo de ejemplo 

que usa Emi puede ser muy cercano al ejemplo de aplicación a la vida real (tipo 5) de 

la categorización de Figueiredo et al. (2007). 

Esto da pie a la conformación de otro indicador acerca del conocimiento de la 

potencialidad del ejemplo, esto es “saber crear, proponer y explorar situaciones 

problema en forma de ejemplo o ejercicio, para que los estudiantes puedan producir 

sentido y significado al contenido matemático”. 

Por otro lado, las ayudas matemáticas son elementos habituales y esenciales de 

la acción del profesor para propiciar el aprendizaje de sus estudiantes. En las ayudas 

se interrelaciona el conocimiento matemático del profesor y su conocimiento acerca de 

las representaciones, recursos y estrategias didácticas que pueden hacer más 

asequible el contenido al estudiante: 

Extracto 4: La profesora gestiona una serie de ayudas diferenciadas entre sus 

estudiantes para que multipliquen dos matrices. 

En el siguiente extracto mostramos a una profesora que aplica la técnica de 

andamiaje denominada cambio en la cantidad de ayuda (Verenikina & Chinnappan, 
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2006), diferenciando la necesidad de cada una de las estudiantes involucradas. Se 

trata de un tema procedimental en el cual la profesora intenta que se aprenda la 

mecanización del proceso. En el subtema matrices, Emi indica a los estudiantes, paso 

a paso, el procedimiento matemático que deben realizar para hacer el ejercicio que les 

propone sobre producto de matrices. Apoya a los estudiantes que le piden ayuda para 

poder empezar a hacer el ejercicio, además les indica algunas pautas a seguir o 

incluso ayuda a terminar el ejercicio a S3 en su cuaderno, tras su segunda 

equivocación.  

En esa clase, Emi pide a sus estudiantes que realicen el siguiente producto de 

matrices: (
1 2 1
0 1 3
3 2 1

) (
4 1 0
5 2 1
3 1 2

) 

Destacan dos casos, por un lado la estudiante S4, que solo requiere ayuda para 

empezar el ejercicio y por otro lado S3 que tiene más dificultades durante el proceso. 

Emi. ¿Alguien necesita ayuda? [S4 levanta la mano y Emi se acerca a ella]. 

Tienes que multiplicar la primera fila por la primera columna [Emi 

marca, en el cuaderno de S4 en el primer ejercicio, la primera fila de la 

primera matriz y la primera columna de la segunda matriz] y luego 

tienes que ir multiplicando cada una de las filas por cada una de las 

otras columnas. 

Emi sabe que con esa ayuda es suficiente para que S4 logre obtener el producto 

de las dos matrices. 

Posteriormente, S3 levanta la mano para solicitar ayuda a Emi. La profesora se 

acerca a S3 y le indica paso a paso el procedimiento matemático y juntas logran 

obtener los valores de la primera fila de la matriz producto. Emi pretende que S3 

aprenda el procedimiento para multiplicar dos matrices y considera que un método 

adecuado para ello es indicarle elemento a elemento (fila-columna) qué debe 

multiplicar y luego sumar. Posteriormente Emi ayuda a S3 para que obtenga los 

valores de la segunda fila. 

S3. Ésta con ésta [S3 señala la segunda fila y la primera columna]. 

Emi.  Eso es.  

S3. Yo creía que multiplicaba sólo el primer elemento de la fila por toda la 

columna [en términos generales a_11 por b_11, luego por b_21, y 

finalmente por b_31], pero entonces ahora es 0 por 4, 1 por 5, y 3 por 3 

[son los productos correspondientes a la segunda fila por la primera 

columna]. 

Emi.  Sí, muy bien 

Así, S3 expresa a Emi su idea errónea en cuanto al procedimiento de la 

multiplicación fila-columna. Emi sabe que en sus ayudas a S3 tendrá que subsanar 

esa idea errónea, por ello le va preguntando qué fila por qué columna va multiplicando. 

Emi sabe que S3 presenta más dificultades que S4 para ejecutar el 

procedimiento, por eso decide dar un paso más allá del marcado de fila y columna que 

empleó para representar el procedimiento en el caso de S4, pasando a desglosar la 

expresión concretándola en los números específicos que forman esas fila y columna.  
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En los siguientes pasos S3 vuelve a su idea errónea de multiplicar sólo un 

número de la tercera fila por cada uno de los elementos de la segunda columna. Emi 

detiene a S3, indicándole que no es así y es Emi quien le indica los productos 

concretos que tiene que realizar, S3 sólo anota los resultados. Es así como logran 

obtener los valores de la tercera fila de la matriz producto. 

En esos segmentos de transcripciones, de los cuales solo se muestra aquí una 

parte, se evidencia la variación de las ayudas que Emi va dando a sus estudiantes, 

pues a S4 sólo le indicó los pasos a seguir y con S3 fueron diferentes las ayudas, 

conforme surgían reacciones de la estudiante hasta terminar ese ejercicio. 

Lo anterior nos lleva a la obtención del indicador “saber qué tipo de ayudas 

matemáticas dar a los estudiantes en situaciones de confusión o dificultad, con la 

intención de que puedan dar solución a una tarea”, que engloba el conocimiento de 

ayudas diferenciadas dependiendo del tipo de problemática matemática a la que se 

enfrente el estudiante. Cabe destacar que en este caso la tarea es de tipo 

procedimental y que esto no dota a los estudiantes de los porqués de cada paso en 

ese proceso. 

Extracto 5: La profesora da ayudas para que sus estudiantes mantengan en 

mente cuál es el propósito del problema que están resolviendo. 

Emi encomienda a los estudiantes hacer un problema de programación lineal 

propuesto en el libro de texto. El problema consiste en determinar cómo debe 

organizarse el transporte para que su gasto sea mínimo. 

Emi les hace notar con qué datos cuentan y qué tienen que determinar en el 

problema; en particular, les hace notar que sólo necesitan dos variables para resolver 

el problema y que da igual que escojan una ciudad u otra dado que las otras ciudades 

quedarían en relación con esas. En términos de Zurek et al. (2014), Emi utiliza una 

técnica de andamiaje para focalizar la atención en aspectos relevantes del problema.  

Emi.  Tenemos el coste de transporte desde cada ciudad europea a cada 

una de las africanas, luego los lotes de que disponen y los lotes que 

necesitan cada una de las poblaciones, entonces ¿qué es lo que hay 

que determinar? Cuántos lotes de cada tipo desde cada una de las 

ciudades europeas a cada una de las africanas y tenemos que saber 

cuántos lotes de mantenimiento y de choque salen de la ciudad A, de la 

ciudad B y de la ciudad C y lo mismo para Munich. 

 Hay que señalar que, en la clase anterior, Emi ya les había propuesto la de al 

menos el plantear el problema, por eso, en la clase les pide a los alumnos que alguno 

pase a la pizarra, pero, al ver que nadie lo hizo, decide empezar a dar pautas y hacer 

preguntas para que los estudiantes participen y de esa manera ayudarles a 

comprender de qué trata el problema y luego hagan el planteamiento. Emi sabe que si 

no promueve al menos la comprensión del problema, será difícil que los estudiantes 

hagan un intento para resolverlo. 

Respecto a esto, hay que mencionar también que en varias ocasiones Emi se 

enfrenta a que los estudiantes eluden abordar un ejercicio o problema, es decir, los 
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estudiantes no hacen nada para solucionarlo, simplemente porque no entienden de 

qué trata el ejercicio o problema, o no entienden qué quiere el profesor que ellos 

hagan. Por ello, el profesor, tratando de solucionar esa dificultad, decide hacerles 

saber explícitamente lo que requiere el problema y enfatizarles en concreto cómo 

quiere que lo hagan y para qué (de hecho, se sirve de ejemplos para recalcar esos 

aspectos).Con esta evidencia y análisis surge el indicador “saber que una estrategia 

para que los estudiantes comprendan o hagan un ejemplo, ejercicio o problema, 

consiste en señalar lo que la actividad les demanda”. 

Extracto 6: La profesora brinda ayuda para que los estudiantes se percaten de 

detalles implícitos en un problema que resolverán. 

Emi les hace notar a los estudiantes que se puede leer entre líneas en los datos 

del problema, es decir, que aunque no se dé en el problema la distancia entre las 

fábricas de refresco y los supermercados, se puede saber qué supermercado está 

más cerca de cada fábrica si se fijan en el coste de transporte.  

Emi.  ¿Por qué estás diferencias de precios?  

S3. Depende de qué tan lejos estén. 

Emi.  Muy bien, dependerá de la distancia los costes de transporte pues las 

cajas se introducen en camiones y los camiones tienen que recorrer 

una distancia, entonces dependiendo de la distancia que cada uno 

recorra será el coste, por ejemplo podemos ver que aunque no nos lo 

digan, el supermercado más cercano desde la fábrica A es el 

supermercado 2 [pues es el menor coste que aparece en la tabla para 

la fábrica A] y para la fábrica B el supermercado más cercano es el 1 

[pues es el menor coste que aparece en la tabla para la fábrica B], 

mientras que el supermercado 3 sería el más alejado para las dos de 

ellas. 

 Emi sabe que habrá problemas en los que los estudiantes tendrán que deducir 

datos que no están explícitos en el problema pero que pueden obtenerlos y así tener 

acceso a la solución del problema. Expresa en la entrevista que para ella una manera 

de animar a los estudiantes a hacer el ejercicio es señalarles datos o aspectos que 

ellos deben considerar, combinando técnicas de andamiaje de focalización y 

ofrecimiento de pistas. 

Esto nos lleva a plantear el indicador “saber cómo señalar a los estudiantes algún 

dato del problema que no aparece explícito y que se usará para darle solución”. 

En la Tabla 3 se agrupan los descriptores que se obtuvieron en el estudio. Para 

ello nos valemos de dos jerarquías al interior de los subdominios: las categorías y 

subcategorías. 
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Categoría Subcategoría Indicador 

A
c
ti
v
id

a
d

e
s
, 
ta

re
a
s
, 

e
je

m
p

lo
s
 y

 a
y
u
d
a
s
 

Conocimiento de las 

características de las 

tareas ejemplos y 

actividades 

KMT1. Saber de la potencialidad del ejemplo 

contextual para crear un entorno de significación antes 

de introducir la definición formal de un concepto. 

KMT2. Saber de la potencialidad del ejemplo como 

medio para destacar o recalcar los aspectos 

singulares del contenido matemático que pretende 

enseñarse. 

KMT3. Saber crear, proponer y explorar situaciones 

problema en forma de ejemplo o ejercicio, para que los 

estudiantes puedan producir sentido y significado al 

contenido matemático. 

Conocimiento de diversas 

maneras de encauzar, 

canalizar y dar pautas 

ante problemáticas 

suscitadas en el 

aprendizaje matemático 

KMT4. Saber qué tipo de ayudas matemáticas dar a 

los estudiantes en situaciones de confusión o 

dificultad, con la intención de que puedan dar solución 

a una tarea. 

KMT5. Saber que una estrategia para que los 

estudiantes comprendan o hagan un ejemplo, ejercicio 

o problema, consiste en señalar lo que la actividad les 

demanda. 

KMT6. Saber cómo señalar a los estudiantes algún 

dato del problema que no aparece explícito y que se 

usará para darle solución. 

Tabla 3. Indicadores de conocimiento provenientes del análisis de los usos de 

ejemplos y las ayudas que las profesoras dan a sus estudiantes. 

En este trabajo pudimos abstraer lo que presentamos como indicadores de 

conocimiento para la categoría Actividades, ejemplos, tareas y ayudas, perteneciente 

al conocimiento de la enseñanza de las matemáticas.  

Independientemente de las valoraciones que pudieran hacerse del 

aprovechamiento y generación de oportunidades de aprendizaje por parte de las 

profesoras implicadas en este estudio, el uso del modelo teórico MTSK como 

herramienta analítica y la sensibilidad teórica de la que nos dotó el estado del arte que 

construimos han posibilitado la obtención de los indicadores mencionados y por ende 

la profundización del propio modelo MTSK. 

Pudimos detectar el uso por parte de las dos profesoras de varios tipos de 

ejemplos de acuerdo a la literatura revisada. Además, observamos la importancia de 

que el profesor conozca la potencialidad del ejemplo como recurso didáctico, así como 

el conocimiento subyacente a la selección, aplicación o uso de éstos, lo cual incluye 

plantearse si el ejemplo que se propone es realmente un ejemplo, si debe usar datos 

concretos o genéricos, si debe usar ejemplos para contextualizar un contenido, 
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etcétera. Es evidente que estas elecciones por parte del profesor no sólo se sustentan 

en el KMT, reflejan parte de este tipo de conocimiento, pero también requieren estar 

respaldadas por conocimiento del propio tema, de cómo se proyectará este tema a 

futuro, tanto dentro de la disciplina como en otras ciencias, de los elementos 

sintácticos que permiten saber los efectos matemáticos del uso del ejemplo, de las 

consideraciones que suponen estos para los diferentes procesos de aprendizaje y de 

aquellos aspectos estipulados oficialmente de hasta dónde o cuánto del contenido 

debe abordar con los ejemplos. Todo ello a fin de construir un riguroso cuerpo de 

conocimiento acerca de los conceptos que presente (Muir, 2007) y obtener el máximo 

provecho como oportunidad de aprendizaje (Carrillo, Contreras-González & Zakaryan, 

2014). 

Por otro lado, en cuanto a las ayudas, la organización de la clase en una 

comunicación privilegiadamente unidireccional o con rasgos de discusión programada 

permitió únicamente ver algunas de las técnicas que en la literatura se han encontrado 

oportunas para propiciar el aprendizaje mediante andamiajes. De hecho consideramos 

que algunas de las técnicas que pudieran ser más productivas e interesantes, pero 

que requerirían de un trabajo más protagónico por parte de los estudiantes, ni siquiera 

fueron intentadas por las profesoras. En parte puede deberse a que el tema es tratado 

desde un punto de vista de dominar la técnica y no de comprender los porqués de los 

procedimientos enseñados. En ese sentido, también en el uso de los ejemplos es 

notorio que, aunque las profesoras hayan evidenciado diversos conocimientos del 

KMT, parecen no haber motivado la construcción de conocimiento por parte de los 

estudiantes sino más bien parecían invitados únicamente a reproducir procedimientos.  

Segunda Parte: Conocimiento de la Práctica Matemática 

Al momento de terminar la escritura de la memoria doctoral, esta investigación se 

encontraba en una fase avanzada, pero no había una versión final en formato de 

artículo. Se trata de un estudio en el que se graba una sesión de un profesor de 

secundaria que está trabajando con el tema de Justificación de fórmulas para el área 

de polígonos regulares. Posteriormente, se extraen tres episodios en los que se puede 

identificar algunos rasgos de prácticas matemáticas. Notamos que el subdominio era 

de difícil acceso específicamente con la observación de clases, así que empleamos la 

noción de Oportunidades para la investigación (descrita en la sección de metodología 

de esta tesis) y, por medio de una entrevista semiestructurada, tratamos de convertir 

dichas oportunidades en evidencias de conocimiento. 

Realizamos una caracterización de la práctica matemática. Los avances que se 

tienen hasta el momento permiten establecer dos categorías de la siguiente manera: 

a) Conocimientos de las características de la práctica matemática 

b) Conocimiento de la lógica argumental que está detrás del uso de cada 

práctica matemática. 

Las prácticas matemáticas a las que nos referimos (basados en la búsqueda de 

literatura especializada) son la demostrar (consideramos aquí las ideas de 

argumentación, justificación y validación, por su similitud en cuanto al carácter de 

convencimiento, aunque reconocemos su diferencia en el uso de los criterios de 
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verdad), definir, ejemplificar y usar heurísticos. Merece especial atención el uso que se 

hace del contraejemplo ya que tiene rasgos peculiares de criterios de verdad (útil en el 

proceso de demostración), acotan a las definiciones y pueden usarse para clarificar a 

los propios ejemplos.  

Esta caracterización se convirtió en el protocolo de análisis de la clase observada 

para detectar evidencias y oportunidades de investigación. Las oportunidades 

detectadas, que se sintetizan en la Tabla 4, se convierten en un segundo protocolo de 

análisis por medio de una entrevista semiestructurada. 

Oportunidades de 
investigación 

Guía para la entrevista semiestructurada 

Formas de definir 

¿Por qué iniciar la definición con figura geométrica? 

¿Se podría haber comenzado de otra forma? 

¿Cuál sería la dinámica de construcción? 

Necesidad y suficiencia como 
características de una definición 

Proposición de otro objeto matemático con su definición, 
incremento en las propiedades de éste, ¿de cuántas 
formas distintas podría quedar bien definido dicho objeto?, 
¿cuántas propiedades se requieren y de qué tipo son? 

Negación de una definición 
¿Qué características son antagónicas en la definición de 
dos objetos matemáticos opuestos? 

Condiciones para que emerjan 
prácticas argumentativas 

¿Qué características requiere una respuesta (correcta o 
incorrecta) para que sea puesta a discusión? 

¿Qué elementos constituyen un argumento 
matemáticamente plausible? 

Uso matemático del ejemplo y 
contraejemplo 

¿Qué papel tienen el ejemplo y el contraejemplo en una 
discusión argumentativa? 

Diferencias entre demostrar, 
justificar y deducir 

¿Cuál es la lógica detrás del diseño de la clase? 

¿Cuál es la lógica con la que se esperaba que se 
desarrollara la clase? 

¿Cómo se enfrentaría el problema planteado en clase si el 
objetivo fuera demostrar? 

¿Cómo se enfrentaría el problema planteado en clase si el 
objetivo fuera justificar? 

¿Cómo se enfrentaría el problema planteado en clase si el 
objetivo fuera argumentar? 

Formas de demostrar o refutar una 
conjetura 

Para una conjetura de no existencia, ¿cuál es una posible 
lógica para demostrar y cuál para refutar? 

Tabla 4. Diseño de la entrevista semiestructurada basada en las oportunidades de 

investigación detectadas en el primer acercamiento a los datos. 

A continuación presento el análisis en su primer acercamiento (observación de 

clase y detección de oportunidades). 
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Cada uno de los extractos de vídeo fue elegido con base en la abstracción del 

trabajo con una práctica matemática. En el primer vídeo el profesor construye con sus 

estudiantes una definición de polígono. En el segundo destacamos la confrontación de 

dos respuestas de las cuales sólo una es correcta y el profesor trabaja para que en su 

clase se distinga la corrección de dichas respuestas. Finalmente, en el tercer extracto 

el profesor trabaja con sus estudiantes una actividad para justificar las fórmulas de 

área para rombo y romboide. Destacamos en éste la posibilidad de explorar la lógica 

de construcción de argumentos que utiliza el profesor en su actividad. 

En cuanto a la construcción de una definición (primer extracto), en el KPM nos 

interesan aquellos aspectos que conoce el profesor acerca de las cualidades de una 

definición. Su conocimiento sobre la definición de un objeto matemático en particular 

está considerado en el KoT dentro del MTSK. Aquí nos enfocaremos en los aspectos 

de la lógica matemática que subyacen a dicha construcción. En el extracto 

distinguimos cuatro oportunidades de investigación que son detalladas a continuación. 

Oportunidad 1: para explorar el conocimiento sobre formas de definir: El profesor 

comienza su clase pidiendo a los estudiantes que definan polígono. Uno de sus 

estudiantes menciona que son figuras geométricas. En la entrevista, el profesor 

declara que toma esta característica como punto de partida esperando que la 

definición pueda ser complementada: 

D. Leo menciona que un polígono es una figura geométrica y yo solicito 

que [el resto del grupo] complemente la idea que nos proporciona Leo. 

Esa complementariedad que menciona el profesor nos habla de una forma de 

definir mediante propiedades, comenzando con aquellas que son más generales y 

añadiendo a esta algunas más que vayan acotando al objeto. Este hecho nos brinda la 

oportunidad de profundizar en el conocimiento que tiene el profesor sobre esta forma 

de definir y la exploración de otras formas de definir en caso de que el profesor pueda 

plantear alguna partiendo de una característica menos general. 

Oportunidad 2: de explorar el conocimiento acerca de la necesidad y suficiencia 

de características en una definición: Cuando el profesor pide que añadan 

características a la de figura geométrica, algunos estudiantes mencionan aspectos 

relacionados con las medidas de sus lados. El profesor aprovecha las intervenciones 

para hablar sobre la clasificación en polígonos regulares e irregulares y posteriormente 

regresa a preguntar sobre la definición de polígono.  

D. Figuras geométricas, pero qué le complementamos al concepto de 

figura geométrica para que realmente sea un polígono. 

A1.  De varios lados, ¿iguales? 

D. ¿Lados iguales? 

A2.  Hay unos que no tienen sus lados iguales. 

D. Exactamente, hay unos que no tienen lados iguales. Entonces, si son 

polígonos, tendríamos dos tipos de polígonos, ¿no? 

As.  Polígonos regulares y polígonos irregulares 

D. Regulares e irregulares. Okey, entonces, ¿qué es un polígono? 
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Si bien la comparación de las medidas de los lados de una figura no es una 

característica necesaria ni suficiente para definir polígono, aprovechamos este 

episodio en el que las características que mencionan los estudiantes son internas al 

concepto, pero escapan de la definición, para abordar el tema de necesidad y 

suficiencia en las definiciones, así como del estatus de las características de un objeto 

matemático. Es una oportunidad para analizar el conocimiento que el profesor expresa 

sobre la tipología de las características de un objeto matemático. 

Oportunidad 3: de explorar el conocimiento acerca de la negación de una 

definición: a raíz de que los estudiantes proponen la medida de los lados como 

característica para definir los polígonos, el profesor señala la clasificación de los 

polígonos en regulares e irregulares y, al final del extracto, solicita una definición 

informal que los diferencie: 

D. De acuerdo. Ahora sí, si fuera regular, ¿qué le complementamos? 

As. Que todos sus lados miden lo mismo 

D. Que todos sus lados midan lo mismo, ¿y si es irregular? 

As. Que no, que no miden lo mismo 

D. No deben de medir lo mismo, sus lados. 

Es sabido que basta con que la medida de un lado del polígono difiera de la del 

resto de lados para que éste sea considerado irregular. Las definiciones de polígono 

regular e irregular se contraponen y, en el lenguaje empleado por el profesor esa 

contraposición se refleja en “no deben de medir lo mismo”. En este extracto 

encontramos la posibilidad de explorar la noción lógica de la negación de una 

definición y aprovechar para explorar el conocimiento que tiene el profesor sobre los 

elementos que conforman la negación de distintos cuantificadores y con cuál de estos 

podría encontrar relación la definición. Cabe señalar que aquí también se presenta una 

oportunidad interesante que está fuera del KPM, ya que el profesor utiliza una 

definición muy común en las clases de matemáticas, pero que puede llevar a 

concepciones erróneas para el caso de los polígonos regulares. El definir utilizando la 

equivalencia en la medida de los lados sin advertir nada de los ángulos permite que en 

esa clasificación haya polígonos cóncavos (considerados irregulares). Este hecho 

resulta interesante ya que permitiría explorar el Conocimiento del Tema (¿sabe el 

profesor esto?) y el Conocimiento de las Características de Aprendizaje de las 

Matemáticas (¿es posible reconocer efectos en los patrones de pensamiento de los 

estudiantes en los que una definición incompleta les sea dada?). 

Por otro lado, en el extracto relativo a la confrontación de respuestas en la clase, 

encontramos dos oportunidades de investigación que se refieren al conocimiento 

sobre la función del ejemplo y el contraejemplo en matemáticas y una evidencia de 

conocimiento referente al tipo de práctica argumentativa. 

Oportunidad 4: para profundizar en el conocimiento acerca de las prácticas 

argumentativas que se espera que surjan al provocar discusiones: El profesor pide que 

los estudiantes digan cuál es la fórmula para obtener el área de un cuadrado, ante ello 

obtiene tres respuestas. 

D. ¿Cómo calculas el área del cuadrado? [El alumno escribe algo en la 

pizarra que no es visible en el vídeo] ¿Alguien tiene una idea más?, él 
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escribió ele-a por ele-a, [dirigiéndose a otro estudiante] ¿cómo 

quedaría?, [después de que el alumno termina de escribir, pregunta] 

¿qué escribiste?  

A6. 𝑎 por seis, por cuatro que diga [corrige lo que había escrito antes] 

D. Bien, ¿estamos de acuerdo con esta fórmula?, [pregunta mientras 

encierra en un círculo 4 𝑋 𝑎]? 

La primera respuesta es correcta, pero no aparece la notación que esperaba el 

profesor. La segunda respuesta es eliminada por el propio estudiante que la propone e 

inmediatamente postula otra fórmula, la cual también es incorrecta. Es en esta última 

en la que el profesor centra la discusión. Mediante cuestionamientos sobre la elección 

de solo esa fórmula para la discusión, de las características que debería tener una 

respuesta para ser puesta a debate y del tipo de argumentos que podrían ponerse en 

juego, exploramos el conocimiento que tiene el profesor acerca de distintas prácticas 

argumentativas en matemáticas y el uso que da en una situación específica. 

Oportunidad 5: para explorar conocimiento acerca del uso matemático del 

ejemplo y el contraejemplo: Cuando la discusión acerca de la corrección de la fórmula 

propuesta por A6 para calcular el área del cuadrado estaba estancada en argumentos, 

uno de los estudiantes dice que no está de acuerdo con la fórmula porque “ese sería el 

perímetro”. Aprovechando que esa afirmación no sirve para cualquier medida del lado 

del cuadrado, realizamos una discusión con el profesor acerca del uso argumentativo 

del ejemplo y contraejemplo como medios de justificación y sus relaciones con la 

generalización de resultados, esto último muy relacionado con la idea de justificar 

fórmulas.  

Evidencia 1: conocimiento referente a un tipo de práctica argumentativa: En 

diferentes momentos el profesor se refiere a elementos de autoridad para garantizar la 

fiabilidad de un argumento: 

D. Pero es un cuadrado y, por definición, ¿cómo es un cuadrado? […] 

Pero el cuadrado, por definición, ya nos da una idea, ¿cuál es esa 

idea? […] Exacto, esto sería el perímetro. 

Este tipo de respaldos nos da evidencia del conocimiento que tiene el profesor 

sobre un tipo específico de práctica argumentativa, lo que Flores (2007) considera la 

convicción externa autoritaria.  

En el tercer extracto se identifican dos oportunidades de investigación 

relacionadas con la lógica subyacente al uso de un argumento de conservación de 

superficie para la justificación de fórmulas para calcular el área de un rombo y un 

romboide. 

Oportunidad 6: para explorar el conocimiento sobre las diferencias entre 

demostrar, justificar y deducir: El objetivo declarado para la clase analizada era 

justificar las fórmulas para calcular el área de polígonos regulares. El tipo de actividad 

que plantea como introducción es, mediante recortes, transformar un rombo y un 

romboide en un rectángulo, del cual los estudiantes conocen la fórmula para calcular el 

área y podrían hacer una relación entre las magnitudes del rectángulo formado y la 

figura inicial. Aprovechamos ese proceder para cuestionar acerca de qué similitudes y 
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diferencias encuentra entre justificar (por su objetivo), deducir (por su forma de 

proceder) y demostrar (por ser la práctica matemática más estudiada en la literatura de 

investigación). 

Oportunidad 7: para explorar el conocimiento acerca de formas de demostrar o 

refutar una conjetura: En un momento de la clase en el que el profesor explicaba cómo 

esperaba que los estudiantes transformaran el romboide en rectángulo uno de los 

estudiantes le planteó la posibilidad de que esa tarea no pudiera realizarse: 

D. Sí, un romboide, a partir de él quiero un rectángulo. 

A7. ¿Y si no sale? 

D. Me vas a demostrar que no salió. 

El profesor sabe que es posible realizar la transformación. Sin embargo, no niega 

al estudiante la posibilidad de que su suposición sea cierta. Este fragmento se utiliza 

para explorar el conocimiento que tiene el profesor acerca de qué recursos lógicos 

podría utilizar si tuviera que demostrar la conjetura planteada por el estudiante y 

cuáles si quisiera refutarla. Si bien, el papel del contraejemplo se antoja que surja de 

manera natural en la refutación, hemos decidido separar esta oportunidad de una 

anterior dedicada específicamente al ejemplo y contraejemplo para dar posibilidad a la 

aparición de otras formas que el profesor conozca para hacer dicha refutación, pero 

sobre todo para destacar la entidad del conocimiento de la lógica subyacente a una 

demostración y una refutación particular en la que la existencia (pensando en la 

demostración) y unicidad (pensando en la refutación) juegan un papel importante. 

Hasta esta fase se encuentra esta investigación. Se realizó la entrevista 

semiestructurada y ahora se analizará cómo las respuestas que el profesor ofrece en 

esta pueden ser utilizadas como evidencias de conocimiento o si generan más 

oportunidades (las cuales ya no podrán ser exploradas, pero que servirán para 

caracterizar algunos aspectos del KPM). 

Un ejemplo del uso del MTSK para analizar el conocimiento que 

se podría potenciar con una actividad diseñada para maestros de 

primaria en formación 

Una preocupación que surge en el grupo de investigación cuando comenzamos a 

estructurar y profundizar en el MTSK fue la transferencia del modelo a la formación 

inicial y permanente de profesores. La idea de desarrollo profesional sin abandonar la 

de conocimiento profesional tiene muchos matices. Sin embargo, una cuestión a la 

que se puede acceder de manera más o menos inmediata es saber qué conocimientos 

se busca potenciar con una actividad o curso de formación. Esto no implica de ningún 

modo una metodología de desarrollo profesional ni tampoco sirve para calificar si una 

actividad o curso son efectivos para el desarrollo, eso requiere de otras herramientas 

teóricas y metodológicas.  

En Carrillo, Escudero y Flores (2014) avanzamos en la línea de analizar 

actividades diseñadas para la formación inicial de maestros de matemáticas para 

destacar los aspectos de conocimiento matemático que se podrían potenciar o que se 

pueden necesitar al resolver la actividad.  
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Utilizamos el MTSK como un “marco que nos permite justificar y explicar la 

estructura de una actividad diseñada para trabajar el tema de polígonos con 

profesores de primaria en formación inicial” (p. 19). La actividad es una adaptación de 

la que plantean Muñoz-Catalán et al. (2013) cuyo objetivo es trabajar las 

características de los polígonos. En nuestro artículo analizamos tanto el diseño 

general de la actividad como los aspectos de conocimiento que se pueden potenciar 

con ella. 

A continuación reproduzco el artículo completo. 
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Conclusiones 
 

 

 

 

 

 

El trabajo que se presenta en esta memoria doctoral, en formato de compendio 

de publicaciones, tuvo por objetivo la conformación del modelo de conocimiento del 

profesor de matemáticas MTSK y la profundización en el estudio de algunos de sus 

elementos. Este objetivo no es exclusivo de esta tesis, sino que también es abordado 

en diversas investigaciones que realiza el grupo de investigación que colabora en el 

Seminario de Investigación en Didáctica de las Matemáticas de la Universidad de 

Huelva y que pueden consultarse en http://goo.gl/XSDMBK.  

El modelo denominado Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) ha resultado 

ser un referente obligado cuando se habla sobre el conocimiento del profesor. En 

algunos casos suele citarse el nombre del modelo como un medio para utilizar un 

lenguaje compartido (e.g. Silverman, 2012), aunque luego sus subdominios no se 

utilicen como herramientas en el análisis de los datos obtenidos y, en consecuencia, 

sus resultados no suelen valerse del modelo ni tampoco aportan teóricamente al 

mismo. Esto es sobre todo notorio cuando la línea en la que se desarrolla la 

investigación no se centra en la comprensión del conocimiento del profesor, sino que 

este es solo un contexto para comprender otros fenómenos. Nuestros primeros 

trabajos, presentados en el CERME 8, fueron producto de un esfuerzo de 

profundización conceptual en el MKT y mostraban una serie de inconsistencias en 

términos analíticos sobre la delimitación de sus  subdominios. Al mismo tiempo, una 
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de esas publicaciones (Carrillo et al., 2013) presentaba la primera idea completa del 

MTSK. Así, el MTSK toma como experiencia los conflictos de tipo analítico a los que 

nos enfrentamos con el MKT y surge como una propuesta que evita dichas dificultades 

en el estudio del conocimiento del profesor. Además, si bien es cierto que la visión de 

especializado en el MTSK comparte rasgos fundamentales con algunos otros modelos, 

en particular con el MKT, también es cierto que su consideración como un conjunto de 

elementos que solo tienen sentido para el profesor de matemáticas (en lugar de ver la 

exclusividad elemento a elemento) aportan diferencias y matices que luego se reflejan 

en los análisis que se realizan. Presenté esta visión en el Marco Teórico mediante una 

comparación entre el MKT, el marco del TEDS-M y el MTSK. 

El paso del MKT al MTSK se realizó mediante tres procesos: (a) 

reconceptualización de la noción de especializado, pasando de considerarlo como un 

conocimiento puramente matemático a considerarlo como el conjunto de elementos 

que conforman el modelo; (b) reestructuración en el dominio de conocimiento 

matemático, cambiando una clasificación basada en elementos externos (común-

compartido, especializado-exclusivo, horizonte) por una clasificación intrínseca a la 

matemática (tema, conexiones, prácticas-sintaxis), y (c) reinterpretación en el dominio 

de conocimiento didáctico del contenido considerando exclusivamente los elementos 

de esta naturaleza en los que la matemática tenga una implicación, dando cabida, de 

manera explícita, a las investigaciones en didáctica de la matemática como fuente de 

conocimiento para el profesor. 

Esta centralidad exclusiva de los elementos de conocimiento en los que la 

matemática tiene influencia encuentra una correspondencia, quizá sin estar planificado 

así, con la manera en que está organizada la formación inicial de maestros en las 

universidades españolas, en las cuales el grupo de investigación en didáctica de las 

matemáticas tiene influencia directa en las materias que conciernen solamente a la 

matemática y su didáctica, siendo otros especialistas los que se encargan de la 

formación en psicopedagogía, didáctica general, etcétera.  

Estas reflexiones fueron parte y a la vez sustento de esta tesis. Fueron parte 

porque su desarrollo es un resultado de este trabajo. Fueron sustento porque las 

investigaciones centrales que se presentan en los resultados utilizaron estas nociones 

cuando ya estaban bien cimentadas, pero siempre teniendo en mente que esas 

investigaciones podían modificar aspectos del MTSK, ya que lo hemos concebido 

como un modelo dinámico. 

Tomando las reflexiones anteriores como fundamento, los objetivos específicos 

que nos planteamos en este trabajo fueron los siguientes: 

a) Desarrollar elementos del conocimiento de las características de 

aprendizaje de las matemáticas. 

b) Desarrollar elementos del conocimiento de la enseñanza de las 

matemáticas. 

c) Desarrollar una caracterización para el conocimiento de la práctica 

matemática. 
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d) Comprender relaciones entre el conocimiento matemático del profesor y 

sus concepciones acerca de la enseñanza y aprendizaje de las 

matemáticas. 

Cada uno de los objetivos se abordó mediante una investigación independiente y 

no es mi intención repetir las conclusiones de cada una de estas en la presente 

sección. Más bien intentaré plasmar aquellos aspectos que considero que aportan un 

nuevo conocimiento o sustento de este respecto a lo que teníamos antes de abordar 

cada investigación. 

Con respecto al primer objetivo enunciado, en el subdominio del conocimiento de 

las características de aprendizaje de las matemáticas avanzamos en la construcción 

de una revisión de literatura con modelos de diferentes tradiciones investigativas. La 

Tabla 6 muestra los elementos que fueron considerados por cada uno de los trabajos 

que seleccionamos luego de una amplia revisión.  

Artículo 
Conocimientos que se consideran para el profesor respecto a sus 

estudiantes o sus procesos de aprendizaje 
Kilpatrick, 
Swafford y 

Findell 
(2001) 

Comprensión 
conceptual 

Fluidez 
procedimental 

Estrategias 
para abordar 
problemas 

matemáticos 

Formas de 
razonar 

Actitudes 
frente a las 

matemáticas 

Hill et al. 
(2008) 

Errores 
comunes de 

los 
estudiantes 

Comprensión 
de lo que 
hacen los 

estudiantes 

Secuencias de 
desarrollo de 

los 
estudiantes 

Estrategias 
comunes de 

cálculo 
 

Silverman y 
Thompson 

(2008) 

Anticipación a 
los modos de 
pensamiento 

de los 
estudiantes 

Formas de 
guiar un 

pensamiento a 
uno idóneo 

Potencialidad 
de un 

pensamiento 
idóneo en la 

integración de 
los 

aprendizajes 

  

Godino 
(2009) 

Conocimiento 
personal de 

los 
estudiantes y 
progresión de 

los 
aprendizajes 

Estados 
afectivos en 
relación con 
cada objeto 
matemático 

Secuenciación 
orientada a la 

fijación y 
negociación 

de contenidos. 

  

Rowland, 
Huckstep y 
Thwaites 
(2005) 

Identificación 
de errores 

Identificar y 
enfrentar 

concepciones 
erróneas 

   

Ma (2010) 
Manejo del 

error 
    

Tabla 5. Conocimientos acerca de los estudiantes o de sus procesos de aprendizaje 

que diferentes autores consideran que los profesores deberían tener (las columnas no 

son utilizadas para categorizar información). 

Además de esta revisión de estudios previos, también aportamos resultados 

empíricos, los cuales mostramos en la Tabla 6. 
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Categoría Indicador 

a) Lenguaje y procesos con 

los que los estudiantes 

interactúan con el contenido 

KFLM1. Saber interpretar el conocimiento o pensamiento 

matemático que expresan los estudiantes en su lenguaje (común 

o en proceso de adquisición del nuevo contenido matemático–

mezcla del lenguaje común con el matemático). 

KFLM2. Conocer los detalles de la resolución de un problema 

susceptibles de desviar la atención de los estudiantes para llegar 

a la solución del mismo. 

KFLM3. Conocer los cálculos matemáticos que podrían hacer 

mecánicamente los estudiantes sin saber realmente lo que están 

haciendo matemáticamente. 

b) Errores y dificultades 

asociadas al aprendizaje 

KFLM4. Saber las necesidades y dificultades de los estudiantes 

sobre el contenido matemático. 

KFLM5. Conocer las confusiones matemáticas que pudiera tener 

el estudiante, provocadas por la relación equivocada de un 

contenido actual con un contenido relativamente anterior (por 

ejemplo con un tema pasado de la misma unidad o bloque 

temático). 

KFLM6. Conocer las confusiones y errores matemáticos de los 

estudiantes, producidos por no proceder ordenadamente, o no 

respetar las convenciones matemáticas. 

KFLM7. Conocer las imágenes o ideas matemáticas 

inadecuadas que los estudiantes pueden poseer o adquirir de un 

contenido. 

KFLM8. Conocer los errores que los estudiantes pueden cometer 

al hacer determinados cálculos aritméticos provocados por un 

despiste al hacer operaciones o transformaciones, o por no 

dominar el nuevo contenido que se está abordando. 

KFLM9. Conocer que los estudiantes tienen dificultades en 

reconocer y aplicar analogías y equivalencias en la resolución de 

problemas. 

c) Teorías personales sobre 

formas de aprendizaje 

KFLM10. Conocer los contenidos matemáticos previos de los 

que se puede valer para fomentar el aprendizaje de un tema 

nuevo entre sus estudiantes. 

Tabla 6. Resultados empíricos de la investigación realizada por Sosa et al. (2015a). 

Con respecto a nuestra caracterización del subdominio construida en Flores-

Medrano et al. (2014), la cual se constituye a partir de cuatro categorías (formas de 

aprendizaje, fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje, formas de interacción 

de los estudiantes con el contenido y concepciones de los estudiantes sobre las 

matemáticas), nuestra investigación aporta un respaldo teórico y empírico para las 

categorías que ahí se exponen. No obtuvimos evidencia para la emergencia de una 

categoría nueva, pero sí ejemplos concretos para el caso de Álgebra Lineal para 

algunas de las que ya planteábamos.  
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En el segundo objetivo nos planteamos profundizar en el conocimiento de la 

enseñanza de las matemáticas. El acercamiento que hicimos en este caso fue en dos 

aspectos particulares en los que intuíamos que encontraríamos información. Nos 

fijamos en los conocimientos que utilizaban las profesoras al momento de ejemplificar 

(construir y utilizar ejemplos) y de dar ayudas, ya sean individualizadas o grupales, en 

su clase de matemáticas. La revisión de literatura no aporta sustento teórico al 

subdominio, ya que las investigaciones que consultamos no hablan sobre del 

conocimiento del profesor en contextos de enseñanza. Lo que nos aportó fue 

sensibilidad teórica para seleccionar y analizar los extractos. Nuestros resultados del 

análisis son una serie de descriptores, que aparecen en la Tabla 3 (sección de 

Resultados de esta memoria), los cuales sí dan sustento empírico a la categoría que 

nombramos “Actividades, tareas, ejemplos y ayudas”, que se relaciona particularmente 

con la categoría “Tareas para la enseñanza” que forma parte de las que presentamos 

para el KMT en Flores-Medrano et al. (2014) [las categorías que presentamos fueron: 

teorías de enseñanza asociadas a un contenido matemático, recursos materiales o 

virtuales de enseñanza asociadas a un contenido matemático y estrategias, técnicas y 

tareas para la enseñanza de un contenido matemático]. 

El tercer objetivo enunciado también corresponde a la profundización en el 

estudio de un subdominio, en este caso en el Conocimiento de la Práctica Matemática. 

Este interés responde, entre otras cosas, a la necesidad de dar claridad a uno de los 

subdominios que pueden generar mayor confusión: en la experiencia en congresos, 

suele haber confusión entre la idea de práctica matemática y procedimientos o 

procesos matemáticos o con la de idea de práctica de enseñanza. De hecho, esta 

confusión puede acentuarse por la similitud con términos utilizados en la literatura de 

investigación [se usa habitualmente el término práctica del profesor para referirse a su 

quehacer de enseñanza, sobre todo a la parte interactiva de esta, pero también 

aparecen otros términos como el de práctica social, empleado en la 

Socioepistemología (Cantoral & Farfán, 2003)]. Estas posibles confusiones debidas a 

la nomenclatura bien pueden ser aclaradas a partir de la caracterización del 

subdominio presentada en Flores-Medrano et al. (2014). Sin embargo, consideramos 

que una descripción más profunda nos permitirá detectar cuándo algo es una práctica 

matemática y qué características sobre esta forman parte de este subdominio. 

Partimos de una definición amplia para el subdominio, donde el KPM es el 

conocimiento de las formas de proceder y producir en matemáticas y que también 

considera el conocimiento de la sintaxis en matemáticas. Se le asocia con el 

conocimiento de la lógica del quehacer matemático. Con estas premisas partimos para 

la identificación de prácticas matemáticas en la literatura (la primera que tuvimos en 

mente y que ayudó a la conformación de esa definición amplia fue la demostración). 

Las prácticas que consideramos fueron la de demostrar (englobamos también las 

ideas de argumentación, justificación y validación), definir, ejemplificar y usar 

heurísticos. Y dimos especial atención al uso que se hace del contraejemplo ya que 

tiene rasgos peculiares de criterios de verdad (útil en el proceso de demostración), 

acotan las definiciones y pueden usarse para clarificar los propios ejemplos. 

Con estas prácticas desarrollamos dos categorías: conocimiento de las 

características de la práctica matemática y conocimiento de la lógica argumental que 
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está detrás de los usos de cada práctica. Estas sintetizan una mayor cantidad de 

información y formalizan las categorías tentativas que planteamos en Flores-Medrano 

et al. (2014), donde considerábamos el conocimiento sobre la jerarquización y 

planificación en la resolución de problemas, el conocimiento sobre formas de 

validación o demostración y el conocimiento del papel de los símbolos y el lenguaje 

formal en matemáticas. Hasta este momento todavía no tenemos descriptores 

específicos para este subdominio, pero el trabajo con oportunidades de investigación 

nos ha permitido avanzar en el estudio y en un futuro cercano podremos ofrecer 

resultados más concretos con los que esperamos aportar al entendimiento de este tipo 

de conocimiento matemático que pocas veces es explorado en su totalidad en el 

profesor.  

Finalmente, en el objetivo de establecer relaciones entre el conocimiento 

especializado del profesor y sus concepciones acerca de la enseñanza y el 

aprendizaje de las matemáticas, concluimos que las categorías propuestas por Carrillo 

(1998) fueron útiles para distinguir la tendencia que tenía la profesora participante en 

el estudio. También pudimos resaltar diferencias analíticas entre el conocimiento y las 

concepciones. Al no intentar diferenciar las concepciones de la creencias, han 

quedado caracterizadas estas de una manera amplia que incluye aspectos 

actitudinales (actitud frente a la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas). Otro 

aporte fue el trabajar específicamente con el análisis de diseños de lecciones para la 

enseñanza, lo cual nos permite destacar la versatilidad en el uso del MTSK para 

analizar el conocimiento del profesor de matemáticas en diferentes escenarios. 

Cuando nos planteamos este objetivo pensamos en relaciones bidireccionales entre 

conocimientos y concepciones, sin embargo, los datos con los que contábamos 

solamente nos permitieron analizar los usos de conocimiento que se adecuaban a una 

determinada tendencia didáctica. Por ejemplo, la profesora analizada presentaba 

indicios de apegarse a una tendencia tecnológica en cuanto a la enseñanza y 

aprendizaje de las matemáticas; el aspecto que destacamos como principal fue la 

búsqueda de un aprendizaje guiado hacia la reconstrucción de los procesos lógicos de 

construcción de objetos matemáticos. Esto lo relacionamos con el énfasis mostrado en 

el conocimiento de definiciones, propiedades y conexiones internas al concepto  y el 

uso que hacía de estos elementos para propiciar que sus estudiantes participaran de 

la reconstrucción de los contenidos trabajados (eventos equiprobables). Con respecto 

al conocimiento didáctico del contenido, la profesora mostró una focalización en los 

detalles del diseño que guiaran dicha reconstrucción. El conocimiento empleado fue, 

principalmente, el de las formas en que los estudiantes suelen relacionarse con los 

contenidos. Esto lo empleó para predecir el tipo de respuestas que darían los 

estudiantes a cada parte de la actividad, lo cual aprovechó en el diseño para encauzar 

esas respuestas hacia otras actividades que al final llevaran a la construcción de la 

noción de equiprobabilidad. Su papel como profesora fue el de gestionar y verificar 

que los estudiantes eran capaces de adaptarse al diseño con las características 

fundamentales que ella deseaba destacar. En resumen, encontramos que el estudio 

de las relaciones entre el conocimiento especializado y las concepciones sobre 

enseñanza y aprendizaje de las matemáticas requiere de identificar la intención con la 

que el profesor utiliza su conocimiento, lo cual brinda la posibilidad de que dos 

profesores con tendencias didácticas distintas posean los mismos conocimientos, pero 

que los utilicen de distintas formas. Este tipo de estudios nos darán información sobre 
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la influencia de las concepciones en el conocimiento. Para ver las relaciones en el otro 

sentido hará falta plantearse cómo el conocimiento especializado que posea el 

profesor de matemáticas condiciona los rasgos de la o las tendencias didácticas que 

muestre en las diferentes facetas de su práctica. 

Este estudio de relaciones entre concepciones y conocimiento forma parte de un 

programa más amplio que plantea establecer relaciones entre diferentes elementos del 

modelo. En Flores-Medrano et al. (2014) se plantearon algunas relaciones entre 

subdominios (KoT-KMLS, KSM-KMLS, KFLM-KMLS, KFLM-KMT, KoT-KPM y MK-

KMT/KFLM) y también se describieron los rasgos que distinguen a dos subdominios 

que pueden resultar similares en algunos puntos (KMT-KFLM y KSM-KMLS). Aunque 

no es objeto de este trabajo entrar a detalle en estas relaciones, las mencionamos 

porque consideramos que son un aporte interesante ya que nos permiten destacar el 

carácter holístico del modelo. Una investigación que explota este hecho y lo plasma 

como esquema es la elaborada por Escudero-Avila, et al. (en prensa).  

De manera general, una vez que ya he repasado los avances que supone este 

trabajo con respecto a los objetivos que nos planteamos para el doctorado, a 

continuación propondré una serie de conclusiones que provienen de mi experiencia al 

trabajar con el (modelo) MTSK. 

1) El MTSK no es una teoría, sino un modelo con sustento teórico y 

empírico. Siguiendo a Ander-Egg (1995), los modelos son utilizados en 

Ciencias Sociales para representar o construir de manera simplificada 

una serie de fenómenos y están destinados a explicar la realidad o 

actuar sobre ella. Se trata de una abstracción de la realidad. En este 

caso, la realidad es el conocimiento especializado del profesor de 

matemáticas y el MTSK la subdivide para comprenderla mediante un 

acercamiento analítico. 

2) El MTSK tiene una naturaleza dual en tanto es un modelo teórico del 

conocimiento especializado del profesor de matemáticas y también es 

una herramienta metodológica para explorar el conocimiento 

especializado del profesor en situaciones diversas de su labor y 

formación. Con esta segunda característica quiero resaltar el trabajo de 

construcción de categorías internas a cada subdominio con las cuales 

se puede tener una mirada más focalizada en los fenómenos 

observados. La dualidad a la que me refiero en este punto nos ha 

permitido utilizar el MTSK para investigaciones con el doble 

acercamiento denominado por Grbich (2007) como top-down (de la 

teoría a los datos) y bottom-up (de los datos a la teoría). 

3) El MTSK no modela el conocimiento ideal que esperamos para el 

profesor de matemáticas. Sin duda, quienes participamos en la 

elaboración de algunos elementos del modelo habremos puesto en esta 

algo de nuestras concepciones. Sin embargo, el modelo trata de ser 

aséptico: no intentamos decir que el profesor ideal será aquél que tenga 

conocimiento en cada una de las categorías de cada uno de los 

subdominios, eso solamente sería una posible consecuencia. Uno de 

los aspectos que sustenta el hecho de que no se trata de un modelo de 
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conocimiento ideal es la consideración de las concepciones del profesor 

en el centro, permeando a todo el conocimiento (esto significa que 

consideramos que tanto el profesor tradicional como el investigativo, 

tanto el instrumentalista como el resolutor de problemas, tienen 

conocimiento especializado y es posible que observemos evidencias de 

cada subdominio. En mis objetivos y futuras investigaciones considero 

que se debe entender qué conocimientos son privilegiados por el 

profesor de acuerdo a sus concepciones). Otro aspecto para sustentar 

que el MTSK no habla de conocimiento ideal es la propia definición de 

conocimiento que adoptamos como grupo de investigación, en la cual 

hay cabida para conocimientos incorrectos, o mejor dicho, no 

adoptamos un referente ni para el conocimiento matemático ni para el 

conocimiento didáctico del contenido con el cual podamos comparar si 

el profesor tiene carencias o incorrecciones en su conocimiento, más 

bien estamos atentos (ayudados con las categorías y subdominios) a 

cuando el profesor manifiesta de algún modo su conocimiento. 

4) El MTSK puede ser utilizado en distintos escenarios (Flores, Escudero & 

Aguilar, 2013). Hasta el momento, hemos utilizado el MTSK para 

analizar diseños de clase (e.g., Flores & Carrillo, 2014), foros online de 

formación (e.g., Escudero-Avila et al., en prensa), aulas de clase (e.g., 

Sosa et al., en prensa), material para la formación inicial (e.g., Carrillo, 

Flores-Medrano et al. 2014) y entrevistas sobre temas transversales en 

matemáticas (Montes, 2014). 

5) Las investigaciones en las que se pretende profundizar en el estudio de 

aspectos concretos del MTSK requieren de una sensibilidad teórica que 

ayude en el robustecimiento teórico de las categorías y, a su vez, en la 

selección y análisis de episodios.  

6) El MTSK no estudia el desarrollo profesional del profesor de 

matemáticas. A lo más podríamos utilizar el modelo para observar qué 

cambios tuvo el profesor en cuanto a su conocimiento, pero eso no 

implicaría necesariamente un desarrollo profesional (por ejemplo, en el 

caso de un profesor que aprenda más matemáticas pero que no tengan 

ningún tipo de relación con su enseñanza). 

7) La enseñanza y el aprendizaje, sobre todo en las tendencias escolares 

actuales, son dos actividades que no se pueden ver desligadas. Sin 

embargo, en términos analíticos encontramos que es posible distinguir 

conocimientos independientes que responden a enseñanza y 

aprendizaje por separado. Pero, al igual que en otros subdominios, en 

estos hay relaciones y también considero conveniente destacarlas en 

futuros estudios (un primer avance está en Flores-Medrano et al., 2014).  

Estas reflexiones finales son fruto de la experiencia de mi trabajo con el MTSK, pero 

también es una guía acerca de la prospectiva de investigación que me planteo, en la 

cual, a corto plazo me interesa explorar el papel que puede jugar el modelo en la 

formación inicial y permanente de profesores de matemáticas, indagar en otros 

aspectos que intervienen en dicha formación y, sobre todo, en cómo entrelazar los tres 

aspectos que Skott et al. (2013) señalan como los que se han priorizado en la 
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investigación sobre el profesor y que también sugieren que deberían estudiarse en 

conjunto: conocimientos, concepciones e identidad.  
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