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Conocimiento especializado de un profesor
de matematicas asociado al concepto de
proporcionalidad: un estudio de caso a través del
modelo MTSK

Camilo Fuentes Leal
Universidad de huelva

Resumen: Se muestra una experiencia de un estudio de caso de una profesora en un co-
legio publico de Bogota donde se indago sobre el conocimiento especializado del pro-
fesor con respecto a la enserianza de la proporcionalidad por medio del modelo MTSK,
para esto se hizo uso de técnicas de recoleccion y sistematizacion de informacion como
la transcripcion de las clases, entrevistas y toma de fotografias, y como medios de and-
lisis de la informacion la triangulacion de instrumentos y la triangulacion de especialis-
tas. Con base al andlisis cronologico de episodios, asociando unidades de informacion
con las categoria del modelo y estableciendo relaciones entre estos, observando una
preeminencia de los. Algunas conclusiones estan asociadas con la preeminencia de co-
nocimiento del tema (KoT) y la relacion entre subdominio con el KMT y KFLM.
Palabras clave: Conocimiento especializado del profesor de Matematicas (MTSK),
Pensamiento proporcional, Estudio de caso.

Specialized knowledge of a mathematics professor
associated with the concept of proportionality: a
case study through the mtsk model

Abstract: An experience from a case study of a teacher in a public school in Bogotd,
where the specialized knowledge of the teacher regarding the teaching of proportion-
ality using the MTSK model, for this, information collection and systematization tech-
niques were used, such as the transcription of classes, interviews and photography, and
as a means of analyzing the information, triangulation of instruments and triangulation
of specialists. Based on the chronological analysis of episodes, associating information
units with the categories of the model and establishing relationships between them, ob-
serving a preeminence of the. Some conclusions are associated with the pre-eminence
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of the knowledge of topic (KoT) and the relationship between subdomain with the KMT
and KFLM.

Keywords: Specialized knowledge of the Mathematics teacher (MTSK), Proportional
thinking, Case study.

1. INTRODUCCION

El presente documento es resultado de una investigacion doctoral en la cual se indagd
sobre el conocimiento especializado con respecto a la ensefianza de la proporcionalidad.
Dada la importancia de este concepto, es necesario tener en cuenta que la comprension
de la proporcionalidad como un proceso extenso y complejo, el cual es construido a lo
largo de todo el proceso educativo; autores como Block (2001, 2006), Rivas, Godino y
Castro (2012), Valverde (2013), Rivas (2013), Balderas y Guerra (2014), Torres (2015)
han mostrado que aunque se han hecho diferentes aproximaciones para la investigacion
y la comprension de la proporcionalidad como concepto articulador en el pensamiento
matematico, persisten dificultades en su aprendizaje y ensefianza de la proporcionalidad
tanto en lo estudiantes como en profesores en ejercicio, mostrando asi una necesidad de
hacer investigaciones sobre comprension de la proporcionalidad desde la perspectiva del
profesor, en este caso se hizo una aproximacion al conocimiento especializado del pro-
fesor en la ensefianza de este concepto.

Se considera que por medio de la presente experiencia se puede ampliar la reflexion,
comprension y transformacion de sus practicas pedagogicas de los profesores asociadas
a la ensefianza de la proporcionalidad, ademas de considerar que esta experiencia inves-
tigativa aporta en la construccion de propuestas de ensefianza de la proporcionalidad, la
superacion de estas dificultades de comprension de la proporcionalidad y la construccion
de nuevas propuestas formacion de profesores asociadas a la ensefianza de este concepto.

2. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

Como se mencin6 anteriormente, la construccion de una comprension amplia de la pro-
porcionalidad ha sido un problema que ha sido investigado desde hace décadas por dife-
rentes autores desde diferentes perspectivas tedricas, sin embargo, se ha encontrado que
las dificultades y errores es su comprension y ensefianza persisten tanto en los estudian-
tes como en los profesores tanto en la ensefianza de este concepto como en la resolucion
de situaciones problemas en diferentes contextos.

Se considera que una propuesta que puede aportar en la resolucion de la anterior pro-
blematica es la elaboracion de investigaciones que aborden la comprension del conoci-
miento especializado del profesor asociado a la ensefianza de la proporcionalidad, pues
por medio de la comprension del conocimiento del profesor se pueden establecer diferen-
tes dimensiones de este objeto matematico, aportando asi a su caracterizacion, compren-
sion de sus propiedades, procedimientos, representaciones, establecer como este objeto
matematico se relaciona con otros, conocer sus errores y obstaculos epistemoldgicos.
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Para esta labor se considera necesario hacer uso de propuestas tedricas como las
construidas en la Universidad de Huelva, donde se han realizado valiosos aportes en la
construccion de una linea en investigacion sobre el conocimiento especializado del pro-
fesor de matematicas en el marco de las actividades del Seminario de Investigacion en
Didactica de la Matematica (SIDM), el cual en los tltimos afios han dirigido diferen-
tes tesis doctorales como Montes (2015), Vasco (2015), Flores (2015), Escudero (2015),
Aguilar (2015), Lifian (2017), donde se indaga sobre sobre el conocimiento especiali-
zado del profesor, mostrando asi sobre conocimiento amplio y una larga trayectoria en
la investigacion del tema.

En este sentido, la pregunta de investigacion fue ;Qué conocimiento de proporcio-
nalidad moviliza un profesor de ensefianza secundaria cuando ensefia proporcionali-
dad?, para poder responder esta incognita se usé el modelo MTSK pues este aporta en
la compresion del conocimiento especializado del profesor de matematicas; el objetivo
fue identificar por medio de este modelo las caracteristicas del conocimiento especiali-
zado de un profesor de matematicas cuando ensefia el concepto de proporcionalidad en
secundaria.

3. REFERENTES TEORICOS Y METODOLOGICOS

Estos elementos seran presentados en dos apartados, en un primer momento se hara una
sensibilizacion teodrica sobre el concepto de proporcionalidad y una caracterizacion del
modelo MTSK el cual es desarrollado por la universidad de Huelva, pues estos dos ele-
mentos constituyen una parte de vital importancia para comprender el conocimiento que
se puede asociar al profesor.

En el segundo apartado correspondiente al los referentes metodoldgico, se mencio-
nard el tipo de investigacion elegida, los criterios de seleccion de la informante y la fun-
damentacion como se obtuvieron los datos a analizar en esta investigacion.

Proporcionalidad y el modelo MTSK: Una breve construccion de la proporcionali-
dad como concepto matematico

Parte de la sensibilizacion tedrica sobre la proporcionalidad radica en caracterizarla
como una construccion humana, es decir que ha sido enriquecida a lo largo de la his-
toria. Iniciando por los aportes del antiguo Egipto, donde dada la naturaleza preemi-
nentemente practica del conocimiento matematico egipcio sélo se pudieron identificar
problemas asociados a situaciones reales como los presendos en el papiro del Rhind y
analizado por Chace (1979).

La practicidad como caracteristica de la proporcionalidad fue trascendida por la pro-
puesta axiomatica deductiva de la Grecia clasica, ejemplo de esto se puede evidenciar en
Euclides (1991), donde se recoge sistematicamente el tratamiento de la proporcionalidad
por matematicos como Pitagoras, Eudoxo o Thales.

Por otro lado, la cultura China mostr6 una interpretacion diferente de conceptos de
razon y proporcionalidad, prueba de esto se puede analizar en Los Nueve Capitulos,
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documento del siglo III donde se plantea el “Iu” como herramienta para comprender el
razonamiento en la construccion de la regla de tres, de esta forma, el uso del “lu” hace
que la interpretacion de proporcionalidad China se adapte mucho mejor a las dinamicas
comerciales y mercantiles que la propuesta Griega, pues desde el inicio se proponen re-
laciones entre un conjunto de ntimeros, dejando de lado que sean estas sean necesaria-
mente homogéneas, estos elementos son propuestos por autores como Dauben (1998),
Chemla (2005) y Kangshen (1999).

Con la caida del imperio romano y la pérdida de los conocimientos del mundo cla-
sico, la cultura arabe fue fundamental para salvaguardar estos conocimientos, ejemplo de
esto se puede evidenciar en Los Comentarios de Omar Al- Khayyam a Los Elementos,
publicado en el siglo XI en lo actualmente ocupa el territorio Iraqui, Rashed (1999) men-
ciona que en este documento se presenta una definicion alternativa de igualdad de razo-
nes a la presentada por Euclides, para el autor dos razones son iguales si ambos pares de
magnitudes dan lugar a misma sucesion de enteros tras el proceso de antifairesis; a esta
definicion ¢l la llama como la “razon verdadera”, llamando a la definicion geométrica de
Euclides como la “razén usual”.

Posteriormente, en el renacimiento se reactivan propuestas alternativas del trata-
miento Griego de la proporcionalidad, ejemplo de esta situacion se pudo observar en la
publicacion en 1255 de la traduccion de Los Elementos por Campanus de Novara, en la
que se presenta la definicion del concepto de “denominacion de una razén” con la cual
se busco aritmetizar la idea de razon propuesta en Los Elementos, pues en la propuesta
de Euclides la razon se presenta como una relacion unicamente entre magnitudes ho-
mogéneas (segmentos), en cambio en la propuesta de Campano se buscé asociar un ni-
mero a cada razon, haciendo que esta propuesta se relacione la asignacion actual en la
que se asocia una razon a un numero racional, caracteristica que autores como Romme-
vaux (1999) menciona que aport6 en la comprension de la razéon como fraccion y como
nimero racional.

Caracterizacion disciplinar del concepto de proporcionalidad

Existen diferetes aproximaciones para definir la proporcionalidad como concepto ma-
tematico, por ejemplo, Fiol y Fortuny (1990), hacen uso de las teorias sobre funciones
para mencionan que dos magnitudes son proporcionales si se puede establecer un iso-
morfismo entre sus cantidades tal que:

i. Sia<bimplicaf(a) <f(b), larelacion de orden es monotona.

ii. yf(a+b)=f(a)+f(b),esdecir, se conserva el orden y la suma.

iii. Si la magnitud es continua, la proporcionalidad f queda univocamente deter-
minada dando la cantidad homologa f'(a) de una cantidad cualquiera y en par-
ticular las cantidades correspondientes f(a) a una unidad.

Este tipo de definiciones aportan en la superacion de la creencia que la proporcio-
nalidad esta dada Ginicamente en magnitudes homogéneas como el caso de dos pares de
segmentos.

Una segunda perspectiva, se plantea la proporcionalidad como una relacion multi-
plicativa entre magnitudes, la cual permite determinar el valor cantidad de magnitud en

28 Epsilon, 2020, n° 104, 25-43, ISSN: 2340-714X



Conocimiento especializado de un profesor de matematicas asociado al concepto de proporcionalidad...
Camilo Fuentes Leal

funcion de otra cantidad de magnitud de la cual se conoce su medida, estableciendo re-
laciones de proporcionalidad entre cantidades de distintas magnitudes. Finalmente, una
tercera perspectiva de definicién de proporcionalidad esta en Carrillo, Contreras, Cli-
ment, Montes, Escudero y Flores (2016) quienes la caracterizan como una relacion de
equivalencia entre dos cantidades de magnitudes extensivas', de tal forma que cuando se
hace la comparacion de dos cantidades de magnitudes (a partir de la construccion de ra-
zones) se obtiene el mismo valor.

En terminos muy generales comprender la proporcionalidad como objeto matematico
es necesario contemplarla en dos situaciones, la proporcionalidad directa y la proporcio-
nalidad inversa, las cuales a su vez se pueden evidenciar en un contexto geométrico o
uno aritmético, se definira la proporcionalidad directa como una relaciéon entre magni-
tudes que permite obtener la medida de cantidad de la otra magnitud multiplicando una
constante por la medida de cantidad de esta u otra magnitud. Mientras tanto, la propor-
cionalidad inversa se define como una relacion entre magnitudes que permiten obtener la
medida de una cantidad de magnitud multiplicando por una constante por la inversa de
la medida de otra cantidad de magnitud.

Con respecto al contexto numérico, se puede mencionar que cuando se busca encon-
trar una relacion de proporcionalidad directa o inversa entre dos variables numéricas se
hara uso de primer contexto; en cambio, en la proporcionalidad geométrica se indaga con
cuerpos, formas, objetos de los cuales se quieren replicar a diferente tamafio o cuando su
medicion no es posible fisicamente se hara uso de segundo contexto, por ejemplo, en la
construccion de maquetas, mapas o medir alturas de edificios de grandes alturas.

Modelo MTSK como marco de referencia para comprender la proporcionalidad

Se han hecho diferentes aproximaciones a la comprension del conocimiento del profe-
sor sobre proporcionalidad, por ejemplo, en Rivas (2013) por medio del EOS hace un
analisis epistémico y cognitivo de tareas de proporcionalidad en la formacion de profe-
sores de Educacion Primaria en formacion en la Universidad de Granada, o Balderas y
Guerra (2014) donde indagan sobre conocimiento del profesor de matematicas con res-
pecto a la proporcionalidad por medio de la comprension de diferentes interpretaciones
de este concepto.

O mas recientemente, Torres (2015) quien indaga el conocimiento un profesor de Pri-
maria y uno de Secundaria, por medio del modelo Knowledge Quartet identificando 39
indicadores pertenecientes a las categorias (11 para fundamentos, 11 para transforma-
cion, 7 para conexion, 4 para contingencia y 6 para la categoria general), una caracteris-
tica interesante de esta investigacion es la identificacion de seis indicadores que no se
pueden categorizar en el modelo, situacion que da pie para la usar modelos alternativos
como el MTSK elaborado en la Universidad de Huelva.

El modelo MTSK surge como una propuesta tedrica de comprension del conoci-
miento del profesor de matematicas en el marco del grupo SIDM en la Universidad de

1. Donde la unién de la cantidad de magnitud sea sumativa, como por ejemplo la cantidad de superficie.
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Huelva, Espafia, donde se ha trabajado y aportado intensamente en la comprension del
conocimiento profesional del profesor, en la propuesta se proponen dos dominios.

El primer dominio es el conocimiento matematico (MK), el cual contiene como sub-
dominios el conocimiento de los temas (KoT), que hace referencia a la fenomenologia,
propiedades y sus fundamentos, registros de representacion, definiciones y procedimien-
tos, el conocimiento de la estructura matematicas (KSM), que integra las conexiones de
complejizacion, las conexiones de simplificacion, las conexiones de contenidos transver-
sales y finalmente las conexiones auxiliares y el conocimiento de la practica matematica,
(KPM) que contienen las practicas ligadas a la matematica en general y las practicas li-
gadas a una tematica en matematica.

El segundo dominio es el conocimiento didactico de contenido (PCK), en el cual con-
tiene los subdominios de conocimiento de la ensefianza de las matematicas (MKT), que
hace referencia a las teorias personales o institucionales de ensefianza, los recursos materia-
les y virtuales y las actividades, tareas, ejemplos y ayudas, el conocimiento de las caracteris-
ticas del aprendizaje de las matematicas (KFLM) que se refiere a las formas de aprendizaje,
las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje, las formas de interaccion de los alum-
nos con el contenido matematico y las concepciones de los estudiantes sobre matematicas, y
el conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas (KMLS), que hace re-
ferencia los contenidos matematicos requeridos a ensefiar, el conocimiento del nivel de de-
sarrollo conceptual y procedimental esperado, y la secuenciacion de diversos temas.

Una caracteristica particular de la propuesta tedrica es la inclusion de las creencias
de las matematicas, de su aprendizaje y ensefianza como motor de las acciones de las
categorias es un nuevo elemento que presentan los autores en la propuesta de concep-
tualizacion del conocimiento del profesor de matematicas, en la figura 1 se muestra una
representacion de la relacion entre los diferentes componentes del modelo.

Conocimiento de la
ensefanza
de las matemadticas
~

KoT

Conocimiento de
los temas

KFLM

Conocimiento de
las caracteristicas

del aprendizaje de
las matematicas

KSM

Conocimiento de la
estructura de la
matematica

MK Conccimiento Matematico

Conocimiento de los
estandares de
aprendizaje de las
matemdticas

Op|UaIUO) |3 0ORIEP|Q OIIBWPOUO) ¥)d

Conocimiento de la
practica
matematica

Figura 1.

Representacion grafica de
modelo MTSK (extraido
de Muiloz ete al., 2015).
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Se considera que este modelo complejiza y amplia los modelos preexistentes del co-
nocimiento del profesor, por varios motivos. En primer lugar, el conocimiento especia-
lizado del profesor de matematicas se caracteriza como aquel que el profesor necesita y
usa para explicar matematicas, prescindiendo de consideraciones pedagdgicas generales
no relacionadas a la disciplina. Por otro lado, este es un modelo de conocimiento en el
que se considera el conocimiento que sustentan las acciones, de igual forma se considera
que en el desarrollo de cierta accion de ensefianza, puede existir conocimiento de dife-
rentes subdominios, es decir que no existe una relacion univoca entre una accioén y un
subdominio, mostrando asi la simultanead y complejidad del modelo.

3. CARACTERIZACION DEL ESTUDIO

Dado que el objetivo de la investigacion fue la comprension de un fendmeno social, es
necesario hacer uso de un paradigma cualitativo, donde se considere el conocimiento
como una construccion social, interpretando la realidad como un constructo multiple y
holistico, renunciando a la idea de objetividad y neutralidad; considerando que las rela-
ciones entre el investigador y el objeto estudiado como elementos inseparables.

De igual forma, como el objetivo de la investigacion fue analizar e interpretar una
realidad, en este caso el conocimiento movilizado por un profesor en la ensefianza del
concepto de proporcionalidad es necesario posicionarse en un paradigma interpreta-
tivo en un estudio de caso de tipo instrumental presentado en Stake (2005), teniendo en
cuenta instrumentos de recoleccion de la informacion como la grabacion de las sesiones,
la observacion no participante y el cuaderno de campo.

Se considera que el estudio de caso como una oportunidad donde una experiencia es-
pecifica de un profesor puede aportar en la construccion de referentes teoricos relacio-
nados con la comprension del conocimiento especializado del profesor de matematicas,
elementos propios de una investigacion top down bottom up, donde los casos especificos
y los cuerpos teodricos (en este caso el MTSK) se relacionan dialégicamente, nutriéndose
y enriqueciéndose mutuamente.

Después de caracterizar el paradigma y el estudio de caso como estrategia, es nece-
sario caracterizar la profesora Sonia, quien fue la informante. Ella es una profesora de
matematicas de un colegio publico al suroccidente de Bogota, fue seleccionada como in-
formante por diferentes motivos, entre estos su amplia, diversa y permanente formacion
académica, pues cuenta con formacion pedagdgica como normalista en educacion (pro-
fesora de primaria), formacion matematica como ingeniera civil y postgrados en mate-
matica educativa, ademas tener una amplia experiencia como profesora de aula durante
mas de 18 afos.

Estos elementos hacen que ella sea una muestra representativa de la poblacion de de
profesores de Colombia, pues la informante pertence al sistema de educacion publica, el
cual segtn el Departammento Administratio Nacional de Estadistica DANE? representa
del 80,4 % del sistema educativo Colombiano, cuenta con diferntes tipos de formacion,

2. https://www.dane.gov.co/files/investigaciones/boletines/educacion/bol_EDUC_18.pdf
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pues en Colombia se puede acceder a la docencia por medio de diferentes educativos (li-
cencicado, tecnologo en educacion o profesional diferente a licenciado) y hace parte del
58% de los profesores de Bogota que tienen 10 afios o mas de expericia en docencia,
segun datos del Instituto para la Investigacion Educativa y el Desarrollo Pedagogico?.

4. RECOLECCION Y ANALISIS DE LA INFORMACION

Esta tarea estuvo centrada en la observacion de cuatro sesiones de clase por medio de la
grabacion en video y la toma de notas de campo, paralelo a esto se tomd evidencia foto-
grafica de los trabajos y soluciones de los estudiantes, elementos que han aportado en el
analisis de las grabaciones, clarificAndolas y mostrando las relaciones entre los diferen-
tes subdominios del conocimiento especializado del profesor.

De igual forma, es necesario mencionar que investigaciones previas sobre MTSK
como Lifian (2017) han expresado que, en cuanto a la observacion, no existe informa-
cion pura, puesto que esta organizada por nuestros conocimientos; de esta forma una ob-
servacion debe entenderse como la construccion de una representacion o de un modelo
de una situacion.

Una vez se recolectd toda la informacion se procedid a organizar las sesiones por
medio de ntcleos tematicos y hacer la respectiva transcripcion de manera manual de las
sesiones, a lo cual Lifian (2017) comenta que en este proceso es necesario hacer énfasis
en los elementos que se interesa observar, en este caso se incluiran la contextualizacion
de las situaciones de cada sesion, las intenciones, los gestos y movimientos de los estu-
diantes y de la profesora en el proceso de ensefianza.

Inicialmente la transcripcion se dividioé en unidades de informacion, las cuales que
fueron entendidas como frases o argumentos para expresar una idea, al leer cada unidad
se asociaba manualmente a un dominio, un subdominio, una categoria del MTSK, las
cuales eran organizadas en una tabla cronoldgica donde se narraban lo sucedido en cada
sesion, tal y como se muestra en la figura 2.

Posteriormente, se organizaron las unidades poniendo como criterios los organizado-
res curriculares propuestos por el Ministerio de Educacion de Colombia en MEN (2007),
en un primer momento y después las subcategorias, teniendo en cuenta la tabla I donde
en n representa el numero de la clase en la que esta ubicada cada unidad.

Tabla I: Organizacion de las unidades de informacion.

Subdominio | Categoria | Organizador | Segmento Comentario/Justificacion
curricular

Fecha

3. http://www.idep.edu.co/sites/default/files/libros/Perfiles%20de%20los%20Docentes.pdf
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13 DE MARZO 2018 RAZON Y PROPORCION DE

SEGMENTOS

1. ELdia de hoy especificamente vamos a ver como se da la proporcidn entre dos segmentos . i DAk

2. Cuando habl de seg @ cada segr le asociamos una longitud, entonces
vamos a hacer un segmente que mide 2 unidades.

8., Este sagmento FNE 2 UDKEIAER Y REtR AUDKNITRG, ..o

4. L: razon entre segmentos es comparar la fongitud que hay entre los segmentos AB y CD, ME- KoT- Ejampior
entonces ;Cudl es la razén entre 7, es el te antre los AB y CD, Usa un ejempia pars reforzar i definicidn, 1o que

— = - justificaria 3u inchuidn an KoT {definiciones,

est0 58 expresa como propiedadas y sut fundamentas) y en KMT

5. [a fongitud AB mide e s {estrategias, técnices, taress y eiemplos]
expresa como: 2 es a 4 isi recuerdan?
enteros, pero cuando, pero cuando habl de que tener en cuenta .
I‘ IOWM del mnlﬂ | . PCE = KMLS = Secuenciscion con temas snteriores o

6. Algo importante que deben tener en cuenta, es que los dos segmentos deben estar en las portericres

Figura 2. Transcripcion inicial de la informacion.

En una primera aproximacion al analisis de la informacion recolectada se procedid
a hacer un conjunto de mapas conceptuales que den cuenta del MTSK observado en las
cuatro sesiones observadas, teniendo como referencia cada uno de los subdominios y ca-
tegorias del MTSK. Debido al tamaiio y la complejidad de establecimiento de relacio-
nes entre categorias fue necesario elaborar pequefios mapas conceptuales con respecto
a organizadores curriculares especificos presentes en las sesiones de clase, estos organi-
zadores fueron, las razones entre segmentos, las rectas paralelas, los segmentos homo-
logos y la semejanza.

Una vez se tuvo una idea general de los conocimientos movilizados en las sesiones,
fue necesario expresar de una forma mas metddica el analisis de episodios especificos
para esto se hizo uso del sistema de codigos de la tabla I1.

Tabla II: Codigos usados para la sistematizacion de la informacion.

Codigo Significado

Profesora
E Estudiante
[...] Fragmento que no se tiene en cuenta por no ser Util en el analisis.
Texto entre Explicacion de algo que esta ocurriendo en el aula, pero no se
paréntesis: () verbaliza
Texto entre Lectura de partes del libro de texto o de otros libros que se usan en el
comillas: “” aula. Puede haberse realizado por la maestra o por los estudiantes
a,b Inicio y fin de las unidades a analizar

Después de presentar el analisis de esos episodios especificos, se considerd necesa-
ria la construccion de la tabla I11, donde se presentara toda la informacion con respecto a
cada uno de los subdominios del MTSK, a continuacion, se presenta el ejemplo del sub-
dominio del conocimiento de los temas KoT.
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Tabla III: Sistematizacion de las unidades por subdominios del modelo MTSK.

Subd. Categoria Unidad de Informacion Evidencia o indicio en
el MTSK

Definiciones, | (4,4) La razon entre segmentos es compa- | Definicion de razon
propiedades y | rar la longitud que hay entre los segmentos | entre dos pares de
fundamentos | AB y CD, entonces ;Cual es la razon entre | segmento
segmentos?, es el cociente entre los seg-
mentos AB y CD, esto se expresa como

AB
A'B’
KoT
Procedimientos | (49,52) 2 por 9 debe ser igual a 3 por 6, Procedimiento para
miremos comprobar si las ra-
2x9 = 3x6 zones de dos pares
18=18 de segmentos son
Esta es una manera de verificar, que los proporcionales.

dos pares de segmentos son proporciona-
les o que guardan la misma razoén

Una vez se tuvo esta informacion fue necesario establecer relaciones entre categorias por
medio de mapas y esquemas visuales. Un aspecto importante por resaltar sobre el analisis de
la informacion es la validacion del analisis de la informacion por medio de dos estratregias;
la primera la triangulacion de expertos propuesta en Flick (2007), la cual consiste la partici-
pacion de diferentes observadores que validan los datos, estableciendo una nula o minima la
posibilidad de sesgo (causado por el investigador) en este caso, los observadores fueron los
participantes el SIDM vy el director de la investigacion, y por otro lado, la triangulacion de
instrumentos, la cual radica en comparar la informacion obtenida, por ejemplo la compara-
cion de las trascripciones, notas del diario de campo, fotografias y entrevistas para obtener
un mismo conjunto de datos y asi minimizar las posibilidades de sesgos.

5. ANALISIS DE LA INFORMACION

En la figura 3 se representaran a modo de resumen las tematicas trabajadas en cada se-
sion, tarea necesaria para posteriormente hacer un analisis mas profundo sobre casa se-
sidn y sus respectivas sesiones.

Al hacer un andlisis cronoldgico se identificaron 20 episodios, donde se encontra-
ron 177 indicadores pertenecientes a los subdominios del modelo MTSK, observando
una preminencia de categorias como el uso de las definiciones, propiedades y sus funda-
mentos, el uso de representaciones y procedimientos todos estos pertenecientes al KoT'y
también se observo la preeminencia del uso de estrategias, técnicas, tareas ejemplos per-
tenecientes al subdominio MKT.
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Pensamiento proparcional :
Sesién 1—/[ (4 sesiones) Sesidn 4

Semejanza de
triangulos

i Sesion 3
Sesion 2
"o ™
Definicion = = Teorema de
Propocionalidad Talas %
Razdn en contextos entre segmentos — — Resolucidn de
geométricos tridngulos semejantes
4
Busqueda de segmentos \
desconocidos
Definicion T A
Despeje de ecuaciones Aplicacion del teorema
= Construccion geometrica de rectas transversales

entre parapelas

Segmentos homologos

Figura 3. Tematicas trabajadas en las clases observadas.

Estas primeras caracteristicas aportaron por un lado en la compresion de qué elemen-
tos priorizaba la profesora en la ensefianza de la proporcionalidad y por otra parte en la
construccion de relaciones entre las diferentes subcategorias, elementos que se presen-
tan en la tabla IV, donde se cuantifican los indicadores encontrados con base en la trian-
gulacion de la informacion.

Tabla I'V: Cuantificacion de indicadores encontrados.

Subd. Categoria Cant de Indicadores
KoT | Definiciones propiedades y sus fundamentos 41
Procedimientos 35
Fenomenologia y sus aplicaciones 9
Registros de representacion 17
KSM | Conexién transversal 7
Con. Aux 7
KPM | Formas de validacion y demostracion 6
Papel de los simbolos y el lenguaje formal 4
Jerarquia y plan. Para la res. De problemas 4
Préactica Matematica. 0
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Subd. Categoria Cant de Indicadores
MKT | Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos 33
Recursos, materiales virtuales 7
KFLM | Fortalezas y dificultades 2
Formas de interaccion con el cont. Matematico 2
KMLS | Secuenciacion con temas 3

Una vez se identificaron los indicadores, se hizo necesario construir un analisis rela-
ciones entre estos en cada uno de subdominios propuestos por el modelo MTSK, encon-
trando 25 relaciones. Posteriormente se establecieron relaciones entre los indicadores a
partir de oportunidades o indicios, los cuales se entienden como una unidad de informa-
cion que no es del todo clara, de las cuales se encontraron 30 de relaciones entre indi-
cios y oportunidades

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES
Con respecto al dominio de matematico (MK):

Este dominio estd compuesto por tres subdominios, el conocimiento de los temas (KoT),
contenido de la estructura de las matematicas (KSM) y conocimiento de la practica ma-
tematica (KMP), con respecto al KoT, desde la primera sesion, se pudo observar que para
la profesora era necesario que los estudiantes comprendan la definicion de razéon como
una comparacion entre dos cantidades de magnitud, en este caso desde una perspectiva
geometria a través del uso de segmentos.

Sin embargo, donde mas se observé énfasis fue en el conocimiento de las propieda-
des y la importancia de estas en el transcurso de la enseflanza de procedimientos, repre-
sentaciones o formas de resolver un problema asociado a la proporcionalidad desde una
perspectiva geométrica.

De igual forma, se evidencié el uso de las propiedades geométricas de rectas para-
lelas, triangulos y cuadrilateros que se pueden asociar a la proporcionalidad, la relacion
entre lados homologos para establecer la proporcionalidad, el establecimiento de las lon-
gitudes entre transversales y paralelas estableciendo razones de diferentes formas, siem-
pre y cuando los segmentos sean correspondientes y homologos.

Asimismo, se observaron propiedades asociadas a la proporcionalidad y la seme-
janza, como por ejemplo la proporcionalidad entre los lados de dos tridngulos como un
criterio de la semejanza; ademas se determinaron fundamentos como los argumentos ne-
cesarios para establecer que en algunos casos es necesario dividir en ambos lados de la
igualdad para despejar una incognita.

Con respecto a las definiciones, propiedades y fundamentos mencionadas anterior-
mente estan relacionadas con un abordaje de la proporcionalidad desde una perspectiva
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geométrica, lo cual no quiere decir que la profesora posea tinicamente este tipo de cono-
cimiento, pues acuerdo a lo comentado por la profesora, la perspectiva geométrica al ser
de una naturaleza grafica y al ser mas susceptible a trabajar con material concreto como
escuadras y lapiz, es mas facil comprension por parte de los estudiantes, este elemento
también una relacion entre KMT y KFLM.

Con respecto al conocimiento de la fenomenologia asociado a la proporcionalidad,
en la primera clase se pudieron identificar conocimientos relacionados con el uso de si-
tuaciones del contexto real para establecer la proporcionalidad entre dos pares de seg-
mentos por medio del método de medios y extremos directamente para establecer una
longitud desconocida.

En relacion con el conocimiento de los registros de representacion se pudo evidenciar
gran variedad, estas fueron modificadas y enriquecidas con el trascurso de las sesiones y
de la preguntas y dificultades observadas por los estudiantes, caracteristica que llevo una
reflexion sobre la relacion de esta categoria con el KMT y el KFLM.

Para dar cuenta del conocimiento de los registros de representacion se clasificaron
de acuerdo con sus caracteristicas. En el primer grupo estan las representaciones verba-
les de la razon entre dos segmentos, y la proporcionalidad entre dos pares de segmentos,
en el segundo grupo estan las representaciones graficas, caracterizandolas como aquellas
herramientas que aportan en la comprension y resolucion de un problema asociado a la
proporcionalidad y en el tercer grupo estan las representaciones escritas, las cuales pue-
den ser de naturaleza notacional, como la representacion escrita de segmentos por medio
AB BC
A'B’ y B'C’
division de segmentos y la representacion escrita de rectas como 7, s,

de expresiones como , la representacion escrita de una razén como una

Con respecto al conocimientos de procedimientos se identificaron tres grandes grupos,
en el primer grupo estan los procedimientos de construccion como el establecimiento de
una razoén, usando simplificacion de fracciones, la construccion de razones proporciona-
les dados cuatro segmentos, trazar una recta paralela a una recta dada, la busqueda de un
par de segmentos de tal forma que sean proporcionales con un par de segmentos dados.

En el segundo grupo estan los procedimientos algebraicos, como por ejemplo el mé-
todo de medios y extremos, y despeje de ecuaciones para verificar dos tridngulos son
semejantes con dos incognitas y en el ultimo grupo de procedimientos estan los de ve-
rificacidn, entre los cuales esta la confirma la relacién de proporcionales entre segmen-
tos homologos o la comprobacion de la proporcionalidad entre lados de cuadrilateros.

Con respecto al conocimiento de la practica matematica (KMP) se pudo identificar
que, desde la primera clase se hace uso de pruebas informales en geometria a través de
la representacion grafica, la comprobacion empirica del teorema de Thales y el uso del
ejemplo para mostrar casos en los que no se cumple lo propuesto (contraejemplo), por
otro lado, también se pudo identificar que la profesora hace uso implicito de las fases de
resolucion de problemas de Polya (entender el problema, configurar un plan, ejecutar el
plan y mirar hacia atras).

Finalmente, con respecto al conocimiento de la estructura da las matematicas (KMS),
en especial el conocimiento de conexiones transversales entre contenidos se pudo iden-
tificar que desde la primera clase el uso del concepto de ecuacion como una igualdad,
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pues este es un concepto que fue necesario para la caracterizacion y comprension de la
proporcionalidad.

Por otro lado, se pudo identificar el despeje de ecuaciones para encontrar la longi-
tud de un segmento, dados segmentos entre rectas paralelas, como una conexiéon au-
xiliar, pues, aunque hace parte de un conocimiento diferente a la proporcionalidad, el
conocimiento sobre el despeje de ecuaciones es necesario para comprender y verificar
representaciones, procedimiento y propiedades de la proporcionalidad entre dos pares
de segmentos.

Con respecto al dominio didactico de contenido (PCK)

Este dominio estd compuesto por tres subdominios conocimiento de la enseflanza de
las matematicas (KMT), conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las ma-
tematicas (KFLM) y el conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matemati-
cas (KMLS).

Con respecto al MKT, se puede comentar se identificaron conocimientos relacio-
nados con la resolucion de problemas, en especial con el conocimiento de las fases de
Polya, pues se considera que el uso de estas facilitd a la comprension y la resolucion de
problemas asociados a la proporcionalidad desde una perspectiva geométrica.

Entre estas se destacan la comprension de problemas en los que se pregunta por el
valor de un segmento desconocido, ya sea de una recta cortada entre paralelas o un lado
de una pareja de triangulos semejantes; la construccion de un plan, el cual en la mayo-
ria de las ocasiones estaba relacionado con la elaboracion de representaciones graficas
y establecimiento de segmentos homologos, y posteriormente de ejecutar el plan por
medio de las propiedades de la proporcionalidad, se hacia una validacién o verificacion
del plan, el cual constaba en la verificacion de la igualdad entre las dos razones genera-
das por dos pares de segmentos.

Con respecto al conocimiento movilizado sobre las fortalezas y debilidades asocia-
das a la proporcionalidad, se pudo observar el conocimiento sobre la capacidad de iden-
tificar la dificultad de nombrar una razon, de tal forma que supere la idea de fraccion.

De igual forma, en el segundo episodio se observo el conocimiento de las difi-
cultades (KFLM) al involucrar situaciones de mediciéon usando milimetros, pues,
la profesora una vez identificd que los estudiantes construian razones con segmen-
tos usando diferentes unidades de medidas (milimetros y centimetros), rapidamente
aclar6 que, para la construccion de razones, es necesario que estas tengan la misma
unidad de medida. Para superar esta dificultad evidenciada en los estudiantes muestra
diferentes ejemplos usando las mismas unidades de medida para longitud (milime-
tros, centimetros y metros); se considera que la superacion de esta dificultad mues-
tra una fuerte relacion con el KMT (ejemplos) y el KoT (propiedades y registros de
representacion).

Para finalizar el analisis de este subdominio, se pudo encontrar que con respecto al
conocimiento de los intereses y las expectativas de los estudiantes al abordar la pro-
porcionalidad solo se pudo identificar algunas oportunidades, se considera que esto, se
debe a la metodologia propuesta por la profesora, pues, en experiencias de aula como
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ensefianza por medio de proyectos o modelacion de situaciones reales, se trabaja a partir
de los intereses, expectativas y necesidades de los estudiantes.

Con respecto al segundo subdominio, KFLM, se evidencio el uso diferentes elemen-
tos de propuestas de ensefianza de la proporcionalidad, como, el énfasis en la manipula-
cion de material concreto haciendo sistematizacion y diferentes tipos de representacion
asociados a la proporcionalidad, la aproximacion a los conceptos de razoén y proporcion
de niimeros enteros, para seguir con la interpretacion, el calculo y la comparacion de por-
centajes y la orientacion y representacion del espacio.

Sin embargo, no se tienen las evidencias suficientes para poder decir que la profe-
sora conoce una teoria especifica de ensefianza asociada a la proporcionalidad, pues la
propuesta de ensefianza se caracteriza por tener elementos de diferentes teorias, desde la
tradicional haciendo uso de ejercicios hasta las propuestas de geometria activa, haciendo
uso de material tangible e instrumentos de medida para longitudes.

Caso diferente de la informacion encontrada con respecto al conocimiento de recur-
sos materiales o virtuales asociados a la proporcionalidad, pues se pudieron identificar
cuatro grupos de conocimientos, el primero esta relacionado con el conocimiento del uso
de instrumentos, como el uso de escuadras para representar graficamente problemas ade-
mas de verificar propiedades asociadas a la proporcionalidad geométrica.

En el segundo grupo esta el conocimiento sobre el uso de videos para ejemplificar
problemas relacionados con la bisqueda de segmentos desconocidos usando la propor-
cionalidad, este tipo de herramientas esta asociada al uso de la tecnologia en funcion de
la ensefianza de las matematicas, se considera que este tipo de conocimiento esté relacio-
nado con el uso el teorema de Thales (KoT, propiedades) y la modelacion de situaciones
reales (KoT, fenomenologia y aplicaciones).

En el tercer grupo se encuentran el uso de lenguaje corporal como material que pue-
den facilitar en aprendizaje y la comprension de los estudiantes de las propiedades,
representaciones y procedimientos, por ejemplo, cuando la profesora sefala con sus bra-
70s, el tamafio de los segmentos homoélogos o cuando usando sus brazos indica cuales
son los segmentos homologos, para establecer las razones y comprobar la proporciona-
lidad entre estos.

Finalmente, en el ultimo grupo identificado esta relacionado con los indicios, como
el conocimiento sobre las potencialidades y limitaciones de hoja en blanco para haces
construcciones geométricas, pues la profesora hace uso de esta como una herramienta
que potencializa el razonamiento para la construccion geométrica del teorema de Thales.

Con respecto al conocimiento de las estrategias, técnicas, tareas y ejemplos para la
enseflanza de un contenido matematico, se puede mencionar que la mayoria de los in-
dicadores estan relacionados con el uso del ejemplo como estrategia para la ensefianza
de propiedades, procedimientos y representaciones asociadas a la proporcionalidad
geométrica.

Al clasificar los indicadores identificados se pudieron establecer tres grupos de indi-
cadores, el primero esta el uso del ejemplo, los cuales incluyen el uso de ejemplo para
mostrar definiciones o propiedades, en el segundo grupo se encuentra el uso de los ejem-
plos para mostrar procedimientos y en el tercer grupo, se encuentra el uso del ejemplo
como herramienta para clarificar dudas o superar dificultades (KFLM), entre ellos estan
indicadores como el uso de ejemplo mas transparente en el cual la razon entre segmentos
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no sea el doble y el uso un ejemplo de proporcionalidad que puede ser solucionado de
diferentes formas.

En el tltimo grupo de esta categoria se pudieron identificar estrategias como pregun-
tar por la relacion entre dos razones para establecer la proporcionalidad entre estas, el
uso de preguntas orientadoras para definir la proporcionalidad como una relacion entre
dos pares de segmentos, la evocacion de conceptos construidos previamente (razén y
proporcion) como herramienta para resolver un problema, el uso de tablas de tres colum-
nas para establecer la razén entre dos segmentos y el cambio de posicion, tamafio y va-
lores diferentes ejemplos de triangulos semejantes.

Se considera que el conocimiento de un amplio conjunto de ejemplos esta relacio-
nado con el conocimiento matematico, especialmente con el KoT, ademas de las for-
mas de validacién y demostracion (KPM), pues los ejemplos usados por la profesora por
un lado fueron ideados especialmente para denotar determinadas propiedades como la
igualdad de razones entre dos pares de segmentos, como también para clarificar procedi-
mientos especificos como la construccion de razones usando longitudes de diferentes ta-
mafios y el despeje de ecuaciones.

7. REFLEXIONES FINALES

Dado que la pregunta de investigacion gird en torno a la comprension del conocimiento
especializado movilizado en la ensefianza de la proporcionalidad, en primera medida es
importante comentar la importancia que tuvo el conocimiento del tema (KoT) como base
para la ensefianza desde una perspectiva matematica (MK) y didactica (PCK). En este
caso especialmente se hace referencia al conocimiento de la definicion de conceptos cla-
ves para entender la proporcionalidad como magnitud, cantidad de magnitud, razon, seg-
mentos homdlogos e igualdad entre razones, de igual forma, propiedades relacionadas
con las razones, rectas paralelas, triangulos y cuadrilateros, ademas de procedimientos
como la simplificacion de fracciones, el establecimiento de razones entre dos segmentos,
el método de medios y extremos para verificar la proporcionalidad, el despeje de ecua-
ciones lineales, la construccion de una recta paralela a una recta dada y la comprobacion
de la semejanza de un par de tridngulos.

Ademas de esto, destaca un conjunto rico de registros de representaciones, como re-
presentaciones escritas de conceptos como razon, proporcion, recta, segmento; repre-
sentaciones verbales para nombrar razones y proporciones, representaciones graficas de
segmentos proporcionales, de problemas geométricos relacionados con el teorema de
Thales, de problemas geométricos asociados a solucion de cuadrilateros con lados seme-
jantes, de problemas de semejanza de tridngulos con una o dos incdgnitas y la categoria
de fenomenologia en una menor medida.

La siguiente categoria que resalto reiteradamente fue KMT, algunos conocimientos
que sobresalen de esta categoria son el uso del ejemplo como herramienta para mostrar
propiedades, procedimientos o definiciones, ademas de usar los ejemplos como herra-
mienta para clarificar dudas o superar dificultades, el hacer un uso adecuado de los ejem-
plos fue necesario hacer uso por ejemplo de los registros de representacion y propiedades
adecuadas a las fortalezas y dificultades observadas en los estudiantes (KFLM).
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De igual forma, otro elemento del KMT que emergio en diversas ocasiones fue el uso
de estrategias como preguntar por la relacion entre dos razones para establecer la propor-
cionalidad entre estas, el uso de preguntas orientadoras para definir la proporcionalidad
como una relacion entre dos pares de segmentos, la evocacion de conceptos construidos
previamente (razon y proporcion) como herramienta para resolver un problema de pro-
porcionalidad, el uso de tablas de tres columnas para establecer la razon entre dos seg-
mentos y el cambio de posicion, tamaifio y valores diferentes ejemplos de triangulos
semejantes. También en este caso, para hacer un uso adecuado de estas estrategias, la
profesora hizo uso adecuado de los registros de representacion y propiedades en forno a
las fortalezas y dificultades observadas en los estudiantes (KFLM).

Esta informacion lleva a proponer una predominante relacion entre el KoT, KMT y
KFLM, elemento que también coincide con investigaciones previas sobre MTSK como
Escudero (2015), quien menciona que el conocimiento y manejo de estos distintos re-
gistros permitié reconocer aspectos especificos de la matematica que sirven al profesor
como base para plantearse un uso didactico de los registros de representacion, asi como
para el disefio de tareas y la evaluacion de procedimientos de solucion de estas tareas,
llevados a cabo por estudiantes, proponiendo que este tipo de conocimiento puede estar
ligado directamente al dominio de conocimiento didactico.
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