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Notacion

La notacion empleada en el presente documento, asi como los acronimos que se utilizan, se

muestra a continuacion:

R
I

n"

O(X)

mid (OX)

diam(OX)

Conjunto de los numeros reales
Conjunto de los intervalos reales

Conjunto de todos los vectores intervalares de dimensién n cuyas
componentes son intervalos reales

Intervalo unitario [-1,1]

Caja unitaria de n componentes

Inclusién intervalar del conjunto X (Caja o vector intervalar que acota
X)

Centro de OX

Anchura de OX

Operador inclusién zonotopo
Operador acotacion de un conjunto

Valor absoluto. Para un vector o matriz, se aplica a cada una de sus
componentes

Norma Frobenius de una matriz
Norma-1 de un vector

Norma-2 de un vector
Norma-oo de un vector

Interior del conjunto S

Borde o frontera del conjunto S
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NOTACION

Co( . ) Envoltura convexa de un conjunto
Nn( ) Envoltura no negativa de un conjunto
Vol( ) ) Volumen de un conjunto cerrado y acotado
@ Suma Minkowski de dos conjuntos
P Conjunto del tipo poliedro convexo
z Conjunto del tipo zonotopo
X Escalar (en minuscula)
X Vector o matriz (en mayuscula)
X Intervalo de 1l
X Vector intervalar de 11"
f Funcionde R > R
¢ Funcién de R" > R
F Funcionde R" —» R"
g Funcion convexa
g Funcion concava
fu Rango exacto de una funcion f sobre un intervalo
f, Extension intervalar de una funcion f
fin Extension intervalar natural de la funcién f
fevm Extension del valor medio de la funcion f
X, Estado de un sistema dinamico en el instante de tiempo k
Uy Sefal de control en el instante de tiempo k
W, Incertidumbre en el instante de tiempo k
x( j |k) Estado predicho para instante k + j, partiendo del estado x, en el instante
k
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Acronimos

AFSS

AIS

DC

FSS

LDI

LMI

MPC

SvD

NOTACION

Secuencia de N sefiales de control en el instante k

Accidn de control calculada en el instante k , relativa al instante k + j

Coste del problema de optimizacién del MPC con horizonte N, en el
estado X, con una secuencia de sefiales de control u, (k)

Coste de etapa de la funcion de coste del problema de optimizacién del
MPC

Coste terminal de la funcion de coste del problema de optimizacion del
MPC

Approximate Feasible Solution Set

Conjunto Solucién Factible Aproximado

Admissible Invariant Sets

Conjuntos Invariantes Admisibles

Difference of Convex

Diferencia de Convexas

Feasible Solution Set

Conjunto Solucion Factible

Linear Differential Inclusion
Inclusién Diferencial Lineal

Linear Matrix Inequalities

Desigualdades Matriciales Lineales

Model Predictive Control

Control Predictivo basado en Modelo

Singular Value Decomposition
Descomposicidn en Valores Singulares

XXV






Capitulo 1. Planteamiento General de la Tesis

En lineas generales, la Optimizaciéon DC constituye una rama de la Optimizacion Global
que trata la resolucion de problemas de Programacion Matematica No Lineal con funcion
objetivo y/o restricciones que pueden expresarse como funciones DC (Diference of Convex -

funcion que puede ser expresada como la diferencia de dos funciones convexas).

Esta tesis tiene como objetivos la propuesta de nuevos métodos para la estimacion de
estados, la identificacion de sistemas y los conjuntos invariantes, para sistemas no lineales con
incertidumbres paramétricas. Se disefian nuevas técnicas, que permiten considerar esta

incertidumbre paramétrica acotada, en los siguientes campos:
1. En la estimacion de estados con método de error acotado basado en funciones DC.
2. En la identificacion de sistemas con error acotado basado en funciones DC.

3. En la aproximacion de conjuntos invariantes admisibles aproximados, muy semejantes a

los conjuntos invariantes admisibles reales, aplicando linealizacion DC.

El ntcleo comin de todas las técnicas desarrolladas en esta tesis es la necesidad de un
método de acotacion del rango de funciones y de sus gradientes. En esta tesis se propone la
utilizacion de programacion DC para la estimacion de estados, la identificacion de sistemas y la

obtencion de conjuntos invariantes aproximados.

1.1 Estructura de la tesis

Tal como se muestra en la Figura 1.1, esta tesis se estructura segun siete capitulos. En este
primer capitulo, se introduce la tematica de la tesis, se muestra la estructura de su documento, se
presenta un resumen de la misma, se hace referencia a las innovaciones aportadas y se muestra
el rendimiento cientifico obtenido y contribuciones como consecuencia de los trabajos que se

han desarrollado.

El segundo capitulo aborda la acotacion garantista de conjuntos, presentando el estado del
arte del método del zonotopo. Se comienza introduciendo la acotacidon garantista de conjuntos,
destacandose la importancia que tienen los métodos basados en la misma para el analisis y
disefio del control en los sistemas inciertos con incertidumbre acotada. En la identificacion de
modelos mediante métodos de acotacion se representa el conjunto solucién factible aproximado

mediante zonotopos; los zonotopos son poliedros convexos que se pueden representar mediante

27



CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO GENERAL DE LA TESIS

la suma Minkowski de segmentos. Se definen y tratan las operaciones de este tipo de conjuntos,

presentando la aritmética correspondiente a los mismos.

Planteamiento General de la Tesis

Capitulo 2

El Método del Zonotopo
Estado del arte de la acotacidn

garantista de conjuntos mediante
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Figura 1.1 Estructura de la tesis.
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1.1 Estructura de la tesis

El tercer capitulo estudia la aplicacion de diferentes técnicas existentes en la literatura para
la acotacion garantista del rango de una funcion, incluyendo la correspondiente a la aplicacion
de funciones DC. El rango de una funcion representa el conjunto de todos los valores posibles al
evaluar la misma. No es siempre facil determinar dicho rango de forma exacta, o resulta dificil
expresarlo algebraicamente; por ello, se suelen utilizar métodos garantistas para la obtencion del
rango aproximado. En este tema se plantean distintos métodos para calcular las cotas de dicho
rango. Para la obtencion del rango aproximado de una funcion de forma garantista, se construye

una funcidn acotacion externa segin diferentes técnicas:
1. Con la extension intervalar natural.
2. Con la extension del teorema del valor medio.
3. Con formas slope (que puede traducirse como pendiente, gradiente, ...).
4. Con zonotopos, aplicando el método de Kiihn.
5. Con funciones DC.

Aunque la mayor parte de las funciones que se encuentran habitualmente en problemas de
optimizacion son DC, no es siempre facil identificarlas como tales y, aunque se tengan ya
identificadas, el obtener una descomposicion DC explicita no resulta ser una tarea facil por lo
general. No obstante, existen numerosos resultados que permiten obtener representaciones DC a
partir de otras funciones mas sencillas con descomposicion conocida. Algunos de estos

resultados se presentan en dicho tercer capitulo.

El cuarto capitulo trata de la identificacion de sistemas no lineales con error acotado
utilizando técnicas DC. Se presenta un método garantista para la estimacion paramétrica de
modelos no lineales con error acotado. El método considera representaciones DC para la forma
funcional del sistema dinamico, con el fin de obtener una cota externa del conjunto de
parametros que es consistente con las medidas, el modelo del sistema y el error acotado

considerado.

El quinto capitulo muestra un método de estimacion de estados garantista para sistemas no
lineales en tiempo discreto con descripcion acotada del ruido y los parametros. Los conjuntos de
estados estimados, que son consistentes con la evolucioén del sistema, las salidas medidas y
ruidos y parametros acotados, se representan mediante zonotopos. Para la obtencién de un

conjunto compacto acotado se emplea la programacién DC y operaciones de interseccion.

El sexto capitulo presenta el analisis del dominio de atracciéon de un sistema en bucle

cerrado. Se propone un método para la obtencion de planos de corte que excluyen puntos no
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pertenecientes al conjunto invariante admisible maximo, dado un sistema no lineal y una ley de
control. Para la obtencién de dicho conjunto de planos de corte, se emplean linealizaciones a lo

largo de la trayectoria del sistema en bucle cerrado y técnicas DC.

Finalmente, en el séptimo y ultimo capitulo se presentan las conclusiones generales de esta

tesis, asi como las futuras lineas de investigacion propuestas.
1.2 Resumen y objetivos de la tesis

La tesis aborda la identificacion de sistemas, la estimacion de estados y el analisis del
dominio de atraccion de sistemas no lineales, aplicando tanto técnicas basadas en error acotado,
que toman como hipoétesis inicial de trabajo el que las medidas tienen un error cuyo nivel es
conocido o acotado, como metodologias cuya base son las funciones que consisten en la

diferencia de dos funciones convexas, denominadas funciones DC.

La identificacion es la técnica consistente en construir un modelo a partir de las variables
medidas del proceso: entradas o variables de control, salidas o variables controladas y, posibles
perturbaciones. Dentro de las posibles técnicas de identificacion, la identificacion paramétrica
conduce a un modelo paramétrico cuyos parametros se calculan atendiendo a ciertos criterios de

minimizacién del error entre el modelo y el proceso real o de acotacion del error.

En la tesis, para la identificacion de sistemas, se presenta un método garantista para la
estimacion de modelos paramétricos no lineales basado en error acotado. Se consideran
representaciones DC para la forma funcional del sistema dindmico con el fin de obtener una
cota externa del conjunto de parametros que es consistente con las medidas, el modelo del
sistema y el error acotado considerado. En cada iteracion, el algoritmo que se propone resuelve
varios problemas de optimizacidén convexa hasta descartar la parte de la cota exterior que no es
consistente con las medidas. Esta operacion se repite hasta no poderse obtener una solucién

mejor.

El conjunto de parametros compatible con la estructura del modelo planteado, con las
medidas obtenidas y la incertidumbre considerada, se denomina Conjunto Soluciéon Factible
(FSS — Feasible Solution Set). En la identificacion, el objetivo consiste en obtener estos
conjuntos de soluciones factibles. Los inconvenientes principales de los métodos exactos son
consecuencia de la complejidad de la representacion del conjunto solucion factible exacto y la
complejidad computacional que implica. Con el fin de reducir estas limitaciones, se emplean los
Conjuntos de Solucion Factible Aproximados (AFSS — Approximate Feasible Solution Set);

estos conjuntos acotan externamente al correspondiente FSS.
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1.2 Resumen y objetivos de la tesis

En este trabajo, en el capitulo 4 de la tesis, para la representacion del conjunto de
soluciones factibles aproximado, que acota al exacto, se emplean simplexes. Un simplex es un
politopo con n+1 vértices, que cumplen la restriccion de independencia lineal, en un espacio

n—dimensional . Basicamente, el algoritmo que se propone consiste en:

1. Se parte de un conjunto solucidn factible aproximado AFSS, inicial; que es un simplex.

Este conjunto, por la propia definicion contiene al conjunto solucién factible FSS.

i=0.
2. Se define un conjunto candidato ¥ a partir de una porcion de AFSS,, también de tipo

simplex.

3. Se comprueba si YNFSS =, resolviendo un problema de optimizaciéon convexa
considerando relajaciones convexas (definen un estimador inferior, Definicion 4.3) y
concavas (definen un estimador superior, Definicion 4.4) de la funcién que caracteriza

la dinamica del sistema paramétrico no lineal.

4. Si YNFSS=g, el conjunto ¥ se puede descartar; obteniéndose un simplex mas

reducido como AFSS,, =AFSS,\¥. Este es el nuevo simplex a considerar,

comenzandose nuevamente en el punto 2.

5. Si YNFSS=, el conjunto ¥ no se puede descartar; definiéndose un nuevo ¥

candidato, mas pequefio que el anterior. Y se vuelve al punto 3.
El algoritmo se aplica mientras no se alcance un tamafio minimo dado para ¥ .

Aunque es posible obtener relajaciones convexas y concavas en representaciones DC de
una funcion no lineal, en cualquier dominio de un politopo S, en el algoritmo que se propone se
emplean simplexes por simplificarse la definicion de las mismas (tal como se indica y justifica

en el capitulo 4).

La estimacion de estado consiste en, a partir de un modelo dindmico del sistema y
consideradas las restricciones que sean necesarias, obtener un estimador del estado real del
sistema, de forma que el error tienda a cero cuando el tiempo tienda a infinito, es decir, que el

estado estimado converja al estado real del sistema de forma asintdtica.

En el capitulo 5 de la tesis, el método de estimacion de estados propuesto emplea zonotopos
y programacion DC para, en cada muestra de tiempo, obtener una acotacion garantista de la
trayectoria, que es indeterminada para el sistema no lineal. Se presenta un nuevo método para

estimacion de estados garantista, para sistemas no lineales en tiempo discreto con una
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descripcion acotada del ruido y los parametros. Estos conjuntos de estados se representan
mediante zonotopos. Para la obtencion de un conjunto compacto acotado se emplea
programacion DC. El algoritmo propuesto es similar a un filtro de Kalman: primero, mediante
zonotopos y programacion DC, se obtiene una acotacion externa de la evolucion del sistema
(prondstico) y, en los siguientes pasos, se mejora la acotacion externa usando la nueva salida
medida y la programacion DC (correccion). De forma resumida, el procedimiento que se

propone es el siguiente:

1. Acotacion del término error. Este error se produce como consecuencia de la
aproximaciéon del sistema no lineal mediante una linealizacion. Se aprovecha la
estructura DC del sistema para acotar el error de forma garantista: primero se obtiene
un zonotopo y posteriormente un paralelotopo que contiene al zonotopo anterior. Un
paralelotopo es un zonotopo con 2n lados, siendo n la dimension del espacio en el que

se define.

2. Acotacion del conjunto de estado consistente. Considerando los zonotopos que definen
el espacio de estado inicial y el que define los parametros variables y el vector
perturbacion del proceso, y el paralelotopo que acota el término error obtenido
enteriormente, se obtiene primero un zonotopo y posteriormente un paralelotopo que
acotan el conjunto de estado consistente (en el capitulo 5, se definen formalmente el
conjunto de estado consistente y el conjunto de estado incierto, en la Definicidon 5.10 y

la Definicion 5.11 respectivamente).

3. Mejora de la acotacion del conjunto de estado consistente. Partiendo del paralelotopo
que acota el conjunto de estado consistente obtenido anteriormente y del paralelotopo
que define el espacio de estado inicial, teniendo en cuenta la franja que define la salida
medida, consistente con el estado actual, se obtiene un nuevo paralelotopo que permite

obtener el zonotopo final que acota el conjunto de estado consistente.

Existen muchas metodologias de control de procesos, diferenciandose unas de otras en la
forma de tener en cuenta los criterios de funcionamiento y en la forma de representar el proceso
a controlar. Por ejemplo, el MPC tiene en cuenta dichos criterios de funcionamiento mediante
funciones objetivo y restricciones, y representa el proceso mediante un modelo dinamico; el
modelo puede incluir incertidumbres para que de forma explicita se incluyan en la formulacion
de los controladores, en cuyo caso se habla de MPC Robusto. La incertidumbre que se considera

en esta tesis se supone acotada y en el dominio del tiempo.
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1.2 Resumen y objetivos de la tesis

Siguiendo con el MPC, en la mayoria de los casos, el MPC Robusto utiliza predicciones
garantistas de la evolucion del sistema. Estas predicciones incluyen los conjuntos de estados
alcanzables por el sistema debido a las diferentes incertidumbres consideradas. Para el calculo
de estas predicciones se pueden utilizar modelos que incluyan parametros inciertos y métodos
de simulacion garantistas que emplean funciones DC como herramienta de acotacion. En la

tesis, las predicciones son conjuntos de estados que se representan mediante zonotopos.

La teoria de los conjuntos invariantes es importante en el paradigma de los sistemas de
control. Estos conjuntos pueden usarse por ejemplo para definir regiones terminales o para
disefiar leyes de control Optimas con estabilidad garantizada en el contexto del MPC. El
conjunto terminal invariante (positivo o de control) garantiza la factibilidad del sistema en todo

instante, y como consecuencia el cumplimiento de las restricciones.

En un sistema auténomo, un conjunto invariante positivo es un conjunto en el que el
sistema evoluciona hacia si mismo cuando estd sujeto a las leyes del propio sistema dinamico.
En un sistema en bucle cerrado, un conjunto invariante de control es aquel en el que para
cualquier estado del mismo existe una acciéon de control que mantiene al sistema dentro de

dicho conjunto.
Se define un conjunto invariante admisible (AIS) de la siguiente forma:

Dado un sistema no lineal definido por x* = f (x,u), siendo xe X < R" un vector de estado
y ueU < R" una accion de control, siendo u =K (x) . El conjunto Q se dice que es un conjunto
invariante admisible si:

1. Q estdincluido en X

2. K(x) estaincluidaen U paratodo x perteneciente a Q
3. f(x,K(x)) esta incluido en Q paratodo x perteneciente a Q

En el capitulo 6 de esta tesis se propone un nuevo método oraculo para la obtencion de
planos de corte, que excluyen puntos no pertenecientes al conjunto invariante admisible maximo
(contiene a todos los conjuntos invariantes admisibles), dado un sistema no lineal y una ley de
control. Para la obtencidn del conjunto de planos de corte, el método emplea linealizaciones DC
a lo largo de la trayectoria del sistema en bucle cerrado. Los planos de corte de la aproximacion
propuesta nunca cortan a una aproximacion interior dada del conjunto invariante admisible

maximo.
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Dada la complejidad del célculo exacto del conjunto invariante para un sistema no lineal, el
método oraculo que se propone, por medio de una iteracion simple, determina si una condicion
inicial dada pertenece al conjunto invariante admisible; si no pertenece, el método proporciona
un algoritmo de plano de corte. Este plano de corte contiene al punto dado y respeta al conjunto
invariante admisible estimado inicial. Dada la simple recursion empleada para la obtencion del
plano de corte, este método puede utilizarse en el contexto del control predictivo basado en

modelos (permite manejar la restriccion terminal de forma numéricamente eficiente).
1.3 Innovaciones que aporta la tesis

Las innovaciones aportadas por la tesis se describen y detallan en los capitulos 4, 5 y 6. En

la Figura 1.2 se muestran los distintos aspectos del control que abordan.

Identificacion

CONTROIL — Estimacion

Estabilidad

Figura 1.2 Aspectos del control que se abordan con las innovaciones propuestas en la tesis.

En el capitulo 4 se presenta un nuevo método de identificacion de sistemas. Se muestra un
método garantista para la estimacion de pardmetros de modelos no lineales en un contexto de
error acotado. Se ha propuesto un algoritmo iterativo basado en una representacion DC de la
forma funcional del sistema considerado. Para acotar el conjunto de parametros que es
consistente con las medidas, el modelo del sistema y el error acotado, se han utlizado simplexes.
En cada iteracion se considera un simplex como acotacion del conjunto solucioén exacta. La
mejora de esta cota externa se realiza descartando los subconjuntos de ese simplex que no son
consistentes con el error acotado; para ello se resuelve un nimero, polinomial respecto del

numero de parametros, de problemas de optimizacion convexa.

En el capitulo 5, se propone un nuevo método sobre estimacion de estado garantista para
sistemas no lineales discretos con descripcion acotada del ruido y de los parametros. El
algoritmo propuesto acota el conjunto de todos los estados consistentes con la salida medida, la

acotacion del ruido considerada y el modelo del sistema. El conjunto de estados se acota
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mediante zonotopos. Para calcular dichos zonotopos que contienen la evolucion del sistema, se
utiliza programacion DC y técnicas de acotacion de conjuntos que se presentan en el capitulo 2
de esta tesis. Seguin se van obteniendo medidas de las salidas del sistema, se intersectan los
zonotopos calculados con las franjas de los estados consistentes. Dada una medida del sistema,
existe una franja que es consistente con la misma. Con el objeto de incluir esa informacion en el

conjunto que acota el estado actual, se aplican operaciones de interseccion.

En el capitulo 6, se propone un método oraculo para la obtencién de planos de corte que
excluyen puntos que no pertenecen al conjunto invariante admisible maximal. Para la obtencion
de este conjunto de planos de corte, el método usa linealizaciones DC (si la funcion es DC) a lo
largo de la trayectoria en bucle cerrado. Los planos de corte obtenidos contienen al punto inicial
y a la estimacion inicial del conjunto invariante admisible. Para mejorar los planos de corte
obtenidos mediante linealizacion, se emplea una versidon escalada de un conjunto invariante
inicial, que siempre va a ser respetado y conservado internamente. El método propuesto es util
en el contexto del control predictivo basado en modelo, por permitir manejar la restriccién

terminal de forma numéricamente eficiente.
1.4 Rendimiento cientifico de la tesis

Los trabajos de investigacion descritos en la tesis, en los capitulos 4, 5 y 6, han dado lugar a

las siguientes publicaciones:

*  Bravo, J. M., Alamo, T., Redondo, M. J., Camacho, E. F. “An algorithm for bounded-error
identification of nonlinear systems based on DC functions”. Revista Automatica. Vol. 44,

pp. 437-444, 2008.

= Alamo, T. Bravo, J. M., Redondo, M. J., Camacho, E. F. “A set-membership state
estimation algorithm based on DC programming”. Revista Automatica. Vol 44, pp. 216-

224, 2008.

» Redondo, M. J,, Bravo, J. M. and Alamo, T. “Oracle Based Approach to Admissible
Invariant Sets”. Comunicacién en el 2012 American Control Conference June 27-29,

Montréal, Canada. WeA 12 Regular Session, Hochelaga 6.

» Suérez, A., Redondo M. J., Vasallo, M., Alamo, T. y Bravo, J.M. “Prediccion intevalar
mediante identificacion no paramétrica basada en error acotado”. Comunicacion en el VIII

Simposio CEA de Control Inteligente del 27 al 29 de Junio de 2012, Baiona (Pontevedra).
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Capitulo 2. EI Meétodo del Zonotopo

2.1 Introduccion. Acotacion garantista de conjuntos

En el ambito del control, los métodos basados en la teoria de conjuntos hacen referencia a
las técnicas relacionadas con las propiedades que comparten todos los elementos de unos
conjuntos definidos en el espacio de estados. Estos métodos resultan muy utiles para el analisis

y el disefio del control en los sistemas inciertos con incertidumbre acotada [ 75 ].

Para tratar los problemas de analisis y control de los sistemas inciertos, el enfoque clasico
dado hasta finales de los afios sesenta estaba basado en hipotesis estocasticas sobre la naturaleza
de la incertidumbre. Con este argumento como base, el objetivo del control 6ptimo consistia en
general, en determinar la ley de control que minimizara el valor de una funcién de coste,
suponiendo una incertidumbre caracterizada por una determinada distribucion de probabilidad.
De la misma forma y, si se asume que el sistema es lineal y que las condiciones iniciales, las
medidas y los ruidos que afectan al sistema se modelan por procesos blancos Gaussianos, el
filtro de Kalman resuelve el problema de estimacion proporcionando una soluciéon 6ptima que

es la que minimiza el valor esperado para el error de estimacion considerado.

Otra forma de tratar los problemas de analisis y control de sistemas inciertos es hacerlo
mediante un enfoque garantista, del peor caso (worst-case). En este caso, la hipotesis sobre la
incertidumbre que afecta al sistema se asume desconocida pero acotada por un conjunto. Dicho

enfoque tiene la siguiente justificacion:

1. Asumir que se conoce exactamente la funcion que define la distribucion de
probabilidad de los ruidos y de las perturbaciones puede llegar a ser demasiado
restrictiva, mientras que suponer la acotacion de la incertidumbre puede ser mas
realista. En concreto, el enfoque garantista esta justicado en las situaciones en las que
no se puede hacer ninguna suposicion probabilistica sobre la incertidumbre, y si es
posible definir las cotas de los errores de los modelos considerados; en estos casos se
consideran sistemas con dindamicas dependiente de parametros, los cuales estan
restringidos por cotas que se definen como consecuencia de las limitaciones fisicas que
se conocen. Para estos casos, aplicar un enfoque garantista resulta bastante mas cercano

a la realidad que hacerlo como estocastico.
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2. Cuando el sistema a controlar presenta restricciones duras, el enfoque garantista
presenta ventajas. Mientras el enfoque estocastico no presenta garantia alguna de que se
cumplan las restricciones, los resultados proporcionados por el enfoque garantista si
garantizan que se cumplan las restricciones cuando se cumplan las hipotesis definidas

para la incertidumbre.

3. El asumir la presencia de incertidumbre en el sistema puede usarse para tratar no
linealidades del mismo. Para un sistema con dinamicas no lineales conocidas, se puede
emplear un sistema lineal con incertidumbre acotada siempre que dicha incertidumbre
modele las discrepancias con el sistema no lineal original. Este procedimiento de
aproximacion, aunque introduce algin conservadurismo, permite aplicar resultados
conocidos, basados en la linealidad, a sistema no lineales. Los sistemas de inclusion de
diferencias lineales (LDI — Linear Difference Inclusions) y los sistemas lineales con

incertidumbre aditiva son modelos representativos para este contexto [ 36 ], [ 87 ].

Los métodos basados en la teoria de conjuntos se presentan como alternativas a los métodos
estocasticos para los problemas relacionados con el analisis de estabilidad, el disefio del control
robusto, la identificacion de sistemas y la estimacion de estados para sistemas que estén
afectados de incertidumbre. Considerar la incertidumbre desconocida pero acotada, en lugar de
considerarla un proceso estocastico, aparece de forma pionera en los trabajos [ 178 |y [ 197 ] a
finales de los afios 60 y en [ 25 ] a principios de los setenta. En [ 178 ], el autor trata de estimar
en cada instante un conjunto del espacio de estados que contenga al estado real de un sistema
lineal con perturbaciones sobre el estado y sobre la salida; las condiciones iniciales y las
perturbaciones son desconocidas pero estan acotadas por elipsoides. En [ 197 ], Witsenhausen
aborda el problema de calculo computacional de conjuntos en el espacio de estados que son
compatibles con las observaciones y las condiciones iniciales; en este caso, el sistema se supone
estar afectado por perturbaciones sobre el estado y sobre la salida, asumiendo que éstas estan
acotadas por conjuntos compactos y convexos; se proponen aproximaciones poliédricas que
llevan a la resolucion de problemas de programacion lineal. En [ 25 ], se trata el mismo
problema de estimacidon considerado en [ 178 ], pero ampliado con el andlisis de los casos de
suavizado y prediccion; exponiéndose explicitamente su adaptacion a sistemas en tiempo

discreto.

En la utilizacion de los métodos basados en la teoria de conjuntos y el calculo de conjuntos
invariantes, uno de los problemas principales esta relacionado con el hecho de que generalmente
la falta de linealidad del sistema o del controlador conlleva conjuntos no convexos y no

poliédricos, implicando normalmente una gran complejidad computacional. Es por lo que, de
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forma general se emplean aproximaciones de los mismos, teniendo que compensarse el

conservadurismo inducido y la complejidad computacional.

Referido a los sistemas no lineales, la obtencion de los conjuntos alcanzables y de
estimacion garantista aproximados se reduce al calculo de la secuencia de conjuntos en el
espacio de estados que proporciona la garantia de contener el estado del sistema. Los sistemas
lineales y no lineales en ambiente de incertidumbre estan relacionados puesto que, a menudo,
los métodos que se emplean para calcular los conjuntos alcanzables y la estimacion garantista en

los sistemas no lineales se basan en aproximaciones lineales de los mismos.

En [ 117 ] se trata el problema del computo de conjuntos alcanzables para los sistemas no
lineales, utilizando una técnica para acotar la evolucion real del sistema, que se basa en el
teorema del valor medio; dado un sistema no lineal y un conjunto, se puede obtener una
aproximacion del conjunto alcanzable a un paso acotando la funcidén que representa la dindmica
del sistema no lineal con una funcion lineal con incertidumbre aditiva. De esta forma, la
secuencia de conjuntos alcanzables se obtiene a través de un mapeo lineal y de una suma de
Minkowski, en cada paso. Puesto que esto en general conlleva un excesivo aumento de
complejidad de los conjuntos, se emplea zonotopos para representarlos, permitiendo controlar
tanto la complejidad computacional como la representacion de los conjuntos a costa de algo de
conservadurismo. En [ 81 ] se proponen otros desarrollos usando zonotopos y cajas en la

acotacion de la evolucion admisible del sistema.

Como ya se ha comentado, una forma de tratar el computo de los conjuntos alcanzables
para un sistema no lineal consiste en aproximarlo a un sistema lineal incierto. En [ 167 ] se
presenta un enfoque nuevo, garantizando la convergencia de la secuencia de conjuntos
alcanzables aproximados, y empleandose las propiedades de invariancia con el fin de determinar
una forma basica de acotacion de los conjuntos alcanzables exactos. Mediante un método
basado en la homotecia se determina un procedimiento computacional que combina un reducido

esfuerzo computacional con una convergencia a cero del error de aproximacion.

Para sistemas no lineales, la estimacion de estado garantista también se ha tratado mediante
enfoques basados en la teoria de conjuntos. En [ 3 ] se presenta, para sistemas en tiempo
discreto no lineales con perturbaciones acotadas para la salida y el estado, un algoritmo para
calcular un conjunto que contiene los estados compatibles con la salida medida y con el modelo
del sistema; este conjunto se representa mediante un zonotopo, siendo minimizado éste, en cada

paso dado en el algoritmo, mediante una expresion analitica o resolviendo un problema de
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optimizacion convexa. Para calcular una secuencia garantista de conjuntos en el espacio de

estados, se emplea aritmética intervalar.

En la literatura existente sobre métodos basados en la teoria de conjuntos se han utilizado
diferentes figuras geométricas para acotar el conjunto de estados en el que se incluye la
estimacion en cada instante de muestreo; se utilizaron elipsoides en [ 178 ], poliedros en [ 118 ],
cajas en [ 104 ] y paralelotopos en [ 56 ] principalmente. En esta tesis se emplean zonotopos y

poliedros convexos.

A continuacidn, en este tema se aborda el estudio de los zonotopos dada la importancia y
aplicacion de los mismos para las propuestas que se hacen en esta tesis sobre identificacion de
sistemas, estimacion de estados y conjuntos invariantes admisibles aproximados; ademas de

definirse, se hace un estudio profundo de la aritmética asociada a los mismos.
2.2 Zonotopos

Los zonotopos son poliedros convexos que se pueden representar mediante la suma
Minkowski (Definicion 2.14) de segmentos. El método del zonotopo se utiliza a lo largo de esta
tesis como herramienta de acotacion de funciones ante la presencia de incertidumbres. En este
apartado se repasan algunas generalidades sobre poliedros, se da una definiciéon formal de
zonotopo asi como la caracterizacion de éste sobre sus vértices y caras; se abordan técnicas para
el calculo de un hiperplano soporte de un zonotopo, la suma Minkowski de dos zonotopos y la

acotacion de zonotopos mediante cajas y paralepipedos.
2.2.1 Generalidades

En este apartado se dan definiciones y teoremas generales necesarios para abordar el
estudio de los zonotopos. En primer lugar se dan las siguientes definiciones basicas:

Definicion 2.1 (¢ -vecindad alrededor de un punto) Sea un punto x € R?, una & -vecindad

alrededor de x se define como N, (x)={y:|y—x|<&}.

Definicion 2.2 (Clausura de un conjunto) Sea un conjunto S <R, un punto esta en la
clausura de S, denotada cl S, si SNIN, (x)=Q, Ve>0.
Definicion 2.3 (Conjunto cerrado) Si S =cl S entonces es cerrado.

Definicién 2.4 (Punto interior a un conjunto) Se dice que un punto x esta en el interior de S,

0
denotado S, si existe algiin & >0 tal que N, (x)<S.

40



2.2 Zonotopos

0
Definicion 2.5 (Conjunto abierto) Si S =S, entonces S es abierto.
Definicién 2.6 (Punto en el borde de un conjunto) Un punto x esta en el borde o frontera de

S, denotado 0S, si paratodo ¢ >0, N, (x) contiene al menos un punto en Sy otro fuera de S.

Definicién 2.7 (Conjunto acotado) Un conjunto es acotado si se puede contener en una bola
de suficiente radio.

Definicion 2.8 (Conjunto compacto) Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado.

A continuacion se definen formalmente los conceptos de hiperplano y de poliedro convexo.
Definicion 2.9 (Hiperplano) Un hiperplano H — R® es una coleccion de puntos de la forma
H ={x:ch = d} ,donde ceR® y d eR. Se dice que ¢ es el vector normal al hiperplano. Un
hiperplano define dos semiespacios: H* ={x:c¢'x>d} y H™ ={x:c'x<d}.

Definicion 2.10 (Poliedro convexo) Un poliedro convexo es la interseccion de un ndmero finito
de semiespacios. También un poliedro convexo es un conjunto P de R que se puede

representar como la solucion de un sistema lineal de inecuaciones. P = {x eR%: Ax< b} donde
AcR™ ybeR".

Como se sabe, si se toman dos puntos X, X, € P, poliedro convexo, cualquier combinacién

convexa de dichos puntos X = Ax, +(1-1)X, con (0<A<1) también pertenece a P.

Dado un poliedro P, para un vector real ¢ceR® y un nimero d, una inecuacién lineal

c'x<d sellama valida para P si ¢c'x<d se cumple paratodo xeP.
A continuacion se caracterizan las caras de un poliedro y se define politopo.

Definicion 2.11 (Cara) Un subconjunto F de un poliedro P se llama cara de P si se

representa como F =P[) {x cTx= d} para una inecuacion valida ¢’ x<d .

Teorema 2.1 (Caracterizacion de caras) Sea un poliedro P representado con el sistema de
inecuaciones lineales Ax <b. Un subconjunto no vacio F de P esunacarade P siy soélo si

F se representa como el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones obtenido de Ax<b

convirtiendo alguna de las inecuaciones en igualdades: F ={x:Alx=b1 y Azxsbz} donde

S
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Las caras de un poliedro pueden tener dimensiones: 0 (vértices), 1 (aristas), d —2 (crestas)
y d —1 (facetas). Los vértices son los puntos extremos de P, definiéndose como puntos que no

pueden ser representados como la combinacion convexa de otros dos puntos de P . El numero

de caras k -dimensionales de P lo denotaremos como f, (P); en concreto, f,(P) y f,_ (P)

denotan el nimero de vértices y facetas de P respectivamente.
Definicion 2.12 (Envoltura convexa) Dado un subconjuntoS c R®, la envoltura convexa

Co(S) se define como el conjunto convexo mas pequefio de R? queincluyea S.

Dados los vectores V,,V,,...V, € R?, se tiene:

j=1

Kk k
Co(vl,vz,...,vk)z{x:X=Zﬂjvj, /1j=1y/1].zo,j=1,2,...,k} 2.1
j=1
Asi mismo, se define la envoltura no negativa como:
k
Nn(vl,vz,...,vk):{x:x:ZﬂLjvj,,ij >0, j =1,2,...,k} 2.2)
j=1

Teorema 2.2 (Minkowski-Weyl’s) Para un subconjunto P de R, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. Pesun poliedro, es decir, para alguna matriz A y unvector b, P= {x: Ax < b} :

2. Existen vectores finitos reales v,,v,,....v, Yy I,h,...r, tales que

P=Co(V,,V,,...,V, )®Nn(r,r,,...,1,), siendo & la suma Minkowski de la Definicion

2.14.

El teorema de Minkowski-Weyl’s establece que cada poliedro o politopo es generado

finitamente. Cada poliedro tiene dos representaciones, la primera, basada en semiespacios

(halfspace), denominada H-representacion (P ={x:Ax<b}), y la segunda, basada en vértices

(vertices), denominada V-representacion (P =Co(V,,V,,...,V, )+ Nn(r,r,,...,1,)).

Definicién 2.13 (Politopo) Un politopo es un poliedro acotado.

Definicién 2.14 (Suma Minkowski) La suma de dos conjuntos X e Y se define mediante:

X®Y ={x+y:xeX,yeY} (2.3)
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En geometria, la suma Minkowski es una operacion sobre las partes de un espacio vectorial.
A dos conjuntos X e Y se asocia un conjunto suma, formado por la suma de los elementos de
XydeY.
Definicion 2.15 (Intervalo) Un intervalo X =[a,b] es el conjunto {x:as xgb} de numeros

reales entre a y b inclusive. Se denota II al conjunto de intervalos definidos sobre los
nameros reales.

Definicidn 2.16 (Intervalo unitario) Se define como intervalo unitario el intervalo [—1,1] :

Definicién 2.17 (Caja) Una caja es un vector intervalar (vector cuyas componentes son

intervalos). La inclusion intervalar de un conjunto X c R", denotada por (JX , es una caja

n>>n

que satisface X < OX . Dada una caja (X =([al,b1],[a2,b2],...,[a b ])T , Su centro se denota
como mid (01X ), y su anchura como diam(0)X )= (b, —a,,b, -a,,....b, -a,) .

Definicién 2.18 (Caja unitaria) Se define como caja unitaria a un vector de intervalos

unitarios. Se denota B" a una caja unitaria de n componentes.
2.2.2 Definicién y representacion de zonotopos

En este apartado se define el concepto de zonotopo asi como su representacion matricial;
representacion matricial empleada a lo largo de la presente tesis para acotar conjuntos de
estados o parametros. En todos los aspectos tratados en esta tesis se hace uso de este tipo de

figuras.
Definiciéon 2.19 (Zonotopo) Un zonotopo Z R es un politopo convexo que se puede
representar como la suma Minkowski de un nimero finito de segmentos: P=L &L, ®---®L,,,

donde los segmentos L, =SB (B intervalo unitario, [-1,1] ) con S, eR? se definen como

L={s,eR":5,=Sb, |p|<1}, i=12,....m.

Un ejemplo de zonotopo en R? es el hipercubo unitario. Un zonotopo es un politopo

convexo cuyas facetas vienen definidas por (d —1) -tuplas de sus generadores. Por lo tanto, el

vector C perpendicular a una de las facetas del zonotopo, es perpendicular a (d —1)

generadores del zonotopo. También, se cumple que un zonotopo es simétrico respecto de su
centro. En 2D, todo poligono convexo y simétrico respecto del centro del mismo es un
zonotopo; sin embargo, en 3D o dimensiones superiores esto no tiene por qué cumplirse. Como

un zonotopo esta siempre centrado respecto de su centro, cada faceta tiene una pareja opuesta.
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Definicion 2.20 (Representacion matricial de un zonotopo) Un zonotopo se puede

representar como una transformacion afin de una caja unitaria mas un punto central. Se tiene

por tanto: Z = p@HB", donde peR", HeR*"y B"={beR":|o|, <1}.

Hay que hacer notar que las columnas de la matriz H se corresponden con los vectores S;

de los segmentos L, . Otra definicion de zonotopo se muestra a continuacion.

Definicion 2.21 (Zonotopo de orden m) Dado un vector peR® y la matriz H e R™™, se
define zonotopo de orden m al conjunto p® HB™. Notar que es la suma Minkowski de los

segmentos definidos por las columnas de la matriz H ,estoes p®@HB®H,B®---®H _B.

El orden m de un zonotopo es una medida de su complejidad geométrica. La principal
ventaja de los zonotopos en el contexto de parametros variables con el tiempo es que la suma

Minkowski de un zonotopo y una caja es otro zonotopo.

Ejemplo 2.1 En la Figura 2.1 se representan graficamente los zonotopos Z, = p, ® H,B* (color

azul), Z, = p, ® H,B* (color rojo) y Z, = p, ® H,B* (color verde), donde:

281

Coordenada #2
-

0.&+

D | | | | | | |
1l 0.5 1 1.5 2 258 3 3.5

Coordenada x1

Figura 2.1 Ejemplos de zonotopos.
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_| 1. H = -0.2457 0.1036 0.2175 -0.1269
Pi=11) ™ =|0.1163 -0.4573 0.2520 0.1372

] Para este caso: d=2 (p, eR?),
m=4y H eR>.

2. H = -0.2457 0.1036 0.2175 -0.1269
P=12 1710.1163  -0.4573 0.2520 0.1372

] Para este caso: d=2 (p,eR?),
m=4y H eR>.

) _10.1163 -0.4573 -0.1269

2.5
paz[o.sl Hz—[-o.2457 0.1036 0.1372 } Para este caso: d =2 (p,eRY), m=3 y

H, e R™.

Los dos primeros zonotopos estan definidos por la misma matriz H (Hl) pero distintos

puntos centrales p (p, y p,). El tercer zonotopo difiere de los dos primerosen p (p,)y H
(H,).

[ 39 ] Dado un zonotopo Z € RY con m generadores (m>d), el numero de vértices viene

d-1
acotado por: f,(Z)< 2Z(m i 1) y el namero de facetas esta acotado por fy_(Z)< 2(dT 1) )
i=0

2.3 Hiperplano soporte

Se define en este apartado el concepto de hiperplano soporte y se presenta cdémo calcular el
hiperplano soporte de un zonotopo a partir de su vector normal. Estos resultados se pueden
utilizar para calcular la distancia entre un poliedro convexo que represente una region terminal y
un zonotopo que represente un conjunto de estados incluido en una trayectoria de un sistema
dindmico.

El hiperplano soporte es un concepto geométrico. Un hiperplano divide al espacio en dos

semiespacios.

Definicion 2.22 (Hiperplano soporte) Sea un subconjunto ScR® y sea X e0S; se llama

hiperplano soporte de S en X a:
H={x:c"(x-X)=0} si ScH'6 ScH" (2.4)

Es decir, un hiperplano soporta a un conjunto S en el espacio euclideo R? si se cumplen

dos condiciones:
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e S esta completamente contenido en uno de los dos semiespacios cerrados determinados

por el hiperplano (H™ y H™).

e El hiperplano contiene a S en al menos un punto.

Aqui, un semiespacio cerrado incluye al hiperplano.

Como definiciéon equivalente a la dada formalmente de hiperplano soporte (Definicion
2.17) se tiene que el hiperplano H ={X:CT (X—Y)zO} es un hiperplano soporte de S en
XedS si c'x=inf{c'x:xeS} ¢si c'X=sup{c'x:xeS}.

Definicion 2.23 (Hiperplano soporte de un zonotopo) Sea un zonotopo Z = p@® HB™ y sea

un hiperplano con vector normal c, se define el hiperplano soporte del zonotopo como:

H={x:c'x=6} donde & es la solucion del problema de optimizacion: &=maxc'x. Si

xeZ

definimos H, =H'c se tiene que 5=c"p+|H|, ' (en realidad, dado c, hay dos hiperplanos

soporte: s=c'p+|H.|, y s=c"p—|H,|) [371[42].

2.4 Aritmetica de zonotopos

En este apartado se muestra como calcular la suma de zonotopos, los métodos que permiten
simplificar zonotopos, la interseccion de dos zonotopos y la minimizaciéon de la misma, la
interseccion de un zonotopo con una franja y su minimizacién, y, por ultimo, la acotacion de

familias de zonotopos.
2.4.1 Suma de zonotopos

Se muestra a continuacién como calcular la suma Minkowski de dos zonotopos.

Sean dos zonotopos Z,=p ®HB" y Z,=p, ®H,B", el zonotopo suma se calcula

comao:

Z2=2,®Z,=(p,+p,)®[H, H,]B™ (2.5)

n
' La norma 1 de un vector X e R" viene definida por la expresion: "X”1 = Z:|Xi |, donde los X; son las

componentes del vector X.

46



2.4 Aritmética de zonotopos

Ejemplo 2.2 En la Figura 2.2 se muestra el zonotopo suma de los zonotopos Z, y Z,:

Z2=2,®Z,=(p,+p,)®[H, H,]B™" (en color verde) teniendo como valores:

m 1 0.1812 0.1968 —0.2235
Z =p @®HB"; pl=[1}; H‘:[0.0186 201063 —0.1267} Para este caso: (p, €R?),

m=3 y H, e R* (en color azul).

n 2 -0.0701 —-0.0704 0.2128
Z,=p,®H,B"; p,= [2}; H, = [0.3807 04295 _0.4937} ; Para este caso: (p, e R?),

n=3y H, e R* (en color rojo).

4.5

3.5

281

Coordenada x2

15F

e

|:|5 | | | | | | | |
1l 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Coordenada x1

Figura 2.2 Ejemplo de dos zonotopos (Z, y Z,) y su suma Minkowski (Z, =27, ®Z,).

Para que se pueda entender y asimilar mejor graficamente la suma Minkowski de dos
zonotopos, en la Figura 2.3 se representan los mismos zonotopos anteriores centrados todos en

el origen:

0
p, = p2:|:0:|: p; .
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Se observa claramente la correspondencia de los lados de los zonotopos sumandos (colores azul

y r0jo) con los correspondientes del zonotopo resultado (color verde).

15F

0.5

Coordenads »2
[}

=
iy ]
T

1 1 1 1 1 1 ]
-1 o8 -0 04 02 1] 0.2 0.4 0.6 0.s 1
Coordenada x1

Figura 2.3 Dos zonotopos (Z, y Z,)y su suma Minkowski (Z, =Z, @ Z,), centrados en el [8} .
2.4.2 Acotacion de un zonotopo

Se presentan en este apartado dos métodos para simplificar zonotopos. La simplificacion
mas sencilla consiste en acotar el zonotopo exteriormente mediante una caja. Sin embargo,
dicha aproximacién puede implicar una sobrestimacion excesiva; por ello, se propone acotar el

zonotopo mediante un paralelepipedo, que proporciona una aproximacion mas ajustada.

2.4.2.1 Acotacion caja

Dado un zonotopo Z = p@® MB™ c R", se puede calcular de forma sencilla una caja Z_ tal

que Z c Z, simplemente realizando la operacion p@® MB™ utilizando aritmética intervalar®:

? La aritmética intervalar es una extension de la aritmética real, que considera intervalos de numeros
reales como operandos y con los mismos operadores que la aritmética real.
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Z, ={x:x - p|<|m]|} (2.6)

donde M; es la fila i-ésima de M y X, p, son las componentes i-ésimas de los vectores X y

p respectivamente.

2.4.2.2 Acotacion paralelepipeda mediante SVD

Si se utiliza descomposicién en valores singulares, es posible calcular una acotacion
poliédrica de un zonotopo complejo. Este calculo no necesita la resolucion de problemas de

optimizacion debido al caracter lineal de los zonotopos.

La descomposicion en valores singulares (SVD — Singular Value Decomposition) es una
herramienta muy til en el calculo matricial. Toda matriz M e R™™ con n<m se descompone
en el producto: M =UXV', donde U e R™ es una matriz cuadrada que cumple U'U =1,

V e R™™ es otra matriz cuadrada que cumple V'V =1 y Y € R™™ es una matriz que contiene
los valores singulares, que son las raices cuadradas (positivas) de los valores propios no nulos

de MM™ (0o M™M ):

S A S S S @7)

El nimero de valores singulares distintos de cero, constituyen el rango de la matriz. Las

columnas de la matriz U contienen los vectores propios correspondientes a los valores propios

no nulosde M™M .

El objetivo es, dado un zonotopo Z=p@MB"™ con M eR™™, encontrar un

paralelepipedo Z, = p@®M B" con M eR™ talque Zc Z,.

Para el calculo de M se realiza la descomposicion en valores singulares (SVD) de la
matriz M =U XV . A continuacion se asigna a M o la estructura M, =UD, donde D es una

matriz diagonal con componentes D, . El objetivo es conseguir:
UXV'B" cUDB" (2.8)

Premultiplicando ambos miembros de la inclusion (2.8) por la matriz U" se obtiene:
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UTUSVTB" cUTUDB" 2.9)
y,como U'U =1 se obtiene:

>V'B" c DB" (2.10)

Notese que si se tiene la igualdad D, = ||0iVi ,» donde V; representa la columna i-ésima de

la matriz V , la inclusién Z Zp se cumple, siendo M o =UD.

En la Tabla 2.1 se presenta un algoritmo que implementa la acotacion descrita mas arriba.

Algoritmo M ;= Envoltura Paralelepipedo (M )

Algoritmo
(U,X.V )= Valores Singulares (M )
D — Onxn
Para i=1,2,...,n
)=Vl
Finpara
M, =UD

Fin del Algoritmo

Tabla 2.1 Algoritmo para acotacion paralelepipeda mediante SVD.

Ejemplo 2.3 Dado el zonotopo Z = p, ® M,B”, definido como:

0 M, -0.2230 0.1230  0.0320 |,
Pi=lo|Y ~10.1230  —0.1230 0.0220|°

aplicando el algoritmo para obtener una acotacidon paralelepipeda a partir de los valores

singulares, se obtiene P=p, ®M pB2 , definido por:
_10 M =| 03654 0.0506
Po=0] Y M»=| 02429 0.0761]
La acotacion intervalar proporciona la minima caja C que acota Z , definida por:

_[03780 0 T
C‘[ 0 0.2680}8'
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En la Figura 2.4 se observa como la acotacion paralelepipeda se ajusta mejor a la forma del

zonotopo que la acotacion caja.

0.4

0.3

0.2

0.1

Coordenads »2
o o
] — [}
T T T T

=
[EN]
T

1 1 1
05 04 03 02 01 1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Coordenada x1

0.4 ' ' :

Figura 2.4 Acotacion caja (color verde) y paralelepipeda (color rojo) de un zonotopo (color azul).

A continuacion se muestra un algoritmo recursivo para la acotacion paralelepipeda de un
zonotopo [ 39 ]. Dicha acotacidon es mas ajustada que la obtenida al usar descomposicion en

valores singulares.

Dado un zonotopo HB' con H eR™, el algoritmo construye de forma recursiva un
paralelepipedo PB" tal que HB" < PB". El algoritmo realiza n iteraciones; en cada iteracion
se selecciona y extrae una columna de la matriz H y se afiade a la matriz P . Al final de cada
iteracion, P tiene una columna mas y H una menos. Al conjunto restante de columnas de la
matriz H que no han sido seleccionadas, se le suma un vector de forma que dichas columnas
pasan a ser ortogonales a cierto vector V,, donde i representa el numero de iteracion. Al
finalizar las n iteraciones, la matriz P tiene n columnas y el conjunto de esas columnas que
ain quedan en la matriz H son ortogonales a n vectores linealmente independientes V;,

implicando que son nulas.
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La proposicion que se presenta a continuacion muestra como es posible transformar la

matriz H para que cierta columna H, pase a ser ortogonal a un vector vV utilizando otra
columna H; como apoyo. Ademas, el nuevo zonotopo resultante incluye el zonotopo inicial.

Dicha proposicion se utiliza en el algoritmo de acotacion.
Proposicion 2.1 Sea un vector veR", un zonotopo HB" con HeR™ siendo:
H=[H,---H,---H,---H ] y cierto oc:vTHi(vTHj)_l ; entonces se cumple:

e Lainclusion HB" < H,.B" donde H, =[H,---H, _aHj"'Hj(1+|a|)"'Hr]

e Lanuevacolumna H; —aH; esortogonal a v. Esto es: vT(Hi —aHj)z

PRUEBA: Supongase que VX e HB'; entonces existen b €B con |=12,...,r tales que

r
X:ZH,b,. Se tiene que VyeH_B'; entonces existen b €B con |=1,2,...,r tales que
=1

yzlzr;H,b,*+|a|Hjb}F—aHjbi*. Si se tiene que bi*:bi y que b}kz(bj +abi*)(1+|a|)_l, se

cumple que b,b; eB y Hb +H,b, =(Hi —aHj)bi*+ H,(1+|a|)b; y por tanto Vx e HB'

existe ye H.B" tal que x=1y.
Por otro lado: v' (H, —aH,)=V"H, ~av"H; =V"H, ~V"H, (v'H,) V'H, =0
[

La siguiente proposicion presenta una extension a varias columnas de la propiedad anterior.

Proposicion 2.2 Sea un vector veR", un zonotopo HB' con HeR™ siendo
H=[H,---H;---H;---H ] y ciertos escalares «, =vTH,(vTHJ.)71 con | =1,2,...,r; entonces se

cumple:

e La inclusion HB'cHB" donde la matriz H viene dada por

S

H,=[H -aH;-H -aH,-H, Z|a||

e Las nuevas columnas H, —aH; son ortogonales a v . Esto es V' (HI —aHj)z 0, para

todo I #j.
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PRUEBA: La demostracion no es mas que una aplicacion iterativa de la propiedad 2.1.

O

Por lo tanto, en la Tabla 2.2 se presenta el algoritmo que, de forma iterativa, calcula una

acotacion paralelepipeda.

Algoritmo P = Envoltura Paralelepipedo (H ' P )

Algoritmo
Si H' es matriz nula entonces devolver P'
FinSi
Paso 1: Obtener el indice j y el vector V,

Paso 2: Crear la matriz H!

Hsiz[Hli_alH} Hzi_azH; H}Z'“I' Hri—(i—l)_ar—(i—l)H;]
=
siendo a, =Vv,' H| (VTH})_1 con 1=1,2,...,r—(i—1)

- . r .
Paso 3: Construir la matriz H'' eliminando la columna H} ) |e,| de la matriz H]
o1

r
Construir la matriz P™ afiadiendo la columna H;»’|¢| a la matriz P'
=1

Paso 4: Devolver Envoltura Paralelepipedo (H Hop )

Fin del Algoritmo

Tabla 2.2 Algoritmo recursivo para acotacion paralelepipeda.

En el algoritmo, en la iteracién i, H' y P' representan las matrices H y P de entrada al
algoritmo. Por lo tanto H'=H y P'=P. Como se ha comentado anteriormente, en cada
iteracion H' pierde una columna, que es la que se afiade a P. Después de n iteraciones, las
columnas de H"™' se anulan (H"™"' es matriz nula), terminando el algoritmo y devolviendo

1 . . . . . .
P™ . Las distintas operaciones que se han realizado en el algoritmo se describen a

continuacion:

e En el paso 1 del algoritmo se selecciona una columna j de la matriz H'. Se elige la
columna con el subindice j=12,....r —(i —l) , segun el siguiente criterio de

minimizacion:
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min D |a| (2.11)

r—(i-1)
donde v, e R" es un vector y los ¢, son escalares. Si denotamos « = Z |a,
=1

, el

criterio selecciona la columna o segmento que necesita un menor « (que es un factor
de expansion) para cumplir la condicion de ortogonalidad representada por la
restriccion de igualdad.

Notar que, dado un Vv; concreto, la restriccion de igualdad del problema de optimizacion

se cumple si se toma

(2.12)

Y, puesto que el vector V' estd multiplicando y dividiendo en la expresion a minimizar,

el problema de optimizacion definido con la expresion (2.11) es equivalente al

siguiente:

= (2.13)

Por lo tanto, en la iteracion i del algoritmo es necesario resolver (r - (i - 1)) problemas

de programacion lineal para la columna | a seleccionar.

Para simplificar y no tener que utilizar ningin método numérico para la resolucion del
problema, una alternativa consiste en resolver un problema aproximado que
proporcione una solucion subdptima (aunque analitica). Se trata de obtener la columna
optima sin tener que resolver problemas de programacion lineal, simplemente
evaluando expresiones. Para ello, supongase que el problema de optimizacion (2.13) se

sustituye por el siguiente aproximado:
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r—(i-1)
min » V'H/H,"v,
i3

(2.14)
v H =1

1 ]

En dicha expresion, para facilitar su representacion, se ha simplificado H} como H;.
r(i-1)

Considerando G = Z HH,"; como G es una matriz simétrica, mediante la
I=1,1%]

descomposicion en valores singulares es posible calcular las matrices U y 2. tales que

Y es invertible, U'U =1 y G=U YU'. De esta forma, realizando el cambio de

variable z=Y"?U"v, en (2.14), se tiene el siguiente problema de optimizacion

equivalente:

r—(i-1)
min Z 7'z

I=Ll#] (2.15)
HJTU Z—I/Z 7 :1
La conclusion obtenida es que el dptimo debe estar en la direccion Y "*U"H ;- Porlo

tanto, se sabe que z=p; > 2UTHJ.; y, utilizando la restriccion del problema de
optimizacion se obtiene el valor de f; como S, =(H jTU >'U™H i )_1. Por ultimo, el
valor de la funcién z'z a minimizar en el minimo es ﬂjz(H J.TU Z_IUTHj) que,
simplificandola se reduce a ;. Por lo tanto, se trata de seleccionar la columna j que

dé el menor f3;. Con el cambio de variable, el vector v, es: v, =U >'U™H j,b”1 .

e Una vez se ha calculado el vector v, a partir de la columna H ; , seleccionada en el paso
anterior, el paso 2 consiste en construir la matriz H""' mediante la expresion:

HE H

LR i T Y

j+l

H ™! :[Hli —alH} Hi-f1 1

J

H; Hrl—(i—l) _ar—(i—l)H}]

donde la columna H} ha desaparecido.

e Por Gltimo se afade una columna a la matriz P', quedando como:

) . ir—(i—l)
P'”z{P':Hj ; |a||}
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Las matrices H'""' y P'*' son las entradas de la siguiente iteracion.

Proposicion 2.3 Sea la matriz H' la matriz de entrada al algoritmo definido en la Tabla 2.2, en

la iteracion i . Entonces se cumple que:
ipr-(i-1) i+1 ir_(l_l) r—(i-1)
HB™"Wc|H™ H Y |« |B
1=1

donde H} es el segmento o columna de H' seleccionado en la iteracion i por el paso 1 del

itmo. iz H' a u u
algoritmo. La matriz H'*' y los escalares «, son los que se han calculado en el paso 2 del

mismo algoritmo, en la iteracion i .
PRUEBA: No es mas que una aplicacion directa de la propiedad 2.2.

O

Proposicion 2.4 Sea la matriz H' la matriz de entrada al algoritmo de la Tabla 2.2, en la
iteracion i. Entonces se cumple que cualquiera de sus columnas es ortogonal a todos los

vectores v,,...,V,_, calculados por el algoritmo en iteraciones anteriores.

PRUEBA: Por construccion se tiene que, considerando j=1,...,i—1, cada vector v, es

ortogonal a las columnas de la matriz H "' . De la misma forma, al considerar la iteracion i del
algoritmo, cualquier columna | de la matriz de entrada H', por construccion, es la suma de 2k
columnas de la matriz H'™* que constituy6 la entrada del algoritmo en la iteracién i—k con

k=1,...,i—1. Por lo tanto, todas las columnas de la matriz H' son ortogonales a cada vector v i

calculado por el algoritmo en iteraciones anteriores.
0J

Teorema 2.3 Dado un zonotopo HB', el paralelepipedo PB" que devuelve el algoritmo de la

Tabla 2.2 cumple la inclusién HB" < PB".

PRUEBA: Si se denota como H' la matriz H de entrada en la iteracion i del algoritmo

definido en la Tabla 2.2, por la Proposicion 2.3 se tiene que:

HBr:H'Brg{H2 H}'i‘“fﬂBrg[W Hy e Hiirzl“‘a'ﬂBrg
1=1 I=1 =1

c[re Sl el
1=1 I=1 =1
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donde H;i y @, son el segmento o columna seleccionado y los escalares calculados en la

iteracion i por los pasos 1y 2 del algoritmo. La matriz H™"' es la que el algoritmo construye
en el paso 3, en la iteracion n. La matriz H""' es una matriz nula, ya que por la Proposicion 2.4

sus columnas debieran ser ortogonales a n vectores linealmente independientes Vv; con

j=1,...,n.Lamatriz P que devuelve el algoritmo tras las n iteraciones es:

r r-1 r—(n-1)
_ 1 1 2 2| n n r
P—{Hjl;‘a,‘ szg‘a,‘ H, .le a, }B
Ejemplo 2.4 Sea el zonotopo Z = p@® HB’ con las matrices p y H siguientes:

_| 0| H=]0.0010 -0.3245 0.5600 ~ 0.0034  1.1123
P=lo] ~10.2000 0.1210 -1.3241 -0.0301 —0.1240

Coordenada x2
_

-4 L | | 1 1 ]
-3 -2 -1 o 1 2 a

Coordenada x1

Figura 2.5 Acotacion mediante algoritmo recursivo de la Tabla 2.2 y comparacion con el correspondiente
a la descomposicion en valores singulares.
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En la Figura 2.5 aparece el zonotopo (en color azul), el paralelepipedo obtenido mediante
descomposicion en valores singulares (en color verde) y el paralelepipedo obtenido mediante el
algoritmo recursivo de la Tabla 2.2 (en color rojo). El volumen del paralelepipedo de la
descomposicion en valores singulares es 16.3640 y el del paralelepipedo obtenido con el

algoritmo recursivo es 9.8034; se observa un mejor ajuste en el segundo.
2.4.3 Inclusion entre zonotopos centrados

En este apartado se proporciona una condicion suficiente para probar que un zonotopo

centrado esta incluido en otro. Dados dos zonotopos centrados:
HB' =[H1 H,-- Hr]Br y PB™ :[F’1 P Pr]Brn
se presenta a continuacion un método para demostrar que HB" < PB™.

En primer lugar, es necesario enunciar y demostrar algunas proposiciones para determinar el

método que se propone en [ 39 ].
Proposicion 2.5 Sea un vector P, e R" y sean los zonotopos HB' :[H1 Hy---H, - Hr]Br y
H,B™! :[HI H,--H, —aP - Hr|0!|PlJBM- Entonces, VaeR se cumple que

HB" < H.B™.

r
PRUEBA: Se tiene que Vxe HB' existen b €B, con I=1,....,r tales que X:ZH,bI .
=1
También se tiene que VyeHB™ existen b/ €B, con I=1,...,r y b, €B tales que

T+l

y=2H|b|*+|a|Plb* —aPb;. Si se tiene que b =b y b/, =05(|05|)_l b;, se cumple que:
=1

*

b.br,, €B y |2|Pb;,, —aPb; =0 y, por tanto Vx & HB" existe y e HB" tal que x=y.

r+l

O

La siguiente proposicion no es mas que una generalizacion de la anterior. Tiene como

objetivo construir un zonotopo P(a)B"™ a partir de los zonotopos HB' y PB™ tal que se

cumpla: HB" ¢ P(a)B".
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Proposicion 2.6 Sean los zonotopos HB" y PB™ definidos anteriormente. Sean los vectores

L=aP+a’P,+---+a"P, coni=1,..,r,donde ' €eR con j=1,...,m son escalares. Sean

.
los escalares «; = Z‘“ij‘ con j=1,...,m. Sea el siguiente zonotopo:
i=1

HsBr+1 :[Hl -L H,-L--H-L af P, "'aum]BHm
entonces se cumple que HB' < H.B™™

PRUEBA: Se basa en la utilizacion reiterada de la Proposicion 2.5.

O

A continuacion se enuncia el teorema que proporciona una condicion suficiente para

demostrar la inclusion. Estd basado en un problema de optimizacion convexo; si el problema de

optimizacion es factible (tiene solucion) entonces se cumple que HB" < PB™.

Teorema 2.4 Sean los zonotopos HB' y PB™ definidos anteriormente. Sean los vectores
L =a/P+a’P,+---+aP, con i=1,...,r, donde &' €R con j=1,...,m son escalares. La

inclusion HB" < PB™ se cumple si existen escalares ¢ tales que: H, —L, =0 para i=1,...,r,
r .

Z‘ai“gl con j=1,....m.

i=1

PRUEBA: Efectivamente, si es posible encontrar ciertos o € R tales que H, —L =0 con

j=1,...,me i=1,...,r, entonces se tiene que:
m- m

HB™" =P(a)B" =[a,R a,P, - ,P,]|B"

Esta claro que si 0<q;<l, entonces, por la propiedad 2.6 se tiene que

HB" < H,B™™ =P(a)B" < PB"; cumpliéndose por tanto la inclusion.

O

Ejemplo 2.5 Sean los zonotopos Z, = PB* y Z, = HB®, y definidas las matrices P y H como:

p— -0.1111 0.6230  -1.5233
104500 —0.5312 0.3222

H —| 0-1540 ~0.2009 0.0200 ~ 0.0421 0.7912
~10.0112 0.0212 -0.3210 0.0120 -0.4100
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En la Figura 2.6 aparecen representados los dos zonotopos, Z, en color azul, Z, en color
verde. También aparece representado un zonotopo P(a) B’ (en color rojo) con segmentos mas

pequefios o iguales a los del zonotopo Z, = PB*; concluyéndose por tanto que Z, < Z, .

181

0.5

Coordenada x2
_

=
iy
T

1 1 1
25 -2 -15 -1 -0.5 1] 0.5 1 1.5 2 25
Coordenada x1

Figura 2.6 Inclusion entre zonotopos.

A continuacion se trata la inclusion de la unidén de varios zonotopos centrados. Dado un

conjunto de zonotopos centrados Z,, k=1,...,5 y sea un zonotopo centrado
P(05)=[|051|F>1 |052|P2 "'|0‘||P|]Bl§ se trata de calcular los escalares «; con cierto criterio
optimo y de forma que se cumpla la inclusion Uizlzk c P(a) . La inclusion se cumplira si el
problema de optimizacion convexa propuesto a continuacion tiene solucion.

Teorema 2.5 Dados un conjunto de zonotopos centrados Z,, k=1,...,s y sea el zonotopo
centrado P(a). Sea r, el numero de segmentos o columnas que componen la matriz del

zonotopo Z,. Sea H/ la columna o segmento i de la matriz del zonotopo Z,. Sean los
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|
k . . k .
vectores L'i‘ = E aj“i P, J=L...s, i=L...,r, donde los escalares ajH' son variables de
=

decision del problema de optimizacion:

min » «;
Hk ]
aJ,aJ' j=1
i " )
a; > 2 aj'| conj=1,..l (2.16)
i=
Hf —L¥=0

Si o ={a}‘, j =1,...,I} es la solucion obtenida del problema de optimizacion, entonces se
S *
cumple que: | J; Z, =P(a’).
PRUEBA: Es basicamente igual a la del Teorema 2.4.

O

Al haberse minimizado respecto de «, el problema de optimizacion devuelve un zonotopo
* ., S . ~ ro:
P(a ), que acota la union Lka1 Z, y se tienen segmentos generadores de tamafio minimo. Por

tanto, se ha obtenido un zonotopo de tamafio minimo respecto de sus segmentos, que acota la

familia de zonotopos.

2.4.4 Interseccion de dos zonotopos

En este apartado se define una expresion ;((2.) que parametriza la interseccion de dos
zonotopos. Dicha interseccion no va a ser mas que una familia de zonotopos que depende de un

parametro A. Asimismo se minimiza el tamafio del zonotopo interseccion ;((/1) .

Proposicion 2.7 Sean dos zonotopos y, =p, ®HB" cR"y y, =p, ®H,B”* = R" y la matriz

A (nxn), sise define:
o p(2)=ap +(1-2)p,
* ﬁ(’1)2[/“_11 (I_;L)Hz:l

Entonces, x, Nz, < ;A((ﬂ,) = B(A)Jr ﬁ(/l)B””Z
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PRUEBA: Supongamos que X € y,() 7,, entonces 3z, € B", z, € B" tal que:
X=p, +H,z 2.17)
X=p,+H,z (2.18)
Sumando y restando 4 a X se obtiene:
X=AX+(1=-2)x (2.19)
Que, sustituyendo (2.17) y (2.18) en (2.19) se obtiene:
=ﬂ,(pl+lel)+(I—/1)(p2+Hz)—/lpl A)
+

+AH,z, +(1 -4)H,z, =
—ap,+(1=2)p, +[AH, (1-A)H ][Z }:

|2 ]ez)

(1-2)p, +
p(A)+H

(2)

2

0

~

Se ha demostrado que el zonotopo paramétrico ;((/1) acota la interseccion; y, a

. .y , , . * . e
continuacion se encuentra el parametro optimo A que proporciona el zonotopo minimo para

esa interseccion.

Para minimizar el tamafio y(4) se elige la opcion consistente en la minimizacion de los

segmentos que lo forman. Dicho problema puede formularse como un problema de

optimizacion convexa; pudiéndose resolver de forma eficiente.

Si H;y H,;,i=L...,m, j=1,..,m, representan las columnas de las matrices H, y H,,
la funcién a minimizar es:

m

ZzH“ (AH,) +Z( ~2H,,) (H,, - 4H,;)=
j=1

i=1
m,

:ZH“TATAH” +ZH2]. H,;—H,;"AH,, —H,;"A"H,; +H,;" A" AH,,
j=1

i=1

La funcién puede obtenerse mediante la resolucion de un problema de optimizacidon
cuadratica. También, otra alternativa consiste en obtener el gradiente respecto de A, igualarlo a

cero y despejar 4.

Ejemplo 2.6 Sean los zonotopos Z, =p, ®HB" y Z,=p, ®H,B" definidos de la siguiente

forma:

—p =|0]. 4 =|0.1540 -0.3009 0.3400 |, _10.0111 0.2230 —0.1233
Pi=P=o|> Mi=]0.0012 0.1212 -03210|> "27|0.1500 -0.2312 0.2222 |

62



2.4 Aritmética de zonotopos

0.8

0B

Coordenads »2

0.6

_I:IB | | | | | | | |
0.8 0.5 0.4 0.2 a 0.2 0.4 0.6 0.8

Coordenada x1

Figura 2.7 Interseccion de zonotopos.

El zonotopo interseccion optimo viene definido por:

_[0]. y _[0.0339 -0.0662 0.0748 0.0087 0.1739  —0.0962
p.N—M, H'N_[O.0658 ~0.0173 —0.1461 0.0103 —-0.1168 0.0740 ]Ene“e caso, el

valor de la matriz A optima que se ha obtenido es A" = [83388 0.9%00} , que da como valor

minimo para la funcion f(4): f (/1) =0.0959.

En la Figura 2.7 se representan los zonotopos Z, (en color azul), Z, (en color verde) y

Z, =Py ®H, (encolorrojo).
2.4.5 Interseccién de un zonotopo con una franja

Con la siguiente proposicion se proporciona una expresion ;((/1) que parametriza la

interseccion de un zonotopo con una franja. Dicha interseccion representa a una familia de
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zonotopos que es funcidon de un parametro A. La técnica propuesta se utiliza en los métodos de

identificacidon paramétrica y estimacion de estados tratados en esta tesis.

Proposicion 2.8 Dado el zonotopo y=p@®HB'cR", la franja normalizada

sz{XeR":

ch—d‘ 31} y el vector A, se define:
. B(i)=p+/1(d—ch)

e H@A)=[(1-4c")H 2]

~

Entonces: 7 NS < z(2)=p(2)®H (1)B™

PRUEBA: Supongamos que X< (1S . Entonces xe y = p® HB'"; implicando que existe
un z e B' tal que:
X=p+Hz (2.20)

Sumando y restando Ac' Hz a la anterior igualdad se tiene:

X=p+AcTHz+(1 - Ac" )Hz (2.21)

Como xe ¥NS, XeSz{Xe]R”:

ch—d‘ < 1} . Por lo tanto, existe be[-1,1]=B' tal que
¢'x—d =b. Teniendo en cuenta la ecuacion (2.20) resulta que:
c'(p+Hz)-d=b=c"Hz=d-c"p+b

que sustituyéndola en la ecuacién (2.21), se obtiene:
x=p+A(d-c"p+b)+(1-Ac")Hz=p+A(d —c"p)+Ab+(1 - Ac" JHz =

- B(z){(l ~c”)H ﬂ][ﬂ = p(2)+ ﬁ(z)me;}(/l)

0

El zonotopo paramétrico ;((/1) acota la interseccion, pero nos interesa normalmente

, , . * . ~ ;. .
encontrar un parametro 6ptimo A que proporcione un zonotopo de tamafio minimo. Existen

varias métodos para seleccionar ese A°, se proponen tres de ellos:

e Encontrar el A° que minimiza la norma Frobenius del zonotopo intersecciéon. En este

caso, se estd minimizando la longitud de los segmentos del zonotopo interseccion.
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e Obtencion del A~ que minimice el volumen del zonotopo interseccion.

. * . . ~ .
e Seleccionar un 4 que disminuya el tamafio del zonotopo sin aumentar su orden o

complejidad.

MINIMIZACION DE LA NORMA FROBENIUS:

o~

Se trata de calcular A* de tal forma que se minimicen los segmentos que componen ;((/”t) .
Si se tiene en cuenta que los segmentos de ;((/1) = f)(ﬂ) ® /I-T(/l)B”l estan representados por
las columnas de la matriz H (ﬂ,) , una medida del tamafio de ;A((/i) es la norma Frobenius de
H(Z).

La norma Frobenius de una matriz es la raiz cuadrada de la traza de la matriz (tr(-))
resultante de multiplicar la traspuesta de la matriz inicial por la misma matriz inicial. Se trata de
obtener A" que minimice la norma Frobenius de la matriz H ().

La matriz H (4)= [(I —Ac’ ) H /1] puede reescribirse como: /I-T(i) =A+Ab", donde

A=[H 0]yb’ =[—CTH 1] . Por lo tanto:

[R) =]+ a0 =tr(A +ba7)(A+207) =

=tr(ATA)+tr(b/1T A)+tr(AT/IbT)+tr(b/1T/IbT ) =
:2/1TAb+(bTb)/1T/1+tr(ATA)

Habiéndose utilizado en la ultima expresion, la igualdad: tr(XY) =tr (YX ) . Para obtener el

minimo no hay mas que igualar a cero el gradiente respecto de 4. Concluyéndose por tanto que

-Ab  HH'c
b c"HHTc+1

el minimo de Hﬁ (xl)” se alcanza para: A" =
F

Ejemplo 2.7 Sean el zonotopo Z, = p, ®H B" y la franja S = {x eR": CTx—d‘ < 0'} definidos

tal como sigue:
_|0]. H =]02230 0.0987 -0.1020
Pi=lo|F ™ =|-0.9425 0.2432 0.8020

12 q4_01 _
C—[z} d=0.1; o=1
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15F

Coordenada »2
(]
= n

—
m
T

| |
05 04 03 02 01 a 0.1 0.2 03 04 0.5

2 1 1

Coordenada x1

Figura 2.8 Interseccion de franja y zonotopo (minimizacion de la interseccion segin norma Frobenius).

El zonotopo interseccion obtenido Z,\™® =Z, NS, minimizado segtin la norma Frobenius

viene dado por:

N.Frob _ | 0.0050 | 7 N.Frob _ -0.1061 0.0644 —-0.1722 0.0502
Piv' " =10.0393° 4N T|-0.0255 -0.0258 02512 0.3934

que corresponde al valor A™VF® = [0.0502}

0.3934

En la Figura 2.8 se representan el zonotopo Z, en color azul, la franja S en color verde y el

zonotopo interseccion minimizado seglin la norma Frobenius en color rojo.

MINIMIZACION DEL VOLUMEN DEL ZONOTOPO INTERSECCION:

Supongamos que el objetivo es minimizar el volumen de ;A((ﬂ,) Se debe elegir 4 de tal

forma que el volumen del zonotopo ;A((/l) = E)(/i) ®H (/I)BHl sea minimo. Es decir, se desea
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minimizar: Vol (E)(ﬂ.) ®H (/1) Br”) . El volumen de un zonotopo en la dimensiéon n con m

columnas viene dado por ([ 185 |, [ 145 ]):

Vol (a® DB" ) = S det[ D, Dy - Dy ] (2.22)
i=1 )

donde N (n,m) representa las diferentes formas de elegir n elementos de un conjunto de m

elementos. D, representa la i-ésima columna de la matriz D. Los valores enteros

S; (i), j=1...,ni=1,...,N (n,m) representan cada una de las diferentes formas de elgir n

elementos de un conjunto de m elementos. Estos nimeros enteros cumplen:
1<s,(i)<s,(i)--<s,(i)<m

Ademas, si i # | entonces se cumple:

[s:() s (O)]=[s(0) - s(J)]

Teorema 2.6 Sea el zonotopo paramétrico:

2(2)=p(2)®H(2)B™ = p+A(d~c"p)+|(1-4c")H 4] definido en la Propiedad 2.8.
El volumen de ;A((/l) viene dado por la expresion:

N(n,r)

Vol (p(2)®@H (2)B™ )= 3 2"

i=1

—c' 4| det(A Z 'y

det Hv /1‘

donde A € R™ representa cada una de las diferentes matrices que pueden ser obtenidas
eligiendo n columnas de la matriz H ; B, e R™ " representa cada una de las diferentes
matrices que pueden ser obtenidas eligiendo n—1 columnas de H .Y, el vector v, representa a

un vector ortonormal a Imag (B, ) (subespacio generado por B;).

PRUEBA: Puesto que H (/1) = [(I —ac’ ) H /1], la expresion correspondiente al volumen

}A((l) es:

nlr

Vol (p(2) @ H (2)B"") = Zz"det[( c)A ]+ Z 2

det[(1-4¢7)B, ,1]

Por lo tanto, probaremos el teorema si se prueban las siguientes igualdades:
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o det|(1-AcT)A |=(1-c"2)det(A)

o det|(1-4cT)B A]=det[B v,

v 2

Las propiedades de los determinantes de una matriz que van a aplicarse en esta

demostracion son:
det(AB) = det(A)det(B)
Dados los vectores a,b € R", entonces: det(l +ab’ ) =1+b'a

Por lo tanto, aplicando esas propiedades a los términos expuestos en las dos igualdades se

tiene:

e Términos de la forma: det[(l - ac’ )A] :
En este caso, det[(l - ac’ ) A ] = det(l - ac’ )det(A )= (1 —CTﬂ)det(A )
e Términos de la forma det[(l - ac’ ) B, /‘L] :

Para este caso hay que tener en cuenta que B, —Ac'B, se obtiene restando de cada
columna de B; la ultima columna de [(I —AcT ) B, /1] multiplicada por un escalar.

Como el determinante de una matriz no cambia si a una columna se le suma o resta otra:
det[(1-4cT)B, 4 ]=det[B, 4]

Dado que B, tiene n—1 columnas, existe un vector V, tal que V,'v, =1 y v,' B, =0. Por
lo que V; es ortonormal a Imag (B, ). Pueden distinguirse dos casos: rango{B,} <n-1
y rango{B;}=n—1. Si rango{B,} <n—1, entonces: det[B; z]=0, VzeR".Porlo
tanto, det[B, A]=det[B; V,]2=0.A partir de aqui se supone que rango{B,}=n-1
siendo ®; =[B; V;] no singular. Por lo tanto:

det[B, A]=det[B (v, —V,+4)]=det(®;+(2-v)[0 0 - 1])=

=det(®;)det (1 +®, " (A-v,)[0 0 - 1])=det(d;)(1+[0 0 - 1])@"(2-v)

que, si se tiene en cuenta que [0 0 -+ 1]®; " =V
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det(®,)(1+v (2-v;)) = det(d;)(1+v 2 -1) =det(®,) (v} 2)

Por lo tanto, se concluye que: det [(I —ac’ ) B, /1] =det[B, Vv]v/'4.

O

Hay que resaltar que Vol (E)(/i) ® ﬁ(/l)B”l) es una funciéon convexa de A. Por lo tanto,

obtener el vector A que minimiza el volumen del zonotopo es un problema convexo,
pudiéndose por tanto utilizar algoritmos especializados en la resolucion de este tipo de

problemas.

Ejemplo 2.8 Considérese el zonotopo Z, =p, @ HB" y la franja S :{Xe R":

c'x— d‘ < a}
definidos de la siguiente forma:

|0 H =|702230 0.0987 -0.0020
Pi=lo) 171-0.9425 0.0432 0.3020

_135 4_071 _
C—[_z}, d=0.1; o=1

. ., . N.F .. . , .
El zonotopo interseccion obtenido Z,\" =Z, NS, minimizado segiin la norma Frobenius

viene dado por:

_|-0.1319 0.1201 -0.0524 -0.0825

N.Frob | —0.0083 |, H N-Frob
’ IN —1-0.4383 0.1614 0.0231 —0.4565

P = Z0.0456

sN.Frob | —0.0825
que corresponde al valor 4 = [_0' 4565}

El zonotopo interseccion obtenido Z,o' =Z NS, minimizado segin el volumen del

zonotopo interseccion viene dado por:

vo _ | —0.0201 |. H Vol — —0.0010 0.1508 -0.1248 -0.2010
P =1 _0.0851 | N1 -0.0026 0.2637 -0.2180 -0.8510

wvol _| —0.2010
que corresponde al valor 4 ™ = [—0.8 510} .

Los voltimenes correspondientes a los zonotopos ZN™ =2 NS y Z'=Z NS son

respectivamente: Vol (Z}"™)=0.6398 y Vol (Z,¢' ) =0.5533.
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Coordenada x2

_15 . 1 1 1

1 1 1 1 1 1 ]
05 04 03 02 01 ] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Coordenada x1

Figura 2.9 Interseccion de zonotopo con franja. El zonotopo de color rojo muestra el zonotopo
interseccion segun criterio de minimizacion de volumen y, el zonotopo de color negro lo muestra segin el
criterio de minimizacion de su norma Frobenius.

En la Figura 2.9 se representan el zonotopo Z, en color azul, la franja S en color verde, el

zonotopo interseccion segun minimizacion de la norma Frobenius en color negro y, el zonotopo
interseccion segun minimizacion de volumen, en color rojo. Se observa una mejora significativa
en el zonotopo Z)' con respecto al zonotopo Z,®; més arriba se muestran los valores de

ambos zonotopos.

MINIMIZACION DEL ZONOTOPO INTERSECCION POR ELIMINACION DEL
SEGMENTO OPTIMO:

Este método consiste en seleccionar un A que elimine uno de los segmentos columna del
zonotopo interseccion; este segmento se le denomina segmento 6ptimo. Este método obtiene una
solucion que no incrementa el orden de complejidad del zonotopo interseccion con respecto al

zonotopo inicial. La siguiente propiedad caracteriza este 4.
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Proposicion 2.9 Sea el zonotopo paramétrico }(ﬂ):ﬁ(l)@ﬁ(z)B”‘ con

ﬁ(l)z[(l —ZCT)H /1]. Sea la columna j-ésima H; de la matriz H y supongase que

cTHj # 0. Entonces la columna j-ésima de ﬁ(/l) seanulasi 2=H, (cTHj)fl.
PRUEBA: Efectivamente, (I —xlCT)Hj =(I —Hj(CTHj)_ICT)Hj = Hj —Hj =0.

O

Hay que hacer notar que la nueva columna que aparece es 4 =H; (CT H; )_1 y que el resto
de columnas son ortogonales a ¢' (ya que C' ((I -H, (CT H, )71 c’ ) H, ) = (CT —c' ) H. =0).
La matriz del zonotopo que resulta al eliminar la columna H; viene dada por:

[Hl—ﬁlHj H,-BH, - 0 - H -BH, Hj(cTHj)’l} (2.23)

siendo la columna j-ésimanulay S =c'H, (CT H; )71 . En la expresion (2.22) se muestra que el

volumen de un zonotopo es un sumatorio de determinantes de matrices. Cada matriz se
compone de n de las r columnas de la matriz del zonotopo inicial. Salvo la Gltima columna de
(2.23), las restantes son ortogonales al vector ¢'. Por lo tanto, el determinante de la matriz
formada por n de estas columnas es siempre nulo. Teniendo en cuenta que: “si a una columna

de una matriz se le suma o resta otra columna, su determinante no varia”, el volumen del

~ -1
zonotopo paramétrico ;((/1) con A=H; (CT H j) es por tanto:

N(n—1,r-1

)
2 2
i=1

Vol (%(2))

T -1
det[Dsl(i) D,, ' D, H;(cH)) }‘

donde N (n -Lr- 1) representa el nimero de diferentes formas de elegir n—1 elementos de un

conjunto de r—1; D, representa la columna i de la matriz H , siendo H la matriz H con la
columna | eliminada. Los numeros enteros s,(i), j=1...,n-1, i=1...,N(n-1r-1)
representan cada una de las diferentes formas de elegir n—1 elementos de un conjunto de r —1.

Por lo tanto, se tiene que:

Vol (7(4))=¢j|(c"H;) -1 (2.24)
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N(n-1,r-1

)
donde ¢;= > 2'ldet[ D, Dy D, H]
i=1

Esta claro que el valor ¢ es menor o igual al volumen del zonotopo inicial y . Se pueden

establecer distintos criterios para realizar la seleccion de la columna a eliminar. Distintas

posibilidades son:

Seleccionar la columna que proporcione el zonotopo de menor volumen. Los volumenes

se pueden obtener de forma exacta calculando los términos ;. Este método puede ser

muy costoso cuando el zonotopo tiene dimension y orden grandes. Para estos casos, se
puede obtener una estimacion de los voliimenes por métodos estocésticos, calculando la

esperanza del volumen.

e Utilizar el término ‘CT Hj‘ como estimador del volumen. Se toma la columna j que

Ejemplo 2.9 Considérese el zonotopo Z, =p, ®@H B" y la franja S :{Xe R":

proporcione el mayor valor ‘CT H j‘ . Si dicho valor es mayor que la unidad, se tiene la

seguridad de que el volumen disminuye; en caso de ser menor, estariamos ante una
medida heuristica (se ha de tener en cuenta que, aunque dicho estimador sea menor que
la unidad, el volumen del zonotopo interseccién puede decrementarse puesto que

muchos determinantes de la expresion del volumen se han anulado).

Seleccionar aquella columna que proporcione el paralelepipedo de menor volumen que
acote exteriormente al zonotopo. Por cada columna habria que calcular el
paralelepipedo y su correspondiente volumen. En este tema han sido desarrollados dos
métodos para calcular el paralelepipedo exterior, uno mediante una descomposicion en

valores singulares y el otro mediante un algoritmo recursivo.

ch—d‘Sa}

definidos de la siguiente forma:

p =

|

0

3.5
-2

m, H _[—0.2230 0.0987 —0.0020}
B 1=

-0.9425 0.0432 0.3020

}; d=0.1; o=1

El zonotopo interseccién obtenido Z)¢' =Z S, minimizado segin el volumen del

zonotopo interseccion viene dado por:
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vo _ | —0.0201 |. H Vol — —0.0010 0.1508 -0.1248 -0.2010
P =1 _0.0851 | N1 -0.0026 0.2637 -0.2180 -0.8510

wol _| —0.2010
que corresponde al valor 4 ™ = [—0.8 51 O} .

El zonotopo interseccion obtenido Z5*"T =Z NS, y minimizado seglin el volumen del

zonotopo interseccidon viene dado por:

esopt _ | —0.0202 |. H E:S-OPT _ —-0.2019 0.1510 -0.1254
P 1 -0.0853 | IN —0.8533 0.2643 -0.2194

wvol _ | —0.2010
que corresponde al valor 4™ = [—0.8 5 O} .

Los volumenes correspondientes a los zonotopos Z," =Z, NS y Z5*° =Z,NS son

respectivamente: Vol (Z?ﬁ' ) =0.5533 y Vol (Zl'i,'s‘opT ) =0.5527.

Coordenads »2

_15 1 1 1

1 1 1
05 04 03 02 01 1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Coordenada x1

Figura 2.10 Interseccion de zonotopo con franja. Eliminacion del segmento dptimo.
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En la Figura 2.10 se representan el zonotopo Z, en color azul, la franja S en color verde, el

zonotopo interseccion segiin minimizacion de volumen, en color rojo y el zonotopo interseccion

segun la eliminacion del segmento 6ptimo en color negro; practicamente no hay diferencia entre

ellos. Se observa que, aunque la mejora de Z 5" con respecto a la de Z)' es despreciable la

E.S.OPT
H IN

matriz es mas sencilla puesto que tiene una columna menos.

2.4.6 Acotacidn de familias de zonotopos

Se presentan en este apartado operadores que permiten acotar exteriormente familias de

Zonotopos.

Dada una familia de zonotopos Z (M ) =p@®MB", donde M es una matriz con algin

parametro intervalar, el operador devolvera un zonotopo 0Z que acota exteriormente a la

familia de zonotopos.

Teorema 2.7 (Inclusién de zonotopos) Dada una familia de zonotopos Z. (M )= p® MB"

donde peR" es un vector real, M eII™™ es una matriz intervalar y B™ eII" es una caja

unitaria, la inclusién zonotopo, representada por ¢Z , se define como sigue:
0Z =p®[mid(M) G][E”}: p@®JIB™", donde GeR™ es una matriz diagonal que

m diam(M,;
satisface G, = Z# i=1,...,n. Bajo estas definiciones resulta: Z. (M )< 0Z .
j=1

PRUEBA: Supongamos que ze€Z, (M ) Entonces existe beB™ tal que: ze p®Mb.

Sumando y restando mid (M )b :
ze(p+mid(M)b)®(M —mid (M ))b
Se tiene que (M —mid (M ))chB" . Por tanto,

ze(p+mid(M)b)®GB" < p@®mid(M)B" ®GB" =0Z .

74



Capitulo 3. Acotacion del Rango de una Funcion. Técnicas Garantistas

Los métodos propuestos en esta tesis para identificacion de sistemas, estimacion de estados
y conjuntos invariantes admisibles, dada la no linealidad de los sistemas que tratan, necesitan de
herramientas para la acotacion del rango de las funciones que implican. En este tema se hace un
recorrido sobre las distintas técnicas que pueden aplicarse para acotar el rango de una funcion,
haciéndose una comparacion de los resultados que se obtienen segin el método de acotacion

empleado. La comparacion justifica en cierto modo la acotacion con funciones DC.
3.1 Breve reseiia historica sobre funciones

Hasta los inicios del calculo en el siglo XVII [ 156 ] no aparece el concepto de funcion
como un objeto matematico independiente, que puede ser estudiado por si solo. La funcién
como dependencia entre dos cantidades variables fue establecida por René Descartes®, Isaac

Newton® y Gottfried Leibniz”.

Los términos de ‘funcion’, ‘variable’, ‘constante’ y ‘pardmetro’ fueron acufiados por
Leibniz. Una funciéon se identificaba, desde el punto de vista practico, con una expresion
analitica que permitia calcular sus valores. Sin embargo, esta definicion tenia algunas
limitaciones: expresiones distintas pueden arrojar los mismos valores, y no todas las
‘dependencias’ entre dos cantidades pueden expresarse de esta manera. En 1837 Dirichlet®

propone la definicion moderna de funcién numérica como una correspondencia cualquiera entre

3 René Descartes (1596-1650). También llamado Cartesius, nacido en la Haye, en la Turena francesa, fue
filésofo, matematico y fisico, considerado como el padre de la filosofia moderna y uno de los nombres
mas destacados de la revolucion cientifica.

* Isaac Newton (1643-1727). Nacido en Woolsthorpe, Lincolnshire, Inglaterra, fue fisico, fildsofo,
tedlogo, inventor, alquimista y matematico, autor de los “Philosophiae naturalis principia mathematica”,
mas conocido como “Principia”, donde describié la Ley de la Gravitacion Universal y estableci6 las bases
de la mecanica clasica mediante las leyes que llevan su nombre. Realiz6 trabajos sobre la luz y la dptica
(descritos en su obra “Opticks”) y desarroll6 el calculo matematico. Comparte con Leibniz el crédito por
el desarrollo del calculo integral y diferencial.

5 Gottfried Leibniz (1646-1716). Nacido en Hannover, Alemania, fue filésofo, matematico, jurista,
bibliotecario y politico. Considerado uno de los grandes pensadores de los siglos XVII y XVIII (se le
conoce como ‘El ultimo genio universal’), hizo profundas contribuciones en metafisica, epistemologia,
logica, filosofia de la religion, asi como la matematica, fisica, geologia, jurisprudencia e historia. Invento
el célculo infinitesimal, independientemente de Newton, empleandose desde entonces su notacion.
También invento el sistema binario.

% Dirichlet (1805-1859). Naci6 en Diiren, actual Alemania. Matematico que, sus aportaciones més
relevantes se centraron en el campo de la teoria de los nlimeros, prestando especial atencion al estudio de
las series (desarrollo la teoria de las series de Fourier); aplico funciones analiticas al calculo de problemas
aritméticos y establecio criterios de convergencia para las series.

75



CAPITULO 3. ACOTACION DEL RANGO DE UNA FUNCION. TECNICAS GARANTISTAS

dos conjuntos de nimeros, que asocia a cada nlimero en el primer conjunto un tinico nimero del

segundo.

La ‘intuiciéon’ sobre el concepto de funcién también evoluciond. Inicialmente la
dependencia entre dos cantidades se imaginaba como un proceso fisico, de modo que su
expresion algebraica capturaba la ley fisica que correspondia a éste. La tendencia a una mayor
abstraccion se vio reforzada a medida que se encontraron ejemplos de funciones sin expresion
analitica o representacion geométrica sencillas, o sin relacion con ningin fenémeno natural; y

por los ejemplos ‘patoldgicos’ como funciones continuas sin derivada en ningin punto.

En los siglos XIX y XX, con el desarrollo de la teoria de conjuntos, surge la definicion
actual de funciéon como la correspondencia entre dos conjuntos de objetos cualesquiera, no
necesariamente numéricos. También en esta época, se vincula con el concepto de relacion

binaria.

El concepto de funcion convexa aparece por primera vez en el afio 1905 en un articulo de
Johan Jensen’. La convexidad tiene una gran importancia en la teoria de la optimizacion, por
asegurar la validez global a las proposiciones que de otra manera Unicamente seran validas de

forma local. Para funciones convexas, todo minimo local es un minimo global.

. .8 N , . -
En 1954 Bruno de Finetti® utiliza el término de funcion convexa para denotar lo que
usualmente se conoce como funcién concava. Introduce también las funciones quasi-convexas

(contiene a las funciones convexas).

En las funciones quasi-convexas, un punto estacionario (Vf(x)=0) de una funcioén quasi-

convexa puede que no sea O6ptimo. Por esta razon Olvi. L. Mangasarian's introduce en 1965 las
funciones pseudo-convexas, bajo las cuales todos los puntos estacionarios son minimos
globales. Extendio las condiciones suficientes de Kuhn y Tucker a las funciones pseudo-

convexas.

Las funciones DC ya fueron consideradas muchos afios atrds por numerosos autores: entre
los afos 1949 y 1959 por Alexandroff [ 7 |, [ 8 ], Landis [ 120 ] y Hartman [ 90 |; en los afios
ochenta por Shapiro [ 183 ], [ 184 ], Ellaia [ 73 |, Hiriart-Urruty [ 93 ], Penot [ 157 ], etc.

7 Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925). Mas conocido como Johan Jensen. Fue un
matematico e ingeniero danés; empleado de la Compaiiia de Teléfonos de Copenhague que en sus ratos
libres se dedicaba a las matematicas. Presidio la Sociedad Matematica Danesa desde 1802 a 1903. Su
contribucion matematica mas conocida es su famosa desigualdad (para funciones convexas), la
desigualdad de Jensen.

¥ Bruno de Finetti (1906-1985). Fue un probabilista, estadistico y actuario italiano conocido por exponer
en 1937 sus concepciones ‘operacionalmente subjetivas’ de la probabilidad.
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3.2 Rango de una funcion

La definicion general de funcion hace referencia a la dependencia entre los elementos de
dos conjuntos dados:

Funcion es una terna constituida por:

1. Un conjunto A llamado dominio de la funcion.

2. Un conjunto B llamado codominio de la funcion.

3. Una regla de correspondencia que posee tres caracteristicas:

a. A todo elemento del dominio (A) se le puede asociar un elemento del

codominio ( B).

b. Ningun elemento del dominio (A) puede quedarse sin un asociado en el

codominio ( B).

c. Ningun elemento del dominio (A) puede tener mas de un asociado en el

codominio ( B).

Dominio (A)

Codominio (B)

Figura 3.1 Representacion del concepto de funcion como la dependencia entre los elementos de los
conjuntos Ay B.

Se denota f:A—B. La relacion de dependencia entre los elementos del conjunto A

(dominio) y el conjunto B (codominio) se representa graficamente la Figura 3.1.
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El dominio, denotado dom( f ) , de una funcion es el conjunto de valores que puede tomar
la variable independiente, es decir, son todos aquellos numeros para los cuales la funcion tiene

sentido.

Al elemento que se obtiene en el codominio después de aplicar la regla de correspondencia
a un elemento del dominio recibe el nombre de imagen. Al conjunto de todas las imagenes se le

conoce como rango. El rango es un subconjunto del codominio ( rango < codominio ).

En términos de variables, una funcidon también se puede definir de la siguiente forma:

Se dice que una variable y es funcion de otra X, cuando ambas estan relacionadas de

forma que a cada valor de X perteneciente a su campo de variacion le corresponde s6lo uno de

y. La variable y recibe el nombre de variable dependiente, mientras que X es la variable

independiente; su relacion se representa como Yy = f (X) .

Por tanto, una funcion puede ser representada como: una expresion matematica del tipo

y=f (X) , una tabla de valores, una gréfica o grafo, incluso una frase que exprese la relacion
entre varias variables. De esta forma, el rango viene definido por el conjunto

rango = { f (x): x e dominio} y la su grafica o grafo es grafo = {(x f(x)):xe dominio} .

Las funciones a las que habitualmente se hace referencia tienen un dominio en el espacio
m—dimensional R™ y un codominio n—dimensional R". Cuando m=n=1, la funcién se
llama funcion real de una variable real. Cuando m=1 y n>1, la funcion se llama funcion
vectorial de una variable real. Si m>1y n=1, la funcién se llama funcion real de una variable
vectorial; a este tipo de funciones pertenecen las funciones DC. Si m>1 y n>1 se llama

funcién vectorial de una variable vectorial.

A continuacion se da la definicion formal de rango de una funcion f :R" > R:

Definicion 3.1 (Rango de una funcion) [ 39 ] Sea f:R™ — R una funcién con dominio en

R™. Se define rango de f sobre un conjunto X < R™ incluido en su dominio por:
f(X)={f(x):xeX} 3.1)

El célculo exacto del rango de una funcion arbitraria f , sobre un conjunto X , es similar a
optimizar globalmente f sobre X . Por lo tanto, no siempre es facil de determinar de forma

exacta. Otras veces, resulta dificil expresar algebraicamente dicho rango. En el siguiente
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apartado se describen métodos garantistas para la obtencion del rango aproximado de una
funcion; se plantean distintos métodos para calcular cotas de dicho rango sin necesidad de

resolver el problema de optimizacion.
3.3 Métodos garantistas para la obtencion del rango de una funcion

Una vez se ha definido el rango de una funcioén y, antes de empezar a describir las distintas
técnicas garantistas para la obtencion del rango aproximado de la misma se define formalmente

el concepto de funcion de acotacion externa. Esta funcién va a permitir calcular el rango

aproximado de una funciéon f:R"™ — R" dada.
Definicion 3.2 (Funcion de acotacién externa) Una funcion F:R™ — R" es una funcién de
acotacion externa de f:R™ — R" si para cualquier X,Y cR"™, Y compacto, con X Y, se
cumple que {f(x):xe X} < F(Y). (Ver Figura 3.2).

Para la obtencion del rango aproximado de una funcion f :R™ — R" de forma garantista,
es decir, de forma que todos los elementos del rango de una funcién se encuentren incluidos en

el rango aproximado calculado, se construye una funcion de acotacion externa F:R™ - R" a

través de diferentes técnicas practicas que se caracterizan segun se aplique:
1. Aritmética intervalar; con la extension intervalar natural.

2. La extension del valor medio.

(98]

Formas slope (se puede traducir como pendiente, gradiente, ...).
4. Zonotopos; aplicando el método de Kiihn.

5. Funciones DC.

Los conjuntos Y < R™ sobre los que se va a aplicar la funcion de acotacion externa F de
la funcion f dependen de la técnica que se aplique. En caso de que se aplique aritmética
intervalar, extension del valor medio o la forma slope, los conjuntos Y a los que se aplica la

funcién de inclusion F cumplen Y < II™ (II representa al conjunto de todos los intervalos
reales). Para el caso de Zonotopos los conjuntos Y son zonotopos Z < R™ .Y, para el caso de

la funciones DC, los conjuntos Y pueden ser cualquier tipo de poliedro convexo P c R™.
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Y F(Y)

Figura 3.2 Representacion grafica del concepto de funciéon de acotacion externa (X Y,
f(X)cF(Y)).

3.3.1 Técnica practica para la construccion de una funcién de acotacion externa aplicando

la extension intervalar natural

Las extensiones intervalares de funciones se utilizan para obtener cotas garantistas de

rangos de funciones.

En este caso, la funcion de acotacion externa empleada es la que se conoce como funcion de

inclusion.

Definicion 3.3 (Funcion inclusion para aritmética intervalar) Una funcion F:1I" —1I,

donde II es el conjunto de todos los intervalos reales, es una funcién de inclusion de

f:R™— R sisecumple que { f(x):xe X} < F(X) para todos los intervalos de X eII".

Anteriormente a generalizarse el uso de la aritmética intervalar, se obtenian a veces los
limites del rango de una funcién por medio de las constantes de Lipschitz o empleando modulos

de continuidad [ 109 ]. En realidad, dichos céalculos pueden considerarse casos especiales del
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calculo con cajas intervalares. Usando de forma correcta la aritmética intervalar se pueden
obtener los limites de las acotaciones de forma llamémosla eficiente, sin realizar un analisis
amplio a proposito para esto. También, la aritmética intervalar puede emplearse en el campo del
redondeo, pudiendo proporcionar resultados rigurosos, desde el punto de vista matematico, de

las operaciones en coma flotante.

La aritmética de intervalos reales, dentro del conjunto de los intervalos cerrados de

numeros reales, fue introducida de forma novedosa por R. E. Moore [ 148 ].

Las cuatro operaciones basicas de la aritmética intervalar satisfacen la expresion general:

AopB={aopb:acAbeB} ABell (3.2)

donde op es alguna de las cuatro operaciones (+,—,*,/) elementales. La ecuacion (3.2)

caracteriza las cuatro operaciones intervalares basicas [ 149 |:
[a,b]+[c,d]=[a+c,b+d]

[a,b]-[c.d]=[a-d,b—c]
(3.3)
[a,b]*[c,d] =] min(ac,ad,bc,bd ), max (ac,ad,bc,bd ) |

[a,b]/[c,d]=[a,b]*[1/d,1/c], siO¢[c,d]

Definiendo las cuatro operaciones basicas tal como se hace en (3.3), la imagen de cada una

de esas cuatro operaciones basicas es el rango exacto de la operacion real correspondiente.

La resta y la division, en la aritmética intervalar, no son las operaciones inversas de la suma
y la multiplicacion (una de las grandes diferencias con respecto a la aritmética real). En [ 89 |y
[ 109 ] se pueden encontrar extensiones de la aritmética intervalar que consideran el 0 en el

intervalo [C,d] de la division. De la misma forma, cuando se realiza la multiplicacion en el

computador, hay otras alternativas que, aunque mas complejas, en promedio son mas eficaces

desde el punto de vista de calculo en el computador.

La aritmética intervalar permite evaluar facilmente expresiones aritméticas definidas sobre
intervalos. Los resultados obtenidos mediante las cuatro operaciones elementales de Ia
aritmética intervalar se corresponden exactamente a los que se obtendrian operando con
numeros reales y sus operaciones correspondientes. Sin embargo, la composicion de dichas

operaciones proporciona cotas pesimistas y no exactas de los rangos de las expresiones reales.

Por ejemplo, si f (X) =x*>—x, la evaluacion de la funcién f sobre el intervalo [0,1] con la

aritmética intervalar definida en (3.3) da como resultado:
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[0,1]" ~[0,1]=[0,1][0,1] - [0,1]=[0,1]~[0,1] =[-1,1],

pero el rango real de la funcion f sobre [0,1] es [—1/ 4,0]; por lo tanto, este calculo intervalar
sobrestima el rango real de la funcion. Esto se debe a que la variable X se supone
implicitamente variable de forma independiente en los términos X*> y —X. A este fenomeno se

le conoce como dependencia intervalar. Como consecuencia de ésta, las expresiones

algebréicas que en aritmética real son equivalentes, en aritmética intervalar dan resultados

diferentes. Siguiendo con el ejemplo, si definimos la funcién f anterior como f =x(x-1),

que es equivalente para la aritmética de los niumeros reales, se obtendria:

[0.1]([0.1]-1)=[0,1][-1,0] =[-1,0] # [-L1] .
Aunque no es siempre asi, en este caso, para esta Ultima forma de la funciéon f , se obtiene

una acotacion mas “fina” del rango que la correspondiente representacion mediante potencias de

la variable x.Mas adelante se establecen algunas propiedades de dependencias intervalares.

La nomenclatura que se va a utilizar y se ha empleado hasta ahora, es la siguiente: en
negrita se representan los intervalos; los valores escalares se representan con mindsculas; y, en
mayusculas se representan los vectores y matrices.. Los corchetes delimitan intervalos mientras
los paréntesis delimitan vectores y matrices. También, con letras mintisculas se representan las

distintas componentes del vector o matriz. Por ejemplo, x representa un intervalo real, y X es
.. . T
un vector o matriz intervalar cuyas n-componentes son intervalos reales: X = (xl,xz,...,xn) .

El centro o punto medio de un intervalo x se representa como mid (x) y, el vector o matriz

cuyas componentes son los puntos medios de cada una de las componentes del vector o matriz

X se denota como mid(X). La mayor magnitud de un intervalo x=[a,b], magnitude, se

b

define como |x|=max{|a|,|b|}. La mayor magnitud de un vector o matriz intervalar se

.
|xn|) : donde la norma de un vector

interpreta componente a componente: |X|=(|x1 X,

b

intervalar se define como: |X|=[|X||. °. La menor magnitud de un intervalo x=[a,b],

mignitud, se define como <x> =min

Xex

X|.

? La norma-oo de un vector X = (X Xysenn Xn) se define como ||X||w = max Xi| .

s Ryt
172 I<i<n
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La anchura de un intervalo real x=[a,b] se define como: diam(x)=b—-a; y la anchura
de un vector intervalar X se define componente a componente.
Como ya se ha indicado, el conjunto de intervalos reales se representa como 11 ; el conjunto

de vectores intervalares n-dimensionales se representa como II"; y, el conjunto de las matrices

mxn cuyos elementos son intervalos se denota 1I™".

En la aritmética intervalar que se ha empleado, los nlimeros reales se han interpretado como

intervalos delgados (intervalos de anchura nula); por ejemplo, el niimero real 1 se ha

interpretado como el intervalo [1,1].

La comparacion de intervalos se hace igual que en los conjuntos; x <y significa que cada

elemento de x es menor que cada elemento de y. La comparacion de vectores intervalares
X,Y ell" se hace componente a componente; X<Y significa que x; <y, para 1<i<n,
mientras que X <Y significa x; <y, para 1<i<n y x; #y, para algin i por lo menos. La
envoltura convexa de dos intervalos x e y es un intervalo que se denota como xUy .

Teorema 3.1 (Subdistributividad) Con la aritmética definida en (3.3), la aritmética intervalar
es subdistributiva en el sentido de; si x,y,z son intervalos pertenecientes a II, entonces se
cumple que: x(y +z) CXy+XzZ.

Por lo tanto, aunque las operaciones de suma y multiplicacion de los intervalos son

conmutativas y asociativas, la aritmética intervalar no tiene la propiedad distributiva del

producto respecto de la suma. Por otra parte, aunque existe una identidad aditiva, [0,0] y otra
multiplicativa, [l,l] , no existen inversos aditivos y multiplicativos. Por ejemplo,

[1,2]-[1,2] =[~1,3], demuestra que no se cancelan haciendo la resta tal como se ha definido en

(3.3). A veces, en determinadas aplicaciones, podria ser interesante y necesario definir lo que se

denomina una cancelacion substractiva, de la siguiente forma: [a,b]®[c,d]=[a—c,b—d]

Si f:R—> R esuna funcion definida sobre un intervalo x € II, entonces f" (x) representa
el rango (exacto) de la funcion f sobre x; Moore lo denomind extension intervalar de la
funcion f . Los rangos (exactos) de funciones del tipo ¢:R" >R y F:R"—>R" se

representan de forma similar como ®" y F".

A continuacion se define la extensién intervalar natural de una funcidn.
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Definicion 3.4 (Extension intervalar natural de una funciéon real) Si f:R —>R es una

funcion calculable como una expresion, algoritmo o programa de ordenador que implica las

cuatro operaciones aritméticas elementales, entonces una extension intervalar natural de f
cuyo valor en un vector intervalo x es denotado por f,, (x) se obtiene reemplazando cada

ocurrencia de x por el intervalo x y ejecutando todas las operaciones de acuerdo a las

formulas dadas en (3.3).

Para las funciones del tipo ¢:R" >R y F:R" —R"™ se representarian sus extensiones

intervalares naturales como @, y F,,, respectivamente.

El operador caja es un vector intervalar que incluye el rango de la funcidn:
F*(X) < O(F (X)) (inclusion intervalar de un conjunto (caja) (Definicién 2.17)). Una de las
formas de obtener dicha caja es utilizando la extension intervalar natural de la funcion F,
F, (X).
Teorema 3.2 Si f,, es una extension intervalar natural de f y xell esta contenido en el
dominio de f,, , entonces f,, (x) contiene el rango f"(x) de f sobre x. Esto es equivalente a

decir que f,, esuna funcion de inclusion de f [149].

Este teorema es crucial para los calculos intervalares, formando parte de la definicion de

extension intervalar de una funcion.
Definicion 3.5 (Extensién intervalar de una funcion) Una funcion f, : 11 - II se dice ser una
extension intervalar de una funcion f:R —R siempre que {f(x):xex}<f, (x) para todos

los intervalos x € II dentro del dominio de f, .
Para las funciones ¢:R" >R y F:R" —->R™ se definen extensiones intervalares de

forma similar, @, y F, respectivamente.

Como consecuencia, la aritmética intervalar permite obtener funciones de inclusién de
forma sencilla. El Teorema 3.2 es crucial para la computacion intervalar puesto que significa

que mediante la aritmética intervalar se pueden encontrar acotaciones para las funciones reales.

Si se hace referencia a las funciones estdndar, la extension intervalar resulta posible:
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a) Para las funciones mondtonas'® resulta facil realizar su extension intervalar; tan s6lo

hay que evaluar la funcion en los extremos del intervalo considerado. Por ejemplo, para
las funciones logaritmo neperiano (In ) y exponencial (e*), sus extensiones intervalares

son respectivamente:

In(X ) =[In(inf (X)),In(sup(X))]
eX — |:einf(>()’esup(x):|

b) Las funciones no monotonas deben tratarse de forma diferente. Para calcular las cotas
de este tipo de funciones se puede utilizar la extension intervalar de alguna expansion
de la funcién que tenga una formula explicita del término de error. Por ejemplo,

Kearfott [ 109 ] emplea una extension intervalar del Polinomio de Taylor''.

Las extensiones intervalares se pueden obtener para practicamente cualquier funcidon que
pueda representarse con un programa de computador. Precisamente, buscando estas extensiones
intervalares, se desea que los limites de los rangos de las funciones estén lo mas ajustados
posible. Estos limites, se pueden calcular empleando expansiones (mediante el polinomio de
Taylor por ejemplo) que de alguna forma esté definido explicitamente el término error mediante
una formula. Para el célculo de estas extensiones intervalares, que se desea se ajusten lo
maximo posible a los limites reales exactos, se emplea tanto la aritmética de las cuatro
operaciones basicas definidas en (3.3) como extensiones intervalares de funciones consideradas
estandar (conjunto de funciones tal como las especificadas en el FORTRAN 77 estandar). La

precision con la que se pueden llegar a obtener los rangos de la funciones estandar depende de

' Dada una funcion f: A— B, donde ambos conjuntos tienen definido un orden parcial (denotado
como < o >), se dice que es mondtona si y solo si VX,y€ A: X<VY implica que f(X)S f(y)
(monodtona creciente), o X <Y implica que f (X) > f (y) (monodtona decreciente).

! Polinomio de Taylor de grado N para la funcién f en el punto a, P, 4> viene dado por el polinomio:

P (x)= f(a)+#(x—a)+f"7(?)(x—a)z +-~+%(x—a)". La diferencia cntre f (X)

f(x)-P
y P. (X) se hace pequefia cuando X se aproxima a a (lian’i(X)
. x—a (X _ a)

nos da el error cometido empleando el polinomio de Taylor: Resto de Lagrange

n+1)
f(X)—Pn’a(X)z];nTi)c!)(X—a)n+l para un cierto Ce(a,X); o Resto de Cauchy

=0). La formula de Taylor

F(X) =P (%)=L (o) (x—a) para un cierto c(a,x).

(n)!
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los limites que tenga el sistema de coma flotante que emplee el computador empleado para el
calculo. Existe una amplia bilbiografia describiendo la forma de calcular extensiones

intervalares de funciones estandar [ 18 1, [381,[ 611, [631,[96 ], [ 107],[ 108 ], [ 114], ...

Ademas de las propiedades enunciadas anteriormente con el Teorema 3.1 y el Teorema 3.2,

las extensiones cumplen otras propiedades que se enuncian en lo que sigue.

Teorema 3.3 Supéngase una extension intervalar natural F, (X) de una funcion
F:R" —>R"™, que se ha obtenido por una secuencia de acotaciones de funciones estandar

calculadas rigurosamente, junto con las operaciones aritméticas elementales definidas en (3.3).

Entonces, esta extension intervalar natural F, (X) contiene el rango de F sobre la caja X,

es decir F*(X)c F,, (X) [ 109 ].

Aunque inicialmente se criticaba a la aritmética intervalar, aludiendo que las acotaciones de
los rangos que se obtenian eran demasiado pesimistas, muy amplios, realmente no tiene por qué
ser asi si aplican correctamente las propiedades que cumplen. Los proximos resultados tratan de

acotar el rango de una funcidn con extensiones intervalares de forma aguda.

Teorema 3.4 Supongase una funcién ¢:R" — R, formalmente escrita por una secuencia de

calculo de funciones estandar con las cuatro operaciones aritméticas basicas; supdngase

también que, en esta expresion, cada una de las n variables aparecen una Unica vez
formalmente. Entonces, si @, (X) se evallia con aritmética intervalar exacta y con los calculos
de los rangos exactos de cada una de las funciones estandar, la acotacién intervalar resultante

serd el rango exacto de la funcion ¢ sobre la caja X ; es decir, @, (X)=®"(X) [109 ].

El Teorema 3.4 y el Teorema 3.1 sugieren que para maximizar la agudeza de una extension
intervalar, las expresiones o algoritmos que las definen deben reescribirse de forma que
minimicen el nimero de ocurrencias de cada variable o subexpresion. De hecho, normalmente
ocurre asi aunque no siempre.

Calcular el rango exacto de una funcidn arbitraria ¢ sobre una caja X es similar a
optimizar ¢ sobre X. Sin embargo, tanto en uno como en otro caso resultan utiles las

propiedades asintoticas de las acotaciones intervalares del rango de ¢, como que

|ldim (X)| > 0.
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Definicion 3.6 (Orden de una funcién de inclusion) Sea F, (X) una extension intervalar de la

funcién F:R" —R" evaluada sobre una caja X,y sea F'(X) el rango exacto de F sobre

X . Si existe una constante K , independiente de la caja X tal que
diam(F, (X)) - diam(F* (X)) < K (diam(X))" (3.4)

para todas las cajas X con diam(X) suficientemente pequefio y « >0 fijo, entonces se dice

que F, es una funcion de inclusion de orden o para F. Cuando « es 1 0 2, se denominan

inclusion de primer orden o de segundo orden, respectivamente.

Para entender lo que viene a continuacion facilmente, se reformula la Definicion 3.4 de una

forma mas general, para cualquier funcion de R" — R".

Definicion 3.7 (Extension intervalar natural de una funcién) Si F:R" — R" es una funcién
calculable como una expresion, algoritmo o programa de computador participando las cuatro
operaciones aritméticas elementales y evaluaciones de las funciones estandar, entonces una

extension intervalar natural de F, cuyos valores sobre un vector intervalar X se denota como

F, (X), se obtiene reemplazando cada ocurrencia de cada componente x, de X por el

correspondiente intervalo x; de X, mediante la ejecucion de todas las operaciones de acuerdo

a las formulas (3.3), y de acuerdo al calculo de los rangos exactos de las funciones estandar.

Teorema 3.5[ 6 ], [ 150 ], [ 171 ] Las extensiones intervalares naturales son de primer orden.

Las extensiones intervalares naturales son algo mas deseables, e incluso casi indispensables
en algunos contextos. Se pueden obtener por ejemplo extensiones intervalares de segundo

orden, por los desarrollos en series y acotando el rango de las derivadas.

En la siguiente técnica practica que se describe para el calculo de un rango aproximado

garantista, se emplea la denominada extension intervalar del valor medio.

3.3.2 Técnica practica para la construccion de una funcion de acotacion externa aplicando

la extension intervalar del valor medio

En el calculo diferencial, el teorema del valor medio (de Lagrange), teorema de los
incrementos finitos, teorema de Bonnet-Lagrange o teoria del punto medio es una propiedad de
las funciones derivables en un intervalo. El teorema del valor medio es una generalizacion del
teorema de Rolle que dice que, si una funcion esta definida y es continua en un intervalo cerrado

[a,b], diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y toma valores iguales en los extremos del
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intervalo ( f (a)= f (b)), entonces existe al menos algin punto c (a,b) tal que la tangente a la

curva en ¢ es horizontal (f'(c)=0).

Teorema 3.6 (Teorema del valor medio de Lagrange) Si f :R — R es una funcién continua

definida en un intervalo [a,b] y f es derivable sobre el intervalo (a,b). Entonces axiste al

f(b)-f
menos un ndmero c e (a,b) tal que f'(c)zw.

Es decir, la interpretacion grafica es, que existe un punto (c) en el que la tangente es

paralela a la cuerda entre los puntos a y b.

En este caso, para obtener una funcion de acotacion externa se aplica la siguiente

proposicion, basada en el teorema del valor medio de Lagrange.
Definicion 3.8 (Extensién intervalar del valor medio) Supéngase que ¢:DcR" — R tiene

derivadas continuas, X< D y C e X. Entonces, la extension intervalar del valor medio para

¢ sobre X y centrada en C se define como:
O (X,C)=¢(C)+ VD, (X)(X-C) (3.5)

donde V@, (X) es una acotacion intervalar componente a componente para el rango de V¢

sobre X.

De forma general, con el simbolo V se quiere representar la matriz Jacobiana de la funcion

(f, ¢ o F);esdecir, las n filas de la matriz V¢ representan los gradientes de las funciones
componentes de ¢, siendo los gradientes las m derivadas parciales de cada funcién

componente:

of  of, of,
of, of, of,
VE()=[VE(x) VE(X) . V(O] = x| ox, (3.6)
of o, of.
X ox, ox, |
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Uniendo el teorema del valor medio y la aritmética intervalar se ha obtenido @, (X,C)
como acotacion, caja o vector intervalar, del rango de ¢ sobre X. Ademas se cumple lo que se
indica en el siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Orden de la extension intervalar del valor medio) Supongamos que V@, son

extensiones intervalares de al menos orden 1 de V¢. Entonces @, €S una extension

intervalar de orden 2 de ¢ [115].

Por ejemplo, supongamos una funcidén real de una variable real como f(x)=x2 -X,
x=[0,1] y ¢=1/2. En este caso Vf" (x) =2x-1 =2[1,0]—1=[—1,1] es el rango exacto de la

derivada de f sobre x. La extension intervalar natural es

£ ([0.)=[0.17 ~[0.1] = [0 ~[0.1] =[],

mientras que la extension intervalar del valor medio es:

f(1/2)+(2[0.1]-1)([0.1]-1/2)
—1/4+[-1,1][-1/2,1/2]
—1/4+[-1/2,1/2]=[-3/4,1/4]

fon (%.0) = f (C)+ VI, (x)(x—c)

El rango real de la funcion f en x=[0,1] es f'(x)=[-1/4,0]. Las anchuras de las

distintas extensiones intervalares obtenidas son:

diam(f,y ([0,1])) = diam([1,1]) =2
diam( £y (x.c)) =diam([-3/4,1/4]) =1
diam(f* (x)) = diam([-1/4,0])=1/4

Aunque en este caso no ocurre asi, la interseccion de las extensiones intervalares natural y
del valor medio suele dar una acotaciéon mas ajustada al rango real que cualquiera de las

extensiones independientemente.

En caso de tomar intervalos x para el dominio pequefios, se observaria un cierto indicio de
convergencia de las extensiones intervalares natural y del valor medio hacia el rango real de la

funcion.

Aunque es deseable, en los algoritmos de optimizacion global, no es sencillo obtener

extensiones intervalares de orden superior a 2, en [ 64 ] y [ 70 ] llegan a la conclusion de que

89



CAPITULO 3. ACOTACION DEL RANGO DE UNA FUNCION. TECNICAS GARANTISTAS

buscar una extension intervalar de tercer orden puede requerir resolver un problema de

programacion cuadratica que no siempre tiene autovalores positivos.

La forma de la extension intervalar del valor medio es un caso especial de las llamadas
formas centradas. En [ 171 ] se discuten otras alternativas de formas centradas; dichas formas
pueden ser apropiadas para acotaciones mas exactas. Aunque en principio las extensiones

natural y del valor medio pueden ser suficientes, se van a abordar otros vectores intervalares

para VO, (X) en la expresion (3.5), con el fin de obtener extensiones intervalares mas precisas;

por ejemplo los slopes, que se veran en el proximo apartado de este mismo capitulo.

Por ultimo, en lo referente al estudio de las extensiones intervalares, se define el concepto
de inclusién monotonica o isotonica, que a menudo se supone en la literatura que cumplen las

extensiones intervalares con el fin de facilitar las pruebas de convergencia.

Definicion 3.9 (Inclusiéon monoténica o isoténica) Una extension intervalar @, de una
funcién ¢:R" — R se dice que es una inclusion monotdnica o una inclusion isoténica si dados
X, Yell', XY implica @, (X)c @, (Y).

Teorema 3.8 Las extensiones intervalares naturales son inclusiones monoténicas, siempre que
se use para calcularlas aritmética intervalar exacta y se calculen rangos exactos para las

funciones estandar.

A veces se sugiere la monotonicidad de la inclusién, como un criterio de parada para los
algoritmos intervalares iterativos: la violacion de la misma indica que el error de redondeo
exterior estd predominando. De todas formas, aunque la monotonicidad de la inclusion es
conveniente, las propiedades asintoticas (es decir, el orden) son mds importantes puesto que,
algunas construcciones y procesos algoritmicos eficaces llevan a inclusiones intervalares que no

son monotonicas.

3.3.3 Técnica practica para la construccion de una funcion de acotacion externa utilizando

formas slope

Segun [ 109 ], la acotacion de los rangos en los que se producen las variaciones de las
funciones sobre sus dominios es uno de los usos principales que se puede dar a la informacion
de las derivadas de intervalos. Esto se ve directamente en la definicion dada en la Definicion
3.8, en la que ademas se ha obtenido una extension intervalar que es de segundo orden.

También, dicha informacioén, es de gran importancia en los métodos de Newton intervalares, que
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a su vez son fundamentales para los algoritmos de optimizacion global, que se ha verificado son

rapidos, y eficientes desde el punto de vista de almacenamiento memoria.

Sin embargo, no siempre es necesario utilizar extensiones intervalares de la derivada. De
hecho, existen dos técnicas que en realidad conducen a intervalos mas estrictos, mas ajustados.

Para entender estas técnica, es util introducir los conceptos de matriz de Lipschitz y de matriz

slope para una funcién f :R" > R.
DERIVADAS DE INTERVALOS Y MATRICES DE SLOPES

Definicion 3.10 (Matriz de Lipschitz) [ 153 ] Sea F:R" — R"™. La matriz A se dice que es
una matriz de Lipschitz para F sobre un X dado, si para cada XeX e YeX,

F(X)-F(Y)=A(X-Y) paraalgin AcA.

3 3
. 1 ., X~ X . . .
Ejemplo 3.1 Considérese la funcion ¢( X5 x2) = Tl + % + X, . Entonces, una matriz de Lipschitz

para ¢ sobre la caja X = ([—0.5,0.5],[—0.5,0.5])T es cualquier extension intervalar natural para

el gradiente:

2
%:ﬁ_’_l 3x2 3X2
pE R CRECER
x, 3

A=([-0.5,0.5] +1,[-05,0.5] ) =([1,1.25],[0,0.25]),

mientras que la correspondiente extension intervalar del valor medio correspondiente para ¢,

centrada en el punto C = (0,0)T , es:

[-0.5,0.5]

Dy (X,C) = ¢(C) +VO, (X)(X - C) =0+ ([1’1‘25]’[050'25])[[_0'5,0‘5]

J: [-0.75,0.75].

De hecho, si F:XcII"—-R"™, entonces una extension intervalar componente a
componente de la matriz Jacobiana de F constituye una matriz de Lipschitz para la funcion F

sobre X.

Definicion 3.11 (Matriz Jacobiana intervalar) Si F:XcII" > R", entonces VF,, (X)

significard cualquier matriz intervalar cuyas componentes son extensiones intervalares
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naturales sobre X de las componentes correspondientes de la matriz Jacobiana de F .

Cualquier matriz de este tipo se denominara matriz Jacobiana intervalar.

Una propiedad alternativa, mas débil, es la que se indica en la siguiente definicion.

Definicion 3.12 (Matriz de slope intervalar) Sea F:R" —R"™. La matriz A es conocida
como una matriz de slope intervalar (o, mas general, un conjunto slope) para F sobre X y

centrada en el vector intervalar C si, paratodo X e X y C e C, se cumple:
F(X)-F(C)=A(X-C) paraalgin AcA.
Cualquier conjunto de matrices mas pequefio que satisfaga esta condicion se denotara como

S*(F,X,C). Un vector intervalar que contiene S*(F,X,C) (generalmente un buen célculo de

estimacion externo) se representa como S(F,X,C).

Con frecuencia, pero no siempre, C es un punto o una caja muy pequefia.
SLOPES UNIVARIABLES

La diferencia entre derivadas y slopes se entiende mas facilmente con un ejemplo

unidimensional.

Ejemplo 3.2 Simplemente con el proposito de ilustrar, suponer que se desea una extension de

segundo orden para f(x)=x> sobre el intervalo [0,2]. Entonces, el rango de la derivada sobre
x=[0,2] es a=[0,4], y la extension intervalar del valor medio, una acotacion para el rango de

f (X) = x* sobre el intervalo [0,2], centradaen c=1, es:
fe ([0.2].1) = £ (1) + VA, ([0,2])([0,2] - 1) =1+[0,4]-[-1,1] =1+ [-4,4] =[-3.5]

En contraposicion, considerando slopes:

a:{ﬂ;y:%g(c) paraXex:[O,Z]} L= X _11 para x e x =[0,2]
[1.3]=8"(f.[0.2].1)

es un conjunto de slopes para f (X) = x> sobre x= [0,2] , centrado en c=1. La acotaciéon con

slopes sera para este caso:
fesope (X%.€) = f(c)+a(x—c)=f(1)+[1,3]([0,2]- 1) =[-2.4] (3.7)

En este caso se tiene que fg ope (x,C) = [—2,4] c [—3,5] =feum (X,C)
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La Figura 3.3 ilustra graficamente esta relacion.

4 | 4 _|

My =3 )
3] 3]
2 2 |

=1

H N slope 0

1 — Y 1 __--slope 4
| | |

1 2 1 2
(a) Rango de slopes (b) Rango de derivadas

Figura 3.3 La diferencia entre el slope intervalar y el rango de derivadas para x:[0,2], c=1ly
f(x)=x*.

Aunque realmente no se utilizaria una extension intervalar para f (X) =Xx> (desde que se

puede calcular el rango exacto), el ejemplo planteado ilustra una relacion general entre las

derivadas y los slopes, indicada como:
Teorema 3.9 [ 109 ] Supongamos f :R — R, cualquier xelIl y cex. Supongamos que Vf"
es el rango de la derivada sobre x (rango exacto). Entonces:
diam(Vf* (x))
. lm -
diam(x)—>0 dlam(S# (f ,x,c))

=2 (3.8)

diam(x) representa la anchura del intervalo x.

Asi, los slopes pueden conducir a intervalos mas ajustados que las derivadas, cuando sea
posible aplicarlos.

En general, solamente se pueden calcular acotaciones externas, no los rangos exactos, para
el rango de la derivada y para el rango de eslopes S* ( F,X,C) , 'y la relacion entre las derivadas
y los slopes para funciones multivariables es mas complicada. Sin embargo, si se utiliza
diferenciacion automatica, el calculo de acotaciones externas de las derivadas y de los slopes

son igualmente sencillos, obteniéndose generalmente acotaciones mas ajustadas con los slopes

que con las derivadas. El Teorema 3.9 es una buena regla para predecir el comportamiento
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relativo de derivada intervalar y el calculo basado en slopes una gran variedad de los posibles

escenarios.
SLOPES MULTIVARIABLES

En el ejemplo 3.1, que trata de una funcion que depende de dos variables, se puede calcular

una acotacion externa utilizando los slopes correspondientes a las derivadas parciales

particulares de ¢(Xl, Xz), es decir, en cada caso, tratando la otra variable como una constante.

Por ejemplo, la segunda componente de la matriz slope para ¢ sobre

X = ([—0.5,0.5],[—0.5,0.5])T se puede calcular como:

3

X2
2 2 — -0
a, = {ﬂz o :M para x, [—0.5,0.5]} = 4, u= )? — Parax, [-0.5,0.5]
2 2

[0,0.08334] =8"(47,[-0.5,0.5],0)

De forma similar se obtendria para la primera componente:

X3

411
4 =3—0 para X, €[-0.5,0.5]
X —

1

a = {yl u = g (x)-4(c) para x e [—0.5,0.5]}

X, —C

[1,1.08334] =87 (4'.[-0.5,0.5].0)

Por lo tanto, la extension intervalar de segundo orden utilizando slopes es:

[-0.5,0.5]

D5 ope (X’C) = ¢(C) + A(X N C) = ([1’1'08334]’[0’0'08334])([_0‘5 0.5]

jc [-0.5834,0.5834]

Si se emplea la derivada intervalar, con la forma correspondiente a la extension intervalar

del valor medio se obtiene:
Oy (X,C)=¢(C)+ VD, (X)(X-C)=[-0.75,0.75]

Si se comparan los resultados obtenidos, se comprueba como la extension intervalar
obtendida con slopes es mas ajustada que la correspondiente al valor medio; es decir

[-0.5834,0.5834] = [-0.75,0.75].
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Sin embargo, a la hora de calcular slopes de funciones multivariables, debe tenerse un

cuidado especial. Por ejemplo, si ¢(X)=x’%’, con X=([—0.5,0.5],[—0.5,0.5])T y

C =(O,O)T , se puede estar tentado de calcular el primer elemento de la acotacién con slopes
estableciendo X, <—C, =0, y utilizando el calculo del slope univariable para X ; y, de manera
similar, calcular el segundo elemento de la acotacion con slopes, fijando X, «<—C, =0. Sin
embargo, esto daria lugar a la matriz de slopes claramente incorrecta A = (0,0) . De este modo,

en problemas multivariables, las variables distintas a la que esta activa al calcular una
componente de la matriz slope se deben establecer en su intervalo, y no punto, de valores. Esto

se cristalizd en el Algoritmo presentado en la Tabla 3.1] 109 ].

Algoritmo A = S(¢, X,C) (matriz slope)

Algoritmo
ENTRADA: La funcion ¢:R" — R, lacaja X y el centro C, y un método de célculo

de un intervalo slope S(qﬁi ,x,c) para una funcion univariable f :R > R.
SALIDA: Una matriz slope A = S(¢, X,C ) .
Parai=12,...,n:

1. Definir fi(x)=CD,(5(), donde X;=x; para 1<j<n,j=i y X =X, donde

®, es una extension intervalar de ¢. (Notese que f, es en general un
intervalo, aunque X sea un punto).

2. Determinar a; para el slope de la funcion univariable f,:a; < S( f.x;,¢ ) .

Finpara

Fin del Algoritmo

Tabla 3.1 Algoritmo para el calculo de una matriz slope.

ARITMETICA DE SLOPES

Cualquier matriz de Lipschitz intervalar, tal como VF (X) de la Definicion 3.11, es

también una matriz slope intervalar S( F,X,C) para cualquier C € X. Sin embargo, se pueden

calcular automaticamente intervalos ajustados para el C particular o para el C < X particular.

Esto se establece con aritmética de slopes, que es similar a la aritmética de derivadas, basada en
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las reglas elementales de la diferenciacion (dadas en (3.9), representando <,> el par formado

por la funcion y su derivada):

u, u + u+v,u'+v'
- u-v,u'-v' 1.9
( = (U-v,u'v+u-v" (3-9)

( u")/(v, > = u/v,(u'-v—u-v')/v2>

A continuacién se muestran férmulas analogas a éstas para los slopes; los slopes de

funciones multivariables se pueden calcular segun estas reglas y mediante el Algoritmo de la

Tabla 3.1.

Como con la aritmética diferencial, la aritmética de slopes se basa en definir operaciones y

funciones estandar sobre ternas ordenadas de la forma <u°,u,u(s)>. La suma y la resta estan

definidas de la misma forma que en la aritmética de diferenciacion, pero la multiplicacion y la

division difieren algo: las reglas correspondientes a las formulas (3.9) son:

(s)

u’,u,u®)+ (v, v,v u +viu+v,u® +v®

u,u,u®)—(ve,v.v®) = (u*—viu-v,u® —v®
u®,u,u® -<VC,V,V(S)> = (u-v,u-v,u-v® +u® V°> (3.10)
(s) () /g C
u® —u®-v®/v
<u°,u,u(s)>/<v°,v,v(s)> = <u°/v°,u/v, >
\%

Como con la aritmética diferencial, se pueden definir reglas para las funciones estandar

segun las reglas de la aritmética diferencial. Sin embargo, los intervalos slopes resultantes no

estan definidos de la mejor forma posible. Para las funciones estandar a)(x) en las que
a)"(x) #0 para X eX, una formula diferente calcula el rango de slopes exacto S” (a),x, X°) con
el error dentro de la acotacion externa dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.10 (Generalizacion de un teorema de Rump [ 174 ], [ 175 ]) Supdngase

o:R—>R, xell, x“ell,y w es cualquier funcién convexa o concava (es decir a)"(x) #0 si
®" es continua) para todo x en el recubrimiento convexo xuUx‘. Entonces S(d)(a),x,xc)

definido

C
——————=  paraxex 3.11)

$@(@.x,x")=h(x)Uh(X) con h(x)=1"
o' x°) de lo contrario
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es un conjunto slope para @ sobre x y centrado en x°. Si x° es un punto, entonces

S (,x,x°) es el menor conjunto slope posible.

En [ 174 ] se prueba que S‘¥ (a), x,x°) es un conjunto slope si a)"(x) #0 y se puntualiza
en[175] que S¢ (a),x,xc) es un conjunto slope cuando @ es convexo sobre x U x°. El hecho

de que este conjunto de slopes para puntos X°esté “ajustado” es consecuencia de que cualquier

conjunto de slopes debe contener a h( 5) y h(Y) . El hecho de que S (a), X, XC) €s un conjunto

de slopes cuando x° es un intervalo no degenerado se sigue a partir de las propiedades

elementales de la aritmética intervalar, asumiendo que m(x°) contien el rango de @ sobre x°.

En las actuales aplicaciones, h no esta definida exactamente como en la ecuacion (3.11), ya
que el error de acotacion externa se convierte en grave cuando X es cerrado sobre x°, aunque

xex°. En dichas aplicaciones, h(X) puede definirse como m'(xc) siempre que

(x° - x) <4/&, ,donde &, es el epsilon maquina.

El Teorema 3.10 se puede aplicar directamente cuando @ e {exp,log,\f } . También puede

aplicarse directamente a a)(X) =X" cuando n es par, ya que tales @ estan limitados a los casos
en los que cumple las hipotesis. Puede aplicarse a a)(x) =x" con n impar teniendo en cuenta

los signos algebraicos de los extremos del x y x°, y se puede aplicar a las funciones tales como

a)(x,y)z x’, ya que éstas se pueden calcular mediante la composicion del log y la exp.

Chequeando las posiciones de los puntos de inflexion relativos a x y x°, se puede aplicar el

Teorema 3.10 cuando @ es una funcion trigonométrica inversa.

Es mas dificil aplicar el Teorema 3.10 cuando w € {sin, cos} . Para estas funciones, se puede

utilizar la derivada intervalar u otras técnicas.

La Toolbox IntLab para MatLab® permite calcular tanto diferenciacién automatica como

slopes de funciones aplicando las correspondientes aritméticas.
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3.3.4 Técnica practica para la construccion de una funcion de acotacion externa utilizando

zonotopos, por el método de Kiihn

Existen técnicas basadas en la aritmética intervalar que resuelven el problema del valor
inicial para los sistemas descritos en tiempo continuo. El pionero en resolver este problema
mediante técnicas intervalares fue Moore [ 149 |. Basandose en el uso de expansiones de Taylor
de la solucion y diferenciacion automatica, calculd los coeficientes de la expansion. Los
coeficientes de Taylor los calculé mediante formulas recursivas y, para la acotacion del término
de error se puede utilizar el operador de Picard-Lindelof [ 149 ]. Con el fin de evitar que la
anchura de la solucién aumentase en cada instante de integracion, utiliza la extension intervalar
del teorema del valor medio; permitiendo que la anchura de los intervalos pueda decrementarse.
Se pasa de una evaluacion intervalar de la funcidn a otra evaluacion intervalar del gradiente de

la funcién.

Lohner [ 132 ] mejora el método de Moore al disminuir el efecto envoltura. El método de
Lohner se basa en un cambio de coordenadas que permita reducir la sobreestimacion. Este
cambio de coordenadas se efectiia incluyendo matrices de transformacion en el método de
Moore; estas matrices permiten calcular un paralelepipedo, que se ajusta mejor al conjunto

solucion que una caja.

Al igual que en tiempo continuo, en tiempo discreto se han desarrollado métodos
intervalares para obtener soluciones de ecuaciones dinamicas. A pesar de que el método de
Lohner permite disminuir considerablemente el efecto envoltura, el conjunto solucion se sigue
aproximando mediante un paralelepipedo, provocando una estimacion excesivamente
conservadora. El método de Kiihn [ 116 ] aproxima la region solucion mediante un zonotopo
(ampliamente estudiado en el capitulo 2 de esta tesis). Demuestra el crecimiento subexponencial

de la estimacion del conjunto alcanzable exacto.

En el contexto de la acotacion de los sistemas dinamicos, el método de Kiihn se ha utilizado
para acotar su trayectoria; en este apartado, dicho método se ha adaptado para realizar la

acotacion del rango de una funcion.
Para poder explicar el método de Kiihn es necesario definir primero el operador acotacion.

Definicion 3. 13 (Operador Acotacién) Sea un sistema discreto:

o = (X W) (3.12)
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donde xeR™ y weW < R™ siendo W un conjunto compacto (el conjunto W agrupa las

posibles sefiales de control e incertidumbre del sistema). El operador ¥(-,-): R™ xR™ — R™

es un operador de acotacion si para cualquier conjunto y cR™ con 7 =Y¥(xW) se tiene
que f(x.W)cz.

El método de Kiihn es un procedimiento para implementar el operador acotacion,
proporcionando una solucion garantista al problema del valor inicial en sistemas no lineales
discretos. La evolucion del sistema se aproxima mediante zonotopos. El Teorema 2.7 define el
operador inclusion en zonotopos. Dicho operador proporciona un zonotopo que acota a una

familia de zonotopos dada. Este operador de inclusion se utiliza en el método de Kiihn.

En [ 39 ] se presenta una generalizacion del método de Kiihn, incluyendo la posibilidad de
considerar incertidumbre en el sistema discreto utilizado. Esta generalizacion se materializa en

el siguiente teorema.

Teorema 3.11 Sea el sistema (3.12), un zonotopo X = p® HB" y una caja W donde peR",
HeR™™ y W < II™ . Calcular las siguientes extensiones intervalares naturales:

e Un zonotopo q@® SB" =CJ( f (p,W)).

e Una matriz intervalar M =0(V, f (X,W)H).

* Un zonotopo ¥ (X,W)=q@®SB" ®0(MB")=q@®HB' con | =2n+m
donde OO f (p.W)) y O(V, f (X,W)) son evaluaciones intervalares de las funciones f (p,W )
y V,f(X.W),y O(MBm) es el operador inclusion zonotopo. Asumiendo todo lo anterior, se
tiene que W (-,-) es un operador de acotacion; es decir, f(X,W)c ¥ (X,W).

Visto el método de Kiihn, la construccion de una funcidn acotacion externa se realiza de la

siguiente forma:

Dado el dominio X = p@®HB"™, X eR", dado con una representacion matricial de un
zonotopo de orden m; se trata de calcular el rango aproximado de la funcion f (X) aplicando

el método de Kiithn. Desarrollando:

f(X) < f(p)@O(Vf(X))(X-p)=
c f(p)®O(vf(X))(HB")= por ser Z, =J(Vf (X))
c f(p)®ZHB"= comoZH=M, MeR"™
c f(p)®MB"
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Segun el Teorema 2.7 sobre inclusion de zonotopos, se tiene que:
f(X)c f(p)®[mid(M) G][Bm}:f(p)G)JB”””
= Bn

. o . _pdiam(My)
G e R™ es una matriz diagonal cuyos elementos satisfacen G, = > ———=, 1=12,...,n.
j=1

El Teorema 3.11 nos dice que, definido un dominio de una funciéon f:R" — R como un
zonotopo X = p@HB", X eR", podemos construir un zonotopo f(p)® JB™" de tal forma

que el rango de dicha funcion esté incluido en dicho zonotopo; es decir f (X)c f(p)® IB™".

El zonotopo f ( p) @ JB™" construido para f (X) , contiene al rango exacto de la funcion
f en X. El rango aproximado obtenido mediante la aplicacion del método de Kiihn, por
aplicarse un tinico paso, puede que no sea muy ventajoso si lo comparamos con otros métodos
como puede ser el intervalar. Cuando realmente se comprueba la ventaja es al utilizarlo para la
definicion de conjuntos alcanzables en los que, por aplicarlo un nimero de pasos n (n>1), se
comprueba la eficacia del mismo generalmente; por ejemplo se puede comparar con el método
intervalar. Con la extension intervalar natural, el conjunto obtenido después de dar un nuevo
paso se va haciendo cada vez mayor, siendo mas ajustado el zonotopo final del método

propuesto por Kiihn.

En el capitulo 2 de esta tesis, se hace un estudio detallado de los zonotopos y se trata

también la inclusion de zonotopos.

Mas adelante, al final de este tema, se desarrollan varios ejemplos con el fin de poder

comparar las distintas técnicas de construccion de funciones de acotacion externa propuesta.

3.3.5 Técnica practica para la construccion de una funcion de acotacion externa utilizando

funciones DC

Como ya se ha comentado anteriormente, la Optimizacion DC forma parte de la
Optimizacion Global y, trata la resolucion de problemas de Programacion Matematica No lineal

cuya funcion objetivo y/o restricciones pueden expresarse como funciones DC.

Una funcion se dice DC si puede representarse como la diferencia de dos funciones

convexas. El conjunto de funciones DC definidas en un conjunto convexo compacto de R" es
denso en el conjunto de las funciones continuas definidas en ese mismo conjunto. Por lo tanto,

en principio, cada funciéon continua puede aproximarse por una funciéon DC con cualquier
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precision. Ademas, cada funcion de clase C° (derivada segunda continua) es una funciéon DC.
Aunque se dispone de representaciones DC para algunas clases de funciones interesantes,

encontrar tales representaciones para una funcion DC arbitraria resulta una tarea dificil.

Una de las propiedades mas importantes que cumplen la clase de funciones DC es su
estabilidad con respecto a las operaciones que aparecen habitualmente en problemas de
optimizacion. Como se pondra de manifiesto en numerosos resultados mas adelante, la clase de
funciones DC es cerrada para las operaciones de suma, producto por escalares, maximo o

minimo puntual, producto, cociente, composicion, etc. [ 154 |.

Dentro de la Optimizacion Global, los problemas que involucran funciones DC se estan
cada vez considerando mas, ante la evidencia [ 192 ]| de que, en la practica, las funciones que
aparecen con mayor frecuencia son DC. Estas funciones aparecen involucradas en problemas de
diferentes disciplinas como: Economia, Ingenieria, Fisica, Quimica, Ecologia, etc. (en las

referencias [ 94 |, [ 191 ], aparecen a su vez otras referencias donde se enumeran aplicaciones).

Una acotacion del rango de una funcion DC puede obtenerse por la linealizacién de las

funciones convexas que la representan.

Dada una funcion, se pueden producir dos situaciones:
1. Se conoce la funcién DC que representa a la funcion f : f(x)=g(x)—h(x).

2. No se conoce la representacion DC de la funcion f ; en cuyo caso se obtiene una forma
como: f(x)=f(x)+x'Qx-x"Qx; siendo f(x)+x'Qx y x'Qx funciones
convexas.

Tanto en una situacion como en otra la acotacion externa del rango de una funcion f se

realiza de las misma forma; en ambas situaciones se linealizan las funciones convexas que

definen a la funciéon f mediante su diferencia. Se trata de definir relajaciones concavas y
convexas de la funcion f (1? y f respectivamente). Estas relajaciones son estimadores
inferiores y superiores respectivamente de la funcion f .

Dada una funcion f:Qc R" — R que directamente es una funcion DC o se puede buscar
una representacion DC de la misma: f (x) = g’(x) - ﬁ'(x) . Un estimador inferior de la funcién
f () se obtiene como: f(x)=g,(x)-h(x), siendo g, (x) la linealizacién de la funcion

g (x) en un punto X, € Q. De la misma forma, un estimador superior de la funcion f ( f ) se
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obtiene como: f(x) =g(x)—h_(x), siendo h_(x) la linealizacion de la funcion ﬁ'(x) en el

mismo punto x, € Q.

Figura 3.4 La funciéon f (en color rojo) es una funcion DC definida por las funciones convexas § (en

color verde) y h (en colorazul) (f =g - h ).
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Figura 3.5 Funciones convexas g (en color verde) y h (en color azul) con sus respectivas
linealizaciones g, y h, enel punto x,=0.
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3.4 Funciones DC

En la Figura 3.4, en la Figura 3.5 y en la Figura 3.6 se representan graficamente todas las
funciones a las que se ha hecho referencia anteriormente, considerando la

funcién f : X @R - R, siendo X un intervalo real.

Figura 3.6 Funcion f (en color rojo), una estimacion inferior de la funcion f ( f ) (en color verde) y

una estimacion superior de f ( f) (en color azul).

El rango de acotacion externo, empleando técnicas DC, correspondiente al rango de la
funcién f: X c R — R viene dado por el intervalo [min( f(X )),max( f(X ))} )

En el apartado 3.5 de este capitulo se muestran algunos ejemplos comparativos de los
métodos de acotacion externa del rango de una funcion descritos.

En el siguiente apartado, apartado 3.4, se profundiza en el concepto de funcion DC y se
describen métodos para obtener una representacion de una funcion como funcion DC.

3.4 Funciones DC

Como ya se ha comentado anteriormente, en el campo de la optimizacion no convexa, la
programacion DC juega un papel importante e interesante tanto por sus buenas caracteristicas
tedricas como por su amplio rango de aplicaciones. Se emplean funciones DC, representadas

como la diferencia de dos funciones convexas.
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Antes de definir formalmente una funcién DC, a continuacion se dan las definiciones de

conjunto convexo y funcion convexa.

Definicion 3.14 (Conjunto convexo) Un conjunto Q se dice convexo si el segmento que une
dos puntos cualesquieras pertenececientes a Q pertenece a €, es decir, si Vx,X,eQ vy
V0:0<0<1, setiene que Ox +(1-0)x, €Q.

Definicion 3.15 (Funcién convexa) Una funcion f:R" — R se dice que es convexa si el
dom(f) es un conjunto convexo y si Vx,yedom(f) y Vv@:0<6<1 se tiene que
f(ox+(1-0)y)<of(x)+(1-0)f(y).

Definicién 3.16 (Funcion DC) Sea Q < R™ un conjunto convexo. Una funcién f:Q — R se

dice que es DC sobre Q si puede expresarse como diferencia de dos funciones convexas

definidas sobre Q, es decir,

f(x)=g(x)-h(x) (3.13)

siendo g y h funciones convexas sobre Q. La representacién (3.13) se dice que es una

descomposicion DC de f .

Para la identificacion de las funciones DC, un resultado de gran importancia relaciona a una

funcion localmente DC con un conjunto convexo.

Definicion 3.17 (Funcion localmente DC) Una funcion f :Q — R, definida en un conjunto
convexo Qe R™ se dice que es localmente DC si para todo x, € Q, existe un entorno N de X,

y un par de funciones convexas p y q talesque f(x)=p(x)—q(x) VxeN.

Proposicion 3.1 Toda funcion localmente DC en un conjunto convexo Q< R", abierto o

cerrado, es una funcion DCen Q [90].

Corolario 3.1 Sea Qe R"™ un conjunto convexo abierto o cerradoy f,, f, funciones DC en
Q. Entonces, el producto f,(x)- f,(x) y el cociente f,(x)/f,(x),si f (x)=0, son funciones

DCen Q [90].

El siguiente corolario, consecuencia también de la Proposicion 3.1, establece el caracter DC

de toda funcién dos veces continuamente diferenciable.

Corolario 3.2 [ 90 ] Toda funcion f eC* es DC en cualquier conjunto compacto convexo

QcR™.
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3.4 Funciones DC

Se deduce que las funciones DC constituyen un subespacio denso del espacio de Banach'?
de las funciones continuas definidas sobre un conjunto convexo y compacto, dotado con la

1
norma del supremo .

Definicion 3.18 (Funcién vectorial DC) Dado un conjunto convexo Q< R™, una funcién
vectorial F =(f1,..., fp):Q—>Rp se dice que es DC en Q si cada componente
f:Q->R, i=L...,pesDCen Q.

Proposicion 3.2 (Composicion de funciones DC) Sean O € R", O, e R” conjuntos convexos,
tales que € es abierto o cerradoy Q, es abierto. Si F:Q —Q,, F,:Q, - R? son funciones

DC, entonces F, o F,:Q — R" es también una funcion DC [ 191 ].

3.4.1 Obtencion de funciones DC

La mayor parte de las funciones que estan implicadas en problemas de optimizacién son
funciones DC, pero identificarlas como tales no suele ser facil; incluso una vez identificadas
como funciones DC, no es facil obtener una descomposicion DC explicita de las mismas. A
continuacion se dan una serie de resultados que permiten obtener representaciones DC a partir

de otras funciones mas sencillas de las que se conoce sus representaciones DC.
Proposicion 3.3 (Combinacién lineal, maximo y minimo, de funciones DC) Sean f,,..., f,

funciones DC en Q< R™ conjunto compacto y convexo, con f =g, —ﬁ; (gi,ﬁ; funciones

convexas). Entonces, dados 4,...4 €R, las funciones Zﬂ,,fi, min{fi(x):izl,...,r} y

i=1
max { f, (x):i=1,...,r} son funciones DC en el conjunto Q. En particular, una descomposicion

DC para estas funciones viene dada por:

2. max f, =i_rr11?.>{vi +Zﬁj}—2ﬁ

i=1,...,r

12 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que es un espacio métrico completo respecto a
la métrica derivada de su norma.

" En el espacio de las funciones continuas en un intervalo [a,b] , la norma del supremo se define como:

|| f ||0o =sup{|f (X)|:Xe[a,b]} .
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3. min fizggi—gg{mz“gj} [92].

j=i
Proposicion 3.4 [ 190 | Sea f:R — R una funcién diferenciable tal que f(x) es céncava

para X <X y convexa para X=X . Entonces, una descomposicion DC para la funcién f viene
dada por f(x)= f,(x)- f,(x), siendo

(f(%)+f(x)(x=x)) six<X

: f(X)+ f(X)(x=X)) six=X

—(f(X)+ f(X)(x=%))=f(x) six<Xx

_5( f(X)+ f(X)(x-X)) six>X

La base de la obtencion de una descomposicion DC del producto de dos funciones esta en

la siguiente proposicion.

Proposicion 3.5 [ 192 | (Descomposicion DC de un producto de funciones DC) Sean
ﬁ, ﬂ :R™ — R" funciones convexas. Entonces, una descomposicion DC para su producto

viene dada por:

1 f

fL00+ £.00) =5 (1200 + £2(x)

Proposicion 3.6 [ 93 ] (Descomposicion DC de una funcién de clase C> en R"™) Sea
QcR™ un conjunto convexo y compacto y f una funcion de clase C*> en Q. Entonces, una

descomposicion DC para f viene dada por:

0= 10+ 3o -3 319

siendo p una constante no negativa que verifica:

—min{<U,V2f(X)U>ZX€Q,

u||=1}§p

Cuando la funcién f es de clase C*> en R, la siguiente proposicion nos proporciona una

representacion DC alternativa.
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Proposicién 3.7 [ 28 ] (Descomposicién DC para una funcién de clase C* en R)Sea | c R
(I eIl) un intervalo compactoy f :1 — R una funcion dos veces continuamente diferenciable.

Dado x, €1, sean
fL(X)=F (%) + f'(%)(x=%,)+ 5 (x=t)[ f"(t)] dt
f,(x)=[; (x=t)[ f"(t)] dt

paratodo xel, con [A]' =max{0,A} y [A] =max{0,—A}. Entonces f, y f, son funciones
convexas (f, = f, y f, = f,) (diferenciables) que satisfacen la ecuacion f = f, — f, sobre I .

En [ 28 ] se proporciona una descomposicion DC para un polinomio en una variable que

puede extenderse a una serie infinita:

Sea f un polinomio de una variable real con coeficientes reales:
p

f(x)= ax" (3.15)
k=0

+

a,, a, , X , X representan la parte positiva y negativa de a, y X; es decir,

X, =max {0,X} =%(x+|x|); X_ = max{0,—X} =5(—x+|x|) (3.16)

> son funciones de la variable

Evidentemente, las potencias X°,x*,x*,... y x>, x,x.7,x,...
X convexas (diferenciables), porque sus segundas derivadas nunca son negativas. Por tanto,

combinaciones lineales de esas potencias con coeficientes no negativos son también funciones

convexas (diferenciables). Pongamos el polinomio f (X) de la siguiente forma:
a,+ax+ ¥ (a-a )X+ ¥ (a -a )(x*-x")=
k=2,4,... k=3.5....
= {ao +ax+ ¥ a'x+ ¥ (a'xf +ak‘x_k)}— (3.17)
k=2,4,... k=3,5,...
_{ > oax+ Y (ak‘x+k + ak+x_k)}
k=2,4,... k=3,5,...

f(x)

Esto nos lleva al Teorema 3.12:
Teorema 3.12 [ 28 | (Representacion DC para un polinomio en la variable x) Sea

g(x)=a, +ax+ X (a’x +a x")
k=2,4,... k=3,5,...

(3.18)

(3.19)
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Entonces g y h son funciones convexas (g = g, h = h )(diferenciables), y la ecuacién
f=g-h (3.20)

se cumple para la funcién polinomial.

Si f es una serie infinita, p=oc0, el Teorema 3.12 sigue siendo valido dentro del intervalo
abierto de la convergencia absoluta de f , puesto que el limite punto a punto de la secuencia de

funciones convexas es también convexa.

En [ 192 ] se puede encontrar representaciones DC para una funcién afin a trozos y para

una forma cuadratica no definida; también se describe el proceso para obtener una

representacion DC de un polinomio en R .

La siguiente Proposicion 3.8 muestra que, bajo hipdtesis no excesivamente restrictivas, una
funcién mondtona convexa (o concava) de una funcién DC es también DC, obteniéndose

facilmente su descomposicion. Esto nos va a permitir tratar funciones no lineales.

Proposicion 3.8 [ 192 | (Representacion DC de una funcion de funciéon DC i) Sea

h(x)=u(x)-v(x) donde u,v:M — R, son funciones convexas definidas sobre un conjunto
convexo y compacto M —R", tal que h(x)>0 para todo xeM . Si q:R, >R es una
funcién convexa no creciente tal que q,'(0)>-o(q,'(0) representa la derivada por la

derecha de q(t) en el punto 0), entonces ¢(h(x)) es una funcion DC en M:
q(h(x))=g(x)-K(u(x)+v(x)), siendo g(x)=q(h(x))+K(u(x)+v(x)) una funcion

convexa (g=g)y K escualquier constante que verifique K >|q, ’(O)|.

Para el caso en que § sea una funcion concava no decreciente y (, ’(O) <+ se establece

el siguiente resultado analogo al de la Proposicion 3.8:

Proposicion 3.9 (Representacion DC de una funcion de funcion DC ii) Sea

h(x)=u(x)-v(x) donde u,v:M — R, son funciones convexas definidas sobre un conjunto
convexo y compacto M — R", tal que 0<h(x)<a paratodo xeM . Si q:[0,a] >R es una
funcién convexa no decreciente tal que ¢ '(a)<-+w(q_'(a) representa la derivada por la

izquierda de q(t) en el punto a ), entonces d(h(x)) es una funcion DC en M:

108
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q(h(x))=g(x)-K(a+v(x)-u(x)), siendo g(x)=q(h(x))+K(a+v(x)-u(x)) una

funcion convexa (g =g)y K es cualquier constante que verifique K >q_ ’(a) [192].

3.5 Ejemplos de aplicacion de acotacion externa del rango de una funcion

En este apartado se aplican los métodos de calculo de los rangos de acotacion externa

descritos a dos funciones reales de una variable real. Se consideran dos ejemplos de funciones,
una funcién que esta definida directamente como funcion DC ( f,(x)=x* —¢* =g, (x)-h,(x)),
con @,(x)=x>y h(x)=e",y otra funcion ( f,(x)=x"+x+1), doblemente diferenciable,
con la que sumando y restando términos convexos se consigue una representacion DC de la
misma  (f,(X)=x" +x*+1+2x* =2x’ =g, (X)-h, (X)), con @G,(X)=X +xX*+1+2x y

h, (x)=2x".
3.5.1 Ejemplo 1

Dada la funcién f:xcR—>R, f(x)=x-e*=g,(x)-h(x) y x=[0,2], se va a
obtener el rango de acotacion externo aplicando aritmética intervalar, la extension del valor

medio, la técnica de slopes y la correspondiente a la representacion DC. Se comparan entre si

los resultados obtenidos con cada una de esas técnicas y con el rango exacto de la funcion.

RANGO EXACTO DE LA FUNCION

La representacion grafica de la funcion f, definida con dominio x = [O, 2] viene dada en la

Figura 3.7. Su rango de representacion exacto esta definido por el intervalo:
f," (x)z[—3.3891,—1.0000] (3.21)
RANGO CON ARITMETICA INTERVALAR

Si se aplica la extension intervalar natural y segun la aritmética intervalar se obtiene la

siguiente acotacion externa del rango:

F(x)=x-e" = f,(X) = X?-e* =([0,2]) -e" =[0,4]-[e".¢’|=

3.22
= [-¢%.3]=[-7.3891,3.0000] (322
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Figura 3.7 Representacion grafica de la funcion f, (x)=x>—e* =g, (x)—h (x) en el dominio x=[0,2],
con rango f;" (x)=[-3.3891,-1.0000] .

RANGO CON LA EXTENSION INTERVALAR DEL VALOR MEDIO
La extension intervalar del valor medio de f :R — R sobre x y centrada en C es:

fiewm (X.C)= fl(C)+D(Vf1(x))(x—C). Para la funciéon planteada en este ejemplo y

considerandola centrada en ¢ =1, se tiene:

fi(x)=x*—¢
x=[0,2]
Vi, (x)=2x—¢"

c=1=f(c)=1-e
x—c=[0,2]-1=[-11]

O(Vf, (x)) =2x—e* =2[0,2] -l =[0,4] - [ .’ | = .3 ]

flEIVM (X’C)

(1-e)+[e*,3]([0.2]-1)=(1—e)+[e*.3][-L1] = (1—e)+[ -€,e

2:|:
= [1-e-¢’1-e+e]=[-9.1073,5.6708] (3.23)
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RANGO CON SLOPES
Aplicando slopes se obtiene:
fiesore (X) = f(c)+A(x—¢)
Llamando la funcién Slopeinit(C, X ) , dentro de la toolbox intlab de la MatLab, que

calcula los slopes aplicando la aritmética de slopes, se obtiene:

—  Slope interval center: [1.0000,1.0000]
—  Slope interval range: [-5.3891,1.9525]

—  Slope interval slope: [-3.6708,1.2818]

(x)=f,(c)+A(x—c)=[-5.3891,1.9525] (3.24)

f1EISLOPE
RANGO CON FUNCIONES DC
En este caso, la funcion viene definida directamente como una funcién DC:
f,(x)=x"—e"=g,(x)-h (x)

g,(x)=x>=g,"(x)=2x

Las linealizaciones en C=1 correspondientes a las funciones gl(x) y hl(X) son

respectivamente:

g, (x)=0,(c)+Vg,(c)(x—c)=1+2(x-1)=2x-1
h.(x)=h(c)+Vh(c)(x-c)=e+e(x—1)=xe

Por lo tanto un estimador inferior valido (funcidén céncava) es:
f,(x)= 0, (x)—h (x)=2x~1-€"; que tiene su minimo en el punto x =2 ( f,(2)=3-¢”).
y un estimador superior vélido (funcion convexa) es:

f.(x)=9,(x)—h_(x)=x*—xe; que tiene su maximo en el punto x =0 ( f, (0)=0).

Por lo tanto, la acotacion externa del rango que se obtiene aplicando funciones DC es:
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[4.3891,0] (3.25)

Rango exacto
|£.39. -1 g

Acotacion rango con Al
-7.3o N .00

Acotacion rango con EVM

E.n_s.ﬂ

Acotacion rango con slopes

Ew_ 1.%

Figura 3.8 Comparacion de las acotaciones externas del rango de la funcion
f,(x)=x—e*=¢,(x)-h(x) segin se emplee aritmética intervalar (color azul), Extensién del

Teorema del Valor Medio (color verde), slopes (color marrén) o funciones DC (color amarillo). El rango
exacto de la funcion se representa en color rojo.

En la Figura 3.8 se representan las acotaciones externas segun las distintas metodologias
propuestas y se comparan entre si y con el rango exacto de la funcion. En este caso, el método
que mas aproxima la acotacion externa al rango real es el correspondiente a la utilizacion de

funciones DC (en color amarillo en la Figura 3.8).
3.5.2 Ejemplo 2

Dada la funcion f,:xcR—>R, fz(x)=X3+X2+1 y x=[—1,1], al igual que en el

ejemplo 1, se va a obtener el rango de acotacion externo aplicando aritmética intervalar, la
extension del valor medio, la técnica de slopes y la correspondiente a la representacion DC. Se
comparan entre si los resultados obtenidos con cada una de esas técnicas y con el rango exacto
de la funcion. En este caso, la funcién no tiene una representacion DC explicita; se va a definir

una representacion DC afiadiendo y restando términos convexos.

RANGO EXACTO DE LA FUNCION

La representacion grafica de la funcion f, definida con dominio x = [—1,1] viene dada en

la Figura 3.9.
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Figura 3.9 Representacion grafica de la funcion f,(x)=x’+x*+1 en el dominio x =[-1,1], con rango
£, (x)=[13].

El rango de representacion exacto estd definido por el intervalo:
f,'(x)= [1,3] (3.20)
RANGO CON ARITMETICA INTERVALAR

Con la extension intervalar natural y aplicando aritmética intervalar se obtiene la siguiente

acotacion externa del rango:

(3.27)

L()=x+x+1 = fo0(x) = X+ +1=[-L1] +[-L1] +1=
[-L1]+[0,1]+1=[-1,2]+1=]0,3]

RANGO CON LA EXTENSION INTERVALAR DEL VALOR MEDIO

La extension intervalar del valor medio de f,:R—R sobre x y centrada en C es:
fewm (x.€) = f,(c)+0(Vf,(x))(x—c). Para la funcién planteada en este ejemplo y

considerandola centrada en ¢ =0, se tiene:
f,(x)=x+x>+1
x=[-11]

Vi, (x) =3%" +2x
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c=0=f,(c)=1
x—c=[-11]-0=[-11]
O(VH, (x)) =3x> + 2x =3[-L1] +2[-11]=[0,3] +[-2.2] =[-2.5]

(x.¢)=1+[-2.5]([-1.1]-0) =1+[-5,5] = [4.6] (3.28)

f2 EIVM

RANGO CON SLOPES

Aplicando slopes se obtiene:

fresoee (X)= f,(C)+A(x—c)

Aplicando la funcion Slopeinit(C, X) que, como se ha indicado anteriormente, calcula los
slopes aplicando la aritmética de slopes, se obtiene:

—  Slope interval center: [1.0000,1.0000]
— Slope interval range: [0.0000,3.0000]

—  Slope interval slope: [-1.0000,2.0000]
fyesiome (X) = T, (€) + A(x—¢) =[0.0000,3.0000] (3.29)

RANGO CON FUNCIONES DC

En este caso, la funcion, al no venir definida directamente como una funcién DC, hay que

convertirla en DC. Se puede convertir en DC sumando y restando términos convexos. Para la

funcion f, se va a sumar y restar 2X” (se justifica en detalle en el capitulo 4):

f,(x)=x+x+1=x +x> +1+2x* =2x* = ¢, (x) - h, (x)
g, (X)=%X+x*+1+2x* = @,"(X) =3%" + 6

h, (x)=2x> = h,'(x) = 4x

c=0

Las linealizaciones en c=0 correspondientes a las funciones ¢,(X) y h,(x) son

respectivamente:

9, (x)=9,(c)+Va,(c)(x—c)=1+0(x-0)=1
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h, (x)=h,(c)+Vh,(c)(x-c)=0+0(x-0)=0

Por lo tanto un estimador inferior valido (funcidén céncava) es:
f,(x)=0, (X)=h,(X)=1-2x*; que tiene su minimo en los puntos Xx=-1 'y
x=1(f,(-1)=f,(1)=-1).

y un estimador superior valido (funciéon convexa) es:

f,(x)=0,(x)—h, (X)=x+x*+1+2x*—0; que tiene su maximo en el punto

Por lo tanto, la acotacion externa del rango que se obtiene aplicando funciones DC es:
[-1,5] (3.30)

En la Figura 3.10 se representan las acotaciones externas segun las distintas metodologias
propuestas y se comparan entre si 'y con el rango exacto de la funcion. En este caso, los métodos
que mas aproximan la acotacion externa al rango real son los correspondientes a la aritmética

intervalar y a los slopes.

Rango exacto

1.00M3.00
_ Acotacion rango con Al
|§)o [ 3.@
Acotacion rango con EVM
-4.00 I ;.0
T o Acotacion rango con slopes
Eoo 00

Figura 3.10 Comparacion de las acotaciones externas del rango de la funciéon f, (X) =x’+x*+1 segin

se emplee aritmética intervalar (color azul), Extension del Teorema del Valor Medio (color verde), slopes
(color marroén) o funciones DC (color amarillo). El rango exacto de la funcion se representa en color rojo.

En este ejemplo, dado que la funcion f, no venia expresada como una funcién DC, se ha

obtenido una representacion DC sumando y restando términos convexos (en este caso 2X”). Se
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ha obtenido de esta forma una representacion DC pero, no quiere decir que sea la mejor
representacion DC de esa funcion. En [ 33 ] se obtienen descomposiciones optimas DC para

funciones.
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Capitulo 4. Identificacién de Sistemas No Lineales basada en Técnicas
DC

Este capitulo presenta un método, eficiente, de identificacion paramétrica para sistemas no
lineales con error acotado, basado en funciones DC. Para el modelo se consideran
representaciones DC, obteniéndose una cota externa del conjunto de parametros que es

consistente con las medidas, y el modelo paramétrico y error acotado considerados.

El capitulo se estructura segtin los siguientes apartados. En primer lugar, en el apartado 4.1
se hace una introducciéon a la identificacion de sistemas dinamicos. En el apartado 4.2 se
presenta el algoritmo de identificacion propuesto; en primer lugar se caracteriza segun las
clasificaciones dadas en el apartado 4.1 de introduccion y, a continuacion se describe y presenta
el algoritmo considerado: se formula el problema, se presentan los conceptos preliminares, se
proporciona una pequeiia revision de las funciones DC y de la programacion DC que ya se han
tratado mas a fondo en el capitulo 3, se proporciona una version detallada del algoritmo y se

aplica a algunos ejemplos antes de terminar en el apartado 4.3 con las conclusiones.

4.1 Introduccion a la identificacion de sistemas dinAmicos

Con vistas a poder controlar un proceso, resulta imprescindible conocer el comportamiento
dinamico del mismo. En muchas situaciones el trabajo de un ingeniero consiste en la realizacion
de modelos matematicos de los procesos estudiados [ 130 ]. Estos modelos se utilizan en
distintas areas: bioingenieria, meteorologia, procesos quimicos, economia, construccion, .... Se
aplican estos modelos en distintos campos, destacando las aplicaciones como: control,

supervision, prediccion, simulacion, optimizacion, ....

En lo referente al disefio del controlador, tanto para la utilizacion de técnicas de disefio
convencionales como de técnicas avanzadas (excepto la del control borroso basado en
heuristica), y especialmente las basadas en modelos, es muy aconsejable un modelo numérico

preciso del proceso que se estudia.

La identificacion de sistemas es una metodologia para modelizar, que parte de la
informacion disponible de dichos sistemas. Se analizan las entradas, sefiales de excitacion y las

salidas.
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Se denomina identificacion a la técnica de construir un modelo a partir de las variables
medidas del proceso: entradas o variables de control, salidas o variables controladas y, posibles

perturbaciones.
Hay varias formas de catalogar los modelos matematicos [ 130 ]:
e Deterministas o estocasticos
e Dinamicos o estaticos
e De parametros distribuidos o de pardmetros concentrados
e Lineales o no lineales
e De tiempo continuo o de tiempo discreto
e De entrada-salida o de espacio de estados

En general, se busca que la funcioén que va a representar el sistema sea parametrizable (que
tenga un numero finito de parametros), en cuyo caso, se denomina modelo paramétrico. Existe
un gran nimero de sistemas en los que su correcta representacion no puede parametrizarse con
un namero finito de parametros, los modelos que los representan se denominan modelos no

paramétricos.

Para realizar la identificacién del modelo, se pueden distinguir dos formas de acoplar el

proceso con el ordenador:

a) ldentificacion en linea (acoplamiento directo). Los datos son directamente procesados
dando lugar al denominado procesado en tiempo real.

b) Identificacién fuera de linea (acoplamiento indirecto). Primero se almacenan los datos
adquiridos del proceso y, posteriormente se transfieren al ordenador para ser evaluados

y procesados.

Si hablamos de estimacion en linea y en tiempo real, como se ha comentado anteriormente,
los modelos se pueden formular en ecuacion de estado, dando lugar al modelo de espacio de
estados, o como relacion de entrada-salida, empleando funciones de transferencia, dando lugar a

los modelos de entrada-salida.

Los modelos formulados en ecuacion de estado presentan la desventaja de que el problema
de estimacion de parametros da en general origen a una relaciéon no lineal entre variables

medidas y pardmetros; aunque existen formas canonicas especiales en las que esta relacion es
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lineal. En cambio, el problema de estimacion de parametros originado en un modelo entrada-

salida lineal genera también una relacion lineal entre variables medidas y parametros.

Los métodos de identificacion pueden clasificarse también en funcién de los modelos

obtenidos:

1) Técnicas de identificacion no paramétrica. Se obtienen modelos no paramétricos:
a) Analisis de la respuesta transitoria.
b) Andlisis de correlacion.

c) Técnicas frecuenciales.

Todas las técnicas de identificacion no paramétrica son aplicables para procesos lineales o
linealizables. Para su utilizacién no se debe suponer ningtn tipo de estructura para el modelo,

siendo los resultados obtenidos de tipo grafico, y mas o menos faciles de interpretar.

2) Técnicas de identificacion paramétrica. Conducen a modelos paramétricos. En este caso se
debe tener en cuenta una cierta estructura para el modelo. Los parametros del modelo se
calculan atendiendo a ciertos criterios de minimizacién de error entre el modelo y el proceso
real o de acotacion del error. En general, para este caso, se pueden distinguir tres tipos de
técnicas (las dos primeras describen la incertidumbre mediante una aproximacion
estocastica y la tercera considera una aproximacion de la incertidumbre desconocida pero
acotada):

a) Técnicas frecuenciales. Minimizan el error entre la respuesta frecuencial real del
proceso y la respuesta frecuencial del modelo.

b) Técnicas temporales. Minimizan el error temporal, error de prediccion o error de
salida, entre el modelo y el proceso.

c) Técnicas garantistas. Obtienen conjuntos de soluciones factibles compatibles con la
estructura del modelo, con las medidas obtenidas y la incertidumbre (acotada)

considerada.

Estas técnicas de identificacion paramétrica pueden aplicarse tanto para modelos continuos

como discretos.

Aunque en la identificacion paramétrica los métodos estadisticos son los mas generalizados

[ 131], [ 196], éstos tienen algunas desventajas:

e A veces se dispone de pocos datos de entrada-salida, lo que puede poner en duda los

resultados que se han obtenido.
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¢ No siempre es conocida la funcion de probabilidad que gobierna el valor del error. En
algunas ocasiones, es mas sencillo tener informacion sobre las cotas de error maximas.

e La funcion de probabilidad que casi siempre se asume es la Gaussiana.

Una alternativa a los métodos estadisticos de identificacion son los métodos de acotacion
paramétrica basados en error acotado [ 143 ]. El objetivo de estos métodos es obtener el
conjunto de valores de los parametros del modelo, que son coherentes o consistentes con los
datos. Estas técnicas de acotacion proporcionan un método para relacionar incertidumbre en las
entradas y salidas, independientemente de consideraciones probabilisticas y tomando como
referencia unicamente un conjunto de datos. Basicamente, este enfoque en la identificacion
permite eliminar aquellos valores de los parametros que no son consistentes con las medidas y

que por tanto no necesitan ser tenidos en cuenta.

Los métodos de acotacion paramétrica toman como premisa o hipdtesis previa una cota
maxima del error que perturba los datos. Las cotas de los parametros que se obtienen mediante
un método de acotacion, definen un conjunto factible para la relacion entre el modelo, los datos
de entrada-salida y el error considerado. La cota de error considerada representa los valores

limite de error que asume el método de acotacion.

En este apartado se utiliza el paradigma de identificaciéon de modelos paramétricos basado
en error acotado [ 143 ]. Estos métodos de identificacion obtienen una cota externa del conjunto
solucion factible, denotado FSS (Feasible Solution Set), que contiene los parametros que
mantienen la consistencia del modelo con las medidas de entrada-salida y la cota de error

considerada.

El principal problema de los métodos exactos es el coste computacional asociado y la
complejidad de la representacion del conjunto solucion factible exacto. Con el fin de reducir
estas limitaciones, se utilizan conjuntos solucion factible aproximados (AFSS) (Approximate
Feasible Solution Sets), que acotan al conjunto solucion factible exacto. Se usan cajas, elipses,

paralelepipedos y poliedros de complejidad limitada, para representar el AFSS.

Es posible utilizar elipses [ 78 ] para representar el AFSS. En cada instante de muestreo, se
utiliza una nueva media para obtener una elipse de minimo volumen que acota el FSS. Para
obtener mejores resultados, en [ 20 ] se utilizan hiperplanos tangentes. Otros resultados
relacionados se pueden encontrar en [ 11 ] y [ 66 ]. El método del elipsoide también se puede
utilizar con modelos no lineales respecto de los parametros. En [ 88 ], se evita la dependencia no
lineal respecto de los parametros del modelo usando una representacion equivalente en un

espacio dimensional mayor.
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En identificacion basada en error acotado también se utilizan conjuntos solucion
aproximados poliédricos. En [ 141 ]y [ 82 ] se utilizan cajas de minimo tamafio para representar
el AFSS. Si el modelo es polinomial respecto de los parametros del sistema, se puede utilizar
programacion signomial [ 142 ] para encontrar una caja que acote el FSS. En [ 103 ] se utilizan

algoritmos de corte y acotacion intervalares para describir el AFSS como una union de cajas.

En [ 193 | se presenta un algoritmo para calcular el paralelepipedo de minimo volumen que
acota la interseccion de un paralelepipedo previo con una franja. Esta franja acota los
parametros que son consistentes con la medida actual. En [ 159 ] se usa un método recursivo
basado en un poliedro de complejidad limitada. En [ 21 ] se utiliza una caja para computar la

recursion.

Con el fin de estimar los parametros variables con el tiempo de un sistema lineal,
considerando error acotado, una modificacion del algoritmo propuesto en [ 21 ] se ve en [ 22 ].
Una forma de factor de olvido se incorpora para asegurar que los datos antiguos, que no
representan al sistema actual, influyen poco en la estimacion de los parametros. Dos algoritmos
recursivos que utilizan descripciones poliédricas, se presentan en [ 160 ] para sistemas variantes
en el tiempo. En el primer algoritmo, en cada instante considerado, el poliedro se expande para
capturar las posibles variaciones de los parametros. En el segundo algoritmo, el centro de

Chebyshev del poliedro se mueve para conseguir la variacion consistente con el nuevo dato.

En [ 39 ], se propone un nuevo esquema de identificacién basado en error acotado para
sistemas con parametros variables en el tiempo. La metodologia utiliza zonotopos para
representar el conjunto solucion factible aproximado. Las cajas y los paralelotopos son casos
particulares de zonotopos. La principal contribucion consiste en un algoritmo que acota el
conjunto solucion factible mediante un zonotopo. En cada instante de muestreo, con la nueva
medida obtenida, el algoritmo intenta reducir el tamafio del zonotopo. Ademas, muestra como la
naturaleza variable con el tiempo de los parametros se captura mediante los zonotopos de una
forma no conservadora. También discute el caso de los sistemas invariantes en el tiempo. En
este caso particular muestra la equivalencia del método propuesto con el método del

paralelepipedo [ 193 ].

4.2 Algoritmo para identificacion de sistemas no lineales con error acotado basado

en programacion DC

En este apartado se presenta un método eficiente sobre identificacion paramétrica para

sistemas no lineales con error acotado. El método propuesto se basa en funciones DC que, como
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ya se ha comentado anteriormente, estan definidas por la diferencia de dos funciones convexas.
El método considera representaciones DC para la forma funcional del modelo considerado,
obteniéndose una cota externa del conjunto de pardmetros que es consistente con las medidas, y
el modelo paramétrico y error acotado considerados. El algoritmo que se propone resuelve en
cada iteracion varios problemas de optimizacion convexa, descartando la parte de la cota
externa considerada en dicha iteracion que no es consistente. El proceso se repite mientras
puedan seguirse descartando partes de las nuevas cotas externas de cada iteracion, con el fin de
obtener la mejor solucion posible. Al final, se muestran diferentes ejemplos con el fin de aclarar

el algoritmo de identificacion paramétrica propuesto.
4.2.1 Introduccion

Como ya se ha indicado anteriormente, la identificacion de sistemas es un area de
investigacion activa y, en afos recientes se han desarrollado varias técnicas de identificacion.
Estas técnicas consideran formas diferentes de describir la incertidumbre. La aproximacion
estocastica supone una descripcion probabilistica de la incertidumbre. Otra posibilidad es,
considerar una aproximacion de la incertidumbre desconocida pero acotada. Siguiendo esta
idea, la identificacion basada en error acotado asume un error acotado aditivo y un modelo
paramétrico. Ya definido anteriormente, el conjunto de parametros que es compatible con la
estructura del modelo, con las medidas obtenidas y la incertidumbre considerada, se denomina
Conjunto Solucion Factible (FSS) (Feasible Solution Set). El objetivo del método de

identificacion basado en error acotado es obtener estos conjuntos de soluciones factibles.

, . 14 .
Cuando los métodos basados en error acotado se aplican a modelos afines ~, el Conjunto

Solucion Factible (FSS) es un politopo'> que se puede obtener de forma exacta. Para este caso,

14 . , . .
Se entiende por modelos afines aquellos que estan representados por funciones afines (en el espacio
bidimensional, aquellas que tienen como ecuacion y = a-x + b, donde b es la ordenada en el origen).

1> Se denomina politopo a todo conjunto de R" que es interseccién de un niimero finito de semiespacios
cerrados. El concepto de semiespacio viene definido a partir del concepto de hiperplano, entendiendo
éste como la generalizacion al espacio n-dimensional del concepto de recta. Un semiespacio cerrado es el

conjunto de puntos que verifica S = {X eR":c'x<a;a e R} (semiespacio inferior cerrado) o bien

S= {X eR":c"x<a;ae R} (semiespacio superior cerrado). Cada hiperplano define dos

semiespacios; graficamente se trata de la porcion del espacio que estd por encima del hiperplano
(semiespacio superior) o por debajo del hiperplano (semiespacio inferior). Los semiespacios, tanto
abiertos (cumplen la desigualdad estricta) como cerrados, son conjuntos convexos. Los hiperplanos son

conjuntos convexos. Un conjunto S es convexo sii cumple que: VX,X, €S se cumple que

AX, + (l - ﬂ,) X, €S, Ae [O,l], es decir, que dados dos puntos cualesquiera del conjunto, el segmento

lineal cerrado que une los dos puntos esta totalmente contenido en el conjunto. La interseccion finita o
infinita de conjuntos convexos es un conjunto convexo.
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un algoritmo que proporciona las caras del conjunto solucion se presenta en [ 43 .
Alternativamente, el FSS se representa por sus vértices en [ 146 |. En [ 195 |, se emplea un cono
poliédrico para representar el FSS. Esta representacion puede emplearse cuando el conjunto de

parametros inicial no esta acotado.

Ya se ha comentado sobre la complejidad de la representacion del conjunto solucion
factible exacto y la complejidad computacional asociada, son el principal problema de los
métodos exactos. Los Conjuntos de Solucion Factible Aproximados (AFSS) (Approximate
Feasible Solution Sets) que acotan el correspondiente FSS, se usan para reducir estas
limitaciones. Las cajas, los elipsoides, los paralelotopos y los poliedros con complejidad
limitada se han usado para representar el AFSS cuando se considera un sistema lineal
paramétrico invariante. El caso de parametros variantes con el tiempo se trata en [ 40 ] donde se

consideran zonotopos'® para capturar la naturaleza variable de los parametros.

Si se considera un sistema no lineal paramétrico, la complejidad del problema crece
bastante. En [ 88 ], en un espacio de dimensién superior, se usa un modelo lineal equivalente
representandose el AFSS con una pseudoelipsoide. Como se ha indicado anteriormente, para un
modelo polinomial en los parametros del sistema, con la programacion signomial'” se puede
encontrar una caja que acota el FSS. En [ 102 ] se usa un algoritmo Branch and Bound intervalar
para describir el AFSS como una unién de cajas. La metologia basada en error acotado se asume
en [ 144 ] para desarrollar un método de identificacion para sistemas no lineales. No se requiere
informacion en la forma funcional de la funcion regresion que describe las relaciones entre la
salida y las entradas medidas. Se asumen cotas en el gradiente de la funcidén de regresion

solamente.

En esta tesis se presenta un nuevo método de identificacion basado en error acotado, para
sistemas que tienen una dependencia no lineal con respecto a los parametros. Se usa una

representacion DC equivalente de la forma funcional del modelo del sistema considerado para

La propiedad de la convexidad de los conjuntos es una propiedad deseable en los problemas de
optimizacion, aunque si no se cumple, se pueden aplicar otras condiciones. Para algunos conjuntos no

convexos es posible definir su envoltura convexa CO(S) , “el menor conjunto convexo que contiene a S
(no convexo)”, o también como “la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienena S ™.
' Dado un vector peR" y una matriz H € R™™ | se denomina zonotopo de orden M al conjunto

p®HB" = { p+Hz:ze Bm} . Un zonotopo es la suma de Minkowski (@ ) de los segmentos definidos

por las columnas de la matriz H .
"7 La técnica de programacion signomial resuelve problemas no lineales en los que tanto la funcién
objetivo como las restricciones son expresiones polinomiales con coeficientes positivos.

123



CAPITULO 4. IDENTIFICACION DE SISTEMAS NO LINEALES BASADA EN TECNICAS DC

obtener relajaciones convexas. Se emplean simplexes'® para representar el AFSS que acota el
conjunto de solucion exacta. EI método es un algoritmo iterativo que resuelve varios problemas

de optimizacidon convexa en cada iteracion para mejorar el AFSS considerado.
4.2.2 Formulacion del problema

En el contexto de la identificacion basada en error acotado, se pretende obtener una cota del

vector de parametros € € R" que caracteriza la dindmica de un sistema paramétrico dado. Se
asumira que cada medida es una funcion de un vector regresion, del vector de pardmetros 6 y

un error acotado dado:

Suposicion 4.1 Dado un conjunto de medidas Y,,Y,,...,Y, . Cada medida y, R esta
relacionada con el vector de parametros 6 R" y el vector regresion r, e R™ mediante la
siguiente expresion:

y, = f(r.0)+e 4.1

donde f () eC’ es el modelo del sistema considerado y e, representa el error considerado™ .

Este error pertenece a un conjunto acotado: e, € E = {e eR: |e|< 0} :

Se asumira que f (rk ,6) es una funcion no lineal con respecto al parametro . El término
e, acota el efecto del modelo no dindmico, perturbaciones sobre el sistema, ruido en las
medidas, etc.

Los resultados presentados se pueden generalizar facilmente al caso en que la medida Y,
sea un vector. No hay mas que considerar que cada componente de Yy, es una medida
individual.

Definicién 4.1 (Conjunto Solucién Factible) Dados los pares (y,.f), k=1...,N. El

Conjunto Solucién Factible (FSS) se define como:
FSS:{H:|yk—f(rk,¢9)|sG, k=1....N| 4.2)

El objetivo de los métodos de identificacion consiste en hallar el conjunto de parametros

que son consistentes con el modelo paramétrico y el error acotado supuestos, y las medidas

1 . . r . . s

¥ Un simplex es un politopo con exactamente N+1 vértices que cumplen con la restriccion de
independencia lineal.

' f(-)e C?es una funcién con segunda derivada continua.
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realizadas. Cuando se supone un sistema lineal en # e R" entonces, el FSS es la interseccion de
N franjas en el dominio de los parametros, pudiéndose calcular exactamente. Sin embargo, la
complejidad del FSS se incrementa con el niimero de medidas. En este caso el FSS exacto puede
ser una region compleja, no convexa e incluso no conectada. Una solucidon alternativa es

considerar cotas exteriores del FSS.

Definicién 4.2 (Conjunto Solucién Factible Aproximado) Un Conjunto Solucion Factible

Aproximado, denotado AFSS, es un conjunto que satisface: FSS — AFSS .

En el siguiente apartado se presentan algunos conceptos preliminares, que son necesarios

para introducir el método iterativo de identificacion basado en error acotado que se propone.
4.2.3 Conceptos preliminares

El método de identificacidén que se propone consiste en un algoritmo iterativo que considera

las medidas y los vectores regresion (yk,rk) con k=1,...,N , el error acotado o y la funciéon

regresion del sistema (4.1) para obtener una secuencia de Conjuntos Soluciones Factibles

Aproximados AFSS; con j>1. En cada iteracion del algoritmo se emplea un conjunto de

problemas de optimizacién convexos para mejorar el conjunto factible aproximado obtenido en
la iteracion anterior. Estos problemas de optimizacidon convexa se definen usando relajaciones

concavas y convexas del sistema (4.1).
La  Figura 4.1 se emplea para ilustrar el algoritmo propuesto. El conjunto
FSS={0:y, o< f(.,0)<y, +0} es consistente con la medida Y, , el regresor I, , el error

acotado o considerado y la forma funcional del sistema. Se consideran un conjunto inicial

AFSS, tal que FSS c AFSS; y un conjunto candidato ¥ < AFSS;. Nétese que W N FSS =
y un nuevo candidato AFSS, = AFSS;\'¥', donde \ es la resta de conjuntos, se puede considerar
como la cota de FSS. Para probar la igualdad W nFSS =0, el método de identificacion
propuesto emplea relajaciones convexas f(rk,H) y concavas f(rk ,6’) (representadas por lineas
de puntos en la Figura 4.1) de la funcion regresion f(rk,é?) en W¥. A continuacion se

muestran ambas definiciones.
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Figura 4.1 Tlustracion del algoritmo que se propone.

Definicién 4.3 (Estimador inferior de una funcién) Supongamos que el conjunto ¥ y los

pares (y,.f) con k=1...,N. Las funciones f(rk,H) con k=1,...,N son estimadores
inferiores validos de f (r,,0) si son convexosy f(r,,0)< f(r.,0), Voe¥.

Definicién 4.4 (Estimador superior de una funcién) Supongamos que el conjunto ¥ vy los

pares (y,.f) con k=1...,N. Las funciones f(rk,e) con k=1,...,N son estimadores

superiores validos de f (r,,&) si son concavos y f(.0) f(r.0), VOc'¥.

Los estimadores superiores ¢ inferiores validos de f(rk,H) los utiliza el algoritmo para

obtener el conjunto Y., :{y: y>f(r.0), y<f(x.0), VHG‘I’} :

Considerando Y :{y:|yk - y|£a}, st Yy, ,NY, =& se deduce entonces que

Y NFSS =& y consecuentemente, el conjunto ¥ puede descartarse y, se puede calcular una

nueva cota externa AFSS, por la resta de conjuntos.
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Una vez se ha obtenido AFSS,, puede considerarse un nuevo conjunto candidato
Y < AFSS;; y pudiéndose iterar este proceso mientras el conjunto factible aproximado obtenido

se mejore.

En el siguiente apartado se proporcionan algunas nociones relacionadas con las funciones

DCy la programacion DC.
4.2.4. Nociones sobre funciones DC

Como se ha visto anteriormente en el capitulo 3, una funciéon DC es una funcion que puede
descomponerse como la diferencia de dos funciones convexas. La estructura de ese tipo de

funciones proporciona una manera eficiente de obtener relajaciones convexas y concavas para

una funcion. Se va a considerar que la funcion f (rk,é’) del sistema (4.1) es una representacion

DC de la funcion f (rk,¢9) 0 es posible construir una representacion DC equivalente de ella.

Con este supuesto, se suministra a continuacion un método eficiente que permite obtener

relajaciones convexas y concavas de las funciones f(rk,H) con k=1,...,N, y que van a

utilizarse en el paso 1 del algoritmo que se propone mas adelante.

En la Definicion 3.11, se define formalmente el concepto de funcion DC en un conjunto
convexo Qc R". Como se sabe, el conjunto de funciones DC definido en un conjunto
compacto convexo de R" es denso en el conjunto de las funciones continuas del conjunto dado
[ 191 ], [ 95 ]. Por lo tanto, toda funcién continua en un conjunto compacto convexo puede
aproximarse a una funcién DC con la precision que se desee y toda funcion C* es una funcion
DC. Dada una funcién diferenciable dos veces, es posible obtener una funcion DC sumando y

restando términos convexos.

Considérese por ejemplo la funcion f(x)=x*+x*+1 en el dominio xe[-1,1]. Notese

2

2
que v (X)=6X+2 y si Xe[—l,l] entonces GXI (X)e[—4,8]. Asi, f(X)+2X2 satisface
2
ZXI (x)>0, Vxe[-L1]. Definiendo g(x)= f(x)+2x> y h(x)=2x", la funcién equivalente

f(x)=g(x)-h(x) es una funcién DC en x€[-11]. Como ya se ha comentado, un método

general para calcular representaciones DC puede encontrarseen [ 1], [ 77 ].
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En este estudio se considera como conjunto €2 un politopo convexo (conjunto poliédrico

acotado) del tipo simplex™: S =Co{V,,V,,...,V,, }, donde v, e R" son los n+1 vértices de S

Y, CO(') denota el recubrimiento convexo®'. Sus vértices se denotan por vert {S} . Considerar la

n+1)x(n+1)

matriz V € R! siguiente:
I

V = 1 yZT
1 v '

La matriz V es invertible s6lo si S tiene un volumen distinto de cero. La Propiedad 4.1 se

puede utilizar para obtener una acotacion del rango de una funcion DC sobre un simplex.

Propiedad 4.1 Dados un simplex S de volumen no nulo y una funcién convexa h:S —R.
Definir la funcién lineal h,, (x) como hy, (x)=h,+h"x, donde h,eRR y h eR" se obtienen

a partir de la expresion:
v.) 4.3)

siendo v;, i=1...,n+1 los vértices de S. Entonces, h,(v;)=h(v,), i=L...,n+1 y
h(x)<h, (x), VxesS.

PRUEBA: Como el volumen del simplex es diferente de cero, la expresion que proporciona
h, v h_ estd definida de forma conveniente. Ademas, por construccion, la igualdad
hy (Vi ) = h(vi ), i=1,...,n+1 se cumple, es trivial. Para demostrar la segunda afirmacion de la

propiedad basta con demostrar que min h, (x)—h(x)=0.
Xe

2 Un simplex es una figura poliédrica de n+1 vértices inmersa en un espacio de dimension n. Asi, por
ejemplo, en el plano, un tridngulo es un simplex y en el espacio tridimensional lo es un tetracdro. Estas
figuras, en general, no tienen por qué ser regulares. Los simplex que se deben considerar son los que
tienen area, volumen o hipervolumen no nulos.

1 Co(S) Recubrimiento convexo o envoltura convexa es el menor conjunto convexo que contiene a S (no
convexo). Por supuesto, la propiedad de la convexidad de los conjuntos es una propiedad deseable en los
problemas de optimizacidn, aunque si no se cumple se pueden aplicar otras condiciones.
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Como h,, (X) es una funcién afin y h(X) es convexa en S, resulta que h,, (x)—h(x) es
concava en S. Esto implica que el minimo de h,, (X)— h(x) se encuentra en los vértices del

simplex. Por lo tanto, Il):lelsn hy (X) - h(X) = min h, (Vi ) - h(vi ) =0.

i=1,...,n+1

Propiedad 4.2 Dada una funcién DC f (x)=g(x)—h(x), lafuncion f(x)=g(x)-h, (x) es

convexay f(x)>f(x), vxeS.

PRUEBA: Esta claro que f(x)=g(x)-h, (X) es convexa por ser la diferencia de una
funcién convexa y una afin concreta. Por la Propiedad 4.1, hy, (x)—h(x)20, VxeS;
entonces f(x)=g(x)-h(x)>g(x)-h, (x)=f(x), vxeS.

Il

Notese que la acotacion convexa obtenida es una aproximacion de segundo orden (en

sentido de Taylor) y es exacta en los vértices Vv,,...,V,,, de S. Se puede obtener una estimacion

superior concava f(x) de f(x)=g(x)~h(x) por la relajacion convexa de la funcién
—f(x)=h(x)-g(x).

Observacién 4.1 En principio, la aplicacion de representaciones DC no esta limitada a los
simplexes. Es posible obtener una relajacion convexa de una representacion DC de una funcion

no lineal en cualquier dominio politopo S. A continuacion, se resumen las ventajas de emplear

simplexes. El método propuesto esta basado en la utilizacion de una funcion afin h,, (x) que
acota el término convexo h(x) de la funcion DC. Esta funcion afin debe cumplir

hy (X)>h(x) con xeS cR". Debido a la concavidad de h,, (x)—h(x), se puede verificar
esta condicion Unicamente comprobandose que la condicidn se satisface en los vértices de S . Si
S es un simplex, deben consultarse n+1 vértices. Si S es una caja, deben consultarse 2"
vértices, que implica un nimero exponencial de vértices con respecto a la dimension del
problema. Si S < R" es un simplex con volumen no nulo, entonces h,, (x) se obtiene a partir
de las igualdades h,, (vi)=ﬁ(vi), i=1,...,n+1, donde v,, i=1,..,n+1 representan los
vértices del simplex (en este caso, la aproximacion es exacta a los vértices del simplex).

Ademas, en [ 52 ] se demuestra que esta eleccion de h,, (x) es Optima en el sentido de que
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proporciona la relajacion convexa ajustada. Si S no es un simplex, entonces no es facil obtener
el valor 6ptimo para hy, (x).

Observacion 4.2 Esta claro que la representacion DC de una funcion no lineal dada no es
Unica. El funcionamiento del método propuesto puede mejorarse eligiendo una representacion
DC optima de la funcion. Existen algunos resultados en la literatura tratando este punto. En
concreto, el resultado sistematico y eficiente presentado en [ 2 ] puede emplearse para obtener

una representacion DC apropiada. No6tese que, dada una funcion f:S— R y una matriz A
definida positiva, la representacién f(x)+x"Ax—x"Ax es DC en S si el Hessiano de

f(x)+xTAx es definido positivo en S. Por lo tanto, una forma de seleccionar una

representacion DC Optima es encontrar una matriz 6ptima A que proporcione el menor

estimador superior. En [ 2 ] se proporciona un método sistematico para obtener una matriz

diagonal suboptima A. La convexidad de f(x)+ x" Ax se determina eficientemente por una
evaluacion de aritmética intervalar en S del Hessiano de f (x)+x" Ax.

A continuacion, en el siguiente apartado se muestran las ventajas potenciales del uso de los
métodos de programacion DC en la identificacion con error acotado, al igual que la

programacion DC ofrece relajaciones convexas de segudo orden en el problema de

identificacion original, y pudiéndose considerar todas las medidas al mismo tiempo.
4.2.5 Algoritmo de identificacion propuesto

En este apartado se presenta el nuevo algoritmo de identificacion propuesto, considerando
funciones DC y simplexes. Dado un conjunto ¥ < R" en el espacio de parametros, el Teorema
4.1 constituye en si mismo un método para el estudio de su consistencia con, las medidas
consideradas, el sistema y el error acotado. Para verificar si la interseccion de ¥ con FSS es
un conjunto vacio se resuelve un problema de optimizacion convexo. Si esta interseccion esta

vacia, el conjunto ¥ se puede descartar de la solucion acotada exteriormente final.
Teorema 4.1 Dado el sistema (4.1), los pares (yk,rk) con k=1,...,N, un conjunto convexo
¥ c R", relajaciones convexa y concava f (r,,0) y f(rk,ﬁ) en ¥ validas, k=1,....N yel

problema de optimizacién o(¥) siguiente:
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7min = min 7/
0.y

sa.:
few (4.4)
f(l‘k,ﬁ)—()/k+o)ﬁy k=1,...,N
yy—o)-f(r.0)<y k=1..,N

Entonces se deduce que, si y,, >0, YFSS=J.
PRUEBA: Supéngase que W FSS # @, entonces hay un 8 € ¥ FSS. Como 6 V¥,

por definicion: F(rk,é'*)sf(rk,é'*)sf(rk,ﬁ*) con k=1,...,N. Como O €FSS, entonces
f(rk,H*)—(yk+a)£0 y (yk—a)—f(rk,é?*)so con k=1,..,N. Se deduce que

f(rk,e)—(ykJra)SO y (yk—G)— l?(rk,H)SO con k=1,...,N vy, por tanto, y_. <0. Por lo

tanto, que 7, >0 implica que YN FSS = .

O

Con este resultado, ya es posible presentar el algoritmo de identificacion propuesto. En la

iteracion j se dispone de un simplex que acota el FSS. Este simplex se compone de n+1

vértices, y se denota como AFSS; | = Co{V,,V,,...,V,,, | . Entonces se puede calcular un nuevo

> Tn+l

AFSS; por el algoritmo presentado en la Tabla 4.1.

Para visitar todas las aristas del simplex AFSS el algoritmo considera los vértices

i1

vy tV,

V,,V, € AFSS, . Se obtiene un nuevo vértice Vg = € AFSS, | . Haciendo uso de este

vértice, se define el conjunto ¥ (VB)=C0{VI,VZ,.. V. .,Vg,V v }, ver Figura 4.2. A

V15 VB Vgirs o5 Vg
continuacién se construyen las relajaciones convexas f (r.,6) y concavas f  (r.,0) validas

de f , (I‘k ,9) en ¥, con k=L...,N siguiendo el método expuesto en el apartado 4.2.4.

q

Una vez se han construidos las relajaciones convexas y coOncavas, se resuelve a

continuacion el problema de optimizacién go(‘Ppﬂq (VB )) , obteniéndose el valor minimo de y,
denotado y,,. . Por el teorema Teorema 4.1, si y,, >0 entonces ¥, (v3)"FSS=& y
Yoq(vs) puede  descartarse. El  conjunto AFSS se  actualiza a
AFSS; = AFSS | \W, (V) =CO{V, VsV Ve Vo Vo |- ST 7, SOy [V =V, >4

Vg +V
r © ;. . B
(donde &, € R" es un parametro de disefio), el vértice v, cambia su valor a v, = 5 ® . Estas

131



CAPITULO 4. IDENTIFICACION DE SISTEMAS NO LINEALES BASADA EN TECNICAS DC

operaciones son iteradas hasta recorrer todos los extremos de AFSS, . Finalmente, el algoritmo

devuelve un conjunto AFSS; que estd compuesto por vértices actualizados.

Algoritmo AFSS; | = Co{V,,V, eV }

Algoritmo
Para p=1,....,n+1

Para q=1,...,n+1 con q= p

Mientras HVB —va > &

Yo (Vs)= Co{vl,vz,...,vq_l,vB,qu,...,vnH}

Construir relajaciones convexas f, (r.,0) y concavas ﬂ’q(rk,ﬁ)
vélidas del sistema (4.1) en ¥ ,, con k=1,...,N siguiendo el
método expuesto en el apartado 4.2.4

Vmin = So(le,q (VB ))

Si 7, >0 entonces v, =V

i Vg +V
sino vy =——2F
Finsi
Finmientras
Finpara
Finpara

AFSS_, =Co{V,,V,,...,V,., |

Fin del Algoritmo

Tabla 4.1 Algoritmo de identificacién propuesto.

Se puede utilizar el algoritmo propuesto mientras el volumen del conjunto factible

aproximado obtenido se decremente, esto es: Vqumen(AFSS i ) —Volumen ( AFSS; ) >é&,,

donde &, e R" es otro parametro de disefio.
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0.8

0.6—

04—

021

02—

-04—

-0.6—

I I I I I I I
-0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 4.2 Tlustracion de los conjuntos AFSS, | y ¥ (VB) .

Observacidon 4.3 EI nimero de problemas de optimizacién a resolver en cada iteracion j esta

acotado por O(log2 (ﬁ}‘(nﬂ)*n} (orden de complejidad del algoritmo)® siendo d, la

gl
maxima distancia entre dos vértices de AFSS; ,. Notese que los algoritmos de optimizacion

convexa estandar pueden usarse para resolver los problemas convexos mencionados. Ver, por
ejemplo, [ 37 ].

Observacion 4.4 El Teorema 4.1 proporciona Unicamente una condicion suficiente para
comprobar si la interseccion de un conjunto convexo dado y el FSS es vacia. El
conservadurismo de la condicién suficiente puede reducirse arbitrariamente utilizando un
esquema branch and bound. La idea es simple, como se muestra a continuacion. El simplex

original se divide en dos simplexes. Si el Teorema 4.1 determina que los dos simplexes tienen

2 El orden de complejidad de un algoritmo es una medida del n° de operaciones que hay que realizar (en
el peor de los casos) en el algoritmo considerado.
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una interseccion no vacia con el FSS que se ha dado no se descarta ninguno. Si no, esos
simplexes que satisfacen la condicion suficiente proporcionada por el Teorema 4.1 se
descartan. El proceso de division se hace otra vez con el simplex (simplexes) no descartado en
el paso anterior. Usando el Teorema 4.1, el proceso de descarte se realiza una vez més. Todo
esto se repite hasta que el tamafio de los simplexes alcanzan un nivel especificado previamente
0 hasta que el proceso de descarte determine que la interseccion del simplex original con el
FSS es vacia. Por supuesto, esto significa que en el peor de los casos se tendria tiempo de
computacion exponencial, pero la convergencia al conjunto solucion exacto esta asegurada
porque el error de aproximacion incurrido cuando se usan aproximaciones DC decrece
cuadraticamente con el tamafio del simplex. Notese que la complejidad exponencial
correspondiente a la solucién exacta del problema no es una sorpresa debido a la naturaleza
NP-hard (dificultad-NP) del problema abordado. La solucién obtenida por el algoritmo Branch
and Bound es un conjunto de simplexes que acotan el FSS . Se puede calcular facilmente una
envoltura convexa de este AFSS (una caja o un elipsoide) usando los vértices de los

simplexes.

El siguiente lema prueba que si FSS < AFSS;, entonces la secuencia AFSS; acota al

conjunto solucién factible exacto para todo j>0.

Lema 4.1 Dado el sistema (4.1), los pares (yk,rk) con k=1,...,N yun AFSS, inicial tal que
FSS < AFSS,; entonces, los conjuntos calculados por el algoritmo propuesto son conjuntos

solucion factible aproximados: FSS < AFSS;, Vj>1.

PRUEBA: El algoritmo propuesto actualiza el conjunto AFSS,, a AFSS_\W¥_ (Vy),
donde W, (Vg)SAFSS, | y 7, >0. Por el Teorema 4.1, FSSOW, ,(vy)=D; asi

FSS < AFSS, | \'¥, (Vs ). Entonces se deduce que FSS < AFSS;, Vj>1.

4.2.6 Ejemplos

En los ejemplos que se muestran en este apartado, los parametros de disefio que se emplean

son & =&, =0.01. En total son cuatro ejemplos, de los cuales los dos primeros se corresponden

con ejemplos propuestos por otros autores con el fin de comparar sus resultados con los

obtenidos aplicando el algoritmo propuesto.
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20
AFSS,
15 =
0 FSS
10 |—
5 | | | | |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4.3 La nube de puntos representa el FSS . El simplex inicial se representa por lineas continuas de
color azul. La evolucion del AFSS; estd representada por lineas de puntos.

4.2.6.1 Ejemplo 1

El método que se ha propuesto se utiliza para identificar el sistema no lineal de [ 74 ]:

1
yk :91 +—H+ek, (45)

=0,
donde Yy, es la salida del sistema, I, es el regresor, 6, y 6, son los parametros a identificar y

e, es un término error. Se considera que I, —@, #0. Se considera como espacio de busqueda

inicial el simplex AFSS, =Co{(—20,5),(0,20),(20,5)}. La forma funcional de la funcién

son funciones convexas en

regresion del sistema es una funcion DC, donde 6, y —

k 2

AFSS,. Se consideran cinco regresores I, =k con k=0,...,4, para obtener las medidas

correspondientes a 6, =2 y 6, =6 . Los pardmetros del sistema (4.1) vienen definidos por:

(9=|:z;:|,0'=0.1.
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La Figura 4.3 muestra la evolucion del AFSS; con j>0. La nube de puntos representa el

FSS consistente con las medidas y el error acotado. Este se ha obtenido haciendo una bisqueda

aleatoria en AFSS, suficientemente densa. El algoritmo proporciona una secuencia de AFSS,

con una reduccion de volumen en cada iteracion. E1 AFSS final obtenido aplicando el

algoritmo propuesto esta definido por CO{(1.8,8),(1.9,5.4),(2.7,5.5)} )

1.0
09 |
08 |
07 -
6, 0.6 |—
05 |
04 |

03 |

0.3 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
0,

0.2

Figura 4.4 Las nubes de puntos representan el FSS. Lineas continuas de color rojo representan el
simplex final obtenido aplicando el algoritmo propuesto.

4.2.6.2 Ejemplo 2

En este caso, el método de identificacion propuesto se emplea para identificar el sistema no

lineal de [ 100 [:
y, =20e %% —8e "% 1 ¢, (4.6)

donde vy, es lasalida, r, =K es el tiempo, 6 y 6, son los parametros a identificar y e, es un
término  error  donde o=0.1. El  espacio de  busqueda inicial es

AFSS, =CO{(—2,0),(1,3),(4,0)}. Notar que la forma funcional de la funciéon regresion del

sistema es una funcion DC en AFSS; .
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Se consideran diez instantes de muestreo, k=1,...,10 para obtener las medidas
correspondientes a 6, =0.4 y 6, =0.3. La Figura 4.4 muestra el simplex final obtenido por el

algoritmo propuesto. La nube de puntos representa el FSS consistente con las medidas y el
error acotado. Se puede ver que este conjunto estd formado por dos regiones no conectadas.
Para mejorar la solucidon, se puede considerar una biseccién del simplex final. El par de
simplexes obtenidos se reducen aplicando de nuevo el algoritmo propuesto. La nueva secuencia

se ha representado en la Figura 4.5.

1.0
09 |
08 |
07 -
6, 0.6 |—
05 |
04 |

03 |

0.2 | | | | I I |

0.3 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
0,

Figura 4.5 Biseccion del simplex final. Se muestra la nueva evolucién AFSS; de la pareja de simplexes

obtenida aplicando el algoritmo propuesto; en color verde lo que serian los simplexes finales.

4.2.6.3 Ejemplo 3

En este ejemplo se aplica el método de identificacion propuesto para identificar el siguiente
sistema no lineal:
— -0, % =0,
y,=60e " -0 " +e, 4.7)
donde |ek| <o =0.1. Se asume que 6,,6,,6,,6, >0. Con el fin de obtener una representacion

DC apropiada, se hace el siguiente cambio de variable: 6, =log(¢,) y 6, =log(6,). Con este

cambio de variables, el sistema no lineal modificado queda de la siguiente forma:
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-6, 1, +6,

y, =€ e %t e. (4.8)

Ahora, la forma funcional de la funcidon regresion del sistema es una funcién DC. Los

valores del sistema de pardmetros que se han usado para obtener los correspondientes datos de
entrada-salida son: 6, =10g(20)=2.9957, 6, =1, 6, =log(8)=2.0794 y 6, =0.1. El espacio

de busqueda inicial es:
AFSS, =C0{(0,0,0,0),(7.0,0,0),(0,5,0,0),(0,0,7,0),(0,0,0,5)} ; con volumen=51.0417. El
simplex AFSS final que se obtiene es:

C0{(1.94,0.05,1.95,0.05),(5.01,0,1.98,0),(3.13,1.61,1.60,0),(3.02,0,3.97,0),(2.65,0,3.54,0.57)};

con volumen =0.2282 . Se comprueba como el volumen se ha reducido drasticamente.
A continuacién, con el fin de mejorar la solucién obtenida, se ha aplicado un esquema

branch and bound (ver Observacion 4.4). En este caso, el simplex final obtenido constituye una

acotacion precisa con volumen=6.4343-10". EIl algoritmo propuesto emplea 2124

ramificaciones.
4.2.6.4 Ejemplo 4

Se aplica el método propuesto para identificar los pardmetros 6,,6,,6, que satisfacen las
siguientes restricciones:
0=26" -26,0, +26; 26,0, +20; — 206,06,

0=26" +26,0, +20; +26,0, +26; + 26,0, (4.9)
0>6"+6; +6; -1

Hay que hacer notar que hay una unica solucion para estas restricciones (6, =6, =6, =0).

Se ha implementado y ejecutado el algoritmo en un computador tipo PC con un procesador tan

basico como un Pentium IV a 3.2 GHz . Se ha considerado como simplex inicial:
AFSS() = CO{(Oa 053):(2\/55 05_1)5(_\/§a\/ga_1):(_\/§, —\/6,_1)} .

En 8.9 segundos, y resolviendo 48 problemas de optimizacion convexa, se ha obtenido un

simplex, que acota la solucién exacta, de volumen=1.2986-10". De la misma forma, y
habiéndose empleado el mismo computador, se ha desarrollado una implementacion del
algoritmo SIVIA [ 100 ] con la libreria de aritmética intervalar INTLAB (Rump 1999) (el

algoritmo SIVIA proporciona una lista de cajas que acotan la solucién factible), y considerando
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4.3 Conclusiones

la caja inicial unitaria AFSSO:{[—1,1],[—1,1],[—1,1]}, para obtener un volumen

aproximadamente igual al obtenido con el método propuesto en esta tesis, necesita 784

ramificaciones y emplea un tiempo computacional de 16.7 segundos.
4.3 Conclusiones

Se ha presentado en este capitulo un método garantista, en un contexto de error acotado,
para la estimacion de pardmetros de modelos no lineales. El algoritmo iterativo propuesto esta
basado en una representacion DC de la forma funcional del sistema considerado. Se han
empleado simplexes para acotar el conjunto de parametros que son consistentes con las
medidas, el sistema y el error acotado considerados. Cada iteracion del algoritmo propuesto,
considera un simplex que acota el conjunto solucioén exacta; para mejorar esta cota externa, el
algoritmo descarta los subconjuntos del simplex inicial que no son consistentes con el error
acotado considerado. Esta operacion se realiza resolviendo varios problemas de optimizacion
convexa; siendo este nimero polinomial con respecto al nimero considerado de parametros a
identificar. Finalmente, para aclarar y documentar tanto grafica como analiticamente el

algoritmo propuesto, se han incluido algunos ejemplos.
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Capitulo 5. Estimacion de Estados basada en Técnicas DC

En este capitulo de la tesis se presenta un nuevo método para la estimacion de estados
garantista para sistemas discretos no lineales con pardmetros incierto y ruido acotados. Los
conjuntos de estados que son consistentes con la evolucion del sistema, las salidas medidas y los
pardmetros inciertos y ruido se representan mediante zonotopos. Se emplea la programacién DC

y las operaciones de interseccién para obtener un conjunto compacto acotado.

La estructura que se ha dado al capitulo incluye los apartados que se describen a
continuacién. En primer lugar se hace una introduccion a la estimacién de estados, definiendo
formalmente los conceptos de estado, estimador de estado, observador de estado, etc.; se
continda introduciendo la estimacion de estado garantista; se formula el problema general de
estimacién garantista de estado en presencia de incertidumbre; y se presenta el algoritmo
propuesto en la tesis para la estimacién de estados basada en error acotado aplicando
programacién DC. Al final del capitulo, y antes de terminar con las conclusiones, se aplica el

algoritmo propuesto a un ejemplo.

5.1 Introduccion a la estimacion de estados

El andlisis y control de sistemas en el espacio de estado estd basado en la descripcién del
sistema mediante n ecuaciones en diferencias, que se agrupan en una ecuacidén vectorial

matricial en diferencias.

Definicion 5.1 (Concepto de estado) El estado de un sistema dindmico es el conjunto mds
pequerio de variables (llamadas variables de estado) tal que, el conocimiento de esas variables
en un instante determinado t, junto con el conocimiento de los valores de la sefial de entrada

para el instante t=t,, permite determinar el comportamiento y evolucion del sistema para

cualquier instante de tiempo t 21,.

Las variables de estado se agrupan en el llamado vector de estado y el espacio n-
dimensional que determinan los posibles valores de esas variables, se denomina espacio de

estados.

En muchos sistemas industriales [ 35 ], la medicién de variables es una tarea necesaria para
la implementacién de los lazos de control, para el diagndstico de fallos, asi como para permitir

la monitorizacién y visualizacion de las variables criticas que indican la calidad del producto.
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Esta labor, en muchos casos es ardua, costosa y dificil de realizar debido a, no poder disponerse
de dispositivos fiables, los retardos de tiempo, los errores en el sistema de medida y los altos
costes de los dispositivos. Ademds, se puede complicar la medida de algunas variables por el
medio en el que debe convivir el elemento a medir (medio corrosivo, con temperaturas
extremas, con altas presiones, etc.) [ 155 ]. En otros casos, los sensores no han sido disefiados
para los intervalos de operacién que se requieren o es reducida su disponibilidad en el mercado

[194].

Para realizar la medicion de variables ‘dificiles’ de forma indirecta, se utilizan los
estimadores de estado, clasificados como: observadores de estado, filtros, sensores por software
y mds genéricamente como Sensores Virtuales Basados en Modelo (SVBM) [ 83 ]. Estos
estimadores utilizan la medicion de algunas variables del proceso conjuntamente con un modelo
del mismo, para estimar las variables complicadas de medir o todas las variables que definen el

estado completo.

El problema de estimacién de estado [ 35 ] para sistemas continuos consiste en: dado un

proceso descrito por el modelo dindmico:

x(1) =t (x(r),u(r)) (5.1)

con xe R", ue R?, ye R", que se definen respectivamente como el estado, las entradas y las

salidas del proceso (considerado con toda la informacion disponible del proceso mediante el

andlisis del mismo, mediante la experiencia y con los datos reales) y dadas las restricciones:

g(x)=0

< (5.2)
el objetivo es obtener un estimador del estado real, representado por Xx, que utlice las
informaciones (5.1) y (5.2), de tal forma que el error de estimacion, dado por e =x—X, tienda

a cero cuando el tiempo tienda a infinito; es decir, que el estado estimado converja al estado

real del sistema (5.1) de forma asintética.

A continuacién se dan algunas definiciones relacionadas con el problema de la estimacién

de estados.
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Definicion 5.2 (Estimador de estado) Sistema dindmico, deterministico o estocdstico, capaz de
reconstruir variables de estado inaccesibles pero importantes en un proceso, diseiiado con base
en un modelo matemdtico y algunas mediciones disponibles [ 187 ], [ 188 ].

Definiciéon 5.3 (Observador de estado) Estimador de estado para sistemas normalmente
deterministicos, capaz de producir un estimador del vector de estado [ 105 ], [ 134 ].

Definicion 5.4 (Filtro de Kalman) Estimador de estados para sistemas normalmente
estocdsticos, que utiliza observaciones hasta el tiempo en que el estado del sistema dindmico es
estimado [ 105 ].

Definicion 5.5 (Predictor de estado) Estimador de estado que utiliza observaciones (los datos)
estrictamente anteriores al tiempo en el cual el estado del sistema dindmico es estimado [ 86 ],
[105].

Definicion 5.6 (Suavizador — Smoother) Estimador de estado que utiliza observaciones mds
alld del tiempo en que el estado del sistema dindmico es estimado [ 86 ], [ 105 ].

Definicion 5.7 (Sensor virtual basado en modelo — SVBM - Soft sensor) Asociacion de un
sensor (parte fisica) con algoritmos de estimacion (programa de ordenador) que permite
mediciones en linea de algunas variables de un proceso, para proporcionar estimaciones en

linea de variables no medibles, pardmetros del modelo o para superar retardos en la medicion

[67].

Aunque existen una gran variedad de estimadores de estado, se pueden clasificar en
estimadores estocdsticos y estimadores deterministicos. En el caso de estocdsticos se habla de

filtros y en el caso de deterministicos se habla de observadores de estado.

De manera general, en el caso de los sistemas lineales, los denominados filtros de Kalman
(estimador estocdstico) y los observadores de Luenberger resuelven el problema de estimacion

de estados. Pero, la mayoria de los procesos tanto fisicos como quimicos son no lineales.

Para procesos dindmicos no lineales, una forma de abordar el problema de la estimacién
consiste en linealizar localmente el modelo del proceso en torno a un punto de referencia y, a
partir de ahi, aplicar métodos de observacion para sistemas lineales. Realizar esta aproximacién
tiene dnicamente validez local, no resultando satisfactorio para el resto de puntos, atin cuando
las no linealidades sean insignificantes. Por lo tanto, se necesitan disefiar observadores no

lineales que incorporen las no linealidades inherentes al proceso.

Los observadores no lineales han recibido especial atencién en el campo del control: [ 27 ],
[91 ], [ 106 ], etc. porque la propiedad de observabilidad de los sistemas depende de la entrada

del sistema. Ademas, la observabilidad de los sistemas no lineales considera entradas para las
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cuales dos estados iniciales distintos no puedan distinguirse. A continuacién se da la

definicicién de observabilidad de un sistema.

Definicion 5.8 (Estado observable) El estado x(t) es observable si dada cualquier entrada

u(t) existe un tiempo finito t, 21, tal que con el conocimiento de u(t) v la salida y(t) para

1y St<t, son suficientes para determinar x(1) 191

En los sistemas lineales, la observabilidad es una propiedad global, no depende de los
valores especificos de la entrada, los estados y la salida; en los sistemas no lineales, esta
propiedad depende de las variables de entrada. En general, los sistemas no lineales tienen

entradas singulares que los hacen no observables.

En [ 9 ] se dan las definiciones de distinguibilidad, entrada universal, entrada singular,
observabilidad uniforme, observabilidad, matriz de observabilidad, que son uitiles para

entender el concepto de observabilidad de un sistema no lineal.

Se han desarrollado varios métodos de disefio para observadores no lineales, la mayoria de
ellos estdn basados en el filtro de Kalman extendido y en el observador de Luenberger
extendido. Algunos otros trabajos estdn basados en la técnica de horizontes deslizantes [ 140 |;
y otros basan el disefio de observadores no lineales en la resolucién de un conjunto de

ecuaciones simultaneas no lineales por medio del método de Newton [ 151 ].
5.2 Estimacion garantista de estados

Los métodos de acotacién garantista se basan en la construccion de un conjunto compacto
que incluye, con garantia, los estados del sistema que son consistentes con el modelo

considerado, con la salida medida y el error acotado considerado.

Como se ha comentado anteriormente, el filtro de Kalman proporciona una estimacién
optima del estado de un proceso basiandose en las salidas medidas. Sin embargo, son necesarios
un modelo del proceso y las matrices de covarianza del ruido [ 122 ], [ 152 ]. En vez de usar
ruido Gaussiano, como en el caso estocastico, se considera un ruido acotado mediante norma.

En este capitulo se adopta este paradigma.

La solucidn al problema de la estimacién garantista depende del sistema considerado y del
tipo de cotas de error utilizadas. Si el sistema es lineal y se consideran cotas politopicas del
error, la solucién también es politdpica. El problema es que la definicién de ese politopo puede

ser muy compleja [ 147 ], [ 158 ] y puede requerir gran cantidad de almacenamiento y
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computaciéon. También se ha considerado utilizar politopos de complejidad limitada [ 44 ],
constituyendo una buena aproximacidén, aunque los algoritmos siguen resultando algo
complejos. En [ 182 ] se presenta un estimador garantista para sistemas no lineales basado en
politopos; considera linealizaciones de las ecuaciones de estado respecto del estado estimado,
aplicdndole un estimador lineal a la trayectoria. Los limites de los politopos que representan el
estado estimado se calculan resolviendo varios problemas de optimizacién lineal. También

establece algunos criterios de convergencia del algoritmo.

En trabajos pioneros de estimacién de estados garantista [ 25 ], [ 178 ] se utiliz6 una
acotacion elipsoidal del estado del sistema dindmico. Esta eleccién tiene como ventaja el que la
complejidad computacional de la estimacién no se incrementa con el nimero de observaciones.
También se han desarrollado algoritmos que aproximan con regiones elipsoidales en sentido
optimo, calculando elipses de minimo volumen [ 78 ]. Estos algoritmos se han extendido y
aplicado al problema de la estimacion de estados por diferentes autores: en [ 54 ] y [ 119 | hay
un excelente resumen del método del elipsoide. En [ 176 ] se presenta un método de estimacién
elipsoidal para sistemas con incertidumbres que satisfacen cierta restriccion cuadratica integral;
restriccién que incluye las incertidumbres acotadas mediante una norma. En [ 72 ] se aborda el
problema de estimacién garantista cuando se considera un sistema con incertidumbre
estructurada; en este caso se demuestra que el problema se puede reducir a un LMI (Linear
Matrix Inequalities — Desigualdades Matriciales Lineales). En [ 19 | se aborda una extensién del

método de la elipse para sistemas no lineales con perturbaciones acotadas.

En [ 56 ] se presenta un método alternativo basado en paralelotopos (conjunto descrito
mediante norma—oo, facilitando la representacién de la incertidumbre componente a
componente. Los paralelotopos que se utilizan para estimar el estado de un sistema lineal

discreto tienen un volumen minimo y proporcionan complejidad polinomial.

En [ 111 ] se presenta un estimador no lineal recursivo garantista basado en un algoritmo de
corte y acotacion intervalar. El conjunto solucién se presenta mediante una lista de cajas,

.. O . . 23 . .
permitiendo describir conjuntos no convexos e incluso no conexos™. El inconveniente de este
algoritmo es su complejidad exponencial respecto del nimero de pardmetros inciertos que se
consideren. Con el fin de mejorar la complejidad computacional, en [ 104 ] se consideran

técnicas basadas en consistencia.

23 . . . o

Un conjunto conexo es un subconjunto de R" que no puede ser descrito como una unién disjunta de
dos conjuntos abiertos (intuitivamente, una pieza, que no se puede dividir). Si un conjunto no es conexo
se dice que es inconexo, disconexo o0 no conexo.
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En [ 39 ] se presenta un método para la estimacion de estado garantista para el caso de
procesos discretos no lineales con pardmetros inciertos y ruido acotados. En cada instante de
muestreo aplica un algoritmo de dos fases: en la primera fase proporciona una cota garantista de
la trayectoria incierta del sistema, usando aritmética intervalar; la segunda fase, que es un
proceso corrector, calcula la interseccion entre la acotacién de la trayectoria garantista y los
estados del sistema que son consistentes con la salida medida. El conjunto calculado se
representa mediante un zonotopo de minimo tamafio; para calcular el zonotopo de tamafio
minimo propone distintas alternativas: eliminar el segmento Optimo, calcular el zonotopo de
minimo volumen o el de minimo tamafio de sus segmentos generadores. En [ 162 ], también se
obtiene un conjunto mediante zonotopos pero la salida medida se usa para estimar el estado
mediante una ganancia K . En [ 62 ] la medida se utiliza para calcular una cota de la regién

consistente con la medida obtenida mediante una descomposicidn en valores singulares.

5.2.1 Formulacion del problema de estimacion garantista del estado en presencia de

incertidumbres

Considérese un sistema discreto no lineal de la forma:

xk+1:f(xk’wk) 53
yk:g(xk’vk (>-3)

donde y, € R™ es el vector de salida medida en el instante de muestreo k y x, € R" es el
estado del sistema en el mismo instante k ; el vector w, € R™ representa los pardmetros del

proceso variables con el tiempo y el vector de perturbaciones del proceso; el vector v, € R” es

el vector de ruido en la medida; y se asume que las incertidumbres y el estado inicial estdn

acotados por conjuntos compactos conocidos: w, e W , v, eV y x € %,.

El objetivo es encontrar en el instante & una aproximacién exterior del conjunto de todos
los posibles estados consistentes con las salidas medidas y el conjunto de estado inicial. Se
define a continuacién el conjunto de estados del sistema que son consistentes con las medidas

obtenidas del mismo.
Definicion 5.9 (Conjunto alcanzable consistente) Considérese el sistema dado por (5.3), un
conjunto de estados compacto inicial ¥, y una secuencia de salidas medidas ( v, )f (subindice y

superindice indican el primer y iiltimo valor de la i ). Entonces, en el instante de muestreo k , el

conjunto alcanzable consistente J, se define como:
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k-1

X :{xk :El(wj) EW,(VJ.)T eV,x,e ¥, con (xj :f(xj_l,wj_l),yl. :g(xj,vj))f}.

0
Por lo tanto, y, es el conjunto de todos los estados consistentes con la salida medida y que

pueden ser alcanzados por la evolucién del sistema en el instante k . El cdlculo exacto de estos
conjuntos es una tarea dificil; para reducir la complejidad, estos conjuntos se acotan mediante

conjuntos mds conservadores, que son mas ficiles de calcular.

5.3 Algoritmo para estimacion de estados basado en error acotado aplicando

programacion DC

Como se ha comentado anteriormente, en esta tesis se presenta un nuevo método para la
estimacion de estados garantista para sistemas discretos no lineales con pardmetros inciertos y
ruido acotados. Los conjuntos de estados que son consistentes con la evolucién del sistema, las
salidas medidas y los pardmetros inciertos y ruido se representan mediante zonotopos. Se
emplea la programacién DC y las operaciones de interseccién para obtener un conjunto

compacto acotado. Al final del capitulo se aplica a un ejemplo el algoritmo que se presenta.

El objetivo es presentar un nuevo estimador de estado para sistemas dindmicos discretos no
lineales en ambiente de incertidumbre. La teoria del filtro de Kalman proporciona una
estimacién Optima con respecto a la varianza del error. En este caso se considera una
incertidumbre de norma acotada; hipétesis empleada en [ 45 ], [ 79 ] y [ 143 ]. Este método
construye un conjunto compacto que acota los estados del sistema que son consistentes con las

salidas medidas y la incertidumbre de norma acotada.

Como ya se ha comentado anteriormente, para acotar el conjunto de estado consistente se
han utilizado varias figuras geométricas, desde los trabajos pioneros de Schweppe en 1968, y
pasando por los desarrollados por Kurzhanski y Valyi en 1996, Savkin y Peterson en 1998, El
Ghaoui y Calafiore en 2001 y también en este dltimo afio, Durieu, Walter y Polyak [ 71 ], entre

otros.

En [ 118 ], para obtener una estimacién incremental exacta, se propone el uso de poliedros.
Ya se ha comentado que, en [ 111 ], se determina un estimador no lineal recursivo garantista,
basado en un algoritmo branch and bound intervalar; y que posteriormente se mejora el
algoritmo en [ 104 ]. Y, alternativamente, basdndose en paralelotopos en [ 56 ] y [ 57 ]. La

estimacion de estados para sistemas afines a trozos se enfoca en [ 165 ], empleando poliedros.

Como se indica en la Definicién 2.20, un zonotopo es la transformacion afin de una caja

unitaria [ 145 ], [ 185 ]. Ya se ha indicado anteriormente que estas figuras geométricas se han

147



CAPITULO 5. ESTIMACION DE ESTADOS BASADA EN TECNICAS DC

usado para construir un estimador de estado tipo caja deficiente. En [ 3 ] se combina aritmética

intervalar y zonotopos para obtener un estimador de estado no lineal garantista.

El objetivo planteado en el algoritmo que se presenta consiste en aplicar un método de
programacién DC al problema de estimacion de estado. El método propuesto emplea zonotopos
y programacion DC con el fin de obtener para el sistema no lineal en cada instante de tiempo
una acotacion garantista de la trayectoria indeterminada. Con un ejemplo al final se demuestra

que el método mejora los resultados obtenidos en [ 3 ].

Como se indica en la Definicién 3.11, una funciéon DC f:R" — R es una funcién que se
puede expresar como la diferencia de dos funciones convexas, es decir f(x)=g(x)—h(x),
donde g(x) y &(x) son funciones convexas. La clase de las funciones DC es cerrada bajo las

operaciones bdsicas. Por ejemplo, se ha visto en el capitulo 3 que, si f,(x) y f,(x) son

funciones DC, entonces f,(x)+ f,(x). f(x)—f,(x), fi(x) f(x), max{f,(x),£(x)} ¥y

min{ fl(x), fz(x)} son funciones DC [ 95 ], [ 191 ]. También es digno de remarcar que

cualquier funcién afin continua a trozos es una funcién DC. Se han desarrollado varias técnicas
para resolver problemas de optimizacién global no convexos.

5.3.1 Formulacion del problema

En primer lugar se introducen varias notaciones preliminares que, aunque se han definido

en temas anteriores, pueden facilitar la exposiciéon del problema. Un intervalo [a,b] es el
conjunto {x:a < x<b}.El intervalo unitario es B = [—l,l] . Una caja es un vector intervalo. Una

caja unitaria en R™, denotada como B™, es una caja compuesta por m intervalos unitarios. La

suma de Minkowski de dos conjuntos X e Y estéd definida por X @Y ={x+y:xe X,yeY}.
Dado un vector pe R" y una matriz H € R™™, el conjunto p ® HB" :{p+Hz 1Z€E B’"} se

denomina zonotopo de orden m ; nétese que este es la suma Minkowski de los segmentos

definidos por las columnas de la matriz H . Un paralelotopo es un zonotopo con n =m. Dado el

paralelotopo P=p® HB", donde He R"™ es invertible, P puede reescribirse como

P={x:HH’1x—H’1pHm Sl}.

Considérese un sistema discreto no lineal en ambiente de incertidumbre de la forma:
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xk+1=f(xk’wk) 54
Vi :d(xk’vk) ©4

donde x, € X cR" con k>0 es el estado del sistema e y, € R” es el vector salida medido en
el instante de tiempo k. El vector w,e W cR™ con k=0 representa los pardmetros del

proceso variables en el tiempo y el vector perturbacién del proceso, y v, e V. R” con k=0
es el vector ruido de medida. Se asume que las incertidumbres y el estado inicial estdn acotados
por zonotopos: w,eW=c @M B",v,eV=c @M B" y x,€x,=p,®HB", donde

c,eR™ c eR"y peR".

Se asume que f(-) y d(-) son funciones continuas, y que cada componente de f(-) y d(-)

tienen representaciones DC, esto es,

fi(xw)=g (x,w)—h (x,w), i=1...n,

di(x,w)=ai(x,v)—bi(x,v), i=1...,p,

donde f

1

(), d,(~-) representan las i-ésimas componentes de las funciones f(x,w) y d(x,v)
respectivamente, y donde las funciones & (x,w), g (x.v), i=L...,n y a/(x,v), b(x,v),
i=1,...,p son convexas en (X,W) y (X,V), respectivamente. Esto no supone una restriccién

verdadera porque toda funcién continua se puede aproximar por una diferencia de dos funciones
convexas (funcién DC) [ 95 | y cada funcién C? es una funcién DC [ 191 ]. En el apartado 5.4

se muestra un ejemplo.

Dada una funcién continua ¢(+) y un conjunto X < R", entonces ¢(X ) indica el conjunto
{¢(x):xe X } Con esta notacion, el conjunto estado consistente y el conjunto de estado
incierto exacto se definen como sigue:

Definicion 5.10 (Conjunto de estados consistente) Dado el sistema (5.4) y la salida medida

Y., el conjunto de estados consistente en el instante de tiempo k se define como
X, ={xe R":y, € d(x,V)}.

Definicion 5. 11 (Conjunto de estados incierto exacto) Dado el sistema (5.4), el conjunto de

estados incierto exacto J, es igual al conjunto de estados que son consistentes con las salidas

medidas y,,y,,...,y, y el conjunto de estado inicial ¥, :

X=X W)Nx,, k21
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El célculo exacto de estos conjuntos es una tarea dificil. Con el fin de reducir la
complejidad de los célculos, estos conjuntos se acotan por medio de intervalos exteriores
conservadores. Por lo tanto, en un instante de tiempo k, el objetivo es encontrar una

aproximacion externa del conjunto incertidumbre exacto correspondiente y, .

Algoritmo Cdlculo de un conjunto incierto aproximado ¥,

Algoritmo
Paso I: Usar programaciéon DC para acotar la trayectoria incierta del sistema no

lineal: 7, 2 f (7, ,-W).

Paso 2: Calcular una acotacion externa del conjunto de estados consistente y, ;

denotado como ¥, .

Paso 3: Calcular una acotacion externa de %, X,, ; denotado como 2

Fin del Algoritmo

Tabla 5.1 Descripcion general del algoritmo de cdlculo de un conjunto incierto aproximado ¥, .

En esta tesis se presenta un nuevo algoritmo de estimacién de estado para sistemas no
lineales basado en error acotado. Supdéngase que una acotacioén externa del conjunto de estados
incierto exacto estd disponible en el instante de tiempo k —1 (acotacién denotada como %, ,);
supongase también que una salida medida y, se ha obtenido en un instante de tiempo k . Bajo

estos supuestos, en la Tabla 5.1 se da la descripcion general del algoritmo.

El algoritmo propuesto es similar a un filtro de Kalman: el primer paso puede considerarse
como un paso prondstico, mientras que los segundo y tercer pasos constituyen un paso de
correccion. En el primer paso se usan zonotopos [ 145 ], [ 185 ] y programacién DC para
obtener una acotacion externa de la evolucién del sistema. Esta acotacion externa se mejora
usando la informacién suministrada por la nueva salida medida y, y la programacién DC
(segundo y tercer paso). En el apartado 5.3.5 se da la version completa y se detalla el algoritmo

que se propone.
5.3.2 Programacion DC

En esta apartado se muestran o se recuerdan algunos resultados y conceptos fundamentales

sobre programacién DC, necesarios para introducir el algoritmo de estimacién de estados
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propuesto. Ademas de en el capitulo 3 de esta tesis, en las referencias [ 95 ], [ 191 ] y [ 192 | se

encuentra un escrutinio excelente sobre programacién DC.
Definiciéon 5.12 (Funcion DC sobre un politopo convexo) Sea S un politopo convexo
(conjunto poliédrico acotado) en R". Una funcion real estimada f:S — R se llama DC sobre

S, si existen dos funciones convexas g S SR tales que la funcion f se puede expresar de
la forma: f(x)=g(x)—h(x).

Como ya se ha comentado anteriormente, el conjunto de las funciones DC definidas en un

conjunto convexo compacto de R" es denso en el conjunto de las funciones continuas de este

conjunto. Por lo tanto, todas las funciones continuas en un conjunto convexo compacto pueden

aproximarse por una funcién DC con la precisién que se desee. Ademds, dada una funcién C*,

es siempre posible obtener una representacién DC.

Definicion 5.13 (Problema de programacion DC) La forma general del problema de

programacion DC viene dada por:

min f(x) (5.5

xe§

donde f(x)= g(x)—fz(x)y g(x)y fz(x) son funciones convexas en S .
Notese que no es necesario restringir S a la clase de politopos. Para ver una definicién mas

general de programacién DC ver [ 161 ]. Las definiciones que se dan a continuacién son

normales en la literatura existente sobre optimizacién convexa; ver, por ejemplo, [ 173 ]y [ 37 ].

Definicion 5.14 (Subdiferencial de una funcién convexa) La subdiferencial de una funcion

convexa g:S — R en el punto x, (también denominada el conjunto de subgradientes de g en

el punto x,), denotada 9g(x,) se define como:
ag(x0)={u0 eR":g(x)2g(x)+u, (x—x,),Vxe S} (5.6)

Si la funcién g es diferenciable en S, el vector u, se puede calcular por el
gradiente de la funcion: u,=(d/0x)g(x,). Esto es consecuencia directa de la
convexidad de g .

Definicion 5.15 (Minorante lineal de una funcion convexa) Dada una funcion convexa

g:S =R y un subgradiente u, de g en un punto x,€ S, un minorante lineal de g es la

funcion lineal:

151



CAPITULO 5. ESTIMACION DE ESTADOS BASADA EN TECNICAS DC

g(x)=g(x)+u (x=x) (5.7)

Por la propia definicion, estd claro que g(x)>g(x), Vxe S. De la misma forma, dada

una funcién convexa h:S — R, h(x) indica un minorante lineal de / (obtenido por medio del
concepto de subgradiente).

Si se denomina como vert(S) al conjunto de los vértices de S, y teniendo en la mente que

g(x)—h(x) es una funcién céncava y g(x)—h(x) es una funcién convexa, se puede obtener

una solucién aproximada del problema de programaciéon DC de la siguiente forma:

min f (x)2 min g(x)-h(x)

xeS xevert(S) _
masxf(x)s n}ai(s)g(x)—h(x) >-8)

Por lo tanto, para obtener cotas inferiores y superiores para una solucién global, deben

visitarse todos los vértices del conjunto S .

Haciendo uso de las ideas mostradas, se puede emplear la programacién DC para acotar el
rango de una funcién. En el ejemplo 1 del apartado 3.6.1 se mostré como el rango sobrestimado
obtenido mediante aritmética intervalar se mejoraba si se aplicaba la programacién DC; por lo
tanto, el uso de programaciéon DC mejora potencialmente los resultados previos basados en
aritmética intervalar [ 3 ]. Las cotas obtenidas por funciones DC se basan en una aproximacion
lineal de una funcién convexa. Se proporciona una aproximacioén de segundo orden (en el
sentido de Taylor); es decir, el error disminuye cuadrdticamente con la distancia al punto de
linealizacién. Esta propiedad asegura que hay un compromiso entre buen sobrestimador y coste

computacional.
5.3.3 Acotando la evolucion del sistema

Este apartado presenta un método novedoso para acotar la evolucion del sistema no lineal
(5.4). Primero, se utiliza una aproximacién lineal de la forma funcional del sistema para obtener
una aproximacién de la evolucién del mismo. A continuacién, el método propuesto aprovecha la
estructura DC del sistema (5.4) hasta acotar el error producido por la aproximacién lineal con un
método garantista. Combinando la aproximacion lineal y el error acotado, se obtiene una cota

superior de la evolucién del sistema no lineal.

Considerar la funcidn f(x, w):]R” xR"™ ->R" (5.4), donde xe X=p@®HB" y

weW=c, ®M B" . Como se ha comentado anteriormente, se asume que cada componente de
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f(x,w) es una funcién DC, esto es f,(x,w)=g,(x,w)—h (x,w) con i=1,...,n. Las funciones

g.(x,w) y h (x,w) son funciones convexas en (X,W).

El objetivo del método propuesto es obtener una acotacion externa del conjunto f(X,W).
Para aproximar la funcién original f(x,w), se utiliza una funcién lineal representada como
f°(x,w)=f(p,c,)+G,(x—p)+G,(w—c,). Esta funcién lineal se puede obtener de
diferentes formas; por ejemplo, cuando f(x,w) es una funcién diferenciable, las matrices G, y
G, pueden ser respectivamente (d/9x)f(p,c,) y (9/0w)f(p.c,). En el siguiente apartado,

se determinan de forma exacta la funcién f*(x,w) y el error producido.

5.3.3.1 Acotando el término error

En este apartado se proporciona una cota garantista del error que se produce cuando se

aproxima el sistema no lineal mediante la linealizacién f" (x,w). Con este fin se introduce la
siguiente definicién.

Definiciéon 5.16 (Conjunto error) El conjunto error, denotado como & se define como:
fz{ee R":e=f(x,w)—f"(x,w), xe X,weW}, (5.9)

donde t* (x,w)=f(p,c,)+G, (x—p)+G,(w-c,).

Notar que f(X,W) estd incluido en £*(X,W)@® ¢, estando definida f* (X,W) como:

(X W) = £(p.c,)®G,(X~p)®G,(W-c,)=
= f(p,c,)®G.HB" ®G M B"* = (5.10)
= f(p,c,)®[GH GM,]B""

A continuacién, nuestro objetivo es encontrar el paralelotopo & tal que &< & . Para ello,

en primer lugar, el siguiente lema (ya visto en el capitulo 2 de esta tesis) nos permite obtener un

paralelotopo que acote a un zonotopo dado.

Lema 5.1 (Acotacion de un zonotopo con un paralelotopo) Considerar el zonotopo

Z=p®MB" con MeR"™, donde n<m vy rango(M) =n. Considerar también la

descomposicion en valores singulares M =UXV", donde ¥ =diag{o,,0,,...,0,}. Denotar
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como D la matriz diagonal cuyas componentes son D, =||O',.Vl.||l, i=1,...,n, donde V, es la i-

ésima columna de la matriz V . Bajo estos supuestos resulta que: Z  P=p @ UDB".

PRUEBA: MB" =UXV'B" =U[o)V, 0,V ... O'nVn]T B" c UDB". La iltima inclusion, se
basa en el hecho de que o,V/'B" ¢ ||0'1VI||1 B'=D,B', donde || : ||1 representa la norma vectorial
igual a la suma de los valores absolutos de las componentes de un vector dado.

|

Como se justifica a continuacion, el supuesto n<m y rango(M)=n no es restrictivo.
Considerar el zonotopo Z(&£)=p@[M el]B"" = p® MB™". Es evidente que Z=Z(0) y
Z gZ(e), Ve . Ademds M cumple el supuesto del lema para cada €+#0. Por lo tanto,
haciendo uso del Lema 5.1, es posible obtener para un € #0 dado un paralelotopo 13(8) tal que
ZcZ (¢)c 13(8) Seleccionando arbitrariamente £ de forma que sea distinto de 0 pero

pequefio, puede obtenerse un paralelotopo que acote al zonotopo Z .

A continuacién se presenta una forma de calcular una cota externa & del conjunto error &.
Esta cota se obtiene empleando los conceptos de programacion DC que se han presentado

anteriormente. En primer lugar, se asume que se dispone de un paralelotopo P=t® QOB" c R"
que acota al conjunto X (X < P) (este paralelotopo puede obtenerse por medio del resultado

presentado en el Lema 5.1). Bajo este supuesto, se consideran ahora las siguientes funciones

afinesen x y w:

g (o) =g (pc) | 70 | i=tn

donde u, y u, son subgradientes de g, (x,w) y h (x,w), respectivamente, en (x,w)=(p,c,).

Debido a la convexidad de g,(.) y #&(,) resulta que g (x,w)<g (x,w) vy

h (x,w)<h (x,w), ¥(x,w),i=L...,n. Es decir, son minorantes lineales.

Ahora denominar con f,"(x,w) la i-ésima componente de f“ (x,w). Con esta notacion:
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filxw)=f5(ww) = g (xw)=h(xw)=f" (xw)
< gl (o)~ 1 (o).
Es decir, g, (x,w)—h (x,w)—f"(x,w) es un mayorante convexo de f,(x,w)—f"(x,w).

Denotando ahora como vert(P,W) al conjunto de vértices de (P,W) se concluye que:

max (o) £ (x0) S g ()R (o)) <
< max g (xw)=h(x,w)= £ (x,w) < max g, (x,w)=h (x,w)= £" (x,w).

(x,w)e(P,W) (x,w)evert(P,W)

Argumentando en la misma linea, se puede afirmar que

min )fi(x,w)—ff(x,w) > min_ g (x,w)—h (x,w)— f" (x,w).

(xw)e(X W (xw)evert(P.W)
Lo que precede prueba el siguiente resultado.

Lema 5.2 (Paralelotopo acotacion externa de un conjunto) Supdngase que el paralelotopo P

contiene al  conjunto X 'y se define el  paralelotopo E como

E={xeR":y, <x <y .i=l...n} donde y = max (g (x.w)=h(x,w)=f"(x.w)) v

(x,w)evert(P,W)

/A :( )mir}P W)(g. (x,w)=h (x,w)— fF (x,w)), entonces el paralelotopo & es una acotacion
x,w)evert(P,

externa del conjunto &, es decir £ C & .

Observacion 5.1 Notese que, en orden a calcular el paralelotopo g? , es necesario, en principio,
visitar los 2"" vértices de (P,W). Si se supone que w entra de una forma aditiva en el
modelo del sistema, esto es, f (x, w) :f(x)+Ew, para este caso, si se hace G, igual a E,
resulta que f, (x, w) — fiL (x, w) no depende de w, y iinicamente tendrian que ser considerados

2" vértices. Esto es el orden de la complejidad asociada a la evolucion de la acotacion del
sistema bajo incertidumbre. Notese que esta complejidad es asequible para los sistemas de

orden bajo y proporciona un buen ccompromiso entre complejidad computacional y precision.
5.3.3.2 Acotacion garantista inicial de la evolucion del sistema

Ahora, se determina un teorema que proporciona un operador inicial para acotar la
evolucion del sistema. Este operador supone una nueva acotacion externa para el conjunto error

& (obtenido por medio del Lema 5.2).

Teorema 5.1 Considerar los zonotopos X =p@® HB" y W=c, @M B"™. Suponer que el

paralelotopo & =1 ® QB" cumple & & . Obténgase ahora el zonotopo Z = p.®HB"",
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donde p_=f(p,c, )+t y H2=[GXH G.M, QJ Entonces, bajo estas definiciones se

cumple que £(X,W)c Z.

PRUEBA: Por la definicion Definicidn 5.16 se tiene que:

f(X.W)

(X W)Lt (X W)®E =
f(p.c,)®G HB"®G M B ®F =
(f(p.c,)+1)®G, HB" ®G M B" ® OB’ =
p,®HB""" =Z.

N

5.3.3.3 Mejorando la acotacion obtenida

Una vez se ha obtenido el zonotopo Z, que acota f (X ,W) , €n esta seccidn se presenta una

forma de mejorar dicha acotacion.

Antes de detallar, justificar y demostrar cada uno de los pasos del algoritmo propuesto, de

forma resumida, el proceso seguido es el siguiente:

1.
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Bm+rw+n

Con el Teorema 5.1 se ha obtenido el zonotopo Z=p @ H que acota al
conjunto f(X,W) (Figura 5.1 a), color negro). En el algoritmo que se presenta mds

adelante, a este conjunto se denomina como %, (Figura 5.1 b), color azul).

Se tiene un paralelotopo P (Figura 5.1 c), color rojo y linea continua) como
aproximacioén exterior del zonotopo %, (%, < P), asi como el paralelotopo P que
acota al conjunto X (X < P). Por medio del Teorema 5.2, se obtiene el paralelotopo
P (Figura 5.1 d), color rojo y linea discontinua) de tal forma que f (X.W)cx.N P.
Este paralelotopo P se emplea para mejorar la acotacién X, que se obtuvo por el

Teorema 5.1 (puede mejorar o no), mediante %, P.

Empleando la Propiedad 5.1 se acota el conjunto de estados consistente , por medio

de la franja ¥, (Figura 5.1 e), color verde).

Por dltimo, se obtiene un zonotopo %, (Figura 5.1 f), color naranja) que acota la
interseccién %, P con la franja X,, » mediante el operador interseccion entre franja y

zonotopo propuesto en el Capitulo 2.
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Figura 5.1 Proceso seguido en la mejora de la acotacién garantista de f (X ,W) mediante un zonotopo.

Antes de introducir el resultado principal de este apartado, se enuncia la siguiente
definicion.
Definicion 5.17 Dada la matriz Ee€R™ y las funciones DC  siguientes:
ﬁ.(x,w)=g,.(x,w)—h,.(x,w),izl,...,n. Las funciones giE(x,w),hf(x,w),izl,...,n se definen

de la siguiente forma:
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. . E g.(x,w) siE 20
gl (x,w)= ;gi] (x,w) donde g!(x,w)= {_Elj]h]] (x,w) en otrg caso

. : E h(x,w) SiE_ 20
E _ J J — [ ’ i,
ht (x,w)= ,—Z:;hi (x,w) donde K (x,w)= {_El_i}éj (x,w) en otr(j) caso

Lema 53 Si E  representa la i-ésima fila de la matriz E, entonces
El.f(x,w)zg,.E (x,w)—hf(x,w),izl,...,n. Ademds, las funciones gl.E (x,w) y h,.E(x,w) con

i=1,...,n son convexas.

PRUEBA: Es ficil ver que g/(x,w)—h’(x,w)=E, .(gj(x,w)—hj(x,w))=E,.,jfj (x,w).

L]

Por lo tanto,

Y, para terminar la demostracion, nétese que por construccién g/ (x,w) y h’(x,w) son

convexas. De esa forma, g/ (x,w) y h’ (x,w) son convexas también.

O

A continuacidon se declara un segundo operador acotaciéon para mejorar los resultados

obtenidos por el operador presentado en el Teorema 5.1. Entonces se supone que se ha obtenido

un zonotopo Z tal que f(X,W)cZ.

El nuevo teorema utiliza el operador presentado en el Lema 5.1 para acotar el zonotopo Z

por el paralelotopo P.
Teorema 5.2 Suponer que £(X,W) estd incluido en el zonotopo: Z=p. ® H B""™" . Suponer

también que el paralelotopo pP= {x : “EAx— q| < 1} es una aproximacion exteriorde Z (Z C P )

y el paralelotopo P acota el conjunto X (X < P ). Bajo estos supuestos, obtener:

7 (1) =gf (pc )+ | 5700 |, i=lecn

—L

hi (x’w):hiE(pz7cw)+uAh,T|:vxv__€z:|’ i=1,...,n

w
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donde i, u, son subgradientes en (x,w)=(p..c,), de gf(x,w) y hf(x,w),

ll
respectivamente. Ahora calcular

¥ = max )gl-é(pz,cw)—}_lié (x,w)

X, We verr(P,W

7, = min )(gié(pz’cvv)_hié('x’w))

x,wevert(P,W

donde i=1,...,n.

Entonces, f(X,W)cZNP, donde 15={x:71.‘ <Ex< 71.+,i=1,...,n} )

A

PRUEBA: E es la i-6sima fila de la  matriz E, entonces

1

E.f(x.w)=gF (x,w)—h’ (x,w), donde g’ (x,w) y h®(x,w) son funciones convexas segiin el

Lema 5.3. Teniendo en cuenta que §I.E (x,w) y hiE (x,w) son minorantes lineales de giE (x,w) y

hié (x, w) , es claro que

Vi < §,E(x,w)—hi’§(x,w) SEl.f(x,w) < gl.E (x,w)—h,.E (x,w)s v, Vx,we X,W.
Entonces se deduce que f(X,W)cP.

O

Observacién 5.2 Nétese que el paralelotopo P obtenido en el Teorema 5.2 puede emplearse
para mejorar la acotacion Z obtenida por el Teorema 5.1. El paralelotopo P se define por la
interseccion de n franjas o bandas. La operacion Z(\ P puede implementarse por medio de la
interseccion de n franjas. En [ 42 ]| se presenta un operador eficiente para acotar la
interseccion de un zonotopo y una franja. Dada una franja y un zonotopo de orden r, el
operador permite unicamente obtener un nuevo zonotopo, de orden r, conteniendo la
interseccion. El operador interseccion referenciado se puede utilizar aqui para obtener

acotaciones de la interseccion de un zonotopo con una franja.

En el siguiente apartado se aborda el cdlculo de una franja que acota el conjunto de estados

consistentes con una medida dada.
5.3.4 Acotacion del conjunto de estados consistente

En este apartado se proporciona una acotacién del conjunto de estado consistente. Dada una

medida y, € R”, el conjunto de estado consistente se definié anteriormente en la Definicién
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5.10 como y, :{xe R":y, € d(x,V)} ,donde V =c, ® M B” . Ahora se definen los conjuntos
X, (i), i=1l...,p como la regién del espacio de estado consistente con la i-ésima

componente de la salida y,: y, (i) ={xeR":y,(i)ed,(x.V)}. donde d,(x,V) representa la

P
i -ésima componente de d(x,V)e R”. Con esta definicién estd claro que X, S ﬂ X, (i).
i=1

En lo que sigue se mostrard el intervalo x (i) por medio de una franja en el espacio de
estado. Si x, pertenece al zonotopo Y, entonces la i -€sima componente de la salida medida y,
puede utilizarse para obtener una acotacién bien definida del estado como x, € 7, (%, (i).La
siguiente propiedad muestra que es posible acotar en el espacio de estado %, ) X, (i) por

medio de la interseccion de %, y una franja.

Propiedad 5.1 Dado el zonotopo ¥, , la salida medida y, (i) y el vector c,e R", obtener un

paralelotopo P tal que ), < P y los escalares s,,0,€ R tales que

+ —
S+ 0.
s_zu’ O':pl+_

1 2 !
p; =maxcx—(a (x,v)-b (xv))
)5 ()

Entonces,  definiendo  la  franja ¥, (i)= {x : ‘ciTx -y (i)- si‘ < 0'.} , resulta que

i

_ . T
pi =ming¢, x— (a,.
x,vevert(P,V)

(
x,vevert(P,V)
(
Z2Nx, ()cxnz, (i)

Noétese que las funciones convexas q,(x,v) y b,(x,v) con i=1,...,p son las i-ésimas

componentes de a(x,v) y b(x,v), y las funciones @ (x,v) y b,(x,v) son sus minorantes

lineales.
PRUEBA: Si xe 7, N, (i) entonces existe ve V tal que y, (i)=d,(x,v). Multiplicando la
igualdad por —1 y sumando ¢ x se obtiene:

¢ x—y, (i):cl.Tx—d,.(x,v)g[pi’,p’.*]:[si -0, +O—i]

Y, como consecuencia, ‘ciTx— v (i)— si‘ <o, paratodo xe 7, Ny, (i).
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Adviértase que si d,(--) es diferenciable, una eleccién apropiada de ¢, es
¢, =(9/0x)d,(p,.c,). Si no, el vector ¢, junto con una constante 7, puede obtenerse de tal
forma que ¢,"x+7, constituye una aproximacién afin de la funcién d,(-,-) en (P,V).

En el siguiente apartado, se presenta una version detallada del algoritmo de estimacion

presentado.
5.3.5 Algoritmo de estimacion de estados garantista

Supéngase que se dispone de una cota externa del conjunto de estado bajo incertidumbre
exacto en el instante de tiempo k—1 (esta cota puede denotarse como %, ,). Supdngase
también que una salida medida y, se ha obtenido en el instante de tiempo k. Bajo estos

supuestos, el siguiente algoritmo (Tabla 5.2) estima una cota externa del conjunto de estado

bajo incertidumbre exacto.

Algoritmo Cdlculo de una cota externa del conjunto de estado bajo incertidumbre exacto

Algoritmo

Paso 1: Usar el Teorema 5.1, calcular un zonotopo 7, tal que f(%,_.W)CZ, -

Paso 2: Haciendo uso del Teorema 5.2, obtener un paralelotopo P tal que
f(ZW)eP.

Paso 3: Utilizando la Propiedad 5.1, calcular una acotacién externa del conjunto de
estado consistente y, . Esta acotacion externa se denomina como ¥, .

Paso 4: Calcular un zonotopo %, 2 7, N (f’ NZ, ) (ver Observacion 5.2).

Fin del Algoritmo

Tabla 5.2 Algoritmo de estimacién de estado garantista.

El algoritmo comienza (primer y segundo paso) calculando los conjuntos %, y P . Estos

conjuntos son acotaciones externas de la evolucidn del sistema y se calculan haciendo uso de la

programacion DC. Una cota externa del conjunto de estados que es consistente con la nueva y,

medida se obtiene en el paso 3 usando programacién DC. Finalmente, en el paso 4 se utiliza un

operador interseccion del zonotopo y la franja para obtener la cota externa J, .
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5.4 Ejemplo
En este apartado se presenta un ejemplo de estimacién de estado para un sistema no lineal.
Dadas las funciones:

fi(x,x,)=-0.7x, +0.1x; +0.1x,x, + 0.1 "
£ (%,x,)=x +x, +0.1x] +0.2x,x,

El sistema se describe por la expresion:

xl(k+1):f1(xl(k)’xz(k))+wl(k)
(k+1)=f, (x (k). x, (k))+w, (k)

X
donde |w1(k)|£0.1 y |w2(k)|SO.1. Las salidas medidas son: y, =x (k)+x,(k)+v(k). El
error estd acotado por: |v(k)| <0.2, k=>0. El estado inicial pertenece a la caja 3IB*, siendo /
la matriz identidad. La sefial a estimar es z, =[1 0]x, . Conociendo que para cada matriz Q de
dimensién nXxn, existen dos matrices A y B de dimensién nxn semidefinidas positivas tales

que x'Qx=x"Ax—x"Bx [ 95]y considerando que 0.1¢" es un término convexo, estd clara la

obtencién de una representacion DC para el sistema considerado.

T i T T T T T T T T
10F I -
1
I
i
B' I 1
[
|
B | .
i |
5 |
S ]
= i
- !
2t ! i
!
f
D_ ""--\.pf -
2
] ] 1 1 ] 1 1 ] 1 1

Figura 5.2 Evolucidén del volumen de la cota garantista del estado.
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La Figura 5.2 muestra en linea continua la evolucién del volumen de la cota garantista del
estado, obtenida con el algoritmo del método propuesto. La linea discontinua muestra el
volumen obtenido con el método presentado en [ 3 ]; en este caso, se usa la aritmética intervalar
para acotar la evolucion de los sistemas. Se comprueba que el método que se ha propuesto en
esta tesis mejora la estimacidon resultante obtenida de [ 3 ]. La Figura 5.3 compara las
acotaciones sobre x, obtenidas con las correspondientes a los conjuntos de estados bajo
incertidumbre exactos. Adviértase que los conjuntos de estados bajo incertidumbre exactos se
han obtenido a partir de los valores minimos y méximos resultantes de la evolucién bajo

incertidumbre de una nube de puntos suficientemente densa.

Figura 5.3 Lineas continuas representan las acotaciones garantistas del estado X, que se han obtenido por

el algoritmo presentado. Lineas discontinuas representan las acotaciones de x, obtenidas a partir de los
conjuntos bajo incertidumbre exactos.

La Figura 5.4 muestra una sucesioén de conjuntos %, y cémo el algoritmo propuesto reduce

sus volimenes por interseccion, obteniendo los conjuntos %,. La Figura 5.5 muestra una

sucesion de conjuntos 7, obtenidos por el algoritmo que se propone.
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Figura 5.4 Lineas discontinuas muestran los conjuntos %,, ¥, ¥ X, . Las lineas continuas representan
los conjuntos %,, %, ¥, ¥ X,. Las nubes de puntos de color azul muestran los conjuntos bajo

incertidumbre exactos ¥,, ¥, X, Y X;- Los conjuntos f(;t’o,W), f(;t’l,W) y f(,%,W) se

representan como nubes de puntos de color amarillo.

Figura 5.5 Lineas continuas muestran los conjuntos #,, ,,...,.¥,s. Las nubes de puntos (color azul)

representan los conjuntos bajo incertidumbre exactos ¥, %;,...,¥s. Las flechas representan la
evolucion existente en el sistema.
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5.5 Conclusiones

5.5 Conclusiones

Se ha propuesto en la tesis un método para estimacién de estado garantista propuesto para
sistemas discretos no lineales con una descripcién acotada del ruido y de los pardmetros. El
algoritmo acota el conjunto de todos los estados que son consistentes con la salida medida y el
ruido y pardmetros determinados. La evolucién del sistema se captura por zonotopos,
utilizdndose programaciéon DC para la obtencidén de esos zonotopos. Las medidas obtenidas se
usan para hacer la intersecciéon de los zonotopos calculados con las franjas de los estados
consistentes. Por tltimo, el ejemplo que se ha estudiado muestra graficamente la aplicacion del

método propuesto.
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Capitulo 6. Analisis del Dominio de Atraccidn de un Sistema en Bucle

Cerrado utilizando Técnicas DC

El capitulo 6 de esta tesis se estructura de la siguiente forma. En el apartado 6.1 se
introducen los conjuntos invariantes para sistemas no lineales con restricciones, con el fin de
centrar el problema que resuelve el nuevo método ordculo presentado; y, dentro de este
apartado, el subapartado 6.1.1 hace un recorrido bibliografico sobre el calculo de conjuntos
invariantes para sistemas no lineales con restricciones. En el apartado 6.2 se presenta el oraculo
basado en aproximaciones para conjuntos invariantes admisibles. En el apartado 6.3 se formula
el problema y se describe la forma de resolucion propuesta. Se continua en el apartado 6.4
formalizando el algoritmo de resolucion propuesto. El apartado 6.5 hace referencia a la
aplicacion de las funciones DC al problema y resolucion propuestos. En el apartado 6.6 se
proporcionan dos ejemplos ilustrativos el método de resolucion propuesto. Y, finalmente, se

presentan las conclusiones en el apartado 6.7.
6.1 Introduccion. Conjuntos invariantes para sistemas no lineales con restricciones

El concepto de conjunto invariante deriva directamente de la teoria de Lyapunov. Se puede
utilizar una funciéon de Lyapunov para demostrar que un punto de equilibrio de un sistema
dinamico es estable. La region del espacio de estados en la que la funcion de Lyapunov esta
acotada es una region de atraccion del punto de equilibrio, y constituye un conjunto invariante

positivo. Una vez el sistema se encuentre dentro de dicha region, no la abandona nunca.

Para el analisis de sistemas autébnomos con restricciones y el disefio de controladores
estabilizantes de sistemas con restricciones, la teoria de la invarianza de conjuntos es muy
importante. Dicha teoria se ha desarrollado extensamente y se han presentado un gran niimero
de resultados desde el articulo inicial [ 26 ]. En [ 31 ] se discuten resultados importantes

obtenidos en esta teoria.

Por lo tanto, es un problema importante calcular los conjuntos invariantes correspondientes
a ciertos sistemas dindmicos. La forma mas general de calcular los conjuntos invariantes se basa
en el llamado conjunto a un paso. El conjunto a un paso es el conjunto de los estados que
pueden alcanzar en un s6lo paso un conjunto destino mediante una accion de control admisible.

Usando el conjunto a un paso de forma recursiva, pueden calcularse conjuntos invariantes de
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control. De la misma forma, también es posible definir el maximo conjunto invariante o

maximo conjunto estabilizable.

El calculo del conjunto a un paso se puede considerar un problema geométrico, no
existiendo un método general para obtenerlo. Existen diferentes algoritmos para sistema lineales
[ 80 ], sistemas politopicos [ 29 |, sistemas lineales a trozos [ 110 |, etc. Sin embargo, el calculo

de conjuntos invariantes es aiin un campo abierto.

La teoria de los conjuntos invariantes es importante en el paradigma MPC. Estos conjuntos
pueden utilizarse para definir regiones terminales o para disefiar leyes de control 6ptimas con

estabilidad garantizada.

Un ingrediente principal para el diseio MPC estable es el conjunto terminal invariante
(positivo o de control) que garantiza la factibilidad en todo instante, y como consecuencia el
satisfacer restricciones. Una mayor region terminal provee al controlador de un mayor dominio
de atraccion, motivando el estudio de los conjuntos invariantes en este sentido. Se ha
considerado aumentar la region terminal en sistemas lineales [ 68 ], [ 127 ], donde se considera
una ley de control saturada. En [ 55 ] se aumenta el conjunto terminal utilizando una
representacion local LDI (Linear Differential Inclusion - Inclusion Diferencial Lineal) para el
sistema no lineal y resolviendo fuera de linea un problema de optimizacion LMI. En [ 49 ], se
utiliza también una representacion local LDI, pero se calcula un conjunto terminal politdpico.
Este resultado se mejord en [ 50 |. En [ 125 ] se consigue el aumento remplazando el conjunto

terminal invariante por una secuencia contractiva de conjuntos.

El célculo de conjuntos invariantes puede usarse en el disefio de leyes de control 6ptimas en
el tiempo [ 137 ] o como restricciones estabilizantes [ 23 ], [ 30 |. En [ 10 ] y [ 126 ], para relajar
la computacion, una formulacion robusta MPC en bucle cerrado utiliza una secuencia de

conjuntos controlables robustos contractivos como restricciones estabilizantes robustas.
6.2 Oréaculo basado en aproximaciones para conjuntos invariantes admisibles

Dado un sistema no lineal y una ley de control, se propone en este capitulo un nuevo
método para obtener planos de corte excluyendo puntos no pertenecientes al madximo conjunto
invariante admisible. El método emplea linealizaciones a lo largo de la trayectoria del sistema
en bucle cerrado con el fin de obtener un conjunto de planos de corte. La principal ventaja del
método es que si se dispone de una aproximacién interior al maximo conjunto invariante
admisible, los planos de corte que se proporcionan no cortan nunca a esta aproximacion inicial.

Para mejorar los planos de corte obtenidos por linealizacion se emplea una version escalada de
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un conjunto invariante inicial. El método propuesto puede utilizarse en el contexto del control

predictivo basado en modelos no lineales. Al final, el método se ilustra con dos ejemplos.

Uno de los problemas mas relevantes en teoria de control es encontrar la caracterizacion de
un AIS (Admissible Invariant Set - Conjunto Invariante Admisible) para sistemas en bucle
cerrado [ 31 ]. Estos conjuntos invariantes admisibles juegan un papel clave en la teoria de
Control Predictivo basado en Modelo, donde se utilizan para la estabilidad garantista [ 138 ]. Se
han considerado diferentes métodos cuando se propone un sistema lineal. Por ejemplo, en [ 80 ]
se obtiene una aproximacion cerrada del conjunto admisible de salida maximo representada por
un numero finito de desigualdades funcionales, en [ 112 ] se presenta la caracterizacion y
calculo de conjuntos invariantes para sistemas lineales con entradas con perturbaciones
acotadas. Se proporcionan otras aproximaciones del conjunto positivamente invariante robusto
minimo en [ 166 ]. En [ 84 ] se refiere al caso de sistemas lineales sujetos a control saturado.
Los métodos para obtener una estimacion de una aproximacion interior del dominio de atraccion
se han ampliado para sistemas no lineales también. Una estimacion del dominio de atraccion de
una clase de sistema Lur’e discreto en el tiempo se presenta en [ 5 ], en [ 41 ]| se propone un
algoritmo para obtener conjuntos invariantes de control para sistemas no lineales con
restricciones. Se emplean funciones DC en [ 76 ] para proporcionar un método para calcular

conjuntos invariantes de control robustos para sistemas discretos no lineales.

Es bien sabido que el calculo exacto del conjunto invariante para un sistema no lineal es un
problema de naturaleza NP-compleja (NP-hard; nondeterministic polynomial time (NP)) [ 41 ].
En orden a soslayar este asunto se presenta en esta tesis un método oraculo. Por medio de una
iteracion simple, el oraculo determina si una condiciéon inicial dada pertenece al conjunto
invariante admisible. Si la iteracion revela que el estado dado no pertenece al conjunto
invariante admisible maximo entonces se proporciona un algoritmo de plano de corte. Este
plano de corte que suministra el algoritmo cumple que contiene el punto inicial y ademds una
estimacion inicial del conjunto invariante admisible. El plano de corte se obtiene siguiendo una
simple recursion. En el contexto del MPC, se puede utilizar este plano de corte para obtener una
mejora en la aproximacion de la region terminal admisible. El método propuesto permite

manejar la restriccion terminal de una forma numéricamente eficiente.
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6.3 Formulacion del problema

Considérese un sistema no lineal definido por la siguiente ecuacion
X" =f(xu) (6.1)
donde xeR" es el vector de estado, ue R"™ es la accion de control y X' es el estado siguiente.
Supdngase que la ley de control u= K(X) estabiliza localmente el origen X=0. En lo que

sigue, fy (X) representa el sistema en bucle cerrado
X" = f (x)= f(x,K(x)) (6.2)
A continuacion se proporciona una definicion de Conjunto Invariante Admisible AIS [ 32 ].

Definicién 6.1 (Conjunto invariante admisible (AlS)). Dados los conjuntos X y U, Q esun

conjunto invariante admisible si

1) Q estdincluidoen X.

2) K(x) esta incluido en U paratodo x perteneciente a Q.

3) fc(x) estaincluidoen Q paratodo x perteneciente a Q.

Puede obtenerse un AIS haciendo uso de diferentes métodos como los presentados en: [ 4 |,

[189],[85],[97],[98],[511],[32]. Por ejemplo, el AIS elipsoidal

Q, ={x:x"Px< p} (6.3)
donde P es una matriz simétrica definida positiva, y P puede ser obtenido usando una
inclusion en diferencias lineales (LDI) del sistema (6.2) alrededor del origen [ 36 ]. Sin
embargo, el AIS obtenido puede ser de tamafio reducido por dos razones. Primero, el método
LDI anteriormente mencionado puede producir resultados demasiado conservativos cuando se
aplica a sistemas no lineales. Ademas, obligando a que la forma del conjunto invariante sea un
elipsoide se tiene una fuente de conservadurismo.

Dado un AIS inicial €}, es posible obtener un AIS ampliado usando simplemente un
esquema iterativo [ 32 ]. Basta con definir la secuencia de los conjuntos como

QK:{X:XeY,fK(X)eQM}, k=1,2,...,M, donde el conjunto Y estd definido como

Y ={x:xeX,K(x)eU}.

Cada conjunto €, es invariante, admisible y cumple Q, |, < €3, . Para cualquier condicion

inicial X tal que su evolucion converge al origen de una forma admisible, se puede encontrar un
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entero K tal que XeQ_ . Por lo tanto, si M es lo suficientemente grande, €, es normalmente

mas grande que €, y constituye una buena aproximacion del maximo AIS. Para un entero dado
M, €, puede ser un conjunto no convexo y complejo [ 32 ]. Sin embargo, es bien simple
comprobar si un punto X dado pertenece a €, o no; es suficiente integrar el sistema hacia
adelante en el tiempo y comprobar que evoluciona a €}, en una forma admisible en no mas de

M muestras. Se define:

A

¢(>A<’k)‘={);K (4(.k-1)) kot

>1.

También, dado k cumpliendo 0 <k <M, el conjunto Y, se define como
Y = Y if 0<k<M -1
k™ if k=M,

Con estas definiciones, €, puede reescribirse como

O, ={x: g(xk)eY,, k=0,.,M } (6.4)

Se advierte de que esta definicion proporciona un esquema secuencial para comprobar si

una condicién inicial X dada pertenece a ),,. Este punto se ilustra en la Figura 6.1 por medio

de un estado inicial X perteneciente al conjunto €.

El AIS Q,, puede utilizarse para implementar un modelo de estrategia predictiva para el
sistema (6.1) con restricciones X€ X y ueU. Puesto que €, es un conjunto invariante

admisible para el sistema (6.2), el siguiente problema de optimizaciéon de Control Predictivo

basado en Modelos se puede proponer para una condicion inicial X dada:

N
o 2DV ()
s.t. X, =X,
X = (XU, ), k=1,...,N
X, € X,u, €U, k=0,....,N-1
Xy €y -

donde L(--) representa el coste de etapa y V() es un coste terminal. Este método esta
intimamente relacionado con la nocién de horizonte predictivo. El empleo de €3, como un

conjunto terminal es equivalente a considerar €3, como restriccion terminal, N como horizonte
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de control y M como horizonte de prediccion [ 47 ]. Dada una secuencia {uo,ul,...,uN}, es

facil comprobar si la restriccion terminal se cumple usando (6.4). Si la restriccion terminal no se

satisface, entonces normalmente es dificil traducir este hecho en una correccion de la secuencia

candidata {Uy,U,,...,Uy}.

Figura 6.1 Ejemplo de evolucin de un estado X € R?. Como ¢(X,M )€, entonces X € Q.

La contribucion principal del trabajo desarrollado y que se muestra en este tema es

proporcionar un algoritmo que no compruebe so6lo si una condicion dada pertenece a €, ,sino

que proporcione también un plano de corte que pueda utilizarse para obtener la aproximacion de

Q,,. De esta forma, se puede resolver el problema MPC desprovisto de restricciones terminales
y comprobar si la solucion obtenida cumple la restriccion terminal. Si la respuesta es negativa,
se obtiene un plano de corte y se incluye como restriccidon terminal adicional. Este
procedimiento se repite de tal forma que cada vez que el algoritmo detecta que la solucion
obtenida no la satisface, X, €, se incluye en el problema de optimizacion una restricciéon
lineal nueva de la forma c'x, <d. En el siguiente apartado se presenta un algoritmo que nos
permite obtener planos de corte, que ademas no excluyen ningiin punto del AIS inicial Q.

Como se ilustra por medio de diferentes ejemplos en el apartado 6.6, este algoritmo constituye

una ventaja clara con respecto al uso del esquema de diferenciacion estandar.
6.4 Algoritmo

A continuacion, en la Tabla 6.1, se introduce la estructura del oraculo que comprueba si un

estado X dado pertenece a ), , y proporciona un plano de corte si la respuesta es negativa.
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Algoritmo 1: Oraculo que comprueba si un estado X dado pertenece a €,

Algoritmo 1

1) Si ReQ,, entonces devuelve ‘Si’

2)  EN OTRO CASO, obtener ¢, eR", d, eR de forma que ¢;%=d, y ¢jx<d,
para todo X € Q)

3) DEVUELVE c,,d,
Fin del Algoritmo 1

Tabla 6.1 Algoritmo 1: Oraculo que comprueba si un estado X dado pertenece al conjunto Q,,,
devolviendo un plano de corte si no pertenece.

El algoritmo 1 devuelve el par c,,d, tal que ¢;x=d, y Q, < {X:ng < do}. Se observa

que, puede obtenerse una aproximacion convexa de ,, iterando el Algoritmo 1 propuesto con

diferentes puntos iniciales X del espacio de estado. A continuacion, en A, se muestra cOmo

obtener un plano de corte.
6.4.1 Obteniendo un plano de corte

El paso 2 del algoritmo 1 se aplica si el estado X no pertenece a €),. En este caso, por

definicion, existe k<M tal que ¢()A(,|2)$Yﬁ. En lo que sigue se asume que los conjuntos
Y., k=0,...,M son convexos. Bajo este supuesto se tiene que si ¢()?,I€) Y, entonces existe
C, eR" y d. tales que CQTX<dQ, VXeY, y CRT¢(>A(,|2)=dR. Esto es, Cka<d;2 es un plano

separador del estado ¢()A(,|2) y el conjunto convexo Y, el cual puede calcularse usando
adecuadamente técnicas conocidas [ 37 ].

Se designa como A(X) a la derivada parcial de f,(-) conrespecto a X en el punto X. Esto
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Se esta ahora en disposicion de presentar un algoritmo general que calcula un plano de

corte cuando X ¢ Q,, , en la Tabla 6.2.

Algoritmo 2: Calculo de un plano de corte cuando X ¢ Q,,

Algoritmo 2
1)  Obtener el menor entero j tal que @(, j) zyY;.
2)  Obtener ¢; y d; tales que ¢;'x<d; paratodo xeY, y ¢,"¢(%,j)=d;.

3)  MIENTRAS QUE j>0

4) END MIENTRAS.

5) DEVUELVE (c,.d,).

Fin del Algoritmo 2

Tabla 6.2 Algoritmo que calcula un plano de corte (c,,d, ), cuando X ¢ Q,, .

Se observa que el par (CO,dO) obtenido con el Algoritmo 2 cumple, por construccion,
¢, X=d,. La restriccion c,’X<d, puede utilizarse como plano de corte para descartar el
estado X si no pertenece a €,. En un esquema MPC, esta restriccion se puede afiadir a las
restricciones terminales. En la Figura 6.2 se ilustra una iteracion del Algoritmo 2.

El siguiente teorema pone de manifiesto que bajo un supuesto de linealidad, la restriccion
obtenida ¢,"* <d, la cumplen todos los elementos del conjunto Q. Esto significa que en este
caso el algoritmo es no conservativo ya que no excluye ningin punto de €Q,. Esto es, el

algoritmo proporciona un plano de corte que separa X de Q.
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Figura 6.2 Ejemplo de iteracion del Algoritmo 2 para obtener un plano de corte. En este caso

¢()A(,4) ¢ X , de esta manera ¢()A(,4) ¢Y, y el Algoritmo 2 se puede emplear para descartar X .

Teorema 6.1 Suponer que Y,, k=0,...,M son convexos y que x" = f, (x): A X. Entonces,

dado %¢Q,, el Algoritmo 2 proporciona un plano de corte c,"x=d, que cumple

Q, c{x:gx<d,}.

PRUEBA: El supuesto X" = f, (x)=A.x implica que A(X)=A,, para todo X. Por lo

tanto, C_, :A((,iﬁ()ﬂ(,l—l))T ¢, =AC, para todo |=1,..,j. Esto ahora nos demuestra que

d_, =d,, para | =1,.., j.
d=c ' d(RI-1)=c AP(R j-1)=c,"#(% j)=d,.

A partir de las igualdades ¢, , = AKTCj y d; , =d; se obtiene:

{x:ex<d,} = {x:Ax<d |
= {x:cAx<d,|
= {x:cjAlx <d |
= {x:cjg(xj) <d;}
2 X ¢(X91) € Yj }
o {x:p(xk)eY k=1..M }=Q,
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6.4.2 Perfeccionando los planos de corte

Si el sistema en bucle cerrado es no lineal entonces los supuestos del Teorema 6.1 no se

cumplen y los planos de corte obtenidos por medio del Algoritmo 2 pueden ser muy

conservativos. En el peor de los casos, el conjunto {X ccx <.d, }puede tener una

interseccion con €, vacia. En este apartado se presenta una estrategia para dirimir esta
cuestion. La idea clave es utilizar una version escalada del elipsoide €, denominado Qc, que
sirve como una aproximacion convexa de €),. Si €3, es un conjunto no convexo, puede que no
sea posible encontrar para un punto X ¢ €, dado un plano de corte que separe X de €. Dado
% Q,, el algoritmo que se presenta en este apartado, obtiene un plano de corte ¢jx =d, que
pasa a través de X y que esta diseflado para satisfacer, cuando es posible, la restriccion

O g{ X : Cg x <d, } Como se va a demostrar, el algoritmo siempre proporciona para cada

X ¢ €, un plano de corte que separa X de ), que se asume que es una aproximacion interior
de Q. Los resultados obtenidos con esta modificacion mejora sobre los correspondientes del

Algoritmo 2 como se ilustra mas adelante.

Con objeto de obtener el nuevo elipsoide , se considera un conjunto de estados
] p i
S ={X,X,,....X,} seleccionados aleatoriamente en Y. Ahora denominamos como T al

EERAT™

subconjunto de elementos de S que no pertenecen a €),. Estoes, T = {X :XeS,xeQ, } Esta

claro que ={X:XT PXSpE} con

Pe = rnxin X' Px

st. xeT
constituye una aproximacion del conjunto €,. Se advierte que €. no garantiza ser AIS. Sin
embargo, si m se elige lo suficientemente grande, los puntos pertenecientes a € estan
contenidos en €, con una alta probabilidad. En la Figura 6.3 se muestra un ejemplo de
conjunto escalado €., representando mediante puntos azules los estados X tales que x¢Q,, ;y
en color amarillo aquellos puntos X tales que xe(,, . Para llegar a Q_, se ha partido de un

conjunto €.
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Figura 6.3 Ejemplo de conjunto escalado € . Los estados X tales que X ¢ Q,, estan representados por
puntos de color azul. Los estados X tales que X € Q),, se representan por puntos de color amarillo.

Figura 6.4 El plano de corte previo ¢;x=d, corta a .. Se obtiene un nuevo plano de corte

C(/l* )T x=d, tangentea Q) .

A continuacion se presenta el Algoritmo Oraculo. El algoritmo comienza comprobando si

el estado inicial X pertenece al conjunto €3, empleando la definicion (6.4). El algoritmo
devuelve SI en caso positivo. Si X ¢ ), entonces se aplica el Algorimto 2 para obtener un
plano de corte previo definido por el par (c,.d,). Si d, <0 entonces la restriccion ¢,x < d,
no se cumple para una fraccion grande de €}, ya que es violada por el origen X=0. En este
caso o si Xe (). el Algoritmo Oraculo devuelve un plano de corte nuevo que es tangente a la

elipse definida por {x X Px<X' P)?}. Por otro lado, si d, >+/pc;P'c,, el plano definido por

el par (c,,d,) no corta a €, de esta manera se considera un buen plano de corte y no se
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modifica. Finalmente, si el plano inicial corta a ()., se calcula un nuevo plano de corte que es

tangente a €).. Esta accidn se ilustra en la Figura 6.4. A continuacion, en la Tabla 6.3, se

presenta el Algoritmo Oraculo.

Algoritmo Oraculo

Algoritmo Oréculo

1)

2)

Sl ReQ,, entonces DEVOLVER ‘Si’

EN OTRO CASO

il

iii

v

Obtener (Co,do) por el Algoritmo 2
SId,<0 0 XeQ
c, =P&%, d,=c;X

0

DEVOLVER (c,,d,)
SI d, >+/peci P 'c,
DEVOLVER (c,,d,)

Definir ¢(4)=(1-4)c,+A¢, y ¢ =d,P%/((PR'X), determinar A’
como el minimo valor de /16[0,1] tal que pEC(/I*)T P"C(/I*)Sdg y
DEVOLVER ¢(4").d,

Fin del Algoritmo Oraculo

Tabla 6.3 Algoritmo Oraculo.

El siguiente teorema demuestra las afirmaciones realizadas en el Algoritmo Oraculo de la

Tabla 6.3.

Teorema 6.2 Dado X¢Q,, y los elipsoides € <€, donde Q =, es un AlS, el par

(c,.d,) devuelto por el Algoritmo Oréculo cumple:

1) c’=d
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6.4 Algoritmo

2) Q,c{x:gx < d, |.
3) Si R¢ Q. entonces Q. < { x:¢x < d, |.

PRUEBA: A partir de la inclusion Q) = {X :XTPx < p} cQ, se tiene que si XeQ)
entonces X € Q, ; el Algoritmo Oraculo devuelve ‘SI”. De esa forma, se asume que en el paso 2

del Algoritmo Oraculo R &€, y como consecuencia X' PTX > p. A continuacién se prueba que

ii En este caso tenemos por construccion que ¢) & =d,. Por las igualdades ¢, = PR y
d, =c, X se tiene que d,=RX"PX=c]P'c,>0. Dado que X¢Q, ={x: X' Px < p}
se tiene que d, = X' PR > p. A partir de esto y del Lema 6.1 se obtiene
Tp-I T
d, >+/pd, =4/ pCc, P c, =max  CyX
st. X'Px <p.

A partir de esto concluimos que QOC{Xich < d, } Bajo el supuesto

XeQp ={X:XTPXSpE} se obtiene d, =R"PX> p; y

Tp-1 T
d, >+ ped, =4/ p:C, P C, =max  CyX

st. X'Px <p.

Esto prueba que si X ¢ Q. entonces Q c{ x:cx < d, }

iii El Algoritmo 2 proporciona, por construccion, el par (Co,do) tal que ¢, 8 =d,. De

ese modo la primera afirmacion del teorema estd demostrada.

d, > /€ P7'c, se infiere a partir del Lema 6.1 que

d, > /€ P'c, =max ¢ X
X

st. X'Px <p.

Ya que

Se concluye que Q, c{ x:c)x < d, }
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iv En este caso, y de nuevo por construccion, Unicamente puede verificarse que

c ®=d,. Yaque

Se tiene que pc(1)’ P'c(1)=dZ.

A partir de esto se deduce que siempre existe A en el intervalo [O,l] tal que

pEC(/l)T P'c(4)<d,;. Dado que c, =C(/1*) cumple pgc,'P'c, <d; se tiene a

0

partir del Lema 6.1

d, > /€ P'c, =max ¢ X
X

st. X'Px <pg.
Se concluye que Qg c{ x:c)x < d, }

O
El Lema empleado en el Teorema 6.2, para la demostracion de la afirmacion iv del

Algoritmo Oraculo de la Tabla 6.3, se muestra a continuacion.

Lema 6.1 [ 36 ] Suponer que P <R™ es una matriz definida positiva y que o es un escalar
positivo. Entonces, dado c e R" se tiene:

Jpc'P'c =max c¢'x
X
st. XPx <p

PRUEBA: Sea X~ definido por

X =argmax C'X

: 6.5)
st. XPx <p

.y * . . .
Para obtener una expresion de forma cerrada de X se aplica el cambio de variable

x =[pP™?z . Entonces, (6.5) se puede escribir como

z' = argmaxc' \/;P’l/zz
st. 2'z<1.
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6.5 Aplicacion de funciones DC al problema del dominio de atraccion de un sistema dindmico no lineal

La solucion de forma cerrada de este problema es

7 = P‘l/zc/wlcT Plc.

Entonces, reemplazando la variable original X" =./p P'c / Jc'Plc.

Se concluye que

¢"x =4 pc"Pc.

X2
conjunto X,
relajacion — |
convexa
Q,
X, A
K
X
e ® X, Plano
separador

Figura 6.5 Obtencion de un plano separador mediante la linealizacion de la funcion F(X), relajacion

convexa de la funcion DC f (X) .

6.5 Aplicacion de funciones DC al problema del dominio de atraccion de un

sistema dinamico no lineal

Cuando la funcién es DC, f (X) =d (X)— ﬁ/(x) , para discriminar el punto que define el

estado a partir del cual el sistema evoluciona hacia un punto fuera del conjunto de restricciones

X', una buena aproximacion se obtiene aprovechando la naturaleza DC de la funciéon f (X) . En
la Figura 6.5, el punto X, evoluciona hacia un estado X,,, fuera del conjunto X que define las

restricciones; el estado X,,, incumple al menos una de las restricciones que definen X . Por lo
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tanto, si suponemos que I (X) <0 es una de las restricciones que se incumple, segun el supuesto

planteado en la Figura 6.5, r(f(x,))>0. Es decir, r(g’(xk)—ﬁ(xk))>0. En lugar de

linealizar la funcion r, ( f (X)) (también DC) en los estados por los que evoluciona el sistema, se

linealiza un estimador superior de T ( f (X)) en el punto de interseccion de la frontera del

conjunto relajacion convexa (obtenido como consecuencia de dicho estimador superior; en color
azul en la Figura 6.5) con la trayectoria de la evolucion del sistema considerado (en linea
punteada negra en la Figura 6.5); obteniéndose el plano separador que se representa en color
rojo en la misma Figura 6.5. El proceso seguido es el mismo que el planteado anteriormente en

el algoritmo propuesto; se aplica repetidamente hasta obtener la discriminacion del punto X, .

6.6 Ejemplos

Los resultados del trabajo presentado en esta tesis se ilustran por medio de dos ejemplos,

que se muestran a continuacion.
6.6.1 Ejemplo 1

La técnica presentada en esta tesis se aplica a los sistemas no lineales descritos por:

X = Ax+ DO'(KX)+(1—a)D:IBﬂ 6.6)

donde xeR*, IR es la matriz identidad, « e R,

Kx if kx| <1
_[11 107 L_[05] g_[20 007 , _[-0.5234T _ :
A‘[0.0 1.1} D_[l.l} B—[o.o 1.0} K‘[l.lOlO} o (Kx)= 1ol

Se aplica un conjunto de restricciones en el espacio de estado, que es X ={X: RXSb}

donde:
19 -1.0 20.0
oo 1.0 v o 160 ,
R=|19 10 |[€RT D=5k
0 -1.0 6.0

En este ejemplo se fija o =0.99. Para este valor de o la saturacion es la no linealidad

dominante en torno al origen mientras que los términos cuadraticos son los unicos dominantes
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para puntos muy alejados del origen ||x||w >10. Se ha calculado un AIS inicial €, con p=0.5

y se ha obtenido:

p— 3.5306 1.5555
| 1.5555 3.0681

para el sistema.

Admissible Invariant Set

¥

Figura 6.6 Q,, para M =100. Los puntos interiores de color amarillo corresponden a los puntos que

pertenecen al Q,,, . Los correspondientes azules representan los que no pertenecen a Q,, .

En este ejemplo se fija M igual a 100. En la Figura 6.6 se muestra una aproximacion de

Q,, correspondiente a simulaciones numéricas intensivas (10000 puntos aleatorios iniciales). El
conjunto €. esigual a {X :XTPX< pg }, donde el valor pp =0.5 se habia obtenido usando 200

puntos iniciales aleatorios. En la Figura 6.7 se presenta una aproximacion de €,

correspondiente a los planos de corte obtenidos por medio del Algoritmo Oréculo. Para esta
aproximacion han sido empleadas 12 condiciones iniciales aleatorias. En la Figura 6.8 se
muestra la aproximacion obtenida por medio del Algoritmo 2. Mientras el Algoritmo 2 no pueda

evitar los planos de corte a partir de la aproximacion intersectada Q,,, los resultados obtenidos
son mas conservativos (ver Figura 6.9). La Figura 6.10 muestra ambos, la aproximacion de Q,,

proporcionada por el Algoritmo Oraculo y el conjunto Q,, .
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Approximated Admissible Invariant Set

Figura 6.7 AIS aproximado obtenido por el Algoritmo Oraculo.

Approximated Admissible Invariant Set

w2
—

Figura 6.8 AIS aproximado obtenido por el Algoritmo 2.

2
o

Figura 6.9 Comparacion entre el Algoritmo 2 y el Algoritmo Oraculo. Se puede observar que el
Algoritmo Oraculo proporciona una aproximacion menos conservativa que el Algoritmo 2.
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Approximated Admissible Invariant Set

W2
o

-G
-0 -20 -0

Figura 6.10 Comparacion entre el AIS exacto y el aproximado obtenido por el Algoritmo Oraculo.

6.6.2 Ejemplo 2

El segundo ejemplo considera un sistema mezclador. Este proceso esta esquematizado en la
Figura 6.11. El objetivo del proceso operacion es mezclar dos productos A y B. El proceso esta

descrito por las ecuaciones diferenciales siguientes:

Figura 6.11 Tanque mezclador del ejemplo 2.
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Las variables manipuladas son el flujo de entrada F, y el de salida F . Las variables
controladas son la concentraciéon p y el nivel del producto en el tanque h. Las concentraciones
pPa=ly pg=0 yel fluyjo F; =0.5 son considerados constantes. Se considera un punto de
referencia (Pger,hger ) =(0.2,10). Con el fin de obtener un controlador se obtiene una

linealizacion alrededor del punto de referencia. Esta linealizacion se utiliza para obtener un

regulador cuadrético lineal y un AIS inicial Q. El estado y el vector control considerado y la

ganancia del controlador obtenido son los siguientes:

_[p-p R 305838 0.0418
X‘[h—hRREﬂ “—[FA} Kx K_[3.3964 —0.3135}'

L |
g 0.185 018 0185 nz2 0.205 021 0215

Figura 6.12 Se han utilizado 5000 puntos iniciales aleatorios para obtener una aproximacion numérica de
Q- Los estados tales que X €€, estan representados por puntos de color amarillo. Los puntos de

color azul muestran los estados tales que X & €),,. Los puntos de color verde muetran los estados tales

que X¢& X .
Las variables de maniobra F, y F estan restringidas a valores comprendidos entre 0 y 1.
Ademas, se aplica un conjunto de restricciones al dominio del espacio de estado, es decir,

X ={x:Rx<b} donde:

10 0.21
20| . |-0a8
R=l"o 1] P=| 102

0 -1 98

Se ha calculado in AIS inicial Q, con p=0.01y P =[ 3.8228 _0‘0306} -10°.

—-0.0306 0.0028
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1026+

102

1015

101

10.05

9951

a9

9851

9.8

975 1 L 1 L : L 1 1
IR 5] 0185 IR E] 0185 02 0.205 021 0215

ra

Figura 6.13 AIS aproximado obtenido por el Algoritmo Oraculo.

El calculo numérico de €)% produce en este caso un valor de p. igual a 0.11. Se emplea
una aproximacion simple de Euler con un paso de tiempo de 2 para obtener los planos de corte.
La Figura 6.12 muestra el AIS exacto €,,, obtenido con 5000 estados iniciales de prueba. Para
obtener el elipsoide escalado )., se han considerado 200 estados iniciales. El algoritmo

procesa 13 planos de corte para obtener la aproximacion final. La Figura 6.13 muestra el AIS
aproximado final obtenido por el Algoritmo Oraculo. Finalmente, la Figura 6.14 muestra una
comparacion entre el AIS exacto y el aproximado obtenido unicamente por el Algoritmo

Oraculo.

1026+

102

1015

101 F

10.05

i 104

9.85

99

RS

9.8 r—

975 L L L L L L 1
IR 5] 0185 IR E] 0185 02 0.205 0.21 0215

Figura 6.14 Comparacion entre el AIS exacto y el aproximado obtenido por el Algoritmo Oréaculo.

187



CAPITULO 6. ANALISIS DEL DOMINIO DE ATRACCION DE UN SISTEMA EN BUCLE
CERRADO UTILIZANDO TECNICAS DC

6.7 Conclusiones

Considerando un sistema no lineal y una ley de control, se ha propuesto un método oraculo
para obtener planos de corte excluyendo puntos no pertenecientes al maximo conjunto
invariante admisible. El método usa linealizaciones a lo largo de la trayectoria del sistema en
bucle cerrado para obtener un conjunto de planos de corte. Estos planos de corte satisfacen que
contienen al punto inicial y también una estimacion inicial del conjunto invariante admisible. Se
usa una version escalada de un conjunto invariante inicial para mejorar los planos de corte
obtenidos por linealizacion. El enfoque propuesto puede utilizarse en el contexto del control
predictivo basado en modelo porque nos permite manejar de forma numéricamente eficiente la

restriccion terminal. El método propuesto se ha ilustrado con dos ejemplos.
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Capitulo 7. Conclusiones y Futuras Lineas de Investigacion

7.1 Conclusiones y aportaciones originales

A lo largo de la tesis se han abordado nuevos métodos para la estimacion de estados, la
identificacion de sistemas y los conjuntos invariantes, para sistemas no lineales con
incertidumbres paramétricas en los modelos de prediccion. Los resultados de la tesis son de

aplicacién, entre otros, al campo del MPC.

Como nucleo comun de las técnicas desarrolladas esta la necesidad de un método de
acotaciéon del rango de funciones y de sus gradientes. En la tesis se ha propuesto utilizar
programaciéon DC, dentro de lo que se conoce como Optimizacion DC, que es una de las ramas
de la Optimizacidn Global que trata de la resolucion de problemas de Programacion Matematica

No Lineal con funcion objetivo y/o restricciones representables como funciones DC.

Dentro de la acotacion garantista de conjuntos y en el campo del MPC, se ha representado
el conjunto solucidn factible aproximado mediante zonotopos; habiéndose realizado un amplio
estudio de estos poliedros convexos, representables mediante la suma Minkowski de segmentos,

incluyendo la aritmética correspondiente.

Se ha realizado un estudio general de la aplicacion de técnicas DC a la acotacion garantista
del rango de una funcién; y se compara sus resultados con los obtenidos mediante otras técnicas
existentes como la extension intervalar natural, la extension del teorema del valor medio, la
técnica que utiliza slopes o el método de Kiihn (con zonotopos). Para cuando no se tiene una
representacion DC inmediata de una funcion, se han recopilado resultados que permiten obtener
representaciones DC a partir de otras funciones més sencillas de las que se conocen sus

representaciones DC.

En el campo de la identificacion de sistemas, se ha presentado un nuevo método de
identificacion paramétrica, eficiente desde el punto de vista computacional, para sistemas no
lineales con error acotado. EI método considera representaciones DC en la forma funcional del
sistema dinamico, con el fin de obtener una cota externa del conjunto de parametros que es

consistente con las medidas, el sistemay el error acotado considerados.

El conjunto de parametros que es compatible con la estructura del modelo, con las medidas
obtenidas y la incertidumbre considerada, el Conjunto Solucion Factible (FSS), presenta

normalmente una gran complejidad en su representacion asi como en su calculo computacional,

189



CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

sobre todo si el sistema es no lineal. Para simplificar y reducir estos problemas, se usan los
Conjuntos Solucion Factible Aproximados (AFSS), que acotan el correspondiente FSS. En esta
tesis, el método presentado usa representaciones DC equivalentes de la forma funcional del
sistema para obtener relajaciones convexas. Para la representacion de los AFSS se emplean
simplexes (figura poliédrica de n+1 vértices inmersas en un espacio de dimensiéon n),
acotando el conjunto FSS correspondiente. EI método propuesto es un algoritmo iterativo que
resuelve varios problemas de optimizacion convexa, mejorandose el AFSS considerado (un
simplex) en cada iteracion. El algoritmo va descartando los subconjuntos del simplex inicial que

no son consistentes con el error acotado considerado.

En lo que se refiere a la estimacion de estados, en la tesis se propone un método que,
empleando zonotopos y programacién DC, en cada muestra de tiempo, obtiene una acotacion
garantista de la trayectoria indeterminada para el sistema no lineal. Se ha presentado un nuevo
método que, para obtener los conjuntos de estados definidos mediante zonotopos, emplea
programacion DC; se va capturando la evolucion del sistema. El algoritmo que describe el
método tiene una estructura similar a un filtro de Kalman, hay un primer paso pronostico y el

resto son pasos de correccion.

Por ultimo, se ha propuesto un Oraculo basado en aproximaciones para conjuntos
invariantes admisibles. Dado un sistema no lineal y una ley de control, se ha propuesto un
método nuevo para obtener planos de corte que excluyen los puntos no pertenecientes al
maximo conjunto invariante admisible. EI método emplea linealizaciones a lo largo de la
trayectoria del sistema en bucle cerrado, para obtener un conjunto de planos de corte. Otra
ventaja adicional que incluye el método propuesto esta en que, si se dispone de una
aproximacién interior del maximo conjunto invariante admisible, los planos de corte
proporcionados no cortan nunca a dicha aproximacion inicial. En el método propuesto v,
buscando la mejora de los planos de corte, se emplea una version escalada del conjunto

invariante inicial.
7.2 Futuras lineas de investigacion

En esta tesis se han empleado una serie de recursos matematicos como la aritmética
intervalar, el método del zonotopo y las funciones DC, aplicados a la identificacion de sistemas,
la estimacion de estados y los conjuntos invariantes, para sistemas no lineales, y dentro de los

métodos basados en parametros acotados y error acotado. En la Figura 7.1 se muestra
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graficamente las distintas herramientas matematicas y las aplicaciones que se han llevado a
cabo.

RECURSOS MATEMATICOS

Aritmética Intervalar Método del Zonotopo Funciones DC

( METODOS BASADOS EN PARAMETROS ACOTADOS Y ERROR ACOTADO]

SISTEMAS NO LINEALES

y
Estimacion Identificacién Conjuntos
de Estados de Sistemas Invariantes
\ 4 v \4 A 4 y
Control Predictivo Robusto Deteccion y Diagnostico de Fallos
APLICACIONES

Figura 7.1 Representacion gréafica de las herramientas matematicas y las aplicaciones de esta tesis.

En la misma figura se incluyen aplicaciones como la del control predictivo robusto, a la que
de forma natural se estdn encaminando las investigaciones como consecuencia de los resultados
que se han obtenido en estimacion de estados, identificacion de sistemas y conjuntos
invariantes; esperando obtener resultados en un futuro inmediato. Ademas, se estd empezando a
aplicar los resultados obtenidos en identificacion de sistemas y en el célculo de conjuntos

invariantes al campo de la deteccion y el diagndstico de fallos.

Se han desarrollado en esta tesis nuevas técnicas para identificacion de modelos, estimacién

de estados. De la misma forma, se han enunciado nuevos métodos y algoritmos para el célculo
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de conjuntos invariantes que garantizan la estabilidad de forma garantista. Los campos

abordados permiten numerosos puntos objeto de investigacion en un futuro:

192

Disminucion de la complejidad de los algoritmos planteados utilizando funciones DC

para identificacion de sistemas y estimacion de estados.

Modificacion y mejora del algoritmo de célculo de los conjuntos invariantes admisibles

aproximados.
Implementacion de un controlador predictivo robusto.

Aplicacion de los resultados obtenidos en la tesis a la deteccion y diagndstico de fallos.
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