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1 Introduccion

INTRODUCCION

La estimacién bayesiana de modelos de espacio de estados es un area
activa de investigacién en el campo de la evaluacion de recursos pesqueros y
cuya principal caracteristica es la inobservabilidad de la dimensidn del stock en
cada momento. Este enfoque trata de estimar un modelo de espacio de estados,
gue en general serd no lineal, disefiado para describir la dindmica de una
poblacion explotada, describiendo de forma natural la incertidumbre que hay

acerca de parametros claves de la poblacion.

La aproximacion bayesiana determina las probabilidades de hipdtesis
alternativas usando informacion que proviene del stock en cuestidon, y que
aparece en la forma de la funcién de verosimilitud asociada a los datos
disponibles, sin embargo, como objecion a este enfoque, la aplicabilidad del
método reside en la disponibilidad de distribuciones a priori de los parametros y
de la biomasa inicial, y de la posibilidad de obtener las distribuciones

condicionales completas mediante la aplicacién del Teorema de Bayes.



Introduccion 2

Con respecto a las distribuciones a priori, se puede hablar de dos tipos de
distribuciones: informativas y no informativas. Box y Tiao (1973) definen una
distribucién a priori no informativa — también llamadas de referencia - como
aquella que proporciona muy poca informacién en relacién al experimento que
se esté estudiando, es decir, se pretende dejar que los datos hablen por si
mismos sin establecer un juicio previo sobre cual va a ser su comportamiento, el
problema que suelen presentar estas distribuciones es que son muy sensibles a

los sistemas de medida.

Por otra parte, una distribucién a priori informativa permite incorporar
informacién disponible sobre el comportamiento del stock, por ejemplo, a partir
de otros estudios estadisticos con stocks de similares caracteristicas, que no
estan basados en la informacion muestral que se quiere analizar, o por la propia

H 1 . s es .
valoraciones de expertos’, con lo que puede que su definicién influya en los

resultados que vayan a obtenerse.

No hay un consenso en cuanto al uso de uno u otro tipo de distribuciones,
algunos autores recomiendan tomarlas no informativas por defecto (Walters y
Ludwig, 1994), mientras que otros consideran que, siempre que sea posible
debe incluirse el conocimiento histérico o la experiencia con otros stocks a la

hora de determinarlas, por ejemplo Punt y Hilborn (1997).

Entre las técnicas que se utilizan para construir distribuciones a priori no
informativas podemos citar a Jeffreys (1967), Zellner (1971), Box y Tiao (1973) o
Bernardo (1979).

! Por ejemplo IWC (1995)
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El propdsito de este trabajo es abordar el problema de la eleccidon de una
distribucién a priori no informativa, aplicando un criterio formal o lo mas
objetivo posible, y que sea adecuada para que, una vez elegidos los modelos que
describen la dinamica asociada a los recursos pesqueros, se puedan realizar
analisis bayesianos paramétricos. Para cumplir este propdsito hemos optado por
dividir este trabajo en cuatro capitulos. En el primero se realiza una descripcién
de los modelos dinamicos que tratan de explicar la evolucién de los recursos
pesqueros para llegar a modelos formulados en tiempo discreto que permitan la

aplicacién de las técnicas bayesiana.

En el segundo capitulo abordamos la descripcién de los métodos de
determinacién de distribuciones iniciales no informativas que se puedan aplicar a
bases de datos finitas, veremos de forma resumida la técnica de Jeffreys (1967),
que se basa en la informacién de Fisher (1922) para determinar las distribuciones
a priori, y desarrollaremos con mas extensién la técnica de Zellner (1971, 1977,
1996, 1997), que se basa en la utilizacion de la entropia o medida de informacion
de Shannon (1948). De Shannon también tendremos en cuenta el método de
mdxima entropia por el que determina distribuciones iniciales minimo
informativas, y que seran las mas indicadas cuando queramos realizar
estimaciones de las variables inobservables, pero partiendo de informacién

inicial sobre los parametros referida a su valor esperado y a su precisién.

Ya en el tercer capitulo nos planteamos técnicas bayesiana para estimar
los pardmetros de modelos concretos donde se combinan funciones de
crecimiento de la pesqueria (relaciones stock-reclutamiento) con funciones que

caracterizan la influencia de la actividad humana sobre la pesqueria (funciones
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de capturas). Vamos a determinar las distribuciones iniciales no informativas o
minimo informativas segln las condiciones de partida, aplicando los métodos
descritos en el capitulo 2. Las funciones de stock-reclutamiento que
consideraremos son las desarrolladas por Ricker (1954), Beverton-Holt (1957) y

Cushing (1971).

Una vez definidas las distribuciones a priori se estiman los pardmetros
mediante una técnica basada en los métodos bayesianos conocida como
Muestreo de Gibbs, que es una modificacion del algoritmo de Metropolis (1953),
desarrollado por Geman y Geman (1984). Posteriormente Tanner y Wong (1987)
y Gelfand y Smith (1990) han hecho extensivo su uso para la resolucién de

diversos problemas en un entorno bayesiano.

Entre las diversas aplicaciones sobre la estimacion de modelos estado-
medida no lineales asociados a la evolucién de recursos pesqueros cabe destacar
las que han desarrollado Garcia del Hoyo (1995), Garcia Ordaz (1999) o Gonzalez
Galan (2004) que incorpora datos ambientales en los modelos de reclutamiento
del stock de la caballa en la Regidn Suratlatica Espafiola. En este sentido, los
datos que finalmente hemos utilizado en la aplicacion provienen de los trabajos
desarrollados por Garcia del Hoyo (2007) y Gonzédlez Galan (2004) dada la
imposibilidad de acceder a series de datos de gestién de pesquerias de las

especies que nos interesan a partir de 2007.

Por ultimo, este trabajo se cierra con un apartado de conclusiones donde
se recogen los resultados de la investigacidn, asi como las lineas futuras de

trabajo que pretendemos seguir.
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DINAMICA DE POBLACIONES 1
FXP1LOTADAS: MODH IZACION

La aplicacion de los métodos de investigacion cientifica al
conocimiento de los recursos marinos conforma una ciencia cuyo fin ultimo
es conocer de qué manera cambian estos recursos en su distribucion y
composicion, y los efectos de estos cambios sobre las capturas y, como
consecuencia, sobre la propia evolucién del recurso por una parte, y sobre
el perfil econdmico y social del sector de poblacion que se dedica a la

actividad pesquera por otra.

4

Esta ciencia, que también se denomina “investigacion pesquera”,
considera la pesca como un sistema total, estudiando no solamente las
caracteristicas biologicas del recurso natural que se explota y la influencia
del medio ambiente donde se desarrolla, sino que también se toman en
cuenta las actividades relacionadas con las técnicas que se emplean para la
captura, elaboracion y almacenamiento de los productos, lo que en
conjunto se recoge como investigacion en tecnologia pesquera. Se afaden
ademas las investigaciones relativas a la economia pesquera, cuyo objetivo
consiste en determinar la rentabilidad asociada a la actividad pesquera,

incluyendo el analisis de los costes asociados a dicha actividad, asi como

del mercado real y potencial de los productos finales (figura 1.1).
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El contenido de este capitulo se incluye en la investigacion relativa a
la biologia pesquera. De forma general estos estudios estan orientados a
entender el ciclo de vida del recurso, para poder establecer donde, cudndo
y cudnto se puede pescar, y asi calcular los niveles admisibles de captura de
cada stock y poder predecir los cambios que se producen en la

disponibilidad del recurso.

Recurso | ——> Captura ——> | Comercializacién

) } }

Biologia Tecnologia Economia
pesquera pesquera pesquera
Biologia del Dinamica Métodos Tratamiento  Costes Mercado
. 1
recurso d? yartes de los Demanda Consumo
Condiciones  poblaciones de pesca productos
ambientales
Modelos de
prediccién

Figura 1.1. Pautas en la investigacion pesquera.

La descripcion dinamica de una poblacién explotada se realiza
mediante modelos matematicos que intentan resolver, de forma
cuantitativa, el problema de la estimacién de la mdaxima captura de

equilibrio.

Inicialmente los modelos que se han formulado para conocer la
dindmica de las poblaciones explotadas utilizaban una Unica fuente de

datos, por ejemplo, el andlisis de poblacion virtual (VPA) era el preferido si
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se disponia de una serie lo suficientemente amplia de datos de capturas

por edad.

Cuando se puede contar con mas de una fuente de datos, también
se utilizan multiples métodos de evaluacién de las pesquerias, y se
comparan los resultados, un caso seria comparar los resultados del analisis
virtual de poblaciones (VPA), que utiliza datos de capturas por edad, con
los que se obtienen a partir de los modelos de produccién de Schaefer, que

se basan en datos de esfuerzo pesquero y capturas.

Otras veces, los resultados de algunos métodos se utilizan como
inputs para otros métodos, las estimaciones con un analisis VPA se pueden
aplicar para calcular datos de stock y reclutamiento, que se usan en los
analisis de stock-reclutamiento, o los pardmetros de crecimiento que se
obtienen con el andlisis de crecimiento de individuos marcados se utilizan

en los analisis de rendimiento por recluta.

A pesar de hay conexiones entre los métodos de valoracion de las
pesquerias, hasta muy recientemente no se han combinado para
desarrollar otros modelos mas complejos, un ejemplo de ello esta en los
métodos iniciales de analisis de poblacion virtual (VPA) (Gulland, 1965;
Pope, 1972) que asumian que los datos de captura por edad contaban con
un error que se consideraba despreciable, pero no usaban la informacion

gue podrian haber afiadido al analizar varias cohortes simultaneamente.

El desarrollo de métodos estadisticos que combinan varias fuentes

de informacién en un Unico analisis comenzd en el contexto de los analisis
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de las capturas por edad (Fournier and Archibald, 1982; Deriso et al., 1985;
Gavaris, 1988; Methot, 1990) y es lo que Maunder y Punt (2013)

denominan “Analisis Integrado”.

Por otro lado, cada vez es mas comun el uso de técnicas bayesianas
(Garcia del Hoyo, 1995; Punt and Hilborn, 1997; McAllister and Kirkwood,
1998; Gonzalez Galan, 2004). Los métodos bayesianos pueden utilizar la
informacién que no es especifica de la poblacion que esta siendo evaluada,
sino que puede incorporar la de otras poblaciones y especies, o contar con
la opinidon de expertos. Esta informacién se incluye, por lo general, como
distribuciones de probabilidad a priori o previa para los parametros del

modelo.

La estimacion a partir de técnicas bayesianas se ha aplicado a partir
de la mayoria de los modelos de evaluacién de pesquerias, como el modelo
de equilibrio de Schaefer (Hoenig et al.,, 1994), los modelos de stock-
reclutamiento (Garcia del Hoyo, 1995; Gonzalez Galan, 2004), el modelo
dindmico de Schaefer (McAllister y Kirkwood, 1998), el modelo de Pella—
Tomlinson (Maunder et al., 2000), VPA (Walters and Punt, 1994), Andlisis
de reduccion de stocks (McAllister et al., 1994), modelos de diferencias con
un retardo (Meyer and Millar,1999), modelos estadisticos de capturas por
talla (longitud) (Punt and Kennedy, 1997), o modelos estadisticos de
capturas por edad (McAllister y lanelli, 1997, Maunder y Starr, 2001;
Parma, 2001).

Los métodos que se han utilizado para generar distribuciones

iniciales para los parametros pueden incluir modelos demograficos
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(Maunder, 2003b; McAllister et al., 2001), Meta-analyses (Hilborn and
Liermann, 1998; Myers et al.,, 1999), o valoraciones de expertos (IWC,
1995). Segun Punt y Hilborn (1997) las distribuciones a priori, por lo menos

para algunos parametros, pueden asumirse como no-informativas.

El uso de técnicas bayesianas también permite tener en cuenta la
incertidumbre que hay sobre la estructura de las poblaciones bajo analisis
(Sainsbury, 1988; Patterson, 1999; Parma, 2001; Brandon and Wade,
2006).

En este primer capitulo presentamos una sintesis de los modelos
basicos que explican la dindmica de las poblaciones pesqueras, realizando
un desarrollo algo amplio en relacién a los modelos de stock-

reclutamiento.

1.1. Rendimiento maximo sostenible.

Una de las caracteristicas de las poblaciones marinas es que son
recursos renovables, con lo cual la incorporacion de nuevos individuos,
producto de la reproduccion de las especies, compensa las pérdidas
causadas por la mortalidad que les afecta. Hay que tener en cuenta que el
equilibrio natural de las especies se ve afectado por la explotacidon
pesquera, que produce un nuevo equilibrio en el sistema, pero dejando el
nivel de recursos inferior al natural. La diferencia entre el equilibrio natural
y el producido por la accion del hombre depende del grado de eficacia y la

intensidad de la actividad pesquera.
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Si los niveles de esfuerzo o intensidad pesquera son muy elevados,
la biomasa se puede situar en niveles criticos, de manera que la capacidad
de renovacion de la poblacion sea demasiado pequefia como para poder
soportar las pérdidas generadas por la actividad de la pesca, llevando al
colapso a la pesqueria. Llegados a este extremo, aunque se experimenten
disminuciones del esfuerzo de pesca no es posible obtener los mismos

valores de captura que antes de la sobreexplotacion del stock (figura 1.2).

ACapturas

E

»

Figura 1.2. Relacion tedrica entre las capturas y el esfuerzo de pesca (E)l.

En cuanto al esfuerzo pesquero, determinarlo y cuantificarlo no es
nada sencillo ya que estard vinculado al tipo de pesqueria que se estd
analizando asi como al método de pesca que se aplique, teniendo esto en
cuenta puede medirse por el nimero de barcos que componen la flota, por
el nimero de pescadores, por el nimero de dias de pesca, por el nimero

de anzuelos o por otras variables medibles. Como ejemplos de valoracidn

! La relacién en forma de bucle demuestra cémo la intensidad de pesca tan elevada
provoca que la poblacién pierda la capacidad de autorenovacién y sigue una tendencia
decreciente, a pesar de que el esfuerzo de pesca disminuya, con lo se obtienen capturas
menores a las obtenidas con el mismo esfuerzo antes de la sobrepesca del stock (Clark,
1990, p.20)
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del esfuerzo pesquero pueden consultarse Gulland (1983), Ricker(1975) o

Gonzélez Galan (2004)?

El principal objetivo de la gestidon de las pesquerias es sostener o
conservar las producciones y los beneficios que se obtienen con la
explotacién pesquera a lo largo del tiempo. Dado que los recursos
explotados son renovables, el primer paso debe estar encaminado a
mantener las poblaciones en unos niveles lo suficientemente elevados
como para asegurar la autorenovacion. Con este fin se han desarrollado
algunos métodos con el objetivo de determinar las politicas de explotacion
Optimas de forma que puedan situar al stock de recursos en un nivel de
equilibrio tal que, permaneciendo constante, genere la mayor captura
posible. A esta captura se le llama captura o rendimiento mdximo

sostenible.

El concepto de Rendimiento Mdximo Sostenible (RMS) esta basado
en un modelo de crecimiento bioldogico que supone que para cualquier
poblacion dada que esté por debajo de un cierto nivel, existe un excedente
de produccion que puede ser capturado indefinidamente sin que se altere
el nivel de stock de la poblacién. Si no se captura este excedente, se
produce un incremento en el nivel de stock llegando a aproximarse al
tamafio maximo de poblacion que admite el medio y para el que el
excedente es nulo. La aplicacion de esfuerzos mayores al del nivel del RMS
provoca la sobreexplotacién del stock, mientras que con esfuerzos

menores el stock se encontraria subexplotado (figural.3).

? Realiza un amplio andlisis para determinar el esfuerzo pesquero sobre la pesqueria de la
caballa durante el periodo 1973 a 2000 en la Regidn Suratlantica Espafiola. pp 129-162.
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Considerando que el excedente de produccion es igual al
rendimiento sostenible para cada nivel de poblacidn, se llega a que el RMS
se logra en el nivel de poblacién donde el excedente es el maximo posible,

es decir, el nivel donde la tasa de crecimiento para la poblacién se

maximiza.
4 Subexplotacién Sobreexplotacién A
cle > [CPUE
RMS
CPUE )

Figura 1.3. Relacidn tedrica entre la captura (C) y la captura por unidad de
esfuerzo (CPUE), respecto al esfuerzo de pesca (E) y puntos de rendimiento

maximo sostenible (RMS)a.

En cuanto a la sobrepesca o sobreexplotacién de un stock, se puede
diferenciar entre sobreexplotacién en términos de crecimiento (no se
respetan las tallas minimas, con lo que los individuos no pueden alcanzar la
talla normal) o por fallos de reclutamiento (el reclutamiento se encuentra a

niveles por debajo de los requeridos para sostener el stock); una de las

* Garcia del Hoyo (1995).
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causas de este tipo de sobrepesca puede deberse a una relacion densidad
dependiente entre los individuos reclutados cada afio y el tamafio del
stock, siendo frecuente en especies cuya fecundidad es baja. En algunas
situaciones pueden coincidir ambos tipos de sobreexplotacion, con lo que

la situacién de los stocks puede ser critica.

1.2. Formulacion de modelos sobre la dinamica de las

poblaciones explotadas.

Estos modelos tienen en comun que consideran el stock de recursos
como un sistema dinamico abierto. Por una parte, los individuos que
componen la poblacién se rigen por un conjunto de relaciones entre si y
con el medio que les rodea que implican un proceso continuo de
interaccion, ajuste y regulacion. Esto lleva a que la poblacion esté en
continua evolucidon y a que existan algunos procesos irreversibles. Otra
caracteristica de estos sistemas es que sélo pueden alcanzar, bajo ciertas
condiciones, cierta estabilidad en el tiempo. El hecho de que el
comportamiento de los componentes del stock dependa de las relaciones
gue los vinculan hace que las ecuaciones que expliquen los cambios o
alteraciones en estos sistemas dependan de todos sus componentes.

El primer modelo que analiza el problema de forma global fue el
desarrollado por Russell (1931), en el que considera que la poblacion se
mantiene estable si los incrementos coinciden con los decrementos. Con

ello obtiene los factores primarios que determinan la variacién en peso de
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una poblacién cerrada, es decir, en la que no se consideran variaciones

debidas a las migraciones.

La formulaciéon de este modelo se lleva a cabo en los siguientes
términos: sean S; el peso de la poblacién capturable al inicio del periodo
(poblacién natural) y S, la biomasa al final del mismo periodo. La relaciéon

entre ambas se puede expresar como

donde los factores que intervienen en la dindmica de la poblacién son:

a) El Reclutamiento (R) de individuos a la fase explotada, formado por
aquella parte de la poblacidn joven que se incorpora al stock adulto y

gue han alcanzado la talla suficiente para ser capturados.

b) El Crecimiento (G) de los individuos de dicha fase, que recoge el

crecimiento en peso de la biomasa.
c) La Captura (C) por pesca de algunos individuos.

d) La Mortalidad Natural (M). Se considera por muerte natural a la
causada por cualquier fendmeno ajeno a la actividad pesquera. Entre
estos fendmenos se pueden distinguir los relacionados con factores
ambientales e independientes de la poblacion adulta (como los
cambios climaticos), y que se denominan densidad-independientes; y
los ocasionados por efecto del canibalismo o predacién por parte de

la poblaciéon adulta, o también por la escasez y consecuente
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competitividad por los alimentos, considerandose fendmenos

densidad-dependientes”.

\ §4=S, + (G+R) - (C+M)

Figura 1.4. Modelo de Russell para predecir la poblaciéon capturable.5
Otra forma de expresar la variacion en peso de la poblacidén es:
S5—-S=(G+R-M)-C (1.2)

siendo R+G-M la tasa de crecimiento natural de la poblacién en el periodo
de estudio, independiente de la acciéon del hombre, mientras que la

actividad pesquera se representa por el peso de las capturas C.

La captura de equilibrio es aquella que no altera el tamano del stock

y segun la relacion (1.2) debe ser C=R+G-M, con lo que para determinar la

* Un analisis detallado sobre los factores primarios puede consultarse Garcia del Hoyo
(1995), pag. 91-104.
> Cifuentes et al. (1995).
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maxima captura de equilibrio bastara con estimar el valor del sumando

(R+G-M) para los distintos tamanios (S;) del stock.

En cuanto a la formulacién de modelos de analisis de poblaciones

explotadas, Maunder y Punt (2012) consideran que los principales son:

* Modelos de Produccion de Schaefer (Schaefer, 1954; Pella y Tomlinson,
1969):

Utilizan series temporales de datos de captura y esfuerzo para reconstruir

la trayectoria de la biomasa de la poblacidon. Se consideran Modelos

Agregados o Descriptivos ya que valoran la tasa de crecimiento (R+G-M)

como un todo, sin separar los factores primarios.

Observaciones:
- Los datos necesarios para aplicar estos modelos son los de capturas
y esfuerzo pesquero.
- Estos métodos no consideran la estructura del stock por edades,
sino que ajustan los cambios en la biomasa de un afio en funcién de

la biomasa del afio anterior.

= Andlisis de stock-reclutamiento (Ricker, 1954; Beverton y Holt, 1957)
Son modelos de analisis dindamico en los que tiene en cuenta el
comportamiento estacional presente en muchas especies explotadas y
el hecho de que la actividad pesquera se limita muchas veces a periodos
concretos del afilo o temporadas de pesca Estiman la relacion entre el
stock y el reclutamiento para lo que requiere tener datos del tamafio del

stock y del reclutamiento para una serie de afios. Se clasifican como
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Modelos Analiticos en los que se estiman separadamente cada uno de
los factores primarios. En estos modelos los parametros se deducen de

los cambios observados en la poblacion real.

= Analisis del rendimiento por recluta (Beverton y Holt, 1957)
Utiliza la informacién sobre la mortalidad natural, las tasas de
crecimiento, y la pesca selectiva por edad para determinar tasas de
capturas 6ptimas y la edad optima para formar parte de la pesqueria,

basandose en modelo dinamico de la poblacidn estructurada por edad.

Observaciones:

- Las estimaciones que se obtienen con el analisis del rendimiento
por recluta ignoran cualquier relacién poblacidén-reclutamiento y las
tasas de capturas resultantes se comparan a menudo con las tasas
gue se obtienen con otros analisis de la poblacién, por ejemplo

analisis virtual.

- A partir del andlisis del rendimiento por recluta no se pueden

obtener estimaciones absolutas de la biomasa.

= Analisis de cohortes (Pope, 1972) y Andlisis de Poblacién Virtual
(Gulland, 1965):
Se llama cohorte a los peces nacidos en el mismo periodo, normalmente
dentro de un mismo afio. Estos modelos trabajan con series temporales
de datos de capturas por edad, para estudiar la evolucién de las

capturas de una cohorte a medida que envejece con el tiempo. Se
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consideran una continuacion de los modelos analiticos en los que se

estiman separadamente cada uno de los factores primarios.

Observaciones:
- Los datos que necesitan son los de capturas por edad.

- Las cifras iniciales de una cohorte se calculan como la suma de las
capturas totales de esa cohorte en conjuncidon con una estimacion
de la tasa de mortalidad natural. El tamafio de la poblacién total

anual se calcula como la suma de los tamarios de todas las cohortes.

- Los outputs (reclutamiento y biomasa) se suelen usar como inputs

para los analisis de stock-reclutamiento.

Hay bastantes limitaciones a la hora de usar estos métodos debido
al coste y la complejidad para obtener clasificaciones de datos por edad,
ademas suelen ser poco fiables a menos que se utilice informacidon auxiliar
(Pope y Stokes, 1989; Rivard, 1989). ADAPT-VPA (Gavaris, 1988) o métodos
de reajustes (Laurec y Shepherd, 1983) son las formas mas comunes para

incluir informacidn auxiliar en un andlisis de captura por edad.

Otros analisis se realizan a partir de individuos que tras ser capturados

son marcados y devueltos a la libertad, entre estos se citan

= Analisis de datos marcados de Petersen (Petersen,1896):
Utiliza el nimero de individuos que se marcan y se liberan, el
tamafio total de la muestra, y el nUmero de marcas que se
recuperan para estimar el tamafio poblacional. Trabaja con el

numero de peces liberados y recapturados.



Modelizacion 21

= Analisis de crecimiento de individuos marcados (Fabens, 1965)
Se basa en los incrementos en el crecimiento de los individuos
marcados para estimar las tasas de crecimiento. Talla de liberacidn,
la longitud de recaptura, y el tiempo en libertad. Estas estimaciones
sobre el crecimiento se utilizan a menudo como inputs en el andlisis

de rendimiento por recluta.

La mayoria de los textos sobre pesquerias contienen andlisis mas amplios
de estos modelos (Hilborn y Walters (1992); Quinn y Deriso (1999); Haddon
(2001). Vamos a exponer la evolucion de los modelos descriptivos o
agregados hasta llegar a los modelos de stock-reclutamiento, que al
formularlos en tiempo discreto permiten la aplicaciéon de las técnicas

bayesianas.

1.3. Modelos descriptivos o agregados.

Los modelos agregados consideran la influencia conjunta de los
factores naturales (R, G y M) en la dindmica de la poblacion y representan
mediante una funcién adecuada esta influencia, ademas suponen
implicitamente una densidad-dependencia para la tasa de variacion de la

poblacién.

Denotaremos por x(t) al nivel de la biomasa de la poblacidon en un

instante dado t. La tasa de crecimiento de la poblacion dependiente del
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tamafio actual del stock se puede representar mediante una ecuacién

diferencial de la forma:

dx(t)
dt

= F[x(0)] (1.3)

donde F[x(t)] es la funcion de crecimiento natural dependiente del tamafio
actual del stock y definida para valores de x(t) mayores que cero.
Generalmente se supone que F[x(t)] presenta dos valores extremos xy(t) y

x;(t), de forma que:

Flx()] <0 si 0<x(t) < xy(t)
Flx(®)] >0 si xo(t) < x(t) < x,(t) (1.4)
Flx(t)] <0 si x(t) = x(t)

Para definir la funcién de crecimiento F[x(t)] se utilizan curvas cuya
integral tiene forma sigmoidea, es decir, inicialmente presentan un
crecimiento mayor que proporcional y posteriormente menor que
proporcional, aproximandose asintdticamente a un nivel maximo de
poblacién. Esta evolucion estad presente en la mayoria de las poblaciones
de peces, cuyo tamafo esta limitado por la capacidad del medio que

sustenta a los individuos.

1.3.1. Modelo General de Produccion de Schaefer.

El modelo de Schaefer (1954) considera una variable independiente,

el tiempo t (afios) y cuatro variables dependientes o funciones del tiempo:

Biomasa de la poblacion x(t) (Tm)
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Tasa de esfuerzo de pesca E(t) (Barcos-dia/afio)

Tasa de captura C(t) (Tm/afio)

Tasa de captura por unidad de esfuerzo (CPUE) U(t) (Tm/Barcos-dia)
Mientras que los pardmetros que se que se estiman son:

Tasa intrinseca de crecimiento r (1/afos)

Capacidad soportable K (Tm)

Coeficiente de capturabilidad g (1/Barcos-dia).

Schaefer considera el término R+G-M de la ecuacidon de Russell
como una funcién continua de la biomasa (tamafio del stock de peces) x(t),
expresando la tasa de crecimiento de la poblacion mediante la ecuacion

diferencial:

dx(t)

_ x(t)
= = Flx(e)] = rx(0) (1 _ T) (1.5)

siendo la curva solucion a esta ecuacion:

x(6) = (1.6)

— A—Tt

donde A se obtiene a partir de las condiciones iniciales, tomando el valor

x(0)-k

A= x(0)

(figura 1.5).

La constante r (tasa intrinseca de crecimiento) es un parametro

caracteristico de cada especie, mientras que K es el tamafio maximo



24 Dindmica de poblaciones explotadas

asintotico que puede alcanzar la poblacién en el medio en el que se
encuentra, de ahi el nombre capacidad soportable o sostenible, siendo una

caracteristica propia del medio para cada especie.

v/ dt X0
K
Fx)
K/2
o k2 K\ X?}

Figura 1.5. Tasa de crecimiento y trayectoria del stock no explotado segun el
modelo de Schaefer (1954)°.

dx(t)

= 0, en este caso
dt

Un punto de equilibrio es aquel para el que

existen dos puntos de equilibrio para los valores x(t)=0 y x(t)=K. El primero
de ellos es un punto de equilibrio inestable ya que la trayectoria temporal
tiende a alejarse de él en ambos sentidos, sin embargo el punto x(t)=K es
un equilibrio asintéticamente estable ya que coincide con el valor limite de

la poblacién cuando t tiende a infinito.

En el modelo de crecimiento de la poblacién considerado hasta
ahora sélo han intervenido factores naturales y no intervienen factores que

dependan de la accién del hombre. Veamos cdmo cambia el modelo si la

® Clark (1990), p. 17.
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poblacién del recurso se encuentra sometida a explotaciéon a una tasa de

captura C(t).

La tasa de crecimiento se puede representar mediante la ecuacion

diferencial:

dx(t)
dt

= Flx(©)] = C(®) (1.7

donde F[x(t)] es la funcidn de crecimiento natural definida en (1.4) y C(t)

es la tasa anual de capturas.

Segun Schaefer, C(t) es proporcional al tamafio del stock x(t) y a una
tasa de mortalidad por pesca dependiente del esfuerzo que se efectue
(E(t)). Si denotamos la tasa de mortalidad por Q[E(t)], la tasa de capturas se

puede expresar como:
C() = QIE®]x(®) (1.8)

Ademas supuso que la mortalidad por pesca era directamente

proporcional al esfuerzo pesquero, con lo que se tendria:
QIE(®)] =qE(®) (1.9)

donde g es una constante que depende de la eficiencia de la actividad

pesqueray representa el coeficiente de capturabilidad.

El analisis de Schaefer trata, en primer lugar, de determinar la
captura en equilibrio C(t) que permita mantener el nivel de poblacion en

equilibrio, considerando que los niveles de esfuerzo son constantes, es
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decir E(t)=E en cualquier instante t. El equilibrio se alcanza cuando

d’;—(tt) =0, o lo que es lo mismo, F[x(t)]=C(t). Si tenemos en cuenta las

ecuaciones anteriores debe verificarse:
X
X (1 — E) = qEx (1.10)

despejando x de esta igualdad se obtiene la poblacién de equilibrio o
poblacion de equilibrio sostenido en funcion del esfuerzo ejercido, siendo
su valor:

=K (1 _g) (1.11)

En la representacion grafica de F(x) y la recta C(t) (Figura 1.6) se observa
que el punto de corte es el definido por (1.11), y cémo la curva que
representa el crecimiento del stock experimenta una reduccién a causa de

la actividad pesquera.

dx/ dt F(X)
. <
>
e
f,'/"'é/ —_— iq— —;\‘\‘4—
,//?'70 K( _qE) K ( _>E) K~  Xg
e K1-
2 r 2 2

Figura 1.6. Crecimiento del stock explotado a esfuerzo constante.”

’ Garcia del Hoyo (1995, pag. 123).
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Sustituyendo este valor en la ecuacion (1.7) se obtienen las capturas
de equilibrio dependientes de los distintos niveles de esfuerzo, a esta
funcion de rendimientos sostenidos se le llama curva esfuerzo-

rendimiento, siendo su expresion:

C = qEK (1 - g) (1.12)

Conclusiones del modelo general de Schaefer.

La captura sostenible sera cero siempre que la tasa instantdnea de
mortalidad por pesca Q(E)=gE sea igual o mayor que la tasa intrinseca de
crecimiento r, si esto ocurre la poblacién tenderd asintoticamente al

equilibrio x=0, con lo que se llegaria a la extincidén del recurso.

Sin embargo, con una regulacion adecuada del esfuerzo que se
ejerce, se puede mantener el stock en un nivel deseado, manteniendo el
equilibrio sobre la curva de esfuerzo-rendimiento. A largo plazo, el objetivo
del gestor de pesquerias seria mantener las capturas en el maximo de la
funcién o Rendimiento Mdximo Sostenible (RMS), ya definido en el

apartado 1.2.

La mayoria de los investigadores considera que una pesqueria estd
sobreexplotada cuando los niveles de biomasa son inferiores a los que se
obtendrian con el RMS para un nivel de esfuerzo dado. En este caso el
objetivo de la gestidon es recuperar los niveles de stock regulando el

esfuerzo ejercido.
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0 r/2q r/q

Figura 1.7. Curva esfuerzo rendimiento (1.12) y RMS en el modelo de Schaefer®

Utilizando la expresién (1.10), para el esfuerzo correspondiente al
Rendimiento Maximo Sostenible, Egrys=r/2q, se obtiene una biomasa
Xrms=K/2, éste es el nivel en el que el recurso podria mantenerse

indefinidamente proporcionando el mayor rendimiento posible (figura 1.7).

En el caso en que el esfuerzo fuera nulo, lo que equivale a la
ausencia de explotacion, el recurso tiende asintdticamente a mantenerse
en el equilibrio estable x=K, pero si el esfuerzo es igual o superior al valor
maximo E=r/2q, la poblacién tiende a largo plazo a la extincion como

consecuencia de la sobreexplotacion bioldgica del recurso.

® Clark (1990), p.16.
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Consideracion dinamica del esfuerzo.

En el modelo descrito hasta ahora se considera que el nivel de
recursos no afecta a la evolucién del esfuerzo que se ejerce, es decir, son
independientes, lo que lleva a una pérdida considerable de generalidad. La
realidad es que la variacion del esfuerzo de pesca depende de la
rentabilidad que obtengan los pescadores, permaneciendo éstos en una
pesqueria sélo si sus beneficios se mantienen por encima de un cierto nivel

que depende de los costes de explotacion.

El propio Schaefer (1954) considerd la dindmica del esfuerzo
ejercido sobre el recurso como una funcidon dependiente del stock y de
otros parametros; y junto al modelo general de produccién, obtuvo el

siguiente modelo dinamico no lineal:

dx(t) r
— = rx(t) — Ex(t)2 —qx(DE()

K (1.13)
df) = aE(8)(x(t) — B)

donde 8 representa el nivel critico de la poblacién para el que ninguna
inversion adicional en esfuerzo resulta rentable, y o es un nuevo parametro
del modelo. En este sistema se considera el esfuerzo como una parte

predadora del recurso y es basicamente un modelo depredador-presa.
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1.3.2. Otros modelos descriptivos.

El modelo de Schaefer consideraba que el crecimiento natural
seguia una trayectoria logistica, lo que implicaba una simetria respecto al
punto de inflexion K/2 (valor del recurso en el que la tasa de crecimiento
alcanzaba el valor maximo). Sin embargo, la mayoria de las especies
sometidas a explotacidon pesquera presentan una asimetria muy clara en
dicha curva, obteniéndose el valor maximo para la tasa de crecimiento en
x(t)<K/2. Esto da lugar a la aparicion de modelos alternativos al de Schaefer

que intentan solucionar este problema y entre los que se pueden citar:

- Pella y Tomlinson (1969) que generalizaron el modelo de Schaefer
mediante una familia de curvas logisticas, expresando F(x) mediante la
ecuacion diferencial:

dx(t)
dt

r
=rx(t) ——x(t)™ (1.14)
K
- Fox (1970) en vez de usar una logistica para representar la tasa de
crecimiento natural, optd por una curva Gompertz de la forma:

dx(t)
dt

= rx(t) — %x(t)lnx(t) (1.15)

- Walter (1973) adaptdé los modelos anteriores considerando la
existencia de retardos a causa de la reproduccién, con lo que la
funcién de crecimiento natural de Schaefer se transforma en Ia

expresion:
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dx(t)
dt

=rx(t) — %x(t)2 — Inx(t)x(t — w) (1.16)

1.4 Modelos Analiticos.

Un inconveniente que tienen los modelos descriptivos o agregados
es que al no explicar de forma separada los factores primarios de la
ecuacion de Russell, tampoco pueden explicar los fendmenos relacionados
con cada factor, con lo que se les achaca de una falta de realismo en el
sentido biolégico. Por ejemplo, no sirven para explicar los fendmenos
derivados de la selectividad de las artes, los cuales estan estrechamente
relacionados con el proceso de crecimiento de los individuos que
componen el stock del recurso. A pesar de ello, en algunas circunstancias,
los modelos de producciéon general pueden proporcionar mejores
resultados que los modelos estructurados por edad (Ludwig y Walters ,

1985 y 1989).

Los modelos analiticos solucionan las carencias que presentan los
modelos agregados al describir de forma separada cada uno de los factores
gue intervienen en la evolucién del stock de recursos pesqueros, es decir,
se tienen en cuenta aspectos como la mortalidad natural, el crecimiento v,
en cierto grado, el reclutamiento; sin embargo no se considera al recurso
en conexion con el medio que le rodea con lo que se deja fuera el aspecto
ecoldgico, ello se debe fundamentalmente a la cantidad tan enorme de

parametros que habria que tener en cuenta.
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Una caracteristica comin a estos modelos es que casi siempre se
considera que la tasa de mortalidad natural (M) es constante e
independiente de la edad y de la densidad de poblacién®. Estos modelos se
refieren a numerosidades (nimero de individuos que componen una

poblacién) y no a la biomasa.

1.4.1 Modelo de Beverton-Holt.

El modelo de Beverton-Holt (1957) parte de considerar la poblacion
de pesca formada por un nimero de distintas clases anuales o cohortes,

como resultado de la freza anual y consiguiente reclutamiento.

En primer lugar se desarrolla teniendo en cuenta una Unica cohorte
o clase anual, para la que se denotara por N(t), con t=0, al nUmero de

peces que estdn vivos en el instante t.

Para simplificar se considera que t=0 corresponde al momento de
reclutamiento de la cohorte (es decir, el momento en que los componentes
de la cohorte tienen la talla suficiente para que puedan ser capturados por
primera vez). Asi t representa la edad de post-reclutamiento, que se
identificard con la edad de la cohorte. Se considera que la funcion N(t)

satisface la ecuacidn diferencial:

9 . . ey , .

Vetter (1988) considera que esta condicion es errdnea, relacionando la tasa de
mortalidad natural con la edad maxima de las especies, la tasa de crecimiento, el tamafio
maximo y otros factores demograficos
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aNe _ —(M + F)N
dt (1.17)

N(0)=R

donde M>0 representa la tasa de mortalidad natural y F20 la tasa de
mortalidad por pesca, ambas tasas se consideran constantes y el objetivo
es determinar el valor éptimo para F. También se supone constante el
numero de individuos que entran anualmente en la fase de reclutamiento
(R). Bajo estas hipotesis hay que observar que la ecuacion (1.17) implica
que la mortalidad natural y la mortalidad por pesca son independientes
entre si y ademds que la mortalidad natural es independiente del tamano

del stock N.

En el modelo de Beverton-Holt se consideran como parametros el
tamafio de la malla (1) y el coeficiente de mortalidad por pesca (F), que,
como hipdtesis de partida, se toman constantes. Ademas, las artes de
pesca tienen unas caracteristicas selectivas de forma que todos los peces
de edad t>t, que se encuentran con la red son capturados y aquellos que
no llegan a dicha edad escapan, estando sometidos solamente a la

mortalidad natural.

Bajo estas hipdtesis, la solucion a la ecuacién (1.17) viene dada por:

Re™Mt sio<t<t,

N() = {Re_Mt#e_(M"'F)(t_tﬂ) si t>t, (1.18)

Siendo el rendimiento de la biomasa total (Y,) que se obtiene de la

cohorte:
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oo oo

FN(O)w(t)dt =RFeFfuf e~ M+P)ty, (1) dt (1.19)

tu

n() = |
ty

Dado w(t) el peso medio de un pez con edad t. Para cada valor de F

existe un tamafio de malla u con el que se obtiene el rendimiento maximo

sostenible. La curva que resulta de esta relacion Y=Y.,m(F), definida por:
Youm = max,Y, (F) (1.20)

se llama curva de rendimiento eumétrico y permite determinar para cada
nivel de intensidad de pesca cual es la malla que proporciona el

rendimiento maximo.

La ecuacidon (1.18) tiene varias interpretaciones. Ademas de
representar el rendimiento de una cohorte durante la fase explotada,
denota el rendimiento anual que se obtiene de una poblacién en equilibrio
formada por las cohortes de todas las posibles edades. Esto es cierto bajo
la hipdtesis de que el coeficiente de mortalidad por pesca F, el tamafio de
malla u y el reclutamiento anual R permanezcan constantes en todo

momento.

Las hipotesis de partida del modelo basico pueden modificarse
introduciendo tendencia en la mortalidad o considerando fenémenos
densidad-dependientes. Pero, salvo casos muy extremos, los resultados
difieren poco de los que se obtienen con el primer modelo. Ahora bien, es
muy importante el hecho de considerar que el reclutamiento anual es

constante. Esto implica aceptar que, para cualquier tamafio posible del
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stock, el nimero de reclutas R es el mismo, lo cual no es cierto para todas

las pesquerias.

Algunos autores llegan a la conclusion de que la uUnica diferencia
entre el modelo de Beverton-Holt y el de Schaefer se debe a la
introduccion del parametro sobre el tamafio de la malla u. Sin embargo el
modelo de Beverton-Holt es bastante mas complejo que el de Schaefer. El
analisis dindmico es mucho mas dificil, debido a la complejidad que
aparece en los modelos de las poblaciones estructuradas por edades,

obteniéndose a veces resultados incompletos.™

1.4.2 Otros modelos analiticos.

El primer trabajo que puede considerarse un modelo analitico es el

desarrollado por Baranov (1918) y tenia las siguientes caracteristicas:

- El numero de peces reclutados anualmente es constante e

independiente del tamafio de la poblacién.

- El crecimiento de los individuos depende de la edad pero es

independiente del tamafio del stock.

- La mortalidad natural es una tasa constante y la tasa instantanea de

mortalidad por pesca es proporcional a la intensidad de pesca (n2 de

®Una comparacién mas detallada entre los modelos de Schaefer y Beverton-Holt puede
verse en Clark (1990), cap. 9, donde ademads se incluye un desarrollo de la optimizacidon
dindamica del modelo de Beverton-Holt.
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unidades de esfuerzo de pesca, donde el esfuerzo de pesca de una

flota se define como las "horas estandar de pesca por afio").

El principal defecto de este trabajo es que integrd la funcion de
crecimiento desde que el pez entra en la fase explotada hasta el infinito,
con lo que se obtienen curvas de crecimiento sin limites asintoticos, lo que
hace que los resultados no sean aceptables, especialmente si la mortalidad

por pesca es baja.

Otro modelo fue el desarrollado por Thompson y Bell (1934) en el

gue aparecen las siguientes caracteristicas:

- Utilizaron tasas porcentuales para representar la mortalidad natural y

la pesquera.

- Cada ano de vida del individuo el crecimiento era un porcentaje
constante, de ahi que lo representaran por una progresién geométrica

creciente.

- También consideraban que el reclutamiento anual era constante y que
la tasa de mortalidad por pesca era proporcional al nimero de

unidades de esfuerzo.

El inconveniente de este modelo es que la curva de rendimientos
presentaba unos rendimientos muy altos a medida que descendia Ila
mortalidad por pesca, en contraste con los datos observados. Ricker (1944)
dedujo tasas de reclutamiento, crecimiento y mortalidad natural densidad-

dependientes para explicar estas anomalias,
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aunque segun Beverton y Holt (1954) estas tasas presentaban el
inconveniente de sobrevalorar el peso y la talla de los individuos de mas

edad en las curvas de crecimiento individuales.

El trabajo de Parrish y Jones (1953) mantuvo las mismas hipodtesis
gue las anteriores, excepto en el crecimiento individual donde introdujeron
curvas constantes en cada tramo de edad pero diferentes a cada nivel de

poblacién.

Una innovacidn muy importante fue el analisis de la poblaciéon
virtual de Pope (1974) que realizaba predicciones sobre la biomasa total
existente en un caladero mediante un proceso iterativo, utilizando las
ecuaciones de crecimiento y mortalidad descritas anteiormente. El andlisis
se efectuaba sobre cada una de las generaciones o cohortes que
componian una poblacion, lo que proporcionaba resultados mas detallados
sobre la estructura de la misma, con lo que podia detectarse el impacto
que determinadas circunstancias tenian sobre cada cohorte, lo que era
especialmente importante en relaciéon al momento del reclutamiento a la

fase explotada.

1.5. Modelos Stock — Reclutamiento.

Los modelos stock-reclutamiento se formulan en tiempo discreto y
se basan en las relaciones entre el stock reproductor o frezante y el

reclutamiento obtenido a partir de él. Frente a los modelos agregados
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expresados en tiempo continuo, como el modelo de Schaefer, lo cual
supone que tanto el ciclo reproductivo como el resto de los fendmenos
demograficos que afectan a la poblacion de peces se produce de forma
continuada en el tiempo; éstos permiten modelizar el comportamiento
estacional de algunas especies asi como aquellas pesquerias en las que se
establecen medidas que limitan la pesca en un periodo concreto del afio,
generalmente posterior al periodo de reproduccién o de reclutamiento de

nuevos individuos.

En lineas generales, estos modelos vienen definidos por dos
componentes, cuya dinamica se representa en la figura 1.8. En este
modelo, el stock de reproductores o de frezantes (S;) producird la nueva
generacion de peces o recluta®® (X.:). Parte de estos reclutas seran
capturados (P;.;) y el resto conformaran un nuevo stock de reproductores,
conocido también como supervivientes (escapement), que daran lugar a la

préxima generacion.

K_P\ F(Xt_Pt)

X S= X-Py Xir1

t t+1
Temporada de pesca Temporada de veda

Figura 1.8. Esquema general de un modelo stock-reclutamiento.

' se denomina reclutamiento al conjunto de individuos que se agregan cada cierto
tiempo, normalmente cada afio, al stock explotado. (Guerra, Ay Sanchez, J.L. ,1998, p. 97)
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Por tanto, siguiendo a Clark (1990), estos modelos suponen que el
stock de reproductores no sobrevive para pasar a formar parte del stock de
reclutas asi como que la captura tiene lugar previamente al proceso de
reproduccidn. El sistema formado por las ecuaciones (1.21) y (1.22) define

dichos modelos:

Xe = F(S¢-1) (1.21)

S, =X, — P, (1.22)

Donde a la ecuacién (1.21) se le denomina relacion stock-
reclutamiento. Entre los distintos modelos hay que destacar el de Ricker
(1954) y el de Beverton-Holt (1957) como los mds importantes en el ambito

de gestidon de pesquerias.

1.5.1 Funciones stock-reclutamiento.

Entre las distintas formas que se han desarrollado para expresar las
relaciones stock-reclutamiento que modelizan la dindmica de una

poblacién explotada cabe citar las siguientes:
a) Modelo de Beverton-Holt.

La funcidn de reclutamiento de Beverton-Holt puede escribirse de la

forma:
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aSe—q

X

donde el parametro o se relaciona con la mortalidad densidad-

independiente y £ con la mortalidad densidad-dependiente de las larvas.

Figura 1.9. Relacidn stock-reclutamiento de Beverton-Holt.

En general, este modelo resulta adecuado para aquellas especies en
las que el reclutamiento no se ve afectado por la actividad pesquera, al
menos dentro de un rango “normal” de esfuerzo de pesca ya que el
reclutamiento seria virtualmente independiente del stock patermo (Clark,

1990, p.209).

Las curvas de este modelo son asintoticas (Figura 1.8) de tal forma
que el valor de la asintota es (a-1)/f, lo que representa un valor de
reclutamiento constante sea cual sea el stock de supervivientes. Dicho
nivel constituye el punto de equilibrio estable al que llegaria la poblacién

en ausencia de explotacion pesquera.
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b) Modelo de Ricker
En este caso:
X, = aS,_je PSt-1 (1.24)

donde, el parametro a se relaciona con la mortalidad densidad-
independiente y £ con la mortalidad densidad-dependiente. A diferencia
del modelo de Beverton-Holt, esta funcion supone que el reclutamiento
aumenta hasta llegar a un maximo para un valor moderado de
supervivientes (Z/0) y, a partir de entonces, disminuye a medida que se
eleva el nivel de supervivientes. En este caso, la trayectoria de
aproximacion al equilibrio en ausencia de explotacién pesquera depende
del nivel de supervivientes asi como del valor del parametro a, de forma
que solo cuando el nivel de supervivientes es superior a 1/f, el punto de
equilibrio es estable. En caso contrario, dependiendo del valor del
parametro a, puede llegarse, tal como demostré May (1974) a una

situacion de “caos” dindmico.

45°
R=F(S)

Figura 1.10. Funcion stock-reclutamiento de Ricker.
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¢) Modelo de Cushing.

La expresion general de la funcién de reclutamiento de Cushing

viene dada por la ecuacion:
X, =as’ (1.25)

siendo £ un indice de dependencia de densidad. A diferencia de los
modelos anteriores, tal como se recoge en la figura 1.9, la funcién de
Cushing muestra un reclutamiento que crece de forma continua, sin
limites, a medida que aumenta el stock de supervivientes, aunque a una

tasa decreciente.

R=F(S)

Figura 1.11. Modelo stock-reclutamiento de Cushing,.

d) Modelo de Clark-Ricker y Modelo de Clark-Cushing.

Estos modelos incorporan en los modelos de Ricker y Cushing,
respectivamente, un término adicional que recoge el efecto de Ia

mortalidad depensatoria. Recoge la hipdtesis de Clark (1974) referida a la
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alta mortalidad que puede ocurrir para niveles bajos de biomasas en las

pesquerias de pelagicos. Las funciones asumen la siguiente forma:

Xt == aSt_le_'BSt_l_e/St_l (1.26)

X, = aSP e=0/5 (1.27)

La hipdtesis basica que recogen las funciones stock-reclutamiento
presentadas en el apartado 1.6, considera que el reclutamiento de la
poblacién es funcién unicamente del tamano del stock de supervivientes,
asumiendo que los efectos que sobre el reclutamiento, supervivencia y
crecimiento tienen los factores meteoroldgicos son de cardcter fortuito, o
que, por lo menos, no muestran correlacion con los cambios de la poblacion
debidos a cambios en la intensidad de la pescalz. En caso contrario, si
dichos factores hubiesen influido en los cambios en el crecimiento de la
poblacién, de forma que fuesen lo suficientemente importantes en
comparacion con los cambios debidos Unicamente al tamafio del stock, el
propio autor considera que incurriiamos en un error al imputar los
cambios en la magnitud de la poblacion a las variaciones del esfuerzo de

pesca®.

2 Schaefer, M. (1957), p. 275.
3 Schaefer, M. (1957), p. 275.



DISTRIBUCIONES A PRIORI
NO INFORMATIVAS: Jeffreys y 2
Zellner

En el presente capitulo se expondran los métodos de construccion
de distribuciones a priori no informativas o difusas' que hemos optado por
aplicar al problema fundamental de este estudio, es decir, la determinacidn
de las distribuciones a priori no informativas en el caso de trabajar con
modelos de espacios de estados no lineales aplicados fundamentalmente a
la gestion de pesquerias. Uno de ellos serd la técnica desarrollada por
Jeffreys (1967/ 12 ed. 1939) y que se basa en la informacién de Fisher
(1922) para determinar las distribuciones a priori. El segundo método es el
desarrollado por Zellner (1971, 1977, 1996, 1997) donde aplica la
interpretacion de la inferencia estadistica como tratamiento de Ia
informacidn, utilizando la entropia o medida de informacidon de Shannon
(1948). También tendremos en cuenta el método de maxima entropia de

Shannon para determinar distribuciones a priori minimo informativas.

En primer lugar se describiran las medidas de informaciéon que

utilizan ambos métodos (Informacién de Fisher y Entropia de Shannon), asi

1 T , P

Kass y Wasserman (1996) ofrecen un analisis de la mayoria de los métodos que se han
desarrollado para determinar distribuciones a priori no informativas, asi como los
resultados que se obtienen cuando se aplican estos métodos.
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como sus propiedades fundamentales y que necesitaremos utilizar en
desarrollos posteriores. A continuacién se expondran los métodos de
determinaciéon de distribuciones a priori no informativa desarrollados por
Jeffreys (1967) y por Zellner (1971), desarrollando con mas extensidn este

ultimo y llegando finalmente a la relacion entre ambas.

2.1 Medidas de informacion y analisis bayesiano.

Desde 1960 la aplicacién de las técnicas bayesianas en los modelos
econométricos ha crecido considerablemente, bien para describir e
interpretar modelos econdmicos, o plantear problemas de decisiéon que
surgen a partir de la teoria econdmica, usando para ello modelos
econométricos y métodos de prediccidon y analisis de politicas. Con
anterioridad a esta fecha la mayoria de los cientificos que empleaban las
técnicas de econometria no aplicaban métodos no bayesianos. Jeffreys
(1967/ 12 ed. 1939) proporciond un sistema axiomatico en relacion a la
teoria de la probabilidad que resulta util en cualquier campo de
investigacion, basandose en la informacién que proporcionan los datos
disponiblesde para explicar experiencias y resultados pasados y para hacer
predicciones. Establecié que la induccion cientifica engloba (1) observacion
y sistemas de medicién y (2) generalizacion a partir de las experiencias
pasadas y resultados que permitan explicar el pasado y predecir el
comportamiento futuro. En cuanto a la definicion de probabilidad la
considera como una medida del grado de confianza en una proposicion

basada en la informacion disponible en cada momento, de esta forma
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siempre que se obtenga nueva informacion es posible actualizar la
probabilidad o la confianza asociada a la proposicién establecida
anteriormente, aplicando la teoria de probabilidad y en particular usando
el teorema de Bayes, lo que constituye un modo formal de aprender a
partir de la experiencia y de los datos. Entre los autores que desarrollan los
métodos bayesianos cabe citar, ademas de Jeffreys (1967), a Box y Tiao

(1973) o Zellner (1971).

Una caracteristica de la aproximacion bayesiana es que la
informacién a priori se incorpora de forma flexible o formal en los
procedimientos de estimacion, prediccidn, test de hipdtesis y andlisis de
politicas. Con respecto a la estimacion, a partir del Teorema de Bayes se
llega al resultado general de que una funcion de densidad de
probabilidades (fdp) a posteriori para los parametros de un modelo es
proporcional a la fdp a priori del pardmetro por la funcién de verosimilitud,

es decir:
fdp a posteriori o fdp a priori x funcion de verosimilitud
que matematicamente se puede expresar como:
f@1D) = cf(O|I)L(6]x), 6 €0, X€S, 2.1)

Siendo # un vector de parametros, ® el espacio paramétrico, x un
vector de observaciones, S, el espacio muestral, Iy la informacidn inicial
D=(x, lp) y, por ultimo, A 8/x) la funcién de verosimilitud. La constante de

normalizacion es:
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-1

c= ff(9|10)l(9|x)d9 2.2
(€]

Una conclusién que se obtiene con esta igualdad es que para
cualquier problema de estimacién, dada una fdp a priori y una funcién de
verosimilitud, el teorema de Bayes proporciona una fdp a posteriori exacta
para los parametros del modelo. Otra forma de interpretar esta relacion es
verla como una transformacién de la fdp a priori en una fdp a posteriori
que incorpora la informacidn inicial sobre el pardametro y la informacion

muestral.

Bajo la perspectiva de que la inferencia estadistica se puede
considerar como el tratamiento de cierta informacién, hay un gran nimero
de investigadores que intentan mejorar los modelos de aprendizaje
bayesianos utilizando elementos de la teoria de la informacion, por
ejemplo Soofi (1992), Jaynes (1968) o Zellner (1988) donde se establece
una relacion entre una informacién inicial o input y otra resultante u

output.

La informacidn input es la que aparece la funcién de verosimilitud,
en los datos disponibles y en las distribuciones a priori. La informacion
output o resultante es la informacion en la densidad a posteriori asociada a
los parametros y en las densidades marginales correspondientes a las

observaciones (Figura 2.1).
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Informacién Informacién
input: output:
[0]x) g fO01D)

SO|1) S |1

Tratamiento de la

informacién

Figura 2.1: Inputs y Outputs para cualquier tratamiento de la informacion.

Considerando medidas de informacion en los inputs y en los
outputs se busca la forma de las densidades a posteriori asociadas a los
parametros que minimicen la diferencia entre ambas. Bajo el Principio de
Conservacion de la Informacion (PCl): Informacidon Input = Informacion
Output, se considera que un tratamiento de la informacién es 100%
eficiente si satisface el PCl en el sentido de que el cociente entre ambas

informaciones es igual a la unidad.?

En cualquier caso, ya sea utilizando el teorema de Bayes
directamente como aplicando teoria de la informacidn, hay que contar con
la funcién de densidad de probabilidades a priori asociada a los
parametros, f(0/1)). Una vez establecida la distribucion muestral a partir de

las observaciones, el Unico fundamento o base que nos permite decidir

% En Zellner(1988) se expone este desarrollo y se demuestra que, tomando como medidas
de infomacién en los inputs y en los outputs la entropia asociada a las funciones, el
tratamiento de la informacién es 100% eficiente si las funciones de densidad a posteriori
se calculan aplicando el teorema de Bayes, es decir tomdndolas proporcionales al
producto entre la distribucién a priori de los pardmetros y la funcién de verosimilitud.



50 Distribuciones a priori no informativas

entre diferentes posibilidades, todas ellas en principio admisibles, recae en

las distribuciones a priori.

Estas se pueden elegir para representar la informacién disponible
acerca de los posibles valores del parametro, son las Ilamadas
distribuciones a priori informativas, aunque ya desde los trabajos de
Laplace, las aplicaciones de la teoria de la probabilidad se enfrentan a las
dificultades inherentes al tratamiento de la informacidon que se posee
inicialmente. Es evidente que el hecho de no tener en cuenta este
conocimiento previo, que a menudo puede ser relevante con respecto a los
cuestiones que con el mismo problema se plantean, puede llevar unido una
inconsistencia en los razonamientos que se apliquen y proporcionar

resultados erréneos.

Ahora bien, una de las mayores criticas a los métodos bayesianos ha
sido la arbitrariedad (algunas veces llamada subjetivismo) a la hora de
asignar las distribuciones a priori. Actualmente, la mayoria de las
aplicaciones de las técnicas bayesianas parten de distribuciones a priori
gue se construyen a partir de métodos formales, se las llama distribuciones
a priori no informativas o de referencia, que en Box y Tiao (1973) se
definen como aquellas que proporcionan muy poca informacién con
relacidn al experimento que se esté estudiando. No hay que confundir este
concepto con el de desconocimiento absoluto sobre la variable que se esté
estudiando, nunca se parte de la ignorancia absoluta, lo que no se hace es

presuponer un comportamiento inicial especifico para esta variable.
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2.2. Medida de Informacion de Fisher.

Segun Fisher (1922) el propdsito de los métodos estadisticos debia
ser poder sustituir una muestra de datos por ciertos valores (estadisticos)
gue la representen adecuadamente en el sentido de que contengan la
maxima informacidén posible que sea relevante y que originalmente estaba

contenida en la muestra.

De aqui emerge la idea de una medida sobre la cantidad de
informacién que poseen los datos y su estudio a partir de la funcién de
verosimilitud, proporcionando un medida intrinseca sobre la cantidad de
informacién contenida en las observaciones en relacion a cualquier
parametro poblacional cuyo valor es desconocido. Estudiando las
condiciones de pérdida de informacién establece que, con el método de la
maxima verosimilitud, en muchos casos, la pérdida de informacién es
menor que con cualquier otro método del que se obtengan estadisticos

eficientes.

La definicién de la Informacion de Fisher tiene sentido sélo sobre
modelos de probabilidad regulares, cuyas condiciones pasamos a
determinar en primer lugar. Para ello consideramos P, = {Py: 6 € O} un
modelo paramétrico de probabilidades, donde © € R¥ es el espacio
paramétrico y cada P» es una medida de probabilidad sobre un espacio
muestral comun X. Dada X una variable aleatoria continua, cuya funcion de

densidad de probabilidades (f.d.p.) dependiente de un valor particular del
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parametro, 0 € ©, denotaremos por fy(x) = f(x,0) se dice que se

satisfacen las condiciones de regularidad FF si:

1) Existe %f(x, 0) vy es finita cualquiera que sea la componente 6;

de 8 € O.

2) Se puede intercambiar la integracion de f(x, 8) respecto a x con
la derivada respecto a cualquier componente 6; de 6 € O, es

ael f ’:{16 Cl:f aglf :Cle d:c, Vi ) ey (2.3’

3) El conjunto soporte C = {x: f(x,8) > 0} es el mismo cualquiera

que sea 8 € 0.

Ademas de estas tres condiciones basicas hay autores que incluyen
entre ellas la posibilidad de que el intercambio entre la derivada respecto
al parametro vy la integracién respecto a la variable pueda llevarse a cabo

en el caso de las derivadas de segundo orden, es decir:

a @ a2 .
Efa_eif(x’e)dx = faejaeif(x’e)dx Vi,j=1,..,k (2.4)

Esta condicion no es necesaria para el calculo de la informacion de

Fisher, aunque si que es deseable que se cumpla para facilitar los célculos.

* Skervish (1995, p. 111)
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Una funcion relacionada directamente con la medida que

pretendemos determinar es la funcién score que denotaremos por S(x,0) y
. . d

gue se define como el vector aleatorio de componentes Elnf(x, 6). Una
i

de las caracteristicas mds importantes de esta funcidén se recoge en la

siguiente propiedad.

Teorema 2.1: Bajo las condiciones de regularidad establecidas

anteriormente se verifica que Eg[S(x,0)] = 0.

Dem: Dada la f.d.p. de x, f(x,8), se cumple [ f(x,8)dx =1, con lo que

%ff(x.(?)dx =0, Vi=1,..,k.
Por otra parte y teniendo en cuenta la segunda condicion de regularidad:

o f(6)

‘ dx = 0 dx = : d
g 100 = | g vt = | Tyt

= faieilnf(x, 0)f(x,0)dx =E [aieilnf(x, 9)]

Como resultado E [%lnf(x,e)] =0 Vi=1,..,k
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A partir de la funcion score se define la informacion de Fisher
acerca de 8 € ® € RX y que proporciona la variable X, a la matriz de
covarianzas condicionadas a un valor dado del parametro correspondiente

a dicha funcion, la denotaremos por I,.(8) = (I(x, H)i,j) donde:
0 0
I(x,0);; = Covg a_é?l-lnf(x' 9)’O_Hjlnf(x' 6) (2.5)

Como consecuencia de la propiedad 2.1. y bajo las condiciones de
regularidad, una forma alternativa de expresar los elementos de la matriz

de informacion de Fisher es:
1(x,0);; = E al ( 9)al (x,0)] i,j=1 k 2.6
x,0);;=Eg 2, nf (x, 26, nf (x, iL,j=1,.., (2.6)

Si el espacio paramétrico es unidimensional (i.e. 8 € @ C R), la
informacién de Fisher coincide con la varianza de la funcidn score, que bajo

las condiciones de regularidad finalmente se calcularia como:
3 2
Ix(0) =E <% Inf(x, 0)) 2.7

Este cdlculo, ya sea en el caso unidimensional como el
multidimensional, puede simplificarse bastante si suponemos que el
intercambio entre la derivada respecto al pardmetro y la integral respecto
a la variable también se puede efectuar cuando la derivada es de segundo

orden, es decir, bajo las condiciones de regularidad y suponiendo que se
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da la igualdad que se recoge en la expresién (2.4), una forma alternativa de

obtener la informacion de Fisher en el caso multidimensional es:

2

26;06;

Ix(0) = —Ey [ Inf(x, 0)] (2.8)

Obsérvese que la matriz de Fisher es simétrica, por lo que da lo
mismo el orden en el que se realicen las derivadas parciales respecto a los
componentes del vector paramétrico. En el caso unidimensional, el calculo
gueda reducido a:

62

Ix(e) =—-F 692

Inf (x, 9)] (2.9)

Dem: Basta demostrarlo en el caso multidimensional ya que el
unidimensional seria exactamente igual, sin distinguir las componentes en

el parametro.

0=Ey [aigilnf(x,e)] =

O_a al P 0V = 0 al 9 0 g
=56, a—einf(x, )f (x, )x—fa—ej a—einf(x, Yf(x,0) | dx

— 92 l 5 d 0 l o K] o g
_faeiaej nf Cx, 0)f (x, O)dx + Ja—gi nf(x,6) a—gjf(x, ) dx

A

=a%ojlnf(x,9)f(x,9)

62
=E [agiagj lnf(x,H)l +1(x,0);;
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Por lo tanto:

2

26,06;

Ix(6) = —Eq [ Inf (x, 9)]

Una de las interpretaciones de esta medida es que, dado que las
derivadas de segundo orden miden curvaturas, la informacion de Fisher en
un valor particular del parametro es una medida de la curvatura esperada
de la funcién de verosimilitud para el valor del parametro dado. También
se interpetra como el valor que muestra la sensibilidad de la funcion de

verosimilitud ante pequefios cambios en los parametros.

Hasta ahora se ha hecho referencia al calculo de la informacién de
Fisher cuando se trabaja con una Unica variable aleatoria, pero también
caben otras posibilidades. Si estamos trabajando con n variables aleatorias

se define la informacion conjunta de Fisher como:
a 2
Ix(6) = Ix,,..x,(0) = Eq <% Inf (xy, ---,xn,9)> (2.10)

siendo f (x4, ..., X,, ) la f.d.p. conjunta de las n variables.

Por otro lado, si consideramos un estadistico T(X), la informacion de

Fisher asociada al mismo seria:
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2
0
I;(6) =E (8_0 lngg(t)> (2.112)

Donde por gg (t) representamos la f.d.p. asociada al estadistico.

2.2.1 Propiedades de la Informacidn de Fisher.

Veamos a continuacidn algunas propiedades de esta medida de
informacién, sélo se hara referencia y se demostraran aquellas que puedan

intervenir en el objetivo de nuestro trabajo.

Propiedad 2.1. La informacién de Fisher es aditiva, es decir, dadas dos

variables aleatorias independientes, X e Y, se verifica:
Iyy(0) = Ix(0) + Iy(0) (2.12)

Como consecuencia de esta propiedad, dada Xi,...,X,, una
muestra aleatoria simple (m.a.s.) procedente de la variable aleatoria X, se

tiene que:
1X1,...,Xn(9) = nlx(6) (2.13)

Dem: Suponiendo que 8 € © € R¥ , y dada Z=(X,Y) con X e Y variables

aleatorias independientes, se verifica:

0 0
1(z,0);; =E a_eilnfe(z)a—ejlnfe(z)
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0 d
=E [a—el ln(fe(x)fe()’))a_gjl”(fe(x)ff’(y))l
_ 4 l 9 l 9 l g l
=F la—el nf9(x)a_9]. nfe(x)l +E Ia—el nfe()’)a—gj nfe()’)l
] ] 0 J
+E la—gl lnfe(x)a—gjlnfe ()’)l +E la—el lnfe(}’)a—ejlnfe (x)l

Al ser X e Y independientes, la esperanza del producto que aparece
en los dos ultimos términos se puede separar como producto de
esperanzas que, bajo las condiciones de regularidad, son nulas (propiedad

2.1), por lo que finalmente se obtiene que I(z,0);; = I(x,0);; + 1(y, 6);;.

Propiedad 2.2. Considerando que 8 € ® € R¥ , bajo las condiciones de
regularidad y suponiendo que el intercambio entre la derivada y la integral
se puede llevar a cabo hasta de segundo orden, la informacién conjunta de

n variables aleatorias se puede calcular a partir de la siguiente expresién:

Ix(0) = Iy, (0) + Ex, [Ix,1x, (0)] + Ex, x,[Ix,1x,x,(0)] +
(2.14)

o By Dals X (0]

Donde

62
IXiIXl,...,Xi_l 0) = _EXL-IXl,...,Xi_l Wlnfe (xilxl,...,xi—l) (2.15)
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Parai=2,3,...,n.

La propiedad se enuncia y se demuestra exactamente igual en el
caso multidimensional, con la salvedad de que estaria referida a cada

elemento /(x,9); de la matriz de informacién y de que en la expresion (2.15)

* lugar de =
n n tugar —_—
29,00, f en lugar de 75

deberia aparecer Inf . Nos remitimos al caso

unidimensional por simplificar la notacion.

Dem: Dadas n variables aleatorias Xj,...,X,, la funcion de densidad conjunta

se puede expresar como:

f@(xll "'lxn) = f@(xll ""xn—l)fe(xnlxlf ""xn—l)

A partir de lo cual

aZ
1x(6) = —E, [W Infy (xl,...,xn)]

0% 0%
= —Ey Wlnfe(xl“"'xn_l)l —Ey IW Info(xplxy, ---;xn—l)l

El primer término de la ultima expresién se puede seguir
descomponiendo siguiendo la misma pauta con la funcién de densidad, es

decir se tomaria:

f@ (xlf ) xn—l) = f@ (xll L xn—Z)fG (xn—llxlf ) xn—z)

En cuanto al segundo término se comprueba que:
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aZ
—Eg [W Info(xnlxq1, ooy Xp—1)

62
= —f ---fwlnfe(xnlxl, s Xp—1)fo (X1, ey X )d Xy, .., dixy

32
= f [—fwlnfe(xnlxl.---.xn-l)fe(xnlxl, s Xn—1) Ay | fo (X1, o Xpq)dXy, oo, diXp g

= Exy.Xns [ Dnls s (0]

La demostracion continua de la misma forma hasta llegar a la

expresion que aparece en el enunciado de la propiedad.o

La ultima propiedad que veremos se refiere al comportamiento de
la informacion de Fisher respecto a las reparametrizaciones, algo que se
tendra muy en cuenta a la hora de determinar las distribuciones iniciales

no informativas.

Propiedad 2.3. La informacion de Fisher no es invariante ante
reparametrizaciones. Supongamos que n = h(0) es una reparametrizacion

continua de 8, donde 8 € O € R, se verifica:

2
9
I;(m) = Ix(h™* () (% h—l(n)> (2.16)

Si @ € RX, con k>1, se tiene:
Ix(n) = ALy (k™ () A" (2.17)

Donde:
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a -1
Aii(m) = a_nhj () (2.18)

Dem: Veamoslo para el caso unidimensional.

Supongamos que 11 = h(6) es una reparametrizacion continua de 9,
donde 8 € @ € R, y sea I(n,x) = Inf(x,n) el logaritmo de la funcién de

verosimilitud asociada a 7.
Aplicando la regla de la cadena para las derivadas tendriamos:

al(n, x) B al(0,x) 06
an 90 0n

. [((ﬂg)?;x))Z] . [<al(at9éx)>2] (g_s>2

Que también se puede expresar como:

2
9
L(m) = Ly(h™1(m) <%h‘1(n))
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2.3 Entropia o Medida de Informacion de Shannon.

El desarrollo de Shannon (1948) se enmarca dentro de los métodos
aplicados en la teoria de la comunicacién, donde considera que uno de los
problemas fundamentales es el de reproducir en un momento dado de
forma exacta o lo mas aproximada posible un mensaje seleccionado a

partir de un conjunto de mensajes posibles4.

Inicialmente analiza una fuente de eleccidén de informacion discreta
como un proceso de Markov y define un valor que pueda medir, en cierto
sentido, cuanta informacidn se produce en este proceso. Para ello fija un
conjunto de n sucesos posibles con probabilidades de ocurrencia o de
eleccion pi, py,...pn Y que supone que es lo Unico que se conoce en

relacidon a estos sucesos.

Determina que una medida H(ps, py,...,pn) que proporcione un valor
sobre la incertidumbre que se tiene sobre el resultado de una eleccién

debe cumplir las siguientes condiciones:
1) H debe ser continua en p;.

2) Silos sucesos son equiprobables, es decir, p=1/n, Vi=1,..,n, H debe

ser una funcién mondtona creciente de n. Esto equivale a suponer

*Los postulados o axiomas que deben cumplir las medidas de informacidn fueron descritos
por primera vez por Hartley(1928), que intentd medir la informacion en conjuntos donde
los elementos tenian la misma probabilidad de aparicion. El caso concreto de la entropia
o medida de informacién de Shannon es una extension de la medida de informacién de
Hartley a conjuntos donde los elementos pueden aparecer con distinta probabilidad.
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gue en el caso de equiprobabilidad, cuanto mayor sea el nimero de

sucesos posibles, mayor serd la incertidumbre sobre el resultado.

3) Si una posible elecciéon se separa en dos elecciones sucesivas, el
valor inicial de H debe ser una suma ponderada de los valores

individuales de H.
Como consecuencia establece el siguiente resultado:

Teorema 2.2: La Unica H que satisface las tres condiciones anteriores es de

la forma:
n
H = —KZ pilnp; (2.19)
i=1

siendo K una constante positiva que depende de la eleccién de las

unidades de medida.

Shannon (1948) llama entropia de un conjunto de probabilidades
P1, P2,---,Pn, Al valor H = —K YI* | p;Inp;. Si X es una variable que recoge las
distintas posibilidades, se denotard por H(x) a su entropia, aunque
entendiendo que x no es un argumento de la funcion sino una etiqueta que

permita diferenciar las entropias asociadas a varias variables.

En el caso de que la distribucidon de probabilidades sea continua,
Shannon extiende la definicién de entropia cambiando el sumatorio por la

integracion y las probabilidades del caso discreto por la funcidon de



64 Distribuciones a priori no informativas

densidad de probabilidades, con lo que el valor de H se calcularia a partir

de la siguiente expresion:
+ oo
H= —f f(x) Inf (x)dx (2.20)
En el caso de que la distribucién sea n-dimensional se tiene:

Hoo oo
H= —f f f(xqg, e, x) Inf(xq, .o, x,)dxy, ..., dxy, (2.21)

siendo f(xq,..,x,) la funcidon de densidad de probabilidades conjunta de

las n variables.

Asimismo, dadas dos variables X e Y (que pueden ser

multidimensionales), las entropias conjunta y condicional vienen dadas

por:
H=— f::o f::of(x, y) Inf(x,y)dx dy (2.22)
Y
o)== [ reninlZPara
(2.23)
T fxy)
Hy(x) = —f_m f_m fl,y)In fy(cy})i dx dy

donde f(x) y fly) son las funciones de densidad marginales de x e y

respectivamente.
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2.3.1 Propiedades de la Medida de Informacion de Shannon.

Las entropias en el caso de distribuciones continuas tienen las

siguientes propiedades:

Propiedad 2.5. Para cualesquiera dos variables X e Y se tiene:

H(x,y) = H(x) + Hy(y) = H(y) + Hy (%) (2.24)

H,(y) < H(y) (2.25)

Dandose la igualdad si y sélo si x e y son independientes, es decir,

flx,y)=f(x)f(y) (salvo posiblemente en un conjunto de medida nula).

La demostracion de esta propiedad surge de manera directa teniendo en
cuenta las expresiones (2.22) y (2.23), y la relacién entre las distribuciones

conjunta y condicionada a partir del teorema de Bayes, f(x,y) =

fFOf).

Propiedad 2.6. La entropia asociada a una distribucion normal con valor

esperado uy desviacion tipica o es:

1
w(x) = Eanne + Ino (2.26)

_ _ 2
Dem: Dada f(x) = ﬁexp[ G =) /azl, con —oo < u < 400y 0>0, la

entropia asociada toma la siguiente expresion:
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_ 2
H(x) —ff(x)ln(\/_a) dx+ff( = ”)

2
= InV2no + ;7 = InV2no +% = %ln(Zne) + Ino o

Propiedad 2.7. La entropia no es invariante ante reparametrizaciones de la
variable. De hecho, ante un cambio de forma que se obtenga un nuevo

conjunto de variables y;,...,y,, la nueva entropia viene dada por:
HO) = [ o [ Gt S G ) o))y oy (2:27)

Donde J(x,y) representa el jacobiano asociado a la transformacion

paramétrica. Como resultado se obtiene la siguiente expresion:

H(y) = H(x) - f £ty o) I (0, Y)dyy -y (2.28)

Es decir, la nueva entropia equivale a la antigua menos el valor
esperado del logaritmo del jacobiano asociado a la transformacién. Debido
a este hecho Shannon (1948) sefiala que la entropia puede ser considerada
en el caso continuo como una medida de la aleatoriedad relativa a un

cambio de parametros.

En definitiva, la Entropia de Shannon mide la informacién contenida
en una distribucion. De aqui surge el método de Maxima Entropia de
Shannon (1948) que consiste en establecer la distribucion que maximiza
esta medida de informacion. Si se tiene informacion previa sobre la

distribucién de los datos, este calculo se convierte en un problema de
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optimizacion sujeto a las condiciones que se establecen con esta

informacidn previa.

Jaynes (1968) establecié que para solventar este problema de no

invarianza ante reparametrizaciones, la entropia debia definirse como:

f)

m(x)

W = jf(x)ln (2.29)

donde m(x) es una funcion de medida. Si el objetivo final es la
maximizaciéon de la entropia, se puede asumir que m(x)=m, una constante,
siendo en tal caso W’=W-Inm, con lo que maximizar W’ es equivalente a

buscar la funcién que maximiza W.

2.4 Distribuciones no informativas. Regla de Jeffreys.

Desde el punto de vista de Jeffreys, un problema de estimacion es
aquel donde, dada la forma de la distribucion, existen parametros que
pueden ser tratados como desconocidos, sin que haya preferencias por
asignarles inicialmente algun valor, y lo que se pretende es conocer la
distribucién de probabilidades asociada a estos parametros dadas las

observaciones.

La dificultad es encontrar una forma de confirmar la incertidumbre
asociada a un parametro cuando no hay un valor de preferencia, para lo

cual aporta dos soluciones:
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- Si el parametro puede tomar cualquier valor en un rango finito o de
-o0 g +oo sy distribucidn a priori debe ser uniforme.
- Si se puede establecer que toma valores entre 0 y +o° entonces la

distribucidn a priori de su logaritmo debe ser uniforme.

Hay casos de estimacién donde una norma puede aplicarse de la
misma forma sobre distintos conjuntos de pardmetros, con lo cual es
deseable emplear aquella que lleve a los mismos resultados cualquiera que
sea el conjunto de parametros que se elija, una regla que cumpla esta
propiedad se dice que posee la propiedad de invarianza ante

reparametrizaciones.

La funcién esencial de estas normas es proporcionar una manera
“formal” de expresar la ignorancia asociada al valor de un parametro
dentro de un rango establecido. Dar pautas formales lo mas objetivas

posible.

En el caso de un espacio paramétrico finito considerd el “principio
de la razoén insuficiente” para asignar la misma probabilidad a cada posible
valor del parametro. Extiende este resultado al caso de intervalos acotados
o la recta real al completo considerando que la distribucién inicial de un
parametro debia ser constante. En el segundo caso esta condicidon hace
que la distribucién a priori sea impropia o lo que es lo mismo no tiene

integral finita, aunque no lo consideré como una dificultad fundamental.

Es importante tener en cuenta que nunca se puede suponer un

estado de completa ignorancia, ademas, la expresion “conocer poco a
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priori” puede tener sentido sélo en relacién a la informacién que
proporciona un experimento. Se supone que una distribucidén a priori
representa el conocimiento acerca de los pardmetros previamente a la
obtencién de observaciones a partir de un experimento. Por ello la
cuestion principal es seleccionar un distribucion inicial que proporcione
poca in formacion relativa a la que se espera obtener con el experimento.
Aquello que los datos pueden proporcionar sobre un parametro se recoge

en la funcidon de verosimilitud.

El método para definir las distribuciones a priori no informativas
descrito por Jeffreys (1967) se basé en la informacién de Fisher, que

recordamos quedaba determinada en el caso unidimensional como:
3 2
Ix(0) =E <% Inf(x, 0)) (2.30)

Jeffreys establecio que la distribucion a priori del parametro, m(8),

debia ser:
() o< 1'/2(6) (2.31)

La justificacion de este método de debe a que las funciones resultantes

cumplen la propiedad de invarianza ante reparametrizaciones del modelo.

Supongamos que 11 = h(6) es una reparametrizacion continua de 6,
donde 8 € © € R, Por la propiedad (2.4) de la informacion de Fisher

teniamos:
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2

a0
L () = L (6) (%) (2.32)

00 06
/2, N _ 11/2,97 %Y v
nn) 12 = K 0) 5, <@

lo que nos lleva a que, en el caso de reparametrizacion, el cambio de las
distribuciones a priori asociadas a los parametros, se realiza aplicando la

férmula del cambio de variables.

En este analisis incluye una modificacion para los casos de
localizacion y escala, indicando que si se combinan ambos tipos de
parametros, los de localizacion debian separarse del resto, es decir, si hay
parametros de localizacién yy,..., U, y otro parametro multidimensional 6,

entonces la distribucion a priori debe ser:

(U, .., i) o det(1(8))"? (2.33)

2.5 Distribuciones no informativas. Regla de Zellner.

Es necesario reconocer el papel que juega la informacidn a priori en
la formulacién de modelos asociados a observaciones y en las funciones de
densidad iniciales relativas a los parametros que aparecen en estos

modelos.

En relacion a la deduccidén de los modelos, seria deseable tener un

método formal a partir del cual se pudieran formular funciones de
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densidad iniciales que fueran no informativas o difusas. Jaynes (1980)
definié esta necesidad como la prioridad principal en los problemas de
investigacion sobre la teoria bayesiana. También cabe destacar la
apreciacion de Akaike (1978) que sefala cdmo a pesar de la aparente
utilidad de los modelos bayesianos en inferencia estadistica no se ha
desarrollado un andlisis sistematico del papel desempefado por las
distribuciones a priori, hasta el punto de que se pueda dar a los estadisticos

una confianza absoluta al usar sus propias distribuciones a priori.

En Zellner (1971) se recogen ejemplos donde se pone de manifiesto
gue la formulacion de los modelos implican un uso muy importante de
informacién a priori, incluso esta informacién inicial puede ser mas
importante que el uso que se le dé en las densidades a priori asociadas a

los pardmetros, impresion que también recoge Tuckey (1978).

Zellner (1971) plantea la busqueda de la distribucion a priori
aplicando la teoria de la informacién, para ello, parte de una funcién de
densidad de probabilidades conjunta, f(x, 8), para una observacién x ( que
puede ser un vector) y un parametro & (que también, puede ser un vector),
donde x € R, y 6 c Ry. Basandose en la definicién de entropia que
proporciona Shannon (1948), define como medida de informacion
contenida en esta funcion de probabilidades a su entropia negativa, es

decir:

—H(f(x,0)) = f f f(x,0) In(f(x,0))dxdo (2.34)

Rx Ry
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Teniendo en cuenta que podemos expresar f(x,0) = m(0)f(x/6)
donde m(0) es la funcién de densidad a priori para 8y f(x/8)es la funcién

de densidad para x condicionada a un valor de 8, obtendremos:

CH(f(x,0)) = f j ()£ (x|0) In[r(6) £ (x/0)]dxdo

Rx Ry

- f f ((O)F Ce/O)Inlf (x/0)] + f (x/0)m(6)In[r(6)]}dxd

Rg Ry

De lo cual:

—H(f(x,0)) = f 1(0)m(8)do + f (0)In[m(6)]d6 (2.35)

Rg Rg

Donde:

16) = j £(x/O)Inlf (x/0)]dx 236)
Ry

Es una medida de la informacion contenida en f(x/8).

De esta forma se puede considerar —H(f(x,H)) como la suma de

dos términos, por un lado la informacion esperada en la funcién de
densidad de las observaciones fRel(H)n(H)dH mas la informacién

contenida en la distribucién a priori asociada al parametro

J, T(O)In[(8)]d6.
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Como una medida que represente la “ganancia” en informacion una

vez obtenidas las observaciones define la siguiente funcidn:

G(r(0)) = f 1(0)m(8)do — f (6)In[n(6)]do (2.37)

Rg Rg

Es decir, la informacion esperada inicialmente en los datos menos la
informacién contenida en la funcion de densidad asociada a priori al

parametro &y medida por [ w(0)Inm(6)d6.’

Define la distribucién que maximiza la informacion que inicialmente
se espera en los datos — Maximal Data Information Prior (MDIP) — como
aquella funcién de densidad de probabilidades para & que a priori contiene
“minima informacion”, es decir, aquella ri(6) que maximiza G(n(@)), para
f(x|8) ya dado. Tenemos que tener en cuenta que buscamos

distribuciones a priori que sean propias, es decir se maximiza G(n(e))

sujeto a que fRe 7(0) d6 = 1, donde Ry es la regién que contiene a &.

Para calcular las MDIP aplicaremos el siguiente teorema:

Teoremal: Sea x una variable aleatoria con funcién de densidad de

probabilidades propia, dependiente de un pardmetro 6, f(x, 6) y definida

> Soofi(1992) y Zellner(1991) proporcionan mas interpretaciones sobre G(m(8)) y su
relacidon con otros criterios para generar distribuciones a priori. Por otra parte Venegas
Martinez(1990) y Zhang y Yao(1991) han demostrado, de forma independiente, que las
soluciones MDIP son Unicas.

®Esto obliga a que Ry sea una regién compacta que puede ser muy grande, pero que
también puede restringirse a intervalos finitos si los parametros toman valores acotados
(zellner, 1995).
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positiva en una region R,. Supongamos que # es un parametro que toma
valores en una region Rs. Entonces la funcion de densidad propia a priori

para € que maximiza G(n(e)) es:

7(0) = {c(e)x'p[l(e)] si 6 CC.IEQ (2.38)

donde c es una constante de normalizacion, ¢ = (ng exp[l(@)]d@)

Dem: Sea ¢g(#) una funcion arbitraria tal que ngg(H)dé?:O y

consideramos:
6 = [U©) - tnlw 0) + eg@ i 0) + 2g(@))do
Rg

Derivando G '(¢) = fRQg(H){I(H) — In[n*(6) + €g(8)]}dO donde hemos

aplicado que ngg(H)dH =0

Aplicando la condicion necesaria para obtener un maximo, G'(0)=0,
tenemos que ngg(H){I(H) — In[n*(8)]}d6 = 0, lo que se satisface si

1(6) = In[n*(08)] o equivalentemente ©*(6) = exp[I(0)].

9%(6)

La derivada segunda queda G (&) = — Ro 7 (6)+2g(@)

dé , asi que
G'(0) <0, lo que confirma que 7*(0)=exp[I(A)] maximiza G.

Finalmente m(0) = cexp[I(6)] es la funcién de densidad a priori propia

-1
que maximiza G, donde ¢ = (ng ex'p[I(H)]dH)
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Las funciones de densidad a priori MDIP son invariantes ante

cambios lineales en los parametros, dandose los siguientes resultados

generales:

Tabla 2.1. MDIP caso general parametros localizacidn y escala.

f.d.p. de los datos Medida de informacion MDIP
f(x|0) en los datos 1(8) (2.36) n(6) x exp[l(6)]
f(x—0) Constante m(0) « cte.
1 /x 1
— — C -1 —
. f (G) onstante - lno (o) < -
1 x—06 1
- < Constante - Ino m(0,0) X —
o o o

Muchos autores han desarrollado las MDIP para distintos modelos

de probabilidad, entre ellos Kass y Wasserman (1995), Venegas-Martinez

(1990), Zellner (1996) o Zhang y Yao (1991) entre otros. Estos articulos

incluyen comparaciones entre las distribuciones a priori MDIP y las que se

obtienen con otros procedimientos.

Veamos, como caso particular, la aplicaciéon de esta medida y su

comparacion con la distribucidn a priori que se obtendria al aplicar la regla

de Jeffreys en el caso de la distribucién normal cuya valor esperado u vy

varianza o® son desconocidas:
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flo(x) = L [_1(x— )2] — 0 < x <+ (2.39)
UH,o mo_ p 20_2 M ) *
Tendriamos:
G0 = [ fuol 1 (fu0(0))
~1 1
- [ (Fn2no? = 3 G = w7 fuo ) (2.40)

= 7ln2ne —lno

Aplicando el teorema 1, el resultado de la distribucién a priori MDIP

asociada a los parametros u y varianza o es:
1
m(0) < exp[l(0)] x -

Es decir, la distribucion que a priori presenta “minima informacion”
es aquella en la que u y o son independientes, siendo las distribuciones
asociadas a u y Ino uniformes. En este caso la distribucidn inicial asociada a
ambos parametros coincide con la que se obtiene si para el mismo ejemplo
se aplicara la regla modificada en funcion de parametros de localizacién y

escala de Jeffreys.

Veamos cémo se definen las MDIP ante distintas situaciones
respecto a las observaciones y los pardmetros y que nos resultaran utiles a
la hora de establecer distribuciones iniciales no informativas en el caso que

estamos estudiando.
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2.5.1 MDIP para parametros comunes a distintas funciones de

densidad.

En general los distintos métodos que se utilizan para generar
distribuciones a priori llegardan a distintas soluciones en funcién de la
funcion fi{x| &) que se considere. Para conseguir que la distribucion inicial
sea Unica, Zellner(1993) propone calcular aquella con la que se maximiza la
infomacién media contenida en las densidades fi(x, ) en relacién a la que

aparece en la distribucién a priori 77(8), para lo cual considera la funcién en

nn(6):

G, [m(0)] =i< f 1.(0)m(0) db — f n(G)ln(n(G))dG) (2.41)

=1

Donde:

I;(9) =ffi(x,9) In(fi(x,8))dx i=12,..n (2.42)

Para obtener la distribucion a priori hay que maximizar G,[m(6)] sujeto a

la condicién de que 7(8) sea propia, es decir [ 7(0) df = 1, obteniéndose

como resultado:

m,(0) « (1_[ e’i(9)> (2.43)
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Es decir, la media geométrica de las MDIP individuales.

2.5.2 MDIP para un conjunto de observaciones.

Cuando tenemos un conjunto de observaciones Zellner (1996)

propone dos posibilidades:
1. Calcular la MDIP para todas las observaciones en conjunto, o

2. Dada la MDIP que maximiza la informacion esperada a priori de
una observacion, construir o establecer la funcién de densidad a posteriori
dada la primera observacion. Esta distribucidon a posteriori se puede usar
como distribucion a priori para la segunda observaciéon, y asi

sucesivamente.

Si queremos obtener la distribucion a priori que recoja las
caracteristicas de éstas observaciones en conjunto, en primer lugar
supongamos que las n observaciones son independientes e idénticamente

distribuidas (i.i.d.) Segun fg (x4, ..., x,,), se tendra:

Gp[m(0)] =

=f<f ...ffg(xl,...,xn) Infg(xq, ..., xp)dxq, ...,dxn)n(H)dH (2.44)

—fn(e)mn(e)de
A partir de lo cual se obtiene:

G [1(0)] = f 1(8)In (6)d6 — j 7(6)Inm(8)do
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Lo que coincide con el criterio aplicado al caso de una Unica
observacion. Es decir, considerando G,[z(8)] y la condicion de
independencia e idéntica distribucion de las observaciones, la MDIP que se

obtiene es la misma que se obtendria en el caso de una Unica observacion.

Si las observaciones no son i.i.d. y la funcion de densidad conjunta
viene dada por [[, fi(x;,0), insertando esta expresidn en G,[n(6)]

definido anteriormente, el resultado es:

G (6)] = f 7,(6)Inm(6)d6 — f 7(8)Inm(6)d6 (2.45)
Donde [,(8) = Z=1®
Siendo:
1(6) = j £ (i, O)Infi(xi, 6) dx; (2.46)

Al maximizar G,[r(8)] sujeto a que la distribucion inicial del
parametro r(9) sea propia se obtiene 73 (0) « e»® o, lo que es lo mismo, la
media geométrica de las densidades MDIP individuales, m;(8) « e!i®:

1

n n
1, (8) o« eh(® = (1_[ eli(9)> (2.47)

i=1
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2.5.3 MDIP ante transformaciones inyectivas.

En Zellner (1977) se demuestra que para funciones de probabilidad

con pardmetros de localizacién y escala, f(*/y, o) =§ (i (x — u)) , las
MDIP son invariantes respecto a transformaciones lineales de los
parametros y de las observaciones. En el caso de transformaciones
inyectivas mas generales, Zellner (1991) demuestra que puede incluir
condiciones de invarianza como condiciones afadidas al problema de
optimizaciéon de G = YI*,; G;, donde G; se calcula como (2.36) para la i-

ésima parametrizacion. En el caso de m transformaciones inyectivas,

n; = h;(u), i=1,2,..mla MDIP invariante que resulta es:

m,(0) o cexp

1 .
I(u) + m; l‘l’llhlll (2.48)

2.6 Relacion entre la funcion de densidad a priori de
Jeffreys y las MDIP.

Para establecer las MDIP, Zellner (1971) se basé en la entropia
negativa, pero también se pueden considerar otras medidas de
informacién y definir G(n(@)), cuya expresion se recoge en (2.37), en
funcion de ellas. Por ejemplo, para obtener distribuciones a priori que

sigan el modelo propuesto por Fisher considera la siguiente igualdad:
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G [m(0)] = j n(0)In[det(1(6))'/?]do — j n(0)Inm(6)de  (2.49)

Donde det(1(6))* es la raiz cuadrada del determinante de la matriz de

Fisher.

Maximizando G](n(H)) sujeto a que ngn(H) df =1 da como

solucion m; () « det(l(é?))l/2 con 8 C Ry. Es decir, btiene una distribucién
MDIP con la forma de una distribucién a priori de Jeffreys (1967) definida
sobre el espacio paramétrico, que puede ser una region finita,
posiblemente muy grande. Si la regidon no es finita puede ocurrir que la
distribucidn inicial que se obtiene aplicando el método de Zellner (1971)

sea impropia.

La solucion MDIP tienen propiedades de invarianza limitadas, por
ejemplo, son invariantes respecto a transformaciones lineales de la
variable y de los parametros, pero no respecto a todas las
transformaciones continuas que sean inyectivas (uno a uno), cuando, sin
embargo, la norma de Jeffreys (1967) para generar distribuciones iniciales
no informativas (i.e. 7;(6) « det(I(H))l/z) si que da como resultado
distribuciones que son invariantes ante cualquier transformacién continua
inyectiva. Con este resultado se deja abierta una cuestidon sobre la medida
de informacién que se podria usar, /(8) y/o Indet(1(6))/2, que se puede

solucionar teniendo en cuenta la cantidad de invarianza que se desea’.

7 Zellner (1991, pp. 24-25).



MODELOS BAYESIANOS

APLICADOS A LA GESTION DE 3
PESQUERIAS — DISTRIBUCIONES
INICIALES

Una de las cuestiones mas importantes relacionadas con Ia
valoracion de las pesquerias explotadas es la estimacion de los parametros
gue aparecen en los modelos que tratan de describir la dinamica asociada
a estas poblaciones, y que se desarrollan teniendo en cuenta los factores
gue pueden influir en su evolucién. En el primer capitulo realizamos una
descripcién de los modelos que describen la evolucién del stock de
recursos pesqueros entre los que se encuentran los modelos agregados, en
los que se considera de forma conjunta la influencia de los factores
naturales en la dindmica de la poblacién y se formulan en tiempo continuo,
lo cual supone que tanto el ciclo reproductivo como el resto de los
fendmenos demograficos que afectan a la poblacion de peces se
manifiestan de forma continuada en el tiempo. En este capitulo
desarrollaremos las distribuciones iniciales no informativas cuando
gueremos aplicar técnicas bayesianas para estimar los parametros que

aparecen en los modelos de gestion de pesquerias.

En concreto nos centramos en los modelos stock-reclutamiento,

que se formulan en tiempo discreto y se basan en las relaciones entre el
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stock reproductor o frezante y el reclutamiento obtenido a partir de éste,
esto permite ajustar el comportamiento estacional de algunas especies asi
como aquellas pesquerias en las que se establecen medidas que limitan la
pesca en un periodo concreto del afio, generalmente posterior al periodo
de reproduccién o de reclutamiento de nuevos individuos. En lineas
generales, estos modelos vienen definidos por dos componentes, cuya
dindmica es la siguiente: el stock de reproductores o de frezantes (S;.;)
producird la nueva generacion de peces o recluta (X;), parte de estos
reclutas seran capturados (P;) y el resto conformaran un nuevo stock de
reproductores, conocido también como supervivientes (escapement), que
daran lugar a la préxima generacion. Por tanto, estos modelos suponen
gue el stock de reproductores no sobrevive para pasar a formar parte del
stock de reclutas asi como que la captura tiene lugar previamente al
proceso de reproduccidén. Las ecuaciones (3.1) y (3.2) definen dichos
modelos.
Xi=F(St-1,6) (3.1)
St:Xt-Pt (32)

Donde la ecuacion (3.1) se denomina relacion stock-reclutamiento
dependiente del stock de reproductores en un instante determinado y de

un vector de parametros 6.

Por otro lado, es evidente que para la evolucién de un recurso
pesquero uno de los factores mas influyentes es la explotacidon que el
hombre realiza sobre este recurso, asi que es necesario, junto al modelo

gue recoja la dindamica del crecimiento, tener en cuenta una funcion que
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recoja esta influencia y representa la produccion de la pesqueria o funciéon
de capturas con la que obtendriamos una ecuacién de observacion

(determinista).

Para determinarla consideramos una versidn discreta de la funcion
de capturas propuesta por Schaefer (1954). Esta supone que la pesca por
unidad de esfuerzo es proporcional a la magnitud de la poblacion, de forma
gue la funcidon de produccién adopta un caso especial de la funcidon de

Cobb-Douglas, con los exponentes restringidos a la unidad, donde:

P()=qE(OX(Y) (33)

siendo g una constante que representa el coeficiente de capturabilidad,
esto es, la tasa instantdnea de la mortalidad causada por unidad de
esfuerzo pesquero y E(t) el esfuerzo pesquero que, en lineas generales,
constituye un indicador de la magnitud e intensidad de la actividad

humana para extraer el pescado.

Para la discretizacion de la funcion (3.3), suponemos que la
duracién de la temporada de pesca es relativamente pequefia de forma
gue podemos obviar los efectos de la mortalidad natural y el crecimiento
natural durante dicho periodo, con lo que la poblacién seguira una

trayectoria decreciente, tal como recoge la ecuacién (3.4):

dX(t)

ke —qE(®)X (1) (3.4)
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En consecuencia, la actividad pesquera ejercida en una temporada
de duracién [ty t;], reducird la poblacién desde una biomasa inicial de X;

hasta una biomasa final S;:

dx
——=— | qE(t)dt (3.5)
)i X(® t[

Integrando la ecuacién (3.5), y definiendo E; como el esfuerzo
pesquero ejercido durante la temporada de pesca, se obtiene la funcién de

capturas descrita por Spence (1974):

P, = X, (1 — e™Et) (3.6)

3.1 Metodologia estadistica.

3.1.1 Modelo estado-medida.

La funcion de stock-reclutamientos dada por las ecuacion (3.1) junto a la
ecuacion de capturas (3.6) constituyen una versién determinista del
modelo de produccion general. No obstante, dada la incertidumbre
asociada a toda pesqueria, podemos incluir perturbaciones en ambas
ecuaciones. Estas pueden afiadirse de forma aditiva, como distribuciones
normales con varianza fija o con coeficiente de variacion fijo, o bien de
forma multiplicativa, en cuyo caso los errores siguen una distribucion

lognormal. Esta ultima opcién es la que seguimos, incorporando de forma
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multiplicativa variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas en (3.1) y en (3.6) que representen respectivamente un error
de proceso, w;, que recoge la incertidumbre asociada a la dindmica de la
poblacién y un error de observacién v;, relativo a los posibles errores de
medida. Se considera que ambas perturbaciones siguen una distribuciéon
normal, donde h, y h, representan respectivamente las precisiones
(inversas de las varianzas) de los errores de proceso y observacién. Como
resultado, el modelo estadistico utilizado para estimar las biomasas y los

parametros bioldgicos adopta la siguiente forma:

X, =F(S;_1,0) et con w;~N(0,h,) (3.7)

P, = X.(1—e ) " con v,~N(0,h,) (3.8)

Donde St—l == Xt—l - Pt—l .

El sistema de ecuaciones definido por (3.7) y (3.8) representa un modelo
estado-medida sobre el que se pueden aplicar técnicas bayesianas para
realizar las estimaciones de los parametros. La ecuacién de estado variard
en funcién del modelo stock-reclutamiento que apliguemos a los datos,

para lo que tendremos en cuenta las siguientes posibilidades:
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a) Modelo de Beverton-Holt

aSi—q w
L (1 n ,E’St_1> et  con w,~N(0,h,) (3.9)
b) Modelo de Ricker
X = (aSt_le‘ﬁSt—l)eWt con w,~N (0, h,,) (3.10)
¢) Modelo de Cushing
— ﬁ W
X = (aSt_l)e con w;~N(0,h,,) (3.11)

Para facilitar los cdlculos a la hora de determinar las distribuciones a
priori relacionadas con los parametros, reformulamos el modelo definido
en (3.7) y (3.8) considerando logaritmos neperianos, con ello la forma

estocastica de las ecuaciones del modelo queda:
InX; = InF(Se_1,0) +wy  wy~N(0,h,,) (3.12)
InP, = In[X,(1—-e )] +v, v,~N(0,h,) (3.13)
En cualquiera de los casos anteriores, ademas de los parametros

gue aparecen en las ecuaciones del modelo estado-medida, las variables

gue se refieren al estado de la biomasa (X;) también son desconocidas y
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deberdn ser estimadas a partir de las observaciones de esfuerzo y capturas

disponibles.

3.1.2 Muestreo de Gibbs.

Una vez claro que el objetivo es estimar las biomasas y los
pardmetros de los modelos que surgen a partir de las ecuaciones (3.12) y
(3.13) y que en conjunto forman un modelo estado-medida no lineal, nos
planteamos la metodologia que se podria seguir para llevar a cabo estas
estimaciones. Entre ellas estan el Filtro de Kalman Extendido combinado
con Maxima-verosimilitud o la técnica que se basa en los métodos
bayesianos conocida como Muestreo de Gibbs, y que es la que vamos a
utilizar. Una de las aplicaciones del Muestreo de Gibbs que cabe destacar
es la estimacion de modelos estado-medida no lineales desarrollada por
Carlin et al. (1992). Otras aplicaciones que han utilizado este método son
las de Garcia Ordaz y Garcia del Hoyo (1998), Millar y Meyer (2000) o
Gonzdlez Galan (2004), que incorpora factores ambientales en las

relaciones stock-reclutamiento.

El algoritmo mencionado consiste en generar muestras aleatorias
de la distribucién conjunta a posteriori f(Yy, Y, ..., Y,|X), donde
(Yo, Y3, ..., Y,) son las variables a estimar y X las variables observadas, a
partir de las distribuciones condicionales completas univariantes para cada

una de las variables que intervienen en el modelo. De forma general, y
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dado un vector inicial (YO(O), Yl(o), ...,YTEO)) obtenido mediante la simulacién

de las distribuciones a priori, el algoritmo sigue los siguientes pasos:

Paso 1:

12 extraccion Yo(l) ~ f(y0| Y1(0): ---'YrSO)'X)

22 extraccion Yl(l) ~ f(y1| Yo(l)' YZ(O) ""YrEO)’X)

i-ésima extraccion Yl(l) ~f (YilY(l), 91,1/1-(3, A )

Extraccién final Y, ~ f(YnI Yo(l),Yl(l) Y X)

N ey
Paso 2:

Tomar como vector inicial

(2.7 D)

Volver al paso 1 o salir.

Esta secuencia de valores constituye una cadena de Markov, de

forma que, operando de forma sucesiva un numero [ de veces
suficientemente grande, obtendriamos el vector (Yo(l),Yl(l) ...,YTED) que,

como demostraron Geman y Geman (1984), converge en distribucion a una
muestra aleatoria de tamafo unidad de Ila distribucion conjunta
f(Yy,Yq,...,Y,) a medida que [ tiende a infinito. Repitiendo el proceso G

veces en paralelo se obtendria una muestra de tamafo G de extracciones
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aleatorias de la distribucidn conjunta, de tal forma que puede ser utilizada
para estimar las densidades marginales y cualquier estadistico de dichas
distribuciones. Las extracciones finales de la distribucién conjunta la

denotaremos por (Y¢, Y ..., ¥;¥), parak=1,2,..., G.

Para la estimacién de las densidades marginales puede utilizarse el
estimador de nucleo, basado en el teorema de Rao-Blackwell, vy
desarrollado por Gelfand y Smith (1990), que, para una variable cualquiera,

f(Yi) adoptara la forma

G
o 1
FOD =2 > PRIV Y Y, o Y X) (3.14)
k=1

También se pueden estimar las esperanzas matematicas de las

distribuciones marginales, que serian:

G
R 1
E(Y) = 52 E(Yi YE, . YR LY, YR X) (3.15)
k=1

En nuestro caso las variables no observables son:
- Los parametros de la ecuacion de biomasa y la precision del error del
proceso, llamaremos 04 al vector de parametros (a, 8, hy,)
- Los parametros de la ecuacidon de capturas y la precision del error de
observacién, notaremos por 6, al vector (g, h,,)

- Las biomasas al inicio de cada campafia de pesca: X;, con t=0,1,2,...,T

Las variables que observamos y de las que disponemos informacion

son: las capturas (P;) y el esfuerzo ejercido (E;).
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Fijdndonos en el modelo estado-medida definido por (3.12) y (3.13)
y considerando cualquiera de las relaciones concretas de stock-
reclutamiento (3.9, 3.10 6 3.11), observamos que tenemos un total de T+6
variables aleatorias no observables referidas a la biomasa mas el nimero
de parametros que definen el modelo, 'y que son
InXy, InXy, ..., InXr,a,f,q,hv y hw. La distribuciéon conjunta de las T+6
variables aleatorias combina la informacion a priori con las variables

observables a partir de la siguiente expresion:

f(LXy,LXy, ...,LX7, 2, B,q, hyy, hyy, Py, ..., Pr)

T T
= f(LTo) ﬂf(LthLXt—l'Pt—l'a' B, hw)] [l_[f(lnPtlLXt.q.hv)] (3.16)
t=1 t=1

f@f B f(@f (hw)f (hy)

Donde usamos la notacion LX; por InX:.

Teniendo en cuenta que la biomasa de un ano esta condicionada a
la biomasa y la captura del afio anterior, los parametros de la relacién
stock-reclutamiento y el error del proceso, y la relacién, al tomar logaritmo
neperiano y que se describe en la ecuacion (3.12), corresponde a una

distribucion normal, la funcién de densidad condicionada tiene la forma:

h hyw
fLXe|LX_1, Py, a, B, hy) = \/Ti e~ 2 WX InF(Se—y 61 (3.17)
T

Donde S;_y = X;_y — P,y = el*t-1 — P, |y InF(S,_,,0,) dependera de

la relacion stock-reclutamiento (3.8, 3.9 6 3.10).
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Por ejemplo, si partimos de la relacion segun el modelo de Cushing

(3.10), tendriamos

InF(S¢21,04) = ln(an_l) = lna + fInS;_4

3.18
= Ina + Bln(eXt-1 — p,_,) (3.18)

Por otra parte, la distribucion de la captura condicionada a la
biomasa, el coeficiente de capturabilidad y el error de observacién sigue

una distribucién normal que, partiendo de la ecuacidn (3.8), se define

como
F(INPILX, G, hy) = 2 o~ FUNPG X 02)) (3.19)
t t“Y v — .
Vam
Siendo
G(LX,, 0,) = In[ X, (1 — e™95)] = LX, + In(1 — e~ 9F) (3.20)

Para poder aplicar el generador de muestras de Gibbs necesitamos
determinar las distribuciones a priori de las variables que no son
observables y, aplicando el teorema de Bayes, obtener las distribuciones
condicionales completas de cada una de ellas, pero dadas las
caracteristicas de los modelos con los que estamos trabajando y la
metodologia que vamos a seguir, resulta suficiente determinar las
distribuciones iniciales del vector formado por los parametros, las
precisiones de las perturbaciones y la biomasa inicial, ya que para el resto

de las biomasas (X, t=1,2,..,T) se pueden obtener a partir de las ecuaciones
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gue definen el modelo estado-medida. El hecho de trabajar con relaciones
no lineales dificulta la caracterizacién del nicleo de estas distribuciones
condicionadas, por lo que al final nos encontraremos con una mixtura de

distribuciones.

3.2 Distribuciones iniciales minimo informativas y no
informativas asociadas a los parametros.

Con respecto a las distribuciones a priori, se puede hablar de dos
tipos de distribuciones: informativas y no informativas. Box y Tiao (1973)
definen una distribucién a priori no informativa (o de referencia) como
aquella que proporciona muy poca informacién con relacion al
experimento que se esté estudiando, en este caso la valoracién del stock
de recursos; el problema que suelen presentar estas distribuciones es que
son muy sensibles a los sistemas de medida. Por otra parte, una
distribucién a priori informativa permite incorporar informacién disponible
sobre el stock a partir de fuentes literarias o de la experiencia con otros

stocks, y puede que influya en los resultados.

En los estudios sobre la dinamica de pesquerias, donde se aplican
métodos bayesianos de estimacidn, no se aprecia un consenso en cuanto al
uso de uno u otro tipo de distribuciones, algunos autores recomiendan
tomarlas no informativas por defecto (Walters y Ludwig, 1994), mientras
gue otros consideran que, siempre que se pueda, debe incluirse el
conocimiento histdrico o la experiencia con otros stocks a la hora de

determinarlas (Punt y Hilborn, 1997).
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En cuanto a la determinacion de las distribuciones iniciales
asociadas a los parametros que aparecen en las ecuaciones del modelo de
espacio de estados (3.12) y (3.13), Tenemos que diferenciar si contamos
con algun tipo de informacién sobre los mismos o si, por el contrario,
partimos de la base de que no tenemos ninguna informacion a priori sobre
su comportamiento. Por otro lado, consideraremos la biomasa inicial (Xp)
como una variable cuya distribucién inicial es independiente del resto de
las biomasas y en la que no interviene ninguno de los parametros del

modelo.

Otras situaciones que han llevado a desarrollar distribuciones a
priori no informativas es cuando se trata de estimar modelos de
produccién con frontera, esto lleva a que la perturbacién asociada a los
modelos es unilateral, y por ello no se cumplen las condiciones de
regularidad y no se pueden aplicar los métodos convencionales, Ortega
Irizo y Basulto Santos (2009) han desarrollado una metodologia de

determinacion de distribuciones a priori en estos casos.

3.2.1 Determinacion de la distribucion inicial de los
parametros cuando existe informacion previa.

Supongamos que tenemos informacién previa sobre los parametros
que aparecen en los modelos que estudiamos, en concreto podemos

determinar el valor esperado inicialmente y la precision asociada a la
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variable. Para determinar la distribucidon a priori minimo informativa se

puede aplicar el método de la maxima entropia.

Hemos visto la definicién de entropia o incertidumbre asociada a

una funcién de densidad de probabilidades f(x) como:

H = —f+oof(x) Inf(x)dx (3.21)

El método de maxima entropia, que consiste en maximizar H,
considerando varias condiciones, se ha utilizado como procedimiento para
generar distribuciones a priori minimo informativas de forma muy
frecuente. Shannon (1948) ya establece que maximizar la entropia bajo la
condicién de normalizacién de la funcion de densidad daba como resultado
la distribucion uniforme. Si se afiaden mas condiciones, en concreto, si se
proporciona informacién sobre los dos primeros momentos centrales de la
variable, la distribuciéon a priori minimo informativa es la distribucion

normal.

Veamos que, para un parametro cualquiera (8p) del que
suponemos conocido el valor esperado inicialmente y su precision,
podemos, aplicando el método de maxima entropia, asignarle Ia
distribucién normal con valor esperado y precisidén las correspondientes

inicialmente al parametro y que llamaremos 71y y ho respectivamente.

En principio, dados 1ng1 Yy ho, la distribucidn inicial asociada a &,

m(6,), tiene que cumplir las siguientes condiciones:
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+00
* Cl:f 7-[(90) dgo = 1, (3.22)
+00
* Cz:f 907-[(90) dgo = 7701, (3.23)

+0o0 1
€03 (8 ~mo)*n(00) O = -
—00 0
(3.24)
0 equivalentemente f_+:: 0,°m(6,) dby = hi + 1912 = Moz
0

Para aplicar el método de la maxima entropia el objetivo es

Maximizar W(n(LXO)) = — [ 1(8,y)In[rm(6,)]d0, respecto a
m(6,) (3.25)
s.a.C1, C2y C3

Este problema se puede expresar como el lagrangiano:
+00
+00
+ 14 (j 0,m(0,) dbBy — n01> (3.26)

4+
+ 1, (j 8,°m(6,) db — 7702)

Para el que una condicién necesaria de valor extremo es que
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In(6y) + 1+ g + 1,6, + 1,6,> = 0 (3.27)

Ademas de las condiciones C1 (3.21), C2 (3.22) y C3 (3.23), y que la

siguiente matriz sea definida positiva:

A:(1 ”01) (3.28)
No1 TNoz2

Lo cual se verifica ya que a11=1>0 y det(A)= det(4) = 1y — 1912 = hi >0
0

Teniendo en cuenta (3.26), la distribucién a priori para 6, tiene la

siguiente forma:

donde A = (44,14,4,), con A, > 0. Para determinar los valores de 4, hay
que sustituir 7*(6,|A) en las condiciones C1 (3.21), C2 (3.22) y C3 (3.23).
No es trivial llegar a una solucién analitica cuando k > 2, sino que hay que
usar técnicas de optimizacién no lineal. Zellner y Highfield (1988)
desarrollaron una técnica para calcular dichos multiplicadores basandose
en el método de Newton-Raphson; mas recientemente Wu (2003) busca la
solucion actualizando de forma secuencial la funcién de densidad de

maxima entropia.

En nuestro caso, dado que k=2, resolveremos el sistema de

ecuaciones para llegar a la solucidn exacta.
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Partiendo de la condicién C1 (3.21), se tiene que cumplir:

+o0
j exp{—(l + /10 + /1190 + /1290)} d90 =1 (330)

Ajustando los términos de (1 + Ag + 416, +12902) para que
tengamos una diferencia al cuadrado, se verifica la igualdad:

2 2

p p
—(1+ g + 1,00 + 1,0,%) = —, (90 + —1) 22—, +D | 331
22,) T\,

De lo que se obtiene:

+00 /11 2 /112
j expy—»A, (90 + 2—/12> exp ryR Ao+ 1)db, =1 (3.32)

L 12
El término exp =~ — (1, + 1) { es una constante y
Pla 0
2

+00 2
f exp {—/12 (90 + 2/1—1> }dLXO = \/i; (3.33)
—o 2

Por lo que, finalmente la igualdad en (3.31) nos lleva a que:

2
ﬂexp {k - (A + 1)} =1 (3.34)

Si aplicamos el mismo procedimiento sobre 3.22 y 3.23, obtenemos

las siguientes igualdades:

Voo (4 —h _
\/—A_zexp {4—12 - (AO + 1)} (2—Az> =101 (3.35)
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Vi ;2 1 A2 1
—exp{—— (g + —+— | =—+1n0" 3.36
\/A_z p{412 (4o )} 22, 412 hy No1 ( )

Teniendo en cuenta estas tres ultimas igualdades, se verifica:

<2j:> Mo1 (3.37)
<L + ’1_12> L 2 (3.38)
2, 42,° ho
de donde:
—hoTlgy ¥ Az =2 (3.39)

De (3.33) obtenemos que

-1

exp{—(A + 1)} = Nor [exp ( )] (3.40)

Es decir, al establecer el valor esperado y la precision, ademas de la
condicion de normalizacidon, obtenemos una solucion Unica para los
multiplicadores de Lagrange que ajustan la distribucidn a una distribucion
normal. Podemos comprobarlo sustituyendo los valores obtenidos en

(3.38) y (3.39) en la definicion general de m*(LX,|A) (3.28), se tiene:

T (LXy|A) o % [exp (%ngl)]_l exp {— (—h0n0190 + %902)} = (3.41)
S
\2m

h h
exp {— (—h0U0190 + 70902 + ?077(2)1)} = (3.42)
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Jo
N

h
exp {—70(90 — nm)z} (3.43)

Por lo tanto la solucién éptima por el procedimiento de maxima
entropia, es que, bajo las condiciones iniciales de esperanza y precisién ya
dados, la distribucion inicial debe ser una distribucién normal con valor
esperado y precision las determinadas inicialmente, con lo cual

0y,~N (191, hy) describe la informacion inicial del sistema.

3.2.2 Determinacion de la distribucion inicial de los
parametros cuando no existe informacion previa.

De los parametros que aparecen en los modelos que estudiamos,
biomasa inicial, a, 8, q, h,, y h,,. vamos a suponer que el primero de ellos,

Xo, es independiente del resto.

Los parametros para los que trataremos de definir formalmente las
distribuciones iniciales no informativas, suponiendo que no tenemos
ninguna informacién previa sobre su comportamiento, son «, 5, q, h,, y h,.
Si nos fijamos en la expresion (3.16) vemos que la funcién de verosimilitud
conjunta se puede separar como producto de la funcién de verosimilitud
asociada a los parametros de la ecuaciéon de estados y la funcidon de
verosimilitud asociada a los parametros de la ecuacién de medidas, sin que
haya parametros en comun en ambas funciones, ello nos pemite separar el
calculo de las distribuciones iniciales para dos vectores paramétricos

independientes, llamémosles 81 = (a, 3, h,) y 0, = (q, hy,).
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3.2.3 Determinacion de la distribucion inicial de los
parametros de la ecuacion de estado 8; = (&, 8, h,,) con
el método de Jeffreys.

A partir de la igualdad (3.9), La funcidn de verosimilitud asociada a

G es

T
1(04|LXo LXy, .., LX) 1_[ FULX,|LX,_1,07)

t=1
r - . (3.44)

2

= lt:[ %exp [—7W(LXt — lnF(St_l,Ol)) ]

Donde LX; = InX;, para t=0,1,...,Ty F(S;_1,01) depende de la relacion de

reclutamiento que estemos considerando (ecuaciones 3.11, 3.12 y 3.13).

En primer lugar trataremos de determinar las distribuciones
iniciales aplicando la regla de Jeffreys, para lo que necesitamos determinar
la matriz de informacidn de Fisher. Por la propiedad (2.14), teniendo en
cuenta que estamos ante una cadena de Markov, podemos expresar dicha

matriz como la suma de los siguientes términos:

Lx(0) = 1,x,(0) + ELx, [ILXllLXO (9)]

(3.45)
+ Epx, [ILX2 ILX, (9)] +.. FEx,, [ILXTILXT_l (9)]

La solucién final para la distribucion inicial conjunta del primer

vector paramétrico 84 = (a, 8, h,,) es:
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n-1 n—1 2

1
detlly(@, /)] & = 0 " Eyy,[(1nS)%] - (Z Ethanst))
=0 =0 (3.46)

n—1
2 Varyx, [InSe] + nVar(ELX[lnS])]
t=0

n
o?

donde E;x[InS] es el vector formado por (E,(InSy), E;(InS;), ... Ep—1(InS,_1) )

o Ef B2
yVar[E] === —(Etr‘l’ ) :

n

Y ademais, dado S, = X, — P, = elXt — P,

St
1+/.?St

e F(S,0,) = si la ecuacién de estados se define a partir de la

relacion de Beverton-Holt.

* F(S;01) =S; en el caso de que la relacion que se tome sea la de

Ricker.

e F(S;01) = In(S;) sise considera la funcién de Cushing.

Lo demostraremos para uno de los casos, en concreto considerando
la funcién de reclutamiento de Cushing, que es el que vamos a usar en la

aplicacion practica.

Siguiendo el modelo de Cushing, la relacion de stock-reclutamiento,
incluyendo el término del error de sistema es X, = aStﬁ_lve para
t=1,2,..T. Si consideramos logaritmo neperiano, trabajamos finalmente con

una distribuciéon normal:
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LXt = lnXt = lna + ﬁlnst_l + W d lnXt = LXt~N(lTl0{ + ﬁlnst_l, Wt)

Por lo tanto, la funcién de verosimilitud de LX; condicionada a LX;.; es:
1/2

1((a, B, hy)|LXy, LX) = (Q—Z) exp [_Thw (LX; — Ina — ﬁlnSt_l)z] (3.47)

Para t=1,2,...,T, por lo que tomando logaritmo neperiano de esta funcién, el

resultado es:

1 1 h
nl((a, B, hy)|LX;, LX, 1) = > Inhy, == n2m — 7W (LX, — Ina — BInS,_,)? (3.48)

Para construir la matriz de Fisher hay que calcular las derivadas
segundas del logaritmo de la funcion de verosimilitud respecto a los
parametros que estamos estudiando, y el valor esperado de estas

derivadas:

e Derivadas parciales primeras y segundas respecto a los parametros a, 6,

y hy:
al h
e i(LXt — Ina — BInS;_,)
al h
FTA = TWlnSt_l(LXt — lna — BInS,_1)
al 1 1
R ——— _— —_ 2
oh. = 2n 32 (LX; — Ina — BInS;_,)
92l h

5 = _#(th — Ina — BInS,_, + 1)
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021 h
a_,gz = —TW(lnSt—ﬂz
021 _ -1
d0hz,  2h%

02l 9%l _ h,
dadf 0B0a 2«

021_021_1(LX l s, )
dadh, ~ dh.da  2a LXe— na = plnSe

o°L _ 0L _ 1,6 (LX, — I InS,_,)
3poh, ~ ohoap 2 e WX~ lna = finSe

InS;_4

¢ Valor esperado de las derivadas segundas, respecto a LX;, y dado LX; ;:

E a_zl = _h_W
[0ar?) 2a?
[921] h,, 5
E 95 = _7(ln5t—1)
£ [021] 1
[0hZ,|  2h3
[ 021 h,,
E = ——1InS;_
[0adp 2a -1
E ol —1E(LX l InS,_) =0
|0adh,, " 2a ¢~ na = plnSe) =
021 1
E _aﬂahw = ElnSt—lE(LXt - lTlOl - ﬁlnSt_l) = O
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e Matriz de la informacién de Fisher de LX; condicionada a LX;.;:

hy hy
[ e )
hW h’W 2
Ly ix, (@, B, hy) = ﬂlnst—l - (InS¢_1) 0 (3.49)
0 1
2h2,

Si calculamos los valores esperados sobre las componentes de esta

matriz, obtenemos :

Eth_1 [ILXtILXt_l (a,B, hw)]

h h
27:2 iELXt_l(lnSt—l) 0 \
h h (3.50)
w w 2
= %ELXt_l(lnSt—l) 7ELXt_1[(lnSt—1)] 0
0 0 !
2h3,

Recordamos que InS, = In(X; — P,) = In(e’*t — P,) y, Dado que

Xo no depende de 84, Iy (641) = 0. El resultado final es

n
Tlhw w
2a? 2_2: Epx,_ 1(ln5t_1) 0
hay d
I ) Jh =
x(@ B, hy) i E Ex, ,(InS¢_y) — E Lxe_ [(InSe_1)?] 0
- £ (3.51)
n
0 0 52
2hZ,

_ (Ix(a;()ﬁ)zxz IX((;lW))
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Ix(a,B,h,) es una matriz diagonal por bloques, es decir, los
parametros a y f§ son, conjuntamente, independientes de h,,, con ello
podemos aplicar la regla modificada de Jeffreys y separar h,, como

parametro de escala, de @ y 3, para determinar su distribucidn a priori:

< i (3.52)

k) o lahz 2h2 T

Por otro lado, la distribucidn a priori conjunta para los parametros a y 5 es

n(a, B) « (det [Ix(a, B)])/?, donde:

2

det[Ix(a, B)] « Z Eix, [(InSy)?] - (Z Eth(lnSt)>

n—1
n
-2 2 Varg,[InS] + nVar(ELX[lnS])]
=0

(3.53)

siendo E, x[InS] es el vector formado por (E,(InS,), E;(InS;), ... E,_1(InS,,_1) )

o Ef e
yVar[E] = 2=2 —(Etr‘l’ ) .

n

Vemos que el hecho de trabajar con variables dependientes y con
formas no lineales afade una gran complejidad a las distribuciones
iniciales, si consideramos todo el proceso en conjunto la solucién analitica
es inviable. Podemos garantizar que la distribucién del logaritmo del
parametros asociado a la perturbacién (hy,) es uniforme, y que, si el

término de la varianza no depende de a, este parametro también seguiria
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una distribucién log-uniforme, pero en principio no podemos afirmar nada

sobre a 'y fcon seguridad.

Teniendo en cuenta que con la metodologia que vamos aplicar el
proceso se actualiza de forma recursiva con las técnicas bayesianas y el
algoritmo de Gibbs, podemos establecer la distribucion inicial de los
parametros considerando Unicamente el primer periodo en el que
necesitamos definirlos (t=1). Zellner (1993) ya indica que es factible, dado
un conjunto de observaciones, establecer la MDIP para la primera de ellas
y obtener la distribucion a posteriori condicionada de la segunda
observacion dada la primera, que puede ser usada como distribucion a

priori en el analisis de la segunda observacion, y asi sucesivamente.

Para determinar la distribucion a priori no informativa de la
biomasa inicial Xp, vamos a suponer que su distribucidn inicial no depende
de los parametros a y 3, ello da como resultado que el determinante de la

matriz de informacion de Fisher es:

1 2
detllx(@, )] o — [Evy, [(1n50)?] = By, (tnSo)]]
(3.54)

1
= [VaT'LXOln(XO - Po)]

o2

LXp no depende de los parametros, asi que[VarLX()ln(X0 - PO)] es

constante en relacion a ellos, por lo tanto

! Venegas-Martinez (1990) utiliza este procedimiento para establecer las distribuciones a
priori en un modelo del filtro de Kalman.
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()  (det [ly(a, D2 o<~ (3.55)

De lo que se deduce que [ sigue una distribucidon uniforme y Ina
sigue una distribucién uniforme. Este resultado se repite si consideramos

los modelos de Ricker o de Beverton-Holt.

3.2.4 Determinacion de la distribucion inicial de los
parametros de la ecuacion de estado 8; = (a, 8, h,,) con
el método de Zellner.

Veamos si las distribuciones iniciales obtenidas se mantienen o
cambian aplicando otros procedimientos, en concreto el propuesto por

Zellner(1993).

Los modelos que estudiamos son modelos dindmicos donde la
variable en un instante t esta condicionada Unicamente al instante anterior
t-1, como punto de salida para aplicar el procedimiento descrito por Zellner
trabajaremos con las distribuciones condicionales en cada instante, en
lugar de la distribucidn conjunta para todo el periodo de estudio. Vamos a
aplicar el procedimiento para construir las MDIP para un conjunto de T

variables?, para ello definimos la funcidn:

2 Dado un conjunto de variables con parametros en comun (@), para las que la funcion de
densidad conjunta se puede expresar como []i_; fi(x;10), y dadas las MDIP individuales
m;(0) = efi®) |3 distribucion inicial conjunta se calcula como la media geométrica de las
MDIP individuales, es decir, m(8) = efl® donde H(O) = r L H(8)/n
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T
G, [m(0)] = Z [ f 1,(0)(6)d6 — f 7(0)Inm(6)do (3.56)
Donde
1,(0) = — f fUX|LX—q,00)In[f (LX|LX;_1,01)]dLX, (3.57)
Rrx,

Es la entropia asociadaa f(LX;|LX;_1,601)

Como la funcién de densidad conjunta se puede expresar como

T
| [raxiix. . o0 (3.58)
t=1

Maximizando la funcién Gy[m(04)] sujeta a que [m(0,)d0; =1, el

resultado es

n7(01) « exp[I(61)] (3.59)
Siendo
16, = w (3.60)

La media aritmética de las entropias de cada momento t condicionadas al

momento anterior (t-1). Ello nos lleva a que, dadas las MDIP individuales:
m{(01) x expll:(64)] (3.61)

La distribucion a priori conjunta se calcula como la media geométrica de las

MDIP individuales, es decir:
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1T

T
HCHE (1_[ exp[zt(em) (3.62)
t=1
Vamos a calcular la entropia asociada a f(LX;|LX;_1,01), sabiendo
que
FUX L1, Pry, 0y) = ol BALTnF ey 0 (3.63)
V2m

Es decir, tenemos una distribucién normal cuyo valor esperado es

InF(S¢_1,01) y precision h,,. Con lo cual:

+ o0

1.(8) = - j FULXNLX -1, 0)In[f (LK |LX,_1, 0)]dLX, =

+0o
h h
- f f(LX¢|LX;—1,01) (m\/% — 7‘” [LX, — InF(S;_4 ,01)]2) dLX, = (3.64)
h, 1
—n—+=
V2m 2
Por lo que la solucidn final es
T 1/T T 1/T
m*(01) x nexp[lt(el)] = 1_[ exp [—lnh—w + 1] o L (3.65)
t=1 t=1 Vo 2 oy

Este resultado es independiente del modelo stock-reclutamiento

gue se considere.
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Segun este resultado, los parametros a y [ seguirian distribuciones
uniformes, mientras que h,, seguiria una distribucién tal que In(h,) es
uniforme. El inconveniente es que estas distribuciones no son invariantes
ante reparametrizaciones que no sean lineales?, y es lo que nos ocurre,
mientras que las distribuciones que obtenemos aplicando el procedimiento
de Jeffreys si que lo son. Zellner (1991) desarrollé un método que permite
modificar las distribuciones a priori, de forma que siguen siendo éptimas
segln los criterios que establece, pero que al mismo tiempo son
invariantes ante cualquier transformacion continua inyectiva. Para ello
dada n = h(0) que cumple con las condiciones citadas, las distribuciones

iniciales transformadas serian:

m1(6) o cexp [1 (6) +%ln|h’(0)|] (3.66)

* (-1
Tl.';(n)ocﬂl(h (n))/lh,(h_l(n))l (3.67)

Por otro lado, en las distribuciones normales, esta perfectamente
establecida la distribucidn inicial que les corresponde a los parametros, si

X~N(u, h,), con u su valor esperado y h, la precision, entonces:

1 3.68)
I(wh) = —In—% 4+ = = Cte — Inh (3.
(,U. X) nm-l_z e nx

Y por tanto

% La invarianza se refiere a que cuando transformamos el valor esperado & aplicando una
funcién inyectiva y continua, las distribuciones a priori se transforman para conseguir que
cumplan la férmula de cambio de variables, es decir sin = g(8) -» n*(n)dn = w*(6)d6.
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1
m(u, h,) = exp[Cte — Inh, ] = . (3.69)
De lo que se deduce que la distribuciéon inicial asociada a u es
uniforme, mientras que la asociada a h, es tal que Inh, también sigue una
distribucién uniforme. Podemos ver que coincide con las soluciones en

(3.64) y (3.65).

El problema es que, en los modelos con los que estamos
trabajando, en relacion al valor esperado, la dimension del espacio
paramétrico es mayor que la que disponemos al trabajar con una
distribucién normal, por lo que no podemos hacer un cambio de variables

considerando los dos pardmetros, a y £, simultdneamente.

Nos planteamos como solucién intentar llegar a una distribucion
inicial que cumpla lo que vamos a llamar “invarianza parcial”. Bajo esta
invarianza parcial la distribucién conjunta a priori seria invariante ante
cambios en uno de los dos parametros, pero no podemos garantizar que
sea invariante si se realizan cambios en los dos parametros

simultaneamente.

Vamos a establecer la distribucién inicial de los pardmetros
considerando Unicamente el primer periodo en el que necesitamos
definirlos (t=1). Para ello vamos a partir de que la distribucidn inicial de X
no depende de los parametros ayf. El procedimiento serda que
supondremos generado un valor para uno de los parametros y estudiamos

la distribucion inicial invariante, condicionada a ese valor, del segundo
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parametro, si esas distribuciones iniciales no dependen de los valores que
se hayan generado, podriamos definir la distribuciéon conjunta como el

producto de las dos distribuciones iniciales obtenidas ya que si:

{ﬂ*(alﬁ = Bo) = m*(a)

*Bla =ag) =7*(B) n*(a,B) = n*(a)m*(B) (3.70)

Los parametros soélo aparecen en relacidn al valor esperado de la
funcién stock-reclutamiento asi que teniendo en cuenta que trabajamos
con distribuciones normales en las que dicho valor es independiente de la
precision asociada a las distribuciones, podemos determinar las
distribuciones iniciales de los parametros fijandonos solamente en la
distribucidn inicial marginal del valor esperado de una distribucién normal
genérica (u), del que ya sabemos que la informacién asociada es constante
(/(u)=Cte por (3.68)) y, como consecuencia, rt*(u)=Cte (3.69). El valor
esperado de las distribuciones asociadas a la ecuacién de estado de los tres

modelos que nos plateamos es:

- Beverton-Holt: p =Ina — In(1+ BS,) + InS,
- Ricker: p=Ina— BS, + InS,

- Cushing: p = Ina + pInS,

Veamos en cada caso como serian las distribuciones iniciales

condicionales invariantes para cada parametro:
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1. Modelo de Beverton-Holt

Supongamos en primer lugar que fijamos el pardmetro 8 = [, y
estudiamos entonces la distribucion condicionada de «. Podemos
considerar u =Ina + K donde K es una constante, ello implica que
a=et K =h(uy h'(u) = e* K. Sustituyendo en las igualdades (3.66) y

(3.67), las distribuciones iniciales invariantes son:

1
i () o cexp |Cte + Elneﬂ-K o« eh/2 (3.71)
Y
eh/?2 , 1
m3(@lB = o) = Cte—— oH/2 = = (3.72)

Veamos qué ocurre si fijamos el pardmetro a y estudiamos la

distribucidn condicionada de f. En este caso u = K — In(1 + BS,) donde

eK-H_1

K y S, son constantes respecto af8, por tanto f§ = =h(u) y

_ek—u
So

h'(n) = . Sustituyendo nuevamente en las igualdades (3.66) y (3.67),

las distribuciones iniciales invariantes son:

ek-#
71 (u) < cexp [Cte + =In N o e—r/2 (3.73)
27s,
Y
~ e—u/z 1
7T§(,B|a = “0) = Cte x el/2 o¢ ——— (3.74)

ek J1+BS,

So
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Ninguna de las dos distribuciones iniciales condicionada a un valor

del segundo pardmetro depende del valor generado, asi que definimos:
1 1
Va [1+ BS,

Vemos que se pueden generar de forma independiente, de forma que

' (a,f) = m* ()" (f) (3.75)

1 1
n*(a)/E~Beta (E' 1) sia>1

1 (3.76)
" (a) OC\/—_sia< 1
a
1 1
ﬂ*(ﬁ)/m~36ta(§' 1) (377)

2. Modelo de Ricker

En este caso el valor esperado es u = Ina — S, + InS,. Si fijamos
el parametro f = [, y estudiamos la distribucién condicionada «,
estariamos en la misma situacién que el apartado anterior, ya que

1 = Ina + K donde K es una constante. Por la igualdad (3.72) tenemos

y(alB = Boy) = %E que no depende del valor generado de f3.

Si fijamos el pardmetro a = a, tenemos u = K — S, donde Ky S
son constantes respecto a 5. Estamos por tanto ante una transformacion
lineal del valor esperado, por lo que las distribuciones iniciales coinciden y

se tiene T*(B) = Cte. Por lo tanto:
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1

n*(a,B) = n*(a)m*(B) x Ta

(3.78)

3. Modelo de Cushing

Segun el modelo de Cushing, p =Ina + fInS,. A efectos del
estudio de las distribuciones iniciales estamos en el mismo caso que el

modelo de Ricker, podemos definir

(e, f) = n* (@) (B) %

En los tres casos, el orden en el que generemos los valoresde a y
es indiferente, es decir, los podemos generar de forma independiente,
ademas las distribuciones son invariantes ante transformaciones lineales
de ambos parametros, ya sea por separado como simultaneamente. En
cuanto a transformaciones inyectivas y continuas que no sean lineales, la
distribucidn conjunta a priori seria invariante ante cambios en uno de los
dos parametros, pero no podemos garantizar que sea invariante si se

realizan cambios en los dos parametros simultdneamente.
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3.2.5 Determinacion de la distribucion inicial de los
parametros de la ecuacion de medida u observacion,
aplicando la regla de Jeffreys.

Para el vector que recoge los pardmetros que aparecen en la

ecuacion de observacion, 85, la funcién de verosimilitud queda:

T
1(05|LPy, LP,, ..., LPp, X1, Xy o, X) € 1_[ FLP,IX,, 0,)

t=1

(3.79)

T
h h 2
= 1_[ #exp [—%(Lpt — H(X.,0,)) ]

t=1

Donde LP, = InP,, para t=0,1,...,Ty H(X;, 05) = In[ X, (1 — e 9Et)]

En este caso sélo tenemos dos parametros, g y h, para los que
necesitamos determinar la distribucién inicial. Veamos primero qué
resultado obtenemos aplicando la regla de Jeffreys, para lo que seguimos
el mismo procedimiento que realizamos para los parametros de la

ecuacion de estado. La funcidon de verosimilitud es:

1/
v

ho\'? ~h
l(q, hy|LX;, LP,) = (%) exp [T” (LP, — LX; — In[1 — e‘th])Z] (3.80)

Y su logaritmo neperiano es:
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Inl(q, h,|LX:, LP;)

1 1 h
= Elnhv — Eanrr — %(Lpt — LX, — In[1 — e~ 9Ec])2 (3.81)

Calculamos los valores necesarios para definir la matriz de

informacion de Fisher.

Derivadas parciales primeras Yy segundas respecto a los parémetros qy
hy:
ol E.e” 9t
_ = _ _ — e B L
T h,(LP, — LX; — In[1 — e~ 9%¢]) =

dl 1 1
o =~ 5 (P~ LX, — In[1 - e~ Ft])?

v v

azl Ete_th 2 —qE E Ze_th
a_qZ: —h-‘, m —hv(LPt—LXt—ln[l—e t])m
9%l -1
ohZ ~ 2h2

021 _ 021 C(LP. — LY. — Inl1 —qE: E.e” 9kt
dqoh, ~ ahaq - Lhe— X —inll —em ) T

Val

d
d

or esperado de las derivadas segundas, respecto a LP;, y dado LX;:

g2 V\1—eaE

0% -1
ohZ|  2h2
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E 0%l =0
dqoh,|

¢ Matriz de la informacion de Fisher de LP; condicionada a LX;:

() o)
s (1—e‘q5t> 0

ILPtILXt(Qr‘lv) 1
2h12, ( )

= _ELXt[ILPtILXt(q' hv)]

El resultado final queda:

E.e™ 9k
WS
— p—qE
(q.hy)=| “S\L—e™ (3.83)
. T
2h2

1(q,h,) es una matriz diagonal, es decir, el parametro g es
independiente de h,,, por lo que podemos aplicar la regla modificada de
Jeffreys y separar h,, como parametro de escala, de g, para determinar su

distribucidén a priori:

021 1 1
_ — 3.84
n(h,,)oc\/ Elah,%loc\/Zh,%ochv (3.84)
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Por otro lado, la distribucién a priori del pardmetro g no depende

de X; y seria:

2\ 1/2

T £,
n(q) o Z( Ee ee qu}) (3.85)

t=1

Si tenemos conocimiento de datos de esfuerzo previos al periodo
gue queremos estimar, podriamos utilizarlos para establecer la distribucion
inicial de g. Si queremos partir de un momento inicial sin informacion
previa, Podemos aplicar el mismo procedimiento que realizamos para los
parametros de la ecuacién de estado, es decir, definir la distribucion inicial

de g teniendo en cuenta el momento inicial Xp.

Si contamos con el valor de capturas en el instante t=0 (Py), y el
esfuerzo de pesca Ep y suponemos el mismo tipo de relacién entre la
captura P, vy la biomasa inicial Xy, la distribucidon a priori no informativa

para g seria:

Eoe_qEO

n(q) & T (3.86)

Lo que equivale a decir que In(1— e 90)~Uniforme. El

problema que presentan estas distribuciones es que son impropias.
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3.2.6 Determinacion de la distribucion inicial de los
parametros de la ecuacion de medida u observacion
segun el método de Zellner.

Si, como alternativa, aplicamos el método desarrollado por Zellner,
y seguimos el mismo procedimiento expuesto para los pardametros de la

ecuacién de estado, obtenemos el siguiente resultado:

+ oo

1.(8) = — f F(PX|LX,, 02)In[f (PX.|LX,, 02)]dLX, =

+00

h h _ (3.87)
—_[o f(LP,|LX,,07) (ln é—%[wt—zn(xtm_e qEr))]2>dLXt
i h, 1
B 2 2
Por lo tanto:
T 1T T L 1/T
, 1 1
y = - Z — (3.88
i (ez>oc<1:1[exp[1t(ez)]) (Dexp[ in—2+ 2]) «p (389

Es decir, el parametro q seguiria una distribucién uniforme,

mientras que h, seguiria una distribucion log-uniforme.

En este caso si es factible realizar el cambio de variables
directamente en la funcidn inicial para lograr que dicha funcion sea

invariante ante transformaciones continuas inyectivas no lineales, para ello
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partimos de las dos distribuciones normales, [nP.~N(In[X.(1—

e_th)]: hv) y XNN(‘LI, hv)
Consideramos el cambio de variables:

u=In[X.(1—-e )] =h™(q) (3.89)

A partir del cual, despejando g tenemos:
_1 e#
et = X,(1—-e ) 5 qg=—1In <1 - —) = h(u) (3.90)
E Xt
Derivando la funcion h(u) respecto a u:

e (3.91)

M= R —en

Teniendo en cuenta la igualdad (3.68) y sustituyendo en las

expresiones (3.66) y (3.67) obtenemos:

1 et
T[I([,l, hv) X cexp |cte — Inh, + Eln <m)] (3.92)
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* (Wﬂ—em)m
e h) =100 gy e

E. (X, —ek) (3.93)
1 < et )
“ —_—
hU Xt - eﬂ

-1/2
Dado que e# = X,(1 — e~ 9Et), finalmente queda:

1 e~Ee \'/?
m5(q, h,) X — h, (m) (3.94)

Si consideramos t=1,2,...,T:

1/ e \?
h_<1—e th) ]

Y si s6lo tenemos en cuenta el instante inicial (t=0) y suponemos

1/T 2T

1/ e N\ (3.95)
- h, [H (1 — e—th>]

::]ﬂ

n"(02) x [

t=1

conocido el esfuerzo de pesca Ey y el mismo tipo de relacién entre la

captura Py y la biomasa inicial X,

(3.96)

1/ e-aF \/2 1 emE?
7'[2(% v)och l_e qE, h_(l—e qEO)l/Z

Segun este resultado, Inh, sigue una distribucién uniforme y g es tal

1/2

e~qEo . . _ . .. .,
que 5 (q) (1—e—qu) , lo que implica que e ~%osigue una distribucién

beta(1/2, 1/2).
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3.2.7 Resumen de las distribuciones iniciales minimo
informativas y no informativas asociadas a los parametros
de las ecuaciones de estado y medida.

Finalmente resumimos las distribuciones iniciales asociadas a los
parametros de las ecuaciones de estado y de medida que hemos
desarrollado en este apartado, diferenciando los casos en los que partimos
de una informacién previa, basada el valor esperado y la precisién asociada
a cada parametro, de aquellos en los que no consideramos ninguna

informacidn inicial.
1) Distribuciodn inicial asociada a la biomasa cuando t=0 (LX;)

En este caso aplicaremos los resultados del método de maxima
entropia. Si no contamos con ninguna informacion previa sobre LX;, y sélo

imponemos que la funcién de densidad inicial esté normalizada, es decir

f_t: o (LXy)dLX, = 1, entonces LX,~Uniforme.

Si, por el contrario, contamos con informacién sobre el valor
esperado (uq) y la precision (hy) asociadas a esta biomasa, por el mismo
método de maxima entropia, la distribucién inicial asociada a LX, debe ser

una distribucién normal, es decir LXq~N (g, hg).
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2) Distribuciones iniciales asociadas a los parametros de la ecuacion de

estado, @, B, y hw

Para el desarrollo de las distribuciones iniciales, hemos supuesto
que la biomasa inicial no dependia del resto de los parametros presentes

en los modelos.

Por el método que aplica Jeffreys vimos que la distribucidén asociada
a la precision correspondiente a la perturbacion de la ecuacion de estado
(h,,) es independiente del resto de los parametros, coincidiendo en este
resultado con Zellner. En ambos casos sigue siempre una distribucion tal

que Inh,,~Uniforme.

Para los parametros a y £, resumimos las distribuciones iniciales

determinadas en cada caso en la siguiente tabla:

Tabla 3.1: Distribuciones iniciales asociadas a los pardmetros ay £.

Método Maxima entropia Jeffreys Zellner
, Sin Con . I
Parametros informacion informacion Determinadas en e
. . caso t=1
previa previa
a Uniforme N(aghqa) Ina~Unif. Uniforme*
B Uniforme N (Lo hp) Uniforme Uniforme*

*No son invariantes ante reparametrizaciones no lineales de los pardmetros cuando
se quiere calcular la distribucidn inicial 6ptima aplicando el método de Zellner.
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Tabla 3.2: Distribuciones iniciales asociadas a los pardmetros ay £, por el método
de Zellner suponiendo invarianza parcial*.

Modelo Beverton-Holt Ricker Cushing
1 1
—~Beta (—, 1) sia>1
a 2
a
() « 1 sia<1
1T —
Va
1 1
B Tﬁso ~Beta (E' 1) Uniforme Uniforme

* Son invariantes ante reparametrizaciones lineales de los pardmetros y ante
transformaciones inyectivas continuas y no lineales de uno solo de los parametros.

3) Distribuciones iniciales asociadas a los parametros de la ecuacién de

medida, gy hw

Seguimos bajo el mismo supuesto de que la biomasa inicial no
depende del resto de los pardmetros presentes en los modelos. Tal como
ocurria en la ecuacion de medida, la distribucion asociada a la precision
correspondiente a la perturbacién de la ecuacién de medida (h,) es
independiente del coeficiente de capturabilidad, g, y, tanto por el método

de Jeffreys como por el de Zellner, Inh,,~Uniforme.
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Tabla 3.3: Distribuciones iniciales asociadas al coeficiente de capturabilidad g.

Método Maxima entropia Jeffreys Zellner
. Sin Con . . . ..
Parametro . L. . L. Determinadas considerando la informacion
informacion informacion di ibl t=0
previa previa isponible en t=
n(q)
In(1 — e~9%0) (—e—qu )1/2i e
q Unlf. N(qo,llq) ~Unif0rme 1—e—4E0 .e.
—qEoBet (1 1)
e ~Beta|=,=
2°2

Finalmente, El siguiente paso en el analisis bayesiano es determinar
las distribuciones condicionales completas de las variables no observadas.
Sabemos que la distribucion conjunta de las variables aleatorias combina la

informacién a priori con las variables observables a partir de la siguiente

expresion:

F(LXo, LXy, oo LXp, &, B, @, Bop oy, Py, o) Pr)

T T
1_[ FUXALX gy, Py, B, hw)] [n F(nPILX,, q, h,,)] (3.97)
t=1 t=1

f@fB)f (@f (hw)f (hy)

= f(LT,)

En cuanto a las distribuciones condicionales completas,
combinaremos la informacion a priori con los resultados muestrales a
través del Teorema de Bayes. Cuando la funcién de la variable cuya

densidad queramos estimar sea no lineal combinaremos distintos métodos
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de generacion de variables aleatorias, en concreto el algoritmo de
inversién de la funcién de distribucidn, el algoritmo de aceptacién rechazo
y la linealizacion de los términos no lineales mediante la aproximaciéon de
primer orden de Taylor. Por otro lado, observando la distribucidon
conjunta, vemos que las distribuciones a posteriori van a depender de los
términos en los que aparezca la variable que queramos estimar y que el
resto de términos se puede agrupar como una constante de
proporcionalidad. El desarrollo de estas distribuciones se realizara en el

siguiente capitulo, centrandonos en el modelo que vamos a aplicar.



APLICACION DEL MODELO
DE CUSHING CON 4
PARAMETROS AMBIENTALES

En este capitulo vamos a mostrar dos aplicaciones de modelos de
gestion de pesquerias en las que determinamos las distribuciones iniciales
no informativas o minimo informativas asociada a los parametros de la
funcién de stock-reclutamiento y de capturas, centrandonos en los
cambios que sobre los resultados finales puede tener el hecho de utilizar
una distribucién inicial informativa o no. En ambos casos utilizamos el
modelo stock-reclutamiento de Cushing, que va a incorporar parametros

ambientales.

4.1 Modelo de Cushing con parametros ambientales
aplicado a datos de la pesqueria de la caballa en el
caladero de la Regidn Suratlantica Espaiiola.

La primera aplicacién que veremos sera sobre los datos aportados a
partir de un analisis sobre la pesqueria de caballa ejercida por la flota de
cerco en la Regién Suratlantica Espafiola (Golfo de Cadiz) en el periodo
1973-2000 y realizado por Gonzalez Galan (2004), cuyo objetivo principal
era un analisis econémico de la fabricacion de conservas y la actividad

pesquera. Hay que destacar la dificultad que la autora del mismo se
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encontré a la hora de recopilar los datos, debido al escaso y deficiente
sistema de estadisticas pesqueras existentes, teniendo que reconstruir las
series de capturas y esfuerzo a partir de las fuentes estadisticas primarias,

es decir, las notas de ventas diarias de las lonjas de Huelva y Punta Umbria.

Por otro lado era necesario determinar el esfuerzo de pesca, que en
términos econdmicos, estd vinculado al tipo de pesqueria que se esté
analizando, asi como al método de pesca y la forma de su aplicacion. Desde
un punto de vista bioldgico esta relacionado con la tasa de mortalidad por
pesca, y en general se considera que esta tasa es proporcional al esfuerzo,
siempre que la medida de esfuerzo esté estandarizada, es decir, bajo las
mismas condiciones, las capturas deben ser proporcionales al esfuerzo
realizado. En las pesquerias compuestas por una flota heterogénea y con
diferente capacidad de pesca hay que normalizar este esfuerzo®. Al final,
debido a la dificultad de obtener una informacién vdélida, opta por
considerar la flota de Punta Umbria como referencia estdndar y sus
capturas por unidad de esfuerzo (CPUE) como el mejor indicador de la

densidad del stock, expresandolo en toneladas por dias de pesca.

Uno de los hechos ya contrastados sobre la caballa es la gran
fluctuacién anual del reclutamiento y, por lo tanto de la densidad de esta
especie. Es tanta su variabilidad que hay autores que consideran que un
simple modelo basado en variables ambientales serviria para conocer su

evolucién (Castonguay et al., 1992) y también hay numerosos estudios

! Gonzalez Galan (2004, pp. 129-162) desarrolla un capitulo completo sélo este fin, dada la
imposibilidad de obtener datos fiables.
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bioldgicos que indican que la temperatura en la superficie del mar es un
factor determinante para el control del crecimiento de esta especie. Dado
gue en ese momento no se disponia de series de temperaturas referidas a
la superficie del mar, se utilizd como indicador la temperatura del aire
medida en el observatorio meteorolégico de Huelva capital. Respecto a
estos datos, se detectd que en el caladero suratldntico, los afios con
mejores capturas correspondian a aquellos con respecto a los cuales habia
habido una reduccion de temperatura dos afios antes. Esto se corresponde
con los estudios bioldgicos que fijan la edad a la que la caballa alcanza su
madurez sexual en dos afios, asi que ese seria el momento en el que tuvo
lugar el desove a partir del cual se desarrollé el stock del cual se obtendrian

las capturas dos afios mas tarde.

7000 27,5
- 27
6000 - N A
\— 26,5
5000 A L 26
4000 - - 255
- 25
3000 - - 245
2000 - 24
- 23,5
1000
- 23
0 T T T T T 22,5
1974 1979 1984 1989 1994 1999
o —&— Capturas™
Aiio de captura
—@— Temperaura (t-2)

Figura 4.1. Evolucién de las capturas de caballa en Punta Umbria y | a temperatura media
de las maximas con un retardo temporal de dos afos.
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En consecuencia, se consideré adecuado incluir esta variable
ambiental en las funciones de reclutamiento, y concretamente en el
parametro que recoge el efecto de la mortalidad densidad independiente,
por lo que el modelo de Cushing con pardmetro ambiental, que junto a la
ecuacioén de capturas forma un sistema de espacio de estados, se define de

la forma:

{Xt = e“0+a1Tt—zsf_1eWt 4.1)

Pt = Xt(]‘ - e_th)evt

En el que estudiaremos los cambios que se manifiestan sobre los
parametros de la ecuacién de estado, ante cambios en las distribuciones
iniciales. Los datos que utilizamos se pueden consultar en el anexo 1, tabla

Al.2.

4.2 Modelo de Cushing con parametros ambientales
aplicado a datos de la pesqueria del boquerdn en el Mar
de Alboran.

La segunda aplicacion se realiza sobre los datos de la pesqueria del
boquerdn en el Mar de Alboran en el periodo 1985-2005, provienen de un
estudio desarrollado por Garcia del Hoyo (2008) cuyo fin era estudiar la
influencia de parametros ambientales en la evolucion del stock del
boquerdn en el Mar de Albordn. Los datos aparecen en el anexo 1, tabla
A.1.2. En este caso la informacidn existente sobre el esfuerzo pesquero,

aparte de las caracteristicas técnicas de las embarcaciones de la flota de
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cerco, ha sido generada por la red de muestreo del Instituto Espafiol de
Oceanografia (IEOQ). La unidad de esfuerzo considerada ha sido el nimero
de mareas realizadas por la embarcaciones en las que se han obtenido
capturas de la especie considerada, lo cual puede ser poco representativo
en los ultimos afos, dado que con biomasas muy bajas las mareas con éxito
pueden subvalorar el esfuerzo efectivamente dirigido a la especie en

cuestion.

La serie se inicia con datos muy fragmentarios correspondientes a
puertos concretos, entre los cuales el mas intensamente investigado ha
sido el de Malaga, donde suelen desembarcar no sélo la flota con base en
dicho puerto sino también la de otros puertos de la provincia (Marbella,
Vélez, Fuengirola o Estepona) y, con menor frecuencia, la de otros puntos
de la regidn. La serie presentada al GFCM por el IEO estima la CPUE global
del area a través de la CPUE observada en los puertos para los cuales existe

informacion.

La evolucién de la CPUE evidencia el colapso de la pesqueria desde
el periodo algido de 1979-1985. Las primeras estimaciones,
correspondientes a la flota litoral con base en Almeria para algunos meses
de 1982 y 1983, proporcionan una CPUE superior a 2 Tm. por marea de
pesca, descendiendo abruptamente en 1985 hasta situarse en 397 Kg. por
marea efectiva, nivel al que se ha mantenido esta con leves incrementos en

2001y 2002, coincidiendo con abundantes capturas en la bahia de Malaga.
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Figura 4.2. Evolucién del esfuerzo y la CPUE de la pesqueria de boquerdn.

En los informes presentados por el IEO al GFCM-SCSA se recogen las
series de esfuerzo resultantes para el conjunto de la regién estimadas, en
su mayor parte, a partir de series relativas a los puertos de Malaga vy
Estepona de la red de muestreo del IEQ, y extrapoladas al conjunto de la
region utilizando las estadisticas oficiales. No obstante el esfuerzo — noches
efectivas de pesca por especie- se encuentra, en el caso del boquerdn,
claramente infravalorado, dado que al ser mucho mas abundante la
sardina, las mareas en las que se ha intentado obtener boquerdn y no se ha
conseguido, no son consideradas. Por esta razén, creemos mucho mas
razonable considerar como unidad de esfuerzo el maximo mensual
correspondiente a ambas especies, despreciando las mareas dirigidas a

boquerdn pero en las que no se captura ni ésta especie ni la sardina.
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Con estos datos se han estimado diferentes modelos stock-
reclutamiento basados en las funciones de reclutamiento de Ricker (1954),
Cushing (1971) y Beverton-Holt (1957), bajo la consideracion de que los
parametros densidad-dependiente y densidad-independiente se
encuentran perturbados por variables ambientales. Como variables
ambientales se han considerado las series de sea surface temperatura (SST)
facilitadas por Olivia Lagmead?). En particular se observa una relacién
inversa muy fuerte de las CPUE del boquerdn con las temperaturas medias
del mes de julio y directa con el rango de variacion de las temperaturas de

febrero y julio del afio en curso.

Estos resultados de posible dependencia del ciclo reproductivo con
las temperaturas han sido destacados en el area que nos ocupa por
Giraldez y Abad (1995) y en Garcia et al. (2003), destacando el hecho de
gue inviernos suaves implican un incremento del periodo de freza y, por

tanto, mayores reclutamientos.

El modelo elegido finalmente correspondia un modelo basado en la

relacién stock-reclutamiento de Cushing® que adopta la forma:

T4 +B2T;
X, = ea1+asz2tStB_11m1t B2 M2t oWt (4.2)

Pt = Xt(l — e_th)th (43)

2 HadISST, http://badc.nerc.ac.uk/data/hadisst/
% Garcia del Hoyo (2008). A partir de Minimos cuadrados no lineales se elige el modelo en
el que los criterios de informacién de Akaike y de Schwarz tienen valores minimos.
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Donde T,,; es la SST de julio del afio corriente, T,,, es el cociente de las SST
de febrero y julio, X; es la biomasa reclutada, S; es la SSB de cada afio, P;
son las capturas y E; es el esfuerzo de pesca, mientras que g es la
capturabilidad, los parametros a; son parametros que representan
fendmenos densidad-independiente y los S son parametros que

representan fendmenos densidad-dependientes.

En este caso aplicaremos cambios en las distribuciones iniciales del
coeficiente de capturabilidad, manteniendo fijos los parametros

correspondientes a la ecuacion de estado.

4.3 Modelo estado-medida con la funcion de Cushing.
Distribuciones condicionales completas.

Como vya indicamos en el capitulo anterior, consideramos el

logaritmo neperiano de ambas funciones:
lTlXt = lnF(St_l y 8) + W Wt"'N(O, h’W) (4'4)
InP, = In[ X,(1—e )] +v, v,~N(0,h,) (4.5)

Con lo que pasamos a trabajar con distribuciones normales. Para la primera

aplicacidén, la ecuacion de proceso queda de la forma:

lnXt = Qg + ath_zlnSt_l + Wy (46)

Mientras que, para la segunda:
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lTlXt = ((ll + aszZt) + (ﬂlelt + ﬁszZt)lnSt_l + W (4.7)

En ambos casos, al considerar el logaritmo neperiano, los
parametros de la ecuacién de proceso pasan a afectar de forma lineal al
resto de variables, lo que ya nos indica la distribucién inicial no informativa

mas adecuada para ellos es la uniforme.

En cuanto a la ecuacidon de capturas, veremos como cambia el
coeficiente de capturabilidad bajo las distintas distribuciones iniciales

propuestas en el capitulo 3.

Vamos a considerar el desarrollo para el caso mas complejo (que
registra mas parametros ambientales) pues podemos llegar al modelo
aplicado sobre el stock de la caballa anulando los parametros oportunos

del segundo modelo.

Teniendo en cuenta que la relacién entre las variables que
representan a los valores de biomasa en los distintos periodos se rige
segun el modelo de una cadena de Markov, la distribucidn conjunta de las
variables aleatorias que queremos estimar combina la informacidn a priori

con las variables observables a partir de la siguiente expresion:
F(LXo,LXy, ... LXr, t, B, q, by, By Py, ..., Pr)

T T
= raty) || [raxiixevPosap, hw)] [ﬂf(lnPtlLXt,q. hv)] (4.8)
t=1 t=1

f@f B f(@f (hw)f (hy)

Donde el logaritmo neperiano de la biomasa en un afio dado t, LX;,

condicionado al logaritmo neperiano de la biomasa del afio anterior, [X:.4, a
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la captura también del afio anterior, P.;, y a los parametros del modelo
stock-reclutamiento y del error de proceso, vector 84 = (&, 8, h,,), sigue
una distribucién normal cuyo valor esperado depende de la relacidon stock-
reclutamiento, y cuya precision, o inverso de la varianza, toma el valor de
la misma vinculada al error sistematico, es decir, su forma es:

1/2

h “hwr
FLXLX—1,Pe_y,t, B, hy) = WTe S LX¢ F(S¢-1,01)1? (4.9)
A

donde St—l == eLXt_l - Pt—l'
Teniendo en cuenta el modelo que vamos a desarrollar, dado por la

ecuacion (4.2), F(S;_1,01) es:

F((St—1;01)) =lIn (eal+“2Tm2tsfi€m1t+ﬂ2Tm2t)

=a;+ ayTh, + ('Blelt + ﬁszZt)lnSt_1

(4.10)

Para simplificar la expresion anterior vamos a llamar a,,, = a; +
3Ty, parametro que va a depender de la temperatura media en la
superficie del mar (SST) de julio del afio t, To,,, Y Bm, = B1Tm,, + B2Tm,,
parametro que dependera tanto de T;,,, como de T, , que resulta del
cociente de las SST de febrero vy julio del afio t, con t=1,2,...,T. Por ultimo

consideramos las siguientes notaciones: @y = (@, ) @y ), Bm =
(Bimos -+ Brm), {am\amt} = (am1; o Omy 0 Ay 00 amT)r {ﬁm\ﬁmt} =

(Bmys -r Bmy—y» By - Binp) Y 0r = (@, Bm,), para t=1,.,,T.
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Por otra parte, la distribucién del logaritmo de las capturas de un
afo t (P;), condicionado a la biomasa de ese mismo afio (LX;), al coeficiente
de capturabilidad, g, y al error de medida, también es normal con funcidn
de densidad:

1/2

h _hv
[f (InP,|LX,, q, hy)] —=—=e 2 LP=C(Xea)] (4.11)
V2T

donde h, es la precisién asociada al error de observacion y G(LX;,q) =

InX, + In(1 — e~ k),

4.4 Distribuciones a posteriori

El objetivo es determinar las distribuciones condicionales completas

de las variables que desconocemos y que pretendemos estimar, es decir:

F(XolLXq, o, LX7,Py, o, Pr, @y Bun @ By By)

f(LXe| X0, LXy, oo, LXe 1, LXp 41, oo, LX 7Py, oo, Pr, @, B0, By, ),

f(@melXo, LX1, oo, LX7,Py, oo, Pro{ @ \@e ), By @ o 1), £ = 1,0, T
f Bne| X0, LX1, ooy LX7,Py, oo, Pr, @, B \Bmt ) @ Ay b)), t =1,..,T
£(qlXo, LX) es LX7Py, v\ Pr, @y B Pios Byy)
f(hwlXo, LX1, ooy LX 7Py, v\ Pr, @y Bans @5 Boy)

f(h,\Xg, ..o, LX7,Py, ..., Pr, @, By G, Ry)
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En cada caso, aplicando el teorema de Bayes, la distribucion
condicional se obtendra como el cociente entre la distribucién conjunta y
la distribucion marginal del conjunto de variables que estan condicionando,

por ejemplo, para cualquiera de las biomasas seria:

f(Xo,LX1, ., LX7, Py, oo, Pr 0, B, 4, By, )
[ f(Xo,LXy, ., LX7, Py, ., Pr @, B, G oy, oy )AL,

fLXe].) = (4.12)

Con t=0,1,...,T. Veamos cudl es la forma que toma la distribucién

condicional particularizando para cada una de las variables de estudio.

4.4.1 Densidad condicional de la biomasa inicial. Generacidon
de valores de X,.

La distribucién condicional de la biomasa inicial depende del resto
de las biomasas, los parametros de la ecuacion de stock-reclutamiento, los
parametros de la funcién de producciéon o capturas, las perturbaciones
asociadas a los procesos de estado y medida y las series de datos

observados. Sustituyendo en la expresion (4.7), debemos calcularla como:

f(XOf ...,LXT,Pl, "'JPT' am' ﬁm' q, hW’ hv)
[ f(Xo, LX1, ., LX7, P1, e, Pr, @i, By @ oy, By) dX

fXol ...) = (4.13)

gue podemos simplificar al considerar todos aquellos términos en los que
no aparece X, como parte de la constante de proporcionalidad, lo que

finalmente nos llevaria a:
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F Kol ) & F(X)f(Xo|LXs , Py, o, Pry @ony, By ) (4.14)

La distribucidn inicial de LX, dependera de la informacién disponible
sobre la biomasa inicial, en el caso que estamos estudiando partimos de un
valor medio inicial para X, conocido y podremos determinar la precisién
asociada a su distribucion ya que asignaremos un coeficiente de variacién a
la variable del 5%, para evitar que la amplitud de convergencia del
muestreo de Gibbs sea demasiado grande. Bajo estas condiciones, por el
criterio de maxima entropia, la distribucién de minima informacién que
podemos asignar a X es una distribucién normal, con lo que, sustituyendo

en la ecuacion (4.9) la distribucion condicional completa de LX), es:
—ho 2 _hW 2
FXo| ) o7 Ko~Ho)? ;—5*(LX1~LF (X0,61)) (4.15)

Siendo

LF(Xo, 01) = In(atyy (Xo — Py)Pm1) (4.16)

El problema que nos encontramos para generar valores que
correspondan a esta distribucion condicional es que F(X,,04) no es una
funcién lineal en X,. Podemos aplicar varias alternativas, o bien linealizar
F(X,,04) con la aproximacién en serie de Taylor de primer orden respecto
al nucleo de la distribucién inicial de X,', o utilizar algoritmos de aceptacién
y rechazo (Desvroye, 1986). En esta ocasidn aplicamos directamente el

algoritmo de aceptacion y rechazo.

*Se puede consultar este modelo de aproximacion en Gonzalez Galan (2004).
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Partiendo de la distribucidon condicional, el algoritmo se desarrolla

segun los siguientes pasos:

1) Obtenemos un valor X, de X,~N (g, hy), con la condicién X, >Py,
2) Calculamos x, /Inx; = InF (X, 81), es decir x; = e%m1 (¥, — P,)Pm

ﬂ(x —%,)2
3) Calculamos 1y, = e 2z 1770,

4) Generamos U~U(0,1),

5)Si U < 1y4, aceptamos X, como valor de la distribucion condicional

de Xy. En caso contrario, volvemos al paso 1.

4.4.2 Densidad condicional de las biomasas intermedias.
Generacion de valores de X; para t=1,2,...,T-1.

Si fijamos la biomasa de un afio intermedio t, X; para t=1,2,...,T-1y
teniendo en cuenta la forma de la distribucidn conjunta de los logaritmos
neperianos de las variables (4.3), al aplicar el teorema de Bayes, podemos
eliminar los elementos que son invariantes respecto a InX;=LX; con lo que la

funcién de densidad a posteriori para esta variable es:

fLX]..) f(LthLXt—p Py, amt'ﬁmt' hw)f(LXtHlLXt» P, amt+1»ﬁmt+1»hw)

(4.17)
f(LPILX,,q, hy)

—h 2 —h 2
o eTW(LXt—LF(Xt,l,H,)) eTW(LXm—LF(Xt,BM))

(4.18)

R (LPe-In[x,(1-e7E0)] )?
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Siendo
LF(X;,0:41) = In(a,,, (X; — P)Pmis1),  i=01,..,T-1 (4.19)

Consideramos los valores que sean lineales respecto a LX; v,
operando con los exponentes, la funciéon condicional se puede expresar

como producto de las funciones de densidad de dos distribuciones

normales:
f(LX,]...) « ew(”"t‘“‘t)2 e#(”tﬂ‘w(xtﬂtﬂ))z (4.20)
Donde:
Ly
_ hu[in(e®men (X — P_y)Pmens)] + by [InP, — In(1 — e™9%)] - (4.21)

h, + h,

Es el valor esperado de la distribucidn correspondiente a LX;. Como
LF (X;,0:,1) no es lineal respecto a X;, se podria aplicar una aproximacion
lineal de primer orden de Taylor en torno a Lu; para llegar finalmente a una
distribucién normal®. Otra opcién es utilizar un algoritmo de aceptacidn rechazo,
que es el método que aplicamos, partiendo de que en un instante t+1 ya hemos

generado un valor valido para X; y podemos suponer:

Xf+1 = eamﬁ'l (Xt - Pt)ﬁm“'l + Wei1 con Wt+1~N(O, hW) (422)

Y que
Pey1 = Xpp (1 —e 9Eev1) + v, con v ~N(0,hy) (4.23)

> Ver Gonzalez Galan (2004, cap. 4).
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Si despejamos X;,4 de la segunda igualdad, tenemos:

Xep1 = con v,4,~N(0, h,) (4.24)

(1 — e—th+1) PH'I T (]_ — e—th+1) Vt+1

Es decir, por (4.17):

Xep1~N( 1 (X, — Py)Pmes, hw) (4.25)
Y por (4.19):
1
Xt+1~N (m Pt+1, (1 — e—qE¢+1)2hv> (426)

Para ajustar las distribuciones calculamos X;,; a partir de Ia
distribucién normal que se obtiene como media aritmética ponderada de
ambas, tomando como ponderaciones las precisiones respectivas, el

resultado seria una distribucién normal, con valor esperado:
Herr = hy e¥mes1 (X = P)Pmess 4 (1 — em9Fen) Py (4.27]

Y precision

hepr = hy + (1 — e~9Ecs1)2p (4.28)

Teniendo en cuenta estas igualdades, el desarrollo del algoritmo para

generar valores de esta distribucion es el siguiente:
1) Dado X%, valor vélido para la biomasa en el afio t, Calculamos
ltl = e%mev1 (;Ct - Pt)eﬁmcﬂ y ltz = (]_ — e_th+1),
2) Establecemos Medsim1 = hy,lt; + h,Py 41t

Presiml = h,, + h,lt2,



147 Modelos de Cushing

3) Generamos un valor aleatorio de una distribucion normal con valor
esperado Medsim1 y precision Presim1, llamémosle X;,1, con la

condiciéon de que X;yq > Pryq,
4) Calculamos 1y = €42 (R pyq — Ppyy)e’ ™,

o (42 =T10)?
5) Calculamos 1,1 = e 2 i+ 107

6) Generamos U~U(0,1),

7) SiU < 144, aceptamos X, como valor de la distribucion condicional

de X:1. En caso contrario, volvemos al paso 3.

4.4.3 Densidad condicional de la biomasa final. Generacion de
valores de Xi.

Igual que en los casos anteriores, la funcién de densidad condicional
de X7 solo depende de los términos en los que interviene dicha variable,

por lo que es proporcional al siguiente producto de funciones:

FXr1) o f(LXr|LXr 1, Proyy g B, ) FUPEILX g ) (4.29)

o o2 (LXr—F(tr_1,01)" ;=FU(LPr-tn[x7(1-e~95T)] )° (4.30)

Donde ambas son lineales respecto a LX;, esto lleva a que la funcion de
densidad condicional corresponde a una distribucidn normal y cuya expresion se

puede resumir como:

—(hwthy)
f(LXr]..) QT(LXT—MT)Z

Siendo
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hyF(Xr-1,07) + hv[ln (P,)—In(1- e—qET)]
- hy, + h,

Ly (4.31)

Podriamos generar valores directamente de esta distribucion, o
emplear el algoritmo de aceptacién y rechazo siguiendo los procedimientos
anteriores, ello nos evitaria utilizar logaritmos y es el procedimiento que
vamos a seguir. Dado X;_, valor valido para la biomasa en el afio T-1, La

secuencia del algoritmo es la siguiente:
1) Calculamos  lt; = e“ (¥;_, — Pr_y)efry It, = (1 — e~ %),
2) Establecemos Medsim1 = h,,lt; + h,Prlt,
Presiml = h,, + h,lt2,

3) Generamos un valor aleatorio de una distribucion normal con valor
esperado Medsim1 y precisién Presim1, llamémosle X, con la

condicion de que X > Pr.

4.4.4 Densidad condicional del parametro a,,, para t=1,..,T.
Generacion de valores de a,y,,.

En cada momento t, la distribucién condicional completa del pardmetro

®m, €s proporcional al siguiente producto de funciones:

£ (1) ¢ £ () (LXe|LX o1 Pect, iy B ) (4.32)

Que va a depender fundamentalmente de la distribucidn inicial

asociada a @, . En este sentido partimos de dos opciones:



149 Modelos de Cushing

a) Conocemos un valor medio inicial y una precision asociadas a a,,
entonces la distribucién inicial de minima informacién es la distribucion

normal por el algoritmo de méxima entropia. Tendriamos:

£ (g1 ¢ £ () (LXe|LX .1, Poct, iy B )

_hmt

(4.33)

2 —p 2
o “w, _ _ -
eT(amt_amto) 0 2 (LXt A, ﬁmtln(Xt_1 Pt—1))

Si desarrollamos los exponentes en funcion de X, NOS lleva a una

distribucién normal con valor esperado:

_ hmro Xy, + hy[LX; — Bmeln(Xe—1 — Pe—q)]
Hm, = [—

(4.34)

Y precision

hmt = hmto + hW (4-35)

Cuyos valores se pueden generar directamente a partir de los algoritmos

de generacion de la distribucién normal estandar.

b) Si preferimos partir de una distribucién menos informativa sobre a,,,,
aplicando el método determinado por Jeffreys o por Zellner, la distribucion
inicial adecuada seria la distribucion uniforme ya que a,,, representa un
cambio de origen respecto al valor esperado de In(X:), y, como hemos visto
en el capitulo 3, la distribucion inicial no informativa para el valor esperado
de una distribucién normal es constante o uniforme en todo su rango de

variacién e invariante ante cambios de origen o de escala. Teniendo en



Distribuciones Iniciales Informativas y No Informativas 150

cuenta esta distribucion inicial, la distribucion condicional completa de a,,,

es:
#(th—amt—ﬁmtln(xt_l—Pt_l))z si am,€las, a]
f(am,l...) <{e (4.36)
0 en caso contrario
Sigue una distribucion normal en su rango de variaciéon y es nula
fuera de él.

Se puede utilizar de la informacion inicial sobre a,, para
determinar un intervalo de variacion de este parametro. Para generar

valores de a,,, consideramos el siguiente algoritmo:

1) Generamos U~U(0,1) y calculamos @,,, = a; + (a; — a;)U,

—h 2
hy —YW(LXt—8m,—Bm, In(Xe_1—Pr_
2) Calculamos 1, = /ﬁe 2 (LXe~ =P In(Xe-1=Pe1) ,

3) Generamos V~U(0,1),

4) Si V < 1y, aceptamos &, como valor de la distribucion condicional

de ap,, . En caso contrario, volvemos al paso 1.

4.4.5 Densidad condicional del parametro g,,, para t=1,..,T .

La distribucion condicional completa del parametro f,,,, para cada

momento t, es proporcional al siguiente producto de funciones:

£ (Bngl-) & f (Bun ) (LX|LX 1, Pos, s B ) (4.37)
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Que, igual que ocurria con X, VA A depender fundamentalmente
de la distribucion inicial asociada a B, y para la que vamos a tener en

cuenta las mismas opciones:

a) Conocemos un valor medio inicial y una precision asociadas a fp,,, la
distribucidn inicial de minima informacién es la distribucion normal por el

algoritmo de maxima entropia. Tendriamos:

(Bl ) ¢ £ (B ) (LXJLX -1, P, @iy B i)

—h!
mto

xXe 2

(4.38)

(ﬁmt_ﬁmto)z ﬂ(LXt—amt—ﬁmtln(Xt_l—Pt_1))2

e

Si desarrollamos los exponentes en funcion de B, nos lleva a una

distribucién normal con valor esperado:

! h'W —_
Um, = ey ey + In(X¢—1 — Pr—1) (LX: = o) (4.39)
me h;nro + hy, [In(Xi—q — Pr—q)]?
Y precision:

h;nto + hy[In(Xe—1 = Pe—1)]? (4.40)

Igual que ocurria en el caso anterior, los valores se pueden generar
directamente a partir de los algoritmos de generaciéon de la distribucion

normal estandar.

b) Si no tenemos ninguna informacién sobre S, , o preferimos partir de
una distribucion menos informativa, estamos ante el mismo caso que @,,,

aplicando el método determinado por Jeffreys o por Zellner, la distribucion
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inicial no informativa seria la distribucion uniforme, ya que también
representa un cambio de origen respecto al valor esperado de In(X;). Bajo

esta hipdtesis, la distribucion condicional completa de §,,, es:

-hy, 2
— W LXe—am;—Bm In(Xe—1—Pe—1)) si Bm €E[b1, 2]
f(ﬁmJu)cx{e 2 e Pme ) o (4.41)
0 en caso contrario
donde [b;, b;] representa el intervalo de valores posibles para f3,,,, que
podemos aproximar a partir de la informacién inicial sobre S, . Para
generar valores de esta variable podemos seguir el mismo procedimiento

que ya hemos expuesto en el caso de ay,, .

4.4.6 Densidad condicional del parametro de la ecuacion de
captura.

La funcion de densidad del coeficiente de capturabilidad, g,
condicionado a los valores de biomasa, de capturas y de pardmetros de la
funcién stock-reclutamiento, incluidos los errores de proceso y de

observacion, es proporcional al siguiente producto de funciones:

T
fal.) <@ | [ranpiixe ) (4.42)
t=1

Que tendremos que determinar dependiendo de la funcion inicial
gue asignemos a g, que a su vez dependera de la informacion con la que

contemos sobre este parametro.
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- Conocemos un valor medio inicial y una precisién asociadas a g, entonces
la distribucidn inicial de minima informacién es la distribucién normal por

el algoritmo de maxima entropia.

- Supongamos que preferimos partir de una distribucién menos informativa
sobre g, la alternativa es utilizar las distribuciones iniciales que obtenemos
con el método de Jeffreys o con el Zellner, considerando la informacién

sobre la biomasa disponible en t=0.

* Método de Jeffreys: In(1— e 90 )~Uniforme, por la ecuacién

(3.86) teniamos:

e_qEO

m(q) « FPpETH (4.43)

El problema que tienen las distribuciones iniciales no informativas
de Jeffreys es que pueden ser impropias, como ocurre en este caso, (si
q — 1, n(q) —» +). Para poder generar algun valor de g siguiendo este
método, vamos desarrollar 7(q) en serie de Taylor de primer orden, para
lo que necesitamos partir de un valor go que obtendremos a partir de la
relacion entre las capturas y la informacién que tenemos sobre la biomasa

inicial, es decir, calculamos g a partir de:
PO = Xo(l - e_qu) (4'44)

y podemos aproximar la funcion inicial en un entorno de este valor con

an(q)
dq

n(q) x w(qo) + (9 — qo) (4.45)

q=qo0

Calculando la derivada de primer orden respecto a g, el resultado es
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— —qEp
n'(q) =( Eoe (4.46)

1 — e~Eo)?2
Que, sustituyendo en (4.39) y teniendo en cuente (4.38) nos lleva a que

e ~oEo _Eoe—CIoEo

+ (@ —q0) (1= e-aofa)2 (4.47)

n(q) « T o—diko

Si hacemos un cambio de variables t=q — qg, la funcién de

densidad asociada a t seria

e ~4oEo Eoe—%Eo
— 4.4
M) X T~ L sy (4.48)
. 1—e~90Eo
Y considerando el valor a, = — s se puede expresar como
0
2 2
n(t) « |———t (4.49)
a, aj

m(t) es proporcional a una distribucién triangular en 0 <t < a,. Esta
distribucidn precisamente se utiliza como aproximacion al comportamiento
de una variable de la que no se cuenta con datos y Unicamente se puede

suponer un valor minimo y un maximo.

Para generar datos de t, y a partir de ellos de g, utilizamos el
método de inversién respecto a la funcidén de distribucion, con lo que el

algoritmo se desarrolla en los siguientes pasos:

1—e~90E0
1) Calcular ag = ——,

7

Eo (4.50)
2) Generar U~U(0,1),
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3) Caleular ty = ao(1 —Vu),

4) Devolver q, = ty + qo.

¢ Método de Zellner

A , _ 11\ .
Si utilizamos el método de Zellner tenemos: e 9fo~Beta (E’E)’ ie,
1/2

—qEg
m(q) « (:e—qu) . Partimos de una distribucién inicial propia para la

gue muchos programas generan valores aleatorios.

11
1) Generamos un valor t~Beta (5, 5),

2) Calculamos q = Ei In (%)
0

La distribucién beta se adapta a situaciones en las que necesitamos un
comportamiento global de una variable cuando hay muy pocos datos, un
ejemplo es la distribucion Beta(1,1) que coincide con la distribucién

uniforme.

- Distribucion condicional completa de g.

Volviendo a la distribucién condicional completa de g, por la
igualdad (4.37), es el producto de la distribucidn inicial de g (m(q)), por la
distribucién conjunta de las capturas en el periodo de estudio, lo que da

como resultado:

£al ) o (@)™ 3 mlin (emtxemtn(ie =t} (4.51)

En este caso, la funcién In(1 —e~%%t) no es lineal en g, asi que

optamos por desarrollar la aproximacién de primer orden de Taylor,
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tomando como referencia el valor inicial para g, es decir go. El resultado
final es:
Ete_QOEl'

(1 — e_QOEt)
= In(1—e %) + (g = q¢)Cq, ¢

In(1 — e 95t) = In(1 — e~ %E) + (g — q)

Sustituyendo en el término correspondiente a las capturas,
obtenemos que la densidad condicional de éstas sigue una distribucidn

normal, es decir, [Tf=; f(InP| ...)~N(up, hy,) donde:

T, [ln (P,) — LX, — In(1 — e~ %fr) 4+ qOCq0

u, = t (4.52)
’ Ze=1 Cope
\
T
h, = h, Z Ca ¢ (4.53)
t=1

Una vez fijado el comportamiento del término correspondiente a las
capturas, veamos como se van a generar los valores de la distribucion
condicional completa de g en funcion de la distribucion inicial que se

considere:

a) Si tenemos informacién previa sobre el valor esperado de g, lo
identificamos con q,, y también conocemos la precision inicial de g,
entonces podemos tomar la distribucion normal como distribucion inicial y

la distribucidn condicional final se puede expresar como:

f(ql..) « e—%EtT:l(q—qo)ze—%le[ln (Pe—LX;—In(1-e~9E¢)] (4.54)



157 Modelos de Cushing

Que al final nos llevara a una distribucién normal con valor esperado y

precision:

hoq, + hy Zz:=1 [ln (P) — LX, — In(1 — e %"t) 4+ quq

: 4.55

Hq = hq : ( )
T

hy = ho + hvz cz, (4.56)
t=1

De la que se pueden generar valores de g directamente.

b) Como alternativa o cuando no tengamos informacién podemos
considerar la distribucidn a priori obtenida por el procedimiento de Jeffreys
o de Zellner. En ambos casos realizamos el mismo procedimiento: para
generar un valor de la distribucién condicional completa de g, aplicaremos
un algoritmo de aceptacidén-rechazo, partiendo de valores generados
previamente con la distribucién inicial asociada a g. Para ello vemos que

podemos expresar la funcion de densidad condicional conjunta como:

f(ql..) xm(q)g(q) < cm(q) (4.57)

Donde g(q) corresponde al producto de la funciones de densidad de las
capturas, considerandola en funcién de g, y c es el valor mdximo que puede

tomar la funcion g(q). El algoritmo se puede resumir en los siguientes pasos:

1) Generar §, a partir de w(q) (siguiendo el método de Jeffreys o el de

Zellner),

2) Generar U~U(0,1),
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3)SiU < % se acepta 4, como valor de la variable con funcion de
0

densidad f(q| ...),

4) En caso contrario volvemos al paso 1.

4.4.7 Densidad condicional del parametro de la precision
asociada a los errores de proceso y observacion.

En cuanto a los errores de proceso y de medida, consideramos que
sus distribuciones iniciales son informativas y se especifican como
distribuciones gamma con parametros fijados al suponer que sus
desviaciones estandar son de 50 y 500 Tm respectivamente y un

coeficiente de variacion del 10%.

- Densidad condicional completa de la precision del error de
proceso

Aplicando el teorema de Bayes, la funcién de densidad asociada a la
precision del error de proceso, condicionado a las biomasas y pardmetros
de la ecuacion de estado, es proporcional al siguiente producto de

funciones:

T
Flral ) o fG) | | FRNEX 1Py B )
t=1 (4.58)

1 T

5(ap—2) _hw, 5 _hwer _ z

2 bo 12 Yizo(LX—F(S¢-1,01))
o« hy, e 2 hie 2
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Que, al trabajar con distribuciones conjugadas, hace que la funcién
de densidad de probabilidades condicional completa asociada a h,,

corresponda a la de una distribucién gamma de pardmetros:

ay=ao+T (4.59)
T
2
by = by + Z(th — F(S,.1,01)) (4.60)
t=0

- Densidad condicional completa de la precision del error de
observacion.

En este caso, la funcién de densidad de probabilidades condicional

completa asociada a h,, es proporcional a:

T
Flhy| ) f(hv)l_[ F(nP,|LX,, q, hy)
t=1

(4.61)
l(c _2) hv Z hv T 2
o hZ 0 e—Tdohge—TZtﬂ(ln (P)-G(Xt.))
Que corresponde a una distribucion gamma de parametros:
co=¢co+T (4.62)
T
, 2
dy =dy+ Z(th — F(S,.1,01)) (4.63)
t=0

Ambas distribuciones se pueden generar directamente con los

generadores de valores aleatorios de para las distribuciones gamma.
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4.5 Resultados de la estimacion

Una vez determinada las distribuciones a priori y las densidades
condicionales completas de las variables que intervienen en los modelos,
procedemos a su estimaciéon mediante el generador de muestras de Gibbs.
Como hemos indicado, esta técnica permite generar una muestra aleatoria
de la densidad conjunta de los parametros y de las biomasas al inicio de

cada temporada de pesca en el periodo de estudio.

El software utilizado para la programacion de los algoritmos ha sido
el paquete estadistico GAUSS 10, utilizando las rutinas de generacién de
numeros aleatorios programadas en dicho paquete. Con una amplitud de
convergencia de =30 iteraciones y repitiendo este procedimiento un total
de G=200 veces, se ha obtenido una muestra de la distribuciéon conjunta
para cada uno de los modelos estimados, utilizando para ello un ordenador
Sony VAIO (4GB de RAM). A partir de la muestra de la distribucién
conjunta, y aplicando el resultado de Gelfand y Smith (1991) hemos
extraido una muestra aleatoria para cada una de las variables

inobservables.

4.5.1 Resultados para los parametros de la ecuacion de
biomasas. Modelo de Cushing aplicado a los datos de
caballa.

A continuacion mostraremos los resultados sobre los pardmetros de
la ecuacion de biomasas del modelo de Cushing aplicado a los datos de la
caballa, diferenciando si siguen una disribucién normal o una distribucidn

uniforme.
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Recordamos que La ecuacion de biomasas tiene la forma:
— a0+a1Tt_2 ﬁ We
Xe=e St-1€ (4.64)

Tabla 4.1. Resultados finales de los parametros de ecuacidon de biomasas,
suponiendo una distribucién inicial uniforme.

Parametro Media Mediana Asimetria Coeficiente
de variacion

o -1,5470 -0,2419 -0,3467 853,678%
ay -0,2799 -0,2838 -0,3272 94,491%
B 2,3625 2,3353 0,5174 64,442%

Tabla 4.2. Resultados finales de los parametros de ecuacidon de biomasas,
suponiendo una distribucion inicial normal.

Parametro Media Mediana Asimetria Coeficiente
de variacion
@ 20,336 20,3383 -0,0079 7,861%
ay -0,4987 -0,4969 -0,2152 12,722%
B 0,1504 0,1471 0,5283 57,504%

Es evidente que el hecho de wusar distribuciones iniciales
informativas hace se puede apreciar una reduccion significativa en los
coeficientes de variacién, siendo éstas ultimas estimaciones mucho mas
proximas a las obtenidas por Gonzalez Galan (2004) y cuyos datos pasamos

a mostrar:
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Tabla 4.3. Resultados finales de los parametros de ecuacidon de biomasas,
Gonzalez Galan (2004)

Parametro Media Mediana Asimetria Coeficiente
de variacion

@ 20,377 20,383 -0,015 2,83%

ay -0,499 -0,499 -0,004 4,41%

B 0,129 0,129 -0,030 2,33%

Hay que afiadir que el tamafo muestral del trabajo que tenemos de
referencia era 5 veces mayor al nuestro asi que las estimaciones finales dan
una aproximacion a la realidad mucho mejor que la que hemos obtenido.

En este caso, y con el objetivo de comparar los resultados en
funcién de la distribucion inicial, el hecho de contar con informacion previa
mejora claramente las estimaciones finales.En las siguientes graficas
mostramos la distribucion inicial y el resultado final para cada uno de los
coeficientes:
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Figura 4.3. Densidad inicial y final del parametro a. Distribucién inicial uniforme.
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Figura 4.4. Densidad inicial y final del parametro a1. Distribucidn inicial uniforme.
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Figura 4.5. Densidad inicial y final del parametro B. Distribucién inicial uniforme.
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4.5.2 Resultados para los parametros de la ecuacion de
capturas. Modelo de Cushing aplicado a los datos del
boqueron.

La ecuacién de capturas tiene la forma:

Pt = Xt(l - e_th)evt (4-65)

Donde el parametro que estudiamos es el coeficiente de
capturabilidad g. Mostramos a continuacién los resultados de las
estimaciones de este parametro segun las distintas formas de establecer la

distribucidn inicial: Normal, método de Jeffreys y método de Zellner.

En la tabla 4.5 podemos comprobar que en este caso, sin embargo,
las estimaciones con menor coeficiente de variacion corresponden a los
resultados que se obtienen cuando la distribucion inicial es la de jeffreys.
Una forma de confirmar la decision es comparar las capturas finales

estimadas en cada caso con las capturas reales.

Tabla 4.4. Resultados finales del parametro de la ecuacidn de capturas, g.

Distribucion Media Mediana Asimetria Coeficiente

inicial de variacion
Jeffreys 0,000326 0,000320 1,207311 11,61%
Zellner 0,000246 0,000247 -0,060379 23,80%
Normal 0,000271 0,000268 -0,244362 26,32%

Con ello vemos que el hecho de partir por defecto de las

distribuciones normales no aporta necesariamente la mejor solucion, ésta
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va a depender de los modelos y los datos con los que se esté trabajando.

Veamos las graficas de las distribuciones iniciales y finales en cada

situacion.
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Figura 4.6. Densidad inicial y final del parametro g cuando la distribucidn incial es
la de Jeffreys.
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Figura 4.7. Densidad inicial y final del parametro g cuando la distribucidn incial es
la de Zellner.
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Figura 4.8. Densidad inicial y final del parametro g cuando la distribucién incial es
la Normal.




CONCLUSIONES Y LINEAS DE
INVESTIGACION

Este trabajo se ha dividido en tres partes enlazadas ente si: los modelos
de descripcidén dindmica de una poblacién explotada, y en este caso centrada en
la explotacion de recursos pesqueros, seguida de la exposicion de algunos
métodos de construccion de distribuciones iniciales minimo informativas, y, por
ultimo, el tratamiento de los métodos bayesianos aplicados a modelos de gestién
de pesquerias, en los que se necesitan tanto los modelos dindmicos que explican
la evolucién de una pesqueria, como de distribuciones iniciales de los
parametros que aparecen en dichos modelos para llegar, aplicando teoria
bayesiana, a las distribuciones finales a partir de las cuales podremos estimar

estos parametros.

De la primera parte podemos sefalar la dificultad de obtener series de
datos referidas a la gestion de pesquerias, ya sea por la escasez de los mismos y
bases de datos no fiables, en el caso de series antiguas, como porgue, también
hay que indicarlo, desde 2007 no se han podido obtener informes desagregados

de ninguna pesqueria a pesar de que existen estas bases de datos. Esto conlleva
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a que no se puedan realizar estudios actualizados que permitan determinar la

evolucién de estos recursos y plantear politicas de gestidn 6ptima de los mismos.

En cuanto a la segunda y la tercera parte, nos hemos centrado en
metodologias de determinacidn de distribuciones iniciales no informativas o
minimo informativas aplicables a bases de datos finitas, ya que el propésito final
era resolver una cuestion que siempre surge cuando se desea realizar
estimaciones, basandose en la teoria bayesiana, sobre modelos estado-medida

finitos con la estructura que presentan los modelos stock-reclutamiento.

En relacion a los resultados obtenidos, se han podido obtener por la
propia aplicacion de las técnicas bayesianas que nos permite determinar la
distribucién inicial de los parametros fijando el primer momento en el que
entran en el modelo, ya que en los siguientes se puede utilizar esta distribucién a
priori para determinar el resto de distribuciones. La solucion analitica de todo el

periodo en conjunto es inviable.

La funcion inicial asociada a los parametros depende de su forma de
participar en el modelo. Los parametros que suponen u cambio de origen
respecto a la media de la distribucién seguiran una distribucion uniforme,
mientras que aquellos que son pardmetros de escala siguen una distribucién log-

uniforme.

Donde hemos obtenido mas diferencias es el parametro g (coeficiente de
capturabilidad) de la funcion de capturas cuando queremos determinar la
distribucién a priori sin contar con informacion previa. Si elegimos el método de

Jeffreys, In (1 — e~ 9%0)~Uniforme, que en la practica hemos visto que se puede
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aproximar a una distribucion triangular. Si aplicamos el método de Zellner,

e_qEO 1/2
m5(q) « (—) , que nos lleva a una distribucién beta(1/2,1/2). Ambas

1-e~9Eo
distribuciones estdn vinculadas a comportamientos globales de una poblacién
sobre la qu ese tiene muy poca informacién, asi que se pueden considerar

distribuciones iniciales no informativas.

Las soluciones son aplicables a cualquiera de estos modelos y permiten
abrir posibilidades distintas a las empleadas hasta este momento, ya que,
partiendo de un mismo modelo de stock-reclutamiento y relacion de capturas, al
considerar distintas distribuciones iniciales, podemos decidir entre varias

soluciones finales cual seria la dptima y ajustar mejor las estimaciones.

Las dos aplicaciones realizadas, para las que disponiamos de informacion
sobre series de esfuerzo y capturas, se caracterizan por ser pesquerias cuya
evolucidn en el tiempo se encuentra sometida a fuertes fluctuaciones, vinculadas
en mayor o menor medida a cambios experimentados en las condiciones
ambientales. Este comportamiento implica la necesidad de técnicas adaptativas
en las que los parametros constantes de los modelos tradicionales tienen poca
aplicabilidad. La posibilidad de introducir directamente estas variables
ambientales y permitir cambios aleatorios en los parametros, introduce mayores
dosis de realismo en la modelizaciéon de las pesquerias y, por tanto, permite

mejorar la evaluacién de los recursos y adoptar decisiones coherentes.

Las lineas de estudio que nos planteamos para el futuro se van a orientar
hacia el desarrollo de metodologias aplicables a problemas distintos a los

planteados en esta tesis, como los flujos migratorios, consumo de
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estupefacientes o reconstruir series como las del valor afiadido bruto generado
por actividades ilegales para las series de Contabilidad Nacional Trimestral de

Espaiia.

En relacion a estas series, en septiembre de 2014 se presentaron los
primeros resultados obtenidos tras aplicar la nueva metodologia obligatoria de la
Unidn Europea con base 2010: el Sistema Europeo de Cuentas Nacionales y
Regionales (SEC-2010) en las que se incorpora por primera vez el conjunto de

actividades que se consideran ilegales’.

Las actividades ilegales que se consideran son: prostitucion, trafico de
drogas, contrabando de tabaco y juego ilegal. El INE ha realizado estimaciones de
estas actividades siguiendo las metodologias y procedimientos establecidos por
Eurostat, pero al final los resultados no se ofrecen de forma separada en las
cuentas nacionales. Puede ser interesante reconstruir las series a nivel provincial

y de Comunidad Auténoma.

1 . .. . . .
Se consideran tanto las actividades ilegales propiamente dichas como aquellas no reguladas
legalmente.



ANEXO 1
TABLAS DE DATOS UTILIZADOS EN LAS APLICACIONES

Tabla A.1.1. Capturas, Esfuerzo observado en la pesqueria del boquerdn y
Temperaturas SST Julio y Cociente SST Febrero y Julio

CPUE T1=SST T2=Cociente SST
ANO CAP(Kg.) (Kg./dias) ESF(dias) Julio Febrero y Julio
1985 3996470 175.2 22813 0.7229 18.83
1986 1894316 140.7 13460 0.6900 18.24
1987 1687401 289.0 5838 0.7063 18.46
1988 954702 195.8 4875 0.6890 18.76
1989 429712 81.9 5248 0.6684 18.64
1990 649882 89.3 7278 0.6861 18.37
1991 749958 106.5 7043 0.6690 17.55
1992 336772 44.2 7620 0.6930 17.33
1993 131698 21.6 6095 0.6654 17.4
1994 352737 107.6 3278 0.6705 18.14
1995 626643 125.1 5011 0.6759 18.94
1996 1612064 606.0 2660 0.7353 17.96
1997 1062283 428.0 2482 0.7188 19.08
1998 1064811 261.2 4077 0.7162 17.79
1999 980668 159.7 6139 0.6897 17.86
2000 659543 79.9 8251 0.7035 17.45
2001 2811923 332.5 8456 0.7029 18.7
2002 2920511 588.5 4963 0.7361 18.42
2003 246104 30.9 7963 0.6661 18.42
2004 711637 154.0 4622 0.6933 18.23
2005 549116 153.9 3569 0.6788 18.56
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Tabla A.1.2. Capturas, Esfuerzo observado en la pesqueria de caballa
en la Resgidn Suratlantica Espafiola y Temperatura media de las
maximas de la temporada de pesca con un retardo de dos afos.

Esfuezo
Ao Capturas™ (dias de pesca) Temperaura (t-2)
1973 4483 2839 24,51
1974 5578 4754 25,31
1975 6123 3928 25,6
1976 4003 2273 25,52
1977 5381 4754 25,83
1978 5215 2244 24,7
1979 6102 4526 24,67
1980 5488 4142 25,11
1981 4146 2130 25,03
1982 2806 1433 26,09
1983 2797 3338 26,01
1984 3357 2570 25,23
1985 4129 3324 25,11
1986 6395 4038 24,18
1987 5901 4212 26,21
1988 3782 3150 25,78
1989 3092 2036 25,69
1990 2544 3231 26,03
1991 2093 2802 26,2
1992 1122 1551 26,66
1993 1714 1291 26,22
1994 2105 3883 26,29
1995 1303 3038 26,55
1996 1182 1523 26,81
1997 1226 1618 27,06
1998 1661 2071 26,18
1999 1255 1008 26,4
2000 1607 1548 26,43
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